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Zur Theorie der Transformation algebraischer
Functionen.

(Von Herrn H. Weber in Zürich.)

Xjesteht zwischen zwei Veränderlichen s, z eine irreductible alge-
braische Gleichung, welche in Bezug auf s vom Grade n, in Bezug auf z
vom Grade m ist:

n m
F(s,z) = 0,

so wird der Verlauf der Function s durch eine die 3-Ebene allenthalben ^-fach
bedeckende Riemannsche Fläche T dargestellt. Ist die Ordnung des Zu-
sammenhangs dieser Fläche 2p + i^ die Anzahl der einfachen Verzweigungs-
pubkte w, wobei ein Verzweigungspunkt höherer Ordnung als eine Anhäufung
von mehreren einfachen Verzweigungspunkten betrachtet wird, so besteht nach
Riemann die Relation:

p = -||0 — n + 1.
Die Zahl p heisst nach Clebsch das Geschlecht der Gleichung F = 0.

Es sei nun
*i = 9>fo«)

irgend eine rationale Function von s und z, welche in % Punkten der Fläche T
unendlich gross von der ersten Ordnung wird, und daher jeden beliebigen
Werth in nL Punkten dieser Fläche annimmt.

Durch Vermittlung dieser Function wird die Fläche T in den kleinsten
Theilen ähnlich auf eine andere Fläche Ti abgebildet, welche die sr-Ebene
überall %-fach bedeckt, so dass jedem Punkt von T ein Punkt von TL ent-
spricht und umgekehrt. Es ist sonach der Zusammenhang der Fläche 1\ eben-
falls von der Ordnung 2p + i wie der von T, und jede eindeutige Function,
des Ortes in 2 ist eine ebensolche Function in T1? welche an entsprechenden
Stellen die gleichen Unstetigkeiten besitzt.

Ist nun
Sl ='y(*,«)

eine zweite rationale Function von s und z, die in mt Punkten von Tun-
endlich von der ersten Ordnung wird, so ist sie auch eindeutig in T* bestimmt
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346 Λ Weber , sswr Transformation algebraischer Functionen.

und ist, abgesehen von den % Punkten, in denen sie unendlich wird, in Tt

stetig, woraus folgt, dass zwischen Si und ̂  eine algebraische Gleichung besteht:
w, m^

FI(SL, «£) - 0,
in welcher /*\ eine ganze Potenz einer nicht in rationale Factoren zerf llbaren

v μ
Function Φ(*ι,«ι) ist. Es sei demnach:

, i))1,
so dass:

% = Iv, ml = λμ.
Die Potenz λ ist im Allgemeinen, d. h. wenn ber die Lage der Un-

stetigkeitspunkte der Function sx nicht besondere Voraussetzungen gemacht
w,erden, die erste. Sie ist jedenfalls dann die erste, wenn die Unstetigkeits-
punkte von *x in T nicht gruppenweise in solche Punkte fallen, in denen «Λ

denselben Werth hat.
In diesem Fall k nnen alle in T1 eindeutig bestimmten Functionen, die

abgesehen von einzelnen Punkten, in denen sie unendlich von endlicher Ord-
nung werden, stetig bleiben, also auch s und z rational durch sl5 «j ausge-
dr ckt werden. Die Substitution

*ι~φ(*,*λ *i = yfo«)>
n m v μ

durch welche die Gleichung F(s, «) = 0 in Φ (s, *) = 0 transformirt wird, heisst
in diesem Fall umkehrbar und die Transformation eindeutig.

Aus der gleich hohen Ordnung des Zusammenhangs der Fl chen T
und Ti folgt der Riemannsche Satz :

Zwei durch eindeutige Transformation am einander entstandene alge-
braische Gleichungen haben dasselbe Geschlecht.

Es soll jetzt die Umkehrung dieses Satzes bewiesen werden, n mlich :
F hrt die Elimination eon s, z aus den drei Gleichungen

n m
F(s, z) = Ο, «ι = φ 0, «), «i *= y (*, «)

auf eine irreductible Gleichung

Φ(*Μ*Ί) = 0 ,

vom selben Geschlecht wie F=0y so ist die Substitution umkehrbar, d. h. es
k nnen s und z rational durch st und % ausgedr ckt werden, vorausgesetzt
dass die Ordnung des Geschlechts gr sser als i ist.

Brought to you by | New York University Bobst Library Technical Services
Authenticated

Download Date | 5/29/15 5:22 AM



H. Weber, zur Transformation algebraischer Functionen. 347

Es hat sich gezeigt, dass nur dann s und z nicht rational durch ̂ , ^
ausdrückbar sind, wenn die oben eingeführte Zahl > l ist. In diesem Fall
wird die wahre Verzweigungsart der Function SL nicht durch die Fläche !\
dargestellt, sondern durch eine andere Fläche T, welche die *r-Ebene überall

nur ^ = -^--fach bedeckt, und in welcher die Fläche Ti überall -fach aus-

gebreitet ist.
Es sei jetzt w^ die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte in \,

w9 die entsprechende Zahl für die Fläche Tf und 2p'-\-i die Ordnung des
Zusammenhangs der letzteren. Dann ist:

p = «>!
p' = \w'-v +1.

Nun besteht aber zwischen den beiden Zahlen WL und w' eine gewisse Be-
ziehung. Ueberall da nämlich, wo die Fläche T einen einfachen Verzweigungs-
punkt besitzt, finden sich in TA einfache Verzweigungspunkte, von denen
keiner aufgehoben werden kann. Der Beweis hierfür ergiebt sich aus fol-
gender Betrachtung:

Es mögen einem beliebigen Werthsystem (*!,*!) die Werthe der Function s:
SM, SM, . . . S^

entsprechen. Dem in einem anderen Blatt der Fläche T an derselben Stelle
stattfindenden Werthsystem («l, «i') mögen die Werthe

entsprechen. Hängen nun in einem Verzweigungspunkt }' die beiden Blätter
s( und si mit einander zusammen, so lässt sich die Function ^ auf einem
geschlossenen Wege, der den Verzweigungspunkt j, aber keinen anderen ein-
schliesst, in der Weise stetig fortführen, dass man von dem Werthsystem
(X,si) zu dem Werthsystem (ai,*i') gelangt. Dadurch geht aber die Werth-
reihe SM, SM, . . . s^ über in die Werthreihe s(ß*\ s^\ . . . s^\ so dass
jeder Werth der einen Reihe in einen bestimmten Werth der anderen über-
geführt wird. Daraus folgt, dass je eines der Blätter der Fläche T19 die
über dem Punkt (*lj*i) der Fläche T' liegen, in dem Verzweigungspunkt 5
mit einem der Blätter, die in («i,*i) liegen, zusammenhängen muss, und
dass demnach die Fläche 1\ in j einfache Verzweigungspunkte besitzt.

Ausserdem kann 2\ noch eine gewisse Anzahl w" andere einfache
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Verzweigungspunkte haben, denen keine solche in T entsprechen. Demnach ist:
w t = I

und es ergiebt sich:
p =

Soll nnn p' = p sein, so folgt aus dieser Relation:

Da positiv ist, und w" seiner Natur nach' gleichfalls * f> 0 sein muss, so
kann diese Relation nur dann bestehen, wenn entweder = l , also die an-
genommene Substitution umkehrbar ist, oder wenn /? = 0 oder =1 ist, wodurch
der oben ausgesprochene Satz bewiesen ist.

Für p = l ist w" = 0, und kann jeden beliebigen ganzzahligen po-
sitiven Werth haben. Die Substitution wird in diesem Fall nicht mehr ali-
gemein umkehrbar sein. In der That ist die Aufgabe, für ein gegebenes
alle rationalen Substitutionen £i = 9> (*;&), sL = ̂ (syz) zu finden, nichts An-
deres als das Jacobische Transformationsproblem der elliptischen Functionen.
Die angestellte Betrachtung zeigt also zugleich, dass ein Transformations-
problem in diesem Sinne für die Abelschen Functionen nicht existirt Für
p = 0 wird «?" = 2 ( — 1), eine Gleichung, die für beliebige Werthe von
bestehen kann. In diesem Fall sind die Beispiele für die nicht umkehrbaren
Substitutionen trivial. Besteht nämlich zwischen s und z eine lineare Glei-
chung und setzen wir beispielsweise

so besteht zwischen SL und Ä! gleichfalls eine lineare Gleichung, und trotzdem
ist nicht und $ rational durch ^ und s1 ausdrückbar.

Zürich, im Juni 1873.
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