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Introduction.

Dans un mémoire remarquable publié dans le tome 2 des Acta
mathematica M. PoiNcArE a démontré le théoréme suivant:

Si une fonction analytique de deux variables complexes w'admet & distance
finie que des singularités non essentielles elle est le quotient de deux fonctions
entiéres.

Le mémoire de M. PoiNCARE est le seul travail publié sur cette im-
portante question. Je me suis proposé d’établir pour les fonctions de »
variables complexes un théoréme plus général que celui de M. Poincaxrg,
en employant & cet effet un procédé de démonstration qui m’'est personnel.

Je me suis efforcé dans cette étude d’établir la plus grande analogie
possible avec la théorie connue des fonctions d’une seule variable complexe.

M. Mirrae-LEFFLER a, dans un théoréme devenu classique, démontré
I'existence et donné l'expression analytique d’'une fonction d'une variable
complexe n’admettant pour points singuliers que des points donnés a
I'avance et formant un ensemble dénombrable dont le seul point limite
est le point co et telle qu’en chacun de ses points singuliers elle se
comporte comme une fonction donnée. Deux théorémes importants dus
a M. WEIERSTRASS peuvent étre considérés comme des conséquences suc-

cessives du théoreme de M. Mirrac-LEFFLER; le premier est relatif a
Acta mathematica. 19. Imprimé le 23 avril 1894, 1
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I'existence d'une fonction entiére admettant pour zéros des points donnés
& l'avance; le second relatif &4 l'expression sous forme d’un quotient de
deux fonctions entiéres d’une fonction d’une variable qui nadmet comme
points singuliers que des podles. Ces trois théorémes forment un ensemble
de trois propositions intimement reliées entre elles. Je crois étre arrivé
a donner pour les fonctions de n variables complexes un groupe de trois
propositions correspondant aux trois précédentes, et reliées entre elles
d’une fagon analogue. Toutefois, en ce qui concerne la deuxiéme de
ces propositions, une différence importante simpose entre le cas d'une
variable et le cas de plusieurs variables; elle est due a ce fait qu'une
fonction réguliére d’'une seule variable n'admet pour zéros que des points
isolés, tandis que les zéros d'une fonction de plusieurs variables complexes
ne sont jamais des points isolés; le probléme ne se présente donc plus
de la méme facon dans les deux cas; les énoncés des théorémes VI et
IX indiqueront comment on peut poser le probléme dans le cas de n
variables complexes.

Parmi les travaux se rattachant aux questions que jai traitées je
signalerai, outre le mémoire précité de M. Poixcark, deux extensions
aux fonctions de #» variables complexes du théoréme de M. MiTTAG-
LerrLER données par M. Appeni’® et par M. DAvTHEVILLE.

Pour l'exposition, j'ai divisé mon travail en quatre parties.

La premiére contient la démonstration de quelques propositions pré-
liminaires, qui sont, je crois, pour la plupart nouvelles; toutefois M.
PamvrLeve® a déja donné une proposition analogue, moins générale.

La deuxiéme partie est consacrée a la démonstration d'un théoréme
qui est, pour la suite, d’'une importance capitale.

La conclusion de la troisiéme partie est le théoréme suivant:

Si une fonction de m wvariables complexes w admet que des singularités
non essentielles ¢ Uintérieur de n cercles ayant powr cemtres les m origines et
dont chacun a un rayon fini ou infini, cette fonction est le quotient de deux
séries entiéres par rapport aux n variables, convergentes & Uintériewr des n
cercles.

! Acta mathematica, tome 2, page 7I.
* Theése, Paris, Gauthier-Villars, pages 44 et 50.
* Thase, Paris, Gauthier-Villars 1887, page 68.
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La quatriéme partie a pour but la démonstration de quelques
théorémes qui sont, dans une certaine mesure, I'extension pour » variables
des théorémes donnés pour une variable par M. Mrrrag-LEFFLER dans le
tome 4 des Acta mathematica.

En terminant cette introduction, qu'il me soit permis de remercier
MM. PoixcarE et ApPELL pour le bienveillant accueil qu’ils ont fait a
mes premiéres recherches, et de leur exprimer ici ma profonde recon-
naisgance.

L.

Propositions préliminaires.

1. J'emploierai pour les variables complexes la représentation
géométrique ordinaire: chaque variable sera représentée par un point
d’un plan.

J’établirai d’'abord quelques propriétés de la fonction ¢(y) définie
par Végalité: |
(1) o(y) = — zf_zy-

AEB

y et z sont deux variables complexes représentées sur le méme plan:

Iintégrale est prise le long du chemin AEB de 4 vers B; je suppose

pour plus de simplicité que ce chemin ne présente aucune boucle. Pour

distinguer entre les points A4 et B, je dirai que A4 est l'origine et B

lextrémité du chemin d’intégration; lorsque cette distinction ne sera pas

nécessaire les deux points 4 et B seront appelés les deux extrémités du

contour d’intégration: aucune confusion ne pourra ré-

sulter par la suite de cette désignation. b A
Soit CED un chemin supposé parcouru de C vers

D et traversant AEB en un seul point E; je trace la

ligne AMB ne traversant pas CE et telle que le point

C soit intérieur au contour AMBEA: si le sens AEB p

est direct sur le peérimétre du contour AMBEA, je M
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dirai que CED traverse AB dans le sens direct: dans le cas contraire
CED sera dit traverser 4B dans le sens indirect.

La fonction ¢(y) qui est définie par I'égalité (1), est réguliére en
tout point qui n’est pas situé sur le chemin d'intégration AEB: ce chemin
AEB est une coupure pour la fonction ¢(y).

L’expression explicite de ¢(y) est d'ailleurs, en désignant par @ et b
les valeurs de 2 correspondant aux deux points 4 et B:

1 b—y
¢(y) = S log

a —

en prenant pour le logarithme une détermination convenablement choisie.
De cette expression explicite de ¢(y) se déduisent les propositions
suivantes:

IO

Si P'on fait parcourir au point y un chemin CED traversant
AB au seul point E, la continuation analytique de ¢(y) est réguli¢re an
point E et en tout point de ED; l'expression de cette continuation ana-
Iytique est en tout point de ED donné par: 1 + ¢(y), si CED traverse
AB dans le sens direct; et par: — 1 + ¢(y) dans le cas contraire.

2°.  La continuation analytique de la différence:

¢(y) — = log (b — 1),

247
est réguliere au point B; et la continuation analytique de:

¢(y) + 5 log(a —y)

i

est réguliére au point 4.

2. Je considére une fonction f(z,, 2,,...,,,y) des (n 4 1) va-
riables complexes z ,x,,...,x,,y représentées géométriquement sur
(n 4 1) plans différents. 7, 7,,..., 7, sont n contours fermés, simples
ou complexes, tracés respectivement sur les n plans des n variables
T, Ty, ..., 2,; Vensemble de ces contours serd désigné par y; 'ensemble
des valeurs z, , #,,..., z, sera le point z; je dirai que x est intérieure
aysia,z,,...,z, sont respectivement intérieures a y,,7,,..+, Ja-

! La détermination 3 prendre pour log (b — ¥) est arbitraire.
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Pour abréger Vécriture, j'écrirai f(z,y) au lieu de f(z,, ;,..., %0, Y)
toutes les fois qu'il n’en pourra résulter aucune confusion.

I' désigne un contour fermé, simple ou complexe du plan de la
variable y; (z,y) sera dit intérieur & (r, /") si z et y sont respective-
ment & lUintérieur de y et I

Cela posé, je suppose la fonction f(x,y) régulicre tant que z est
dans y et y dans I

Je définis une fonction @(x,y) des (n+ 1) variables x,,2,,...,%,,y
par l'égalité:

(2) R

i z—
AEB

z est représenté sur le méme plan que la variable y; le chemin d'inté-
gration AEB est supposé tout entier a l'intérieur de I

La fonction ainsi définie est réguliére pour 2z intérieur a y et y
quelconque dans son plan, mais non situé sur la ligne d’intégration 4EB;
cette derniére est pour @(x,y) une coupure relative i la seule variable y.

Je vais étudier la continuation analytique de @(z,y) lorsque y
traverse le chemin AEB, = se déplacant en méme temps d’une facon
quelconque a Vintérieur de .

[@,2)— (=, y)

Pour cela, je remarquerai d’abord que la fonction

72—y
est réguliere pour x intérieur & 7 et y et 2z intérieurs a I'. Soit, en
effet: v, = a,,2, =a,,...,2,=a,,y = b, 2= c un point intérieur a

(7, I); si b n'est pas égal a ¢, il est clair que la fonction considérée
est réguliére en ce point. Je suppose donc ¢ = b, et je pose:

z, = %, + a,, (P=1,2,...,m)
y=y9 +9,
2=2 4 b.
Je trace sur les plans des » variables x, n cercles de rayon R de
centres a,, a,, ..., d,, en supposant R assez petit pour que ces n cercles
solent respectivement intérieurs & 7, ,7,,..., 7. et sur le plan de la

variable y, je trace un cercle de centre b et de rayon p assez petit pour
que ce cercle soit intérieur a I .
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Je désigne par C lensemble des (n + 1) cercles tracés. La fonc-
tion f{x,y) est développable en série entiére en 2}, z,, ..., z,,y’, con-
vergente & lintérieure de C; soit:

YAxmxy ... 2yt

ce développement; en y remplagant chaque coefficient A par son module
| 4|, les variables & par R, et y par p, on obtient une série convergente:

(3) E‘A'Ral-}-a,-f-...-i-anpﬁ.
On a a lintérieur de C:

fle,2) —fle,y)  ZAe z" ... 2. (" —y¥)
z— o d—y

En effectuant la division par 2/ — y de chaque terme du second membre,
on est conduit a la série:

(4) SAz oo 2Ty L 2y 4y

qui devient, en remplagant chaque coefficient A par son module | 4],
les x par R, et y et # par un nowmbre positif r:

(5) Eﬂl A | Ratarttan 81

cette derniére série est convergente pour r < p, comme étant la dérivée
par rapport a r de la série (3) ou l'on aurait remplacé p par r.
La série (4) est donc absolument convergente dans C; par suite

f(z’z>—f(myy) ’ .y .
ey est réguliére au point v, =a, 2, =a, r,=a,, ..., T,==a,,
y =2z =1>, ce que je voulais établir.

On peut deés lors poser:

,2)—f(=,y
Il—*z)_*——yf("—): Fz,y,2),
F(x,y, 2 étant réguliére en tout point (r,y, 2) intérieur a (r, I).
L’égalité (2) peut étre maintenant écrite pour (x,y) intérieur a (y, I")
sous la forme:

! 8 f(x:V) ® (lz
Vosy) =55 [P,y 9+ 550 [ 2
AEB AEB
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ou en posant comme précédemment:

I dz
o(y) =5 fz__J,

AEB

1

V,y) = - [Flz,y,2)de+ ¢(y)flz, y)
A%B

L'intégrale qui figure au second membre est une fonction de z et y ré-
guliére en tout point intérieur & (r, I'): il cn est de méme par hypo-
these de f(x,y); enfin la fonction ¢(y) a été étudiée dans le paragraphe
précédent. On en conclut immédiatement les propriétés suivantes de
O(x,y):

1°. Si Ton fait parcourir au point y un chemin CED (de C vers D)
contenu & lintérieur de [ et traversant AEB au seul point E, tandis
que x se déplace d'une fagon quelconque a lintérieur de y, la conti-
nuation analytique de @(z,y) est réguliére au point E et en tout point
de ED: elle a pour expression O(z,y) + f(x,y) si CED traverse AB
dans le sens direct et pour expression: @(z,y) — f(x,y) dans le cas
contraire.

2°% a et b étant les valeurs de # qui correspondent aux points A4
et B, la continuation analytique de la différence:

0, y) — LD 105 (h —y),»

T

est réguliére au point B et celle de:

0@, y) +1% Dlog (a —y)

est réguliére au point 4.

3. Soient n chemins d'intégration 4, B, 4,B,..., A,B tracés sur
le plan commun aux deux variables y et z, et ayant lexirémité B
commune; le sens d’intégration est pour chaque contour de 4 vers B.
Ces contours sont supposés ne pas se couper et n'ont par suite aucun

! La détermination & prendre pour log(b — %) est arbitraire.
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autre point commun que B; de plus on suppose qu'en parcourant dans
le sens direct un petit cercle de centre B, on rencontre les contours
précédents dans l'ordre: 4, B, 4,B,..., 4. B
cest 4 dire par ordre d'indices croissants.
Je trace alors la ligne 4, MA, de fagon
qu'il n'y ait aucun des contours précédents
a lintérieur du contour fermé A BA,MA, .

A chaque chemin 4,B, je fais corres-
pondre umne fonction f,(x,y) de (n + 1) va-
riables z,,x,,..., x,,y réguliére pour z
intérieur a un contour fermé I° et pour y
intérieur 2 un certain contour fermé C, enveloppant le chemin 4,B.
Le contour I'" est le méme pour les » fonctions f,(z,¥).

Je pose:

I ) x,2)dz,
o, y) = L [ 2,

e Z-—:L/
4,B

Iintégrale est prise le long de 4,B de A, vers B; la fonction ¢,(z, y)

est de la forme de celle qui a été étudiée dans le paragraphe précédent.
Je définis une fonction @(x,y) pour x intérieur a I’ et y intérieur

a BA MA,B par I'égalité:
0(7‘ 5 y) S Sgpp(x s y)’ (r=1,2,...,n)

cette fonction est réguliére en tout point intérieur a la région ou je la
suppose ainsi définie.

Je vais donner la condition nécessaire et suffisante pour que l'ex-
tension analytique de @(z, ) soit réguliére au point B, z étant toujours
supposé a l'intérieur de 7.

Si b est la valeur de y correspondant au point B, l'extension ana-
lytique de la différence

¢s@,9) — 5= fol, 9) log (b —)

est réguliére au point Bj; il en sera de méme de la continuation ana-
lytique de:

3¢,(0, y) — 5= (@, y) log (b — v) (p=128,)
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c’est-a-dire de:
I
(o, 9) — = log (b — 1) 51,(x , ).

La somme ZXf,(x,y) est réguliére au point B comme chacune des fone-
tions qui la composent (z restant toujours dans I).

La condition nécessaire et suffisante pour que l'extension analytique
de @(z,y) soit réguliére au point B sera donc que:

2f,(x,y) = o,

identité qui a un sens bien précis pour y dans le domaine de B, z étant
toujours quelconque dans I

4. Un cas particulier dont la considération sera utile plus loin est
celui ol ]a somme précédente se réduit & un multiple de 2ir; soit:

2f,(x , y) = 2ikx.
La continuation analytique de la différence
O(x,y) — log(b—y)

est alors réguliére au point B.

1L

Démonstration d’un théoréeme fondamental.

5. Les propositions qui sont I'objet du présent travail, sont la con-
séquence d'un théoréme fondamental que je vais exposer dans cette
deuxiéme partie.

Il sera tout d’abord question de fonctions de (n 4 1) variables
complexes de la nature suivante: chacune de ces fonctions est définie &
Vintérieur d'une certaine région pour tous les points de laquelle elle

n'est pas supposée réguliére, mais dans laqueile elle est monotrope et
Acta mathematica. 19. Imprimé le 23 ayril 1894.
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n'admet pas despace lacunaire. Cette derniére condition signifie d'une
facon précise que si M désigne un point quelconque de la région con-
sidérée, il existe un point aussi voisin que l'on veut de M pour lequel
la fonction est réguliére.

Si deux fonctions de cette nature se trouvent définies simultanément
a lintérieur d’'une méme portion d’aire et si leur différence est réguliére
en tout point de cette aire, je dirai que les deux fonctions sont équi-
valentes dans la portion d'aire considérée; si lcur différence est réguliere
en un point, les deux fonctions seront équivalentes en ce point.

La condition nécessaire et suffisante pour que deux fonctions F et
@ soient équivalentes en un point M, est que l'on ait pour les points
situés dans le domaine de M:

F=0+f,

f étant une fonction réguliére en M.

Il est clair que deux fonctions équivalentes en un point a une méme
troisiéme sont équivalentes entre elles.

Cela posé, soit I" un ensemble de contours fermés simples ou com-
POSES 7y, 74y - - -5 7w tracés respectivement sur les » plans des n variables
Xy %yy...,%,. Dans tout ce paragraphe le point = (z,,2,,...,,) sera
constamment supposé a l'intérieur de 17 et pourra étre quelconque dans
I"; les seules distinctions & faire dans la position des points représentant
des variables porteront sur une (r 4 1)™ variable y; de telle sorte que
quand je dirai que la fonction f(z,y) de =, ,x,, ..
en un point du plan de la variable y, cela signifiera quelle est régulicre
en ce point quel que soit z a l'intérieur de I

Soit § une aire connexe du plan de la variable y: cette aire S est
subdivisée en régions R , R,, ..., R,... en nombre quelconque mais fini,
et dont chacune est limitée par un contour fermé simple. Deux régions
R, et B, seront dites contigués si clles ont une portion commune de
périmétre: cette portion commune sera désignée par I,,; [,, peut étre une
ligne continue, ou bien étre composée d'un certain nombre de lignes
continues distinctes mais en nombre fini: les extrémités de [,, seront les
extrémités des différentes lignes qui la composent; [,, est la ligne que
y doit traverser pour passer de la région I, a la région I, sans entrer
dans une autre région que ces deux-la; jaurai a envisager des intégrales

.y ¥,, Y est réguliére
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pour lesquelles le chemin d’intégration sera I,;
distinction suivante entre les deux notations 7, et [

.
n°®

jétablis a cet effet la
l,, sera parcourue
pour lintégration dans le sens qui est direct sur le périmétre de R,
l,n sera parcourue dans le sens qui est direct sur le périmétre de R:
ainsi [, et [, désigneront le méme chemin d'intégration mais avec des
sens différents; il résulte de la que y, en passant de R, a R, traversera
l,, dans le sens direct, et [,, dans le sens indirect.

J'aurai encore & considérer les points qui sont communs aux péri-
métres de plus de deux régions, tout en étant intérieurs & S (et non sur
son périmétre); ces points seront appelés des
neuds; soit B un de ces neeuds; si jappelle
R,,R,,R,..., R, R, les régions que l'on tra-
verse successivement en faisant le tour du point B
B dans le sens direct, B est l'extrémité commune
aux chemins d’intégration 1, , 7, , ..., Ly, ly;
les régions R,, R,, R,,..., R,, R, seront dites
attenantes au neud B.

A chaque région R, je fais correspondre une fonction des (n 4 1)
variables complexes «,,,,...,%,,¥y, f,(*,y) définie pour z intérieur
& I” et pour y intérieur & un contour fermé &, enveloppant R,: & lin-
térieur de la région ol elle est définie f,(x,y) est supposée monotrope et
sans espace lacunaire; on fait de plus I’hypothése suivante: si It, et R,
sont deux régions contigués, &, et &, ont une portion daire commune
ou les deux fonctions f,(x,y) et f,(z,y) sont simultanément définies;
on suppose que ces deux fonctions sont équivalentes dans la portion d’aire
ou elles sont simultanément définies; /,, étant tout entiére dans cette
portion d'aire, il résulte de la que la diftérence f,(x,y) — f,(x, y) sera
réguliére en tout point de [,,, y compris ses extrémités.

Si 4 est un point intérieur a R, je dirai que f,(v,y) est la fonc-
tion correspondant au point A4; et si 4 est un point commun aux péri-
métres de plusieurs régions R,, R,, R, etc. la fonction correspondant au
point A4 sera l'une quelconque, prise a volonté, des fonctions f,(z, ¥),
1@, 9), (@, ) ete.

Voici le théoréme que je vais établir:

Théoréme fondamental. Il ewxiste une fonction I'(x ,y) monotrope et
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sans espace lacunaire définie pour x intériewr o I' et y intérieur o S el
qui, en chaque point intériewr @ S, est équivalente @ la fonction correspondant
@ ce point.

D’expression point intérieur & S, employée dans I'énoncé précédent.
exclut les points situés sur le périmetre de S.
Définition des fonctions I,,(x,y) et ®(x,y). Pour le démontrer, je

hose, BB, et R étant deux récions contigués:
’ §4 > o)

n

I.(x,y) = 2_‘_ fr@,2) — fule, 2) iz

T z2—y

Inp

z est une variable complexe représentée sur le méme plan que la variable

y; lintégrale est prise le Jong de l,,'p; si {,, se compose de plusieurs lignes
continues distinctes, I, (x,y) est alors la somme d’intégrales analogucs
a la précédente dont les chemins d’intégration sont les différentes lignes
continues composant /.. Comme en tout point de cette ligne [,
fo(@,2) — f,(v, 2) est réguliére par hypothése, U'intégrale précédente est
de la forme de celles étudiées au paragraphe 2. I, (x,y) est réguliere
pour toute valeur de y excepté le long de [,, qui est une coupure pour
cette fonction.

Il importe de remarquer que:

Iﬂp(x ’ ?/) = Ipn(x M y)’

car par la permutation des indices p et n le sens de l'intégration change
en méme temps que le signe de la fonction intégrée.
Soit posé:
Px,y) = ‘S"Inp(x ’ 2/),

la somme X s'étendant & toutes les combinaisons des indices n et p
correspondant & deux régions contigués. La fonction @(z,y) admet
comme coupures tous les chemins dintégration [, ; elle est réguliére en
tout point non situé sur un de ces chemins.

Définition des fonctions ¢,(x,y). Je considére la fonction ¢,(x, y)
qui a lintérieur de R, est égale a @(z,y); elle est réguliére en tout

point intéricur a cette région, puisque R, ne renferme aucune des coupures
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de @(x,y). La continuation analytique de ¢,(x,7y) est encore réguliere
en tout point 4 dn périmétre de R, intérieur a4 S. Soit en effet 7,, 1a
portion du périmétre de R, & laquelle appartient le point 4. Si 4 nest
pas une extrémité de [, la seule intégrale dont le chemin d’intégration
passe par A4 est I (x,y); il résulte du paragraphe 2 que la continuation
analytique de I,(r,y) en tout point de /,, autre que ses extrémités, est
régulicre. Il en est donec de méme pour ¢,(z,y), qui, & l'intérieur de
R,, est donné par:

Py y) = O, y) = 2L, (2, y).

Si A est une extrémité de [,
par hypothése intérieur & §, c'est alors un newud;
golent R,, R,, R, ..
traverse successivement en faisant le tour de 4

comme il est
.y B, , R, les régions que 'on

dans le sens direct; je partage la somme d'inté-
grales @(z,y) en deux parties; la premiére @, (x,y)

comprenant toutes les intégrales dont le chemin
d'intégration a pour extrémité A; la seconde @,(x,y) comprenant toutes
les autres intégrales:

O(z,y) = O,(z,9) + Oz, )
@,(z,y) est réguliere en A; la continuation analytique de @, (x,y) est
aussi réguliére en A, d'aprés le paragraphe 3; car les fonctions:
fp(:‘v ’ :’/) - fn(x ’ y),
fq(x ’ _’lj) - fp(x ’ y)’
f(@,y)— £, )
fn(x ’ ?/) - ﬁ(x 3 ?/)’

qui figurent dans les intégrales prises le long des chemins aboutissant
en A, et qui sont toutes réguliéres en A, ont une somme identiquement
nulle; par suite, @ (z,y), considérée actuellement pour y intérieur a.R,,
est, par continuation analytique, réguliére en A; il en est de méme de:

en(@,y) = O(z,y) + O,(z,y)
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On a ainsi fait correspondre a chaque région R,, une fonction
o.(x,y) définic et réguliére a Vintéricur de R,, et qui, par continuation
analytique sera considérée comme définie et sera réguliére en tout point,
intérieur a §, du périmétre de R,.

Relations entre deux fonctions ¢,(x, y) et ¢ (%, y) correspondant @ deux
régions contigués ow altenantes. R, et R, ¢étant deux régions contigués et

A étant un point de [, autre que ses extrémités, les deux fonctions

np
ez, y) et ¢,(x,y) et la différence f,(x,y) — f.(z, y) sont régulié¢res au
point A, c'est-a-dire réguliéres a lintérieur d'un petit cercle ¢ de centre
4; la ligne 1,, partage le cercle ¢ en deux parties: l'une ¢, intéricure

a R,, Vautre ¢, intérieure 4 R,. On a, a Uintérieur de c,:

?n(aj, y) = (I)(x ’ f/);

pour avoir l'expression de ¢,(z,y) a lintéricur de ¢,, je remarque que,
lorsque le point y passe de ¢, & ¢, il traverse [, dans le sens direct:
par suite la continuation analytique de I,,(z, y), lorsque y passe de ¢,
a c, est:

L@, y) + f,y)—fle, 9);

celle de @(xz, y) sera donc, dans les mémes hypotheses:

D(x,y) + flx,y) —f(z, v);

on a donc, & l'intérieur de c,:
¢n<x ’ ?/) = ¢(x ) y) -+ f;a(x y ?/) i fn(x ’ L’/);

. ¢p(x,y) = Oz, y)

d’ou:

(1> fﬁn(x;’)—'fpp(x’?/) :fp(x,y)—f,’,(x,y);

cette égalité démontrée ainsi pour y intérieur & ¢, subsiste a lintérieur
de tout le cercle ¢, puisque les deux membres sont des fonctions ré-
gulicres dans ¢. La relation (1) est ainsi vérifiée en tout point 4 de

l,, autre que ses extrémités; si unc extrémité B de [, est un nceud,

la relation (1) subsistera encore dans le domaine de B; car les fonctions
o,y , e,y , [,(@,y)—Ff.(z,y), sont régulicres en tout point de
lp, ¥ compris le point B. Soient R,, R

s By ..oy By, B, les régions tra-
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versées successivement lorsque l'on fait le tour de B dans le sens direct.
On o dans le domaine de B, par l'application de la relation (1) aux
groupes de régions contigués R, et R,, B, et R ,..., R, et R, R, ct R,:

e, y) — (@, 9) = f,(x,9) — (2, 9),

........................

e.@, ) — ez, ) = (e, y) — (2, 9);

si B, et R, désignent deux quelconques des régions attenantes au point
B, contigués ou mnon, on conclut des égalités précédentes par une com-
binaison simple:

(2) Ou(@,y) —¢il@, y) = file, y) — fu@, 9).

Définition de F(x,y). Je définis maintenant une fonction F{z, y)
pour z intérieur ‘a I’ et y intérieur & § par la condition suivante: en
tout point intérieur & R, et dans le domaine de tout point de son péri-
métre intérieur 4 S, on a:

F(xy?/) = fﬂn(xuz/) + f,,(m,y).

De la résulte que dans le domaine d'un point A4 intérieur a4 S et com-
mun aux périmétres de plusieurs régions, on a plusieurs expressions
différentes de F(x, y): il faut montrer qu'elles sont identiques; en effet, si

on(®,9) + fu(@, 9)
et

o2, y) + filz, y)
sont deux de ces expressions, R, et R; sont contigués ou attenantes au
point A, et l'on a, dans les deux cas, dans le domaine de A4, la relation:

?:n(x7 y)_— 501('7; ’ Z/) = ﬂ(x i ./l/) _fm<x 2 y)
ou:

Cnl@, y) + fm(m’w = ¢,(, y) + 1z, )
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La fonction F(x,y) est donc définie d'une fagon unique a lintérieur de
S; elle est équivalente en tout point intérieur & § a la fonction qui
correspond & ce point; car si f,(z,y) est cette fonction, on a, par de-
finition, dans le domaine du point considéré, la relation:

Flz,y) = flz,y) + ¢.(2,9),

¢.(x , y) étant réguliére au point considéré.

6. Le théoréme qui vient d’étre démontré relativement & des fonc-
tions monotropes et sans espace lacunaire, peut étre étendu a des fonctions
non monotropes d'une mnature particuliére: je veux parler des fonctions
qui sont les logarithmes de fonctions régulicres.

La démonstration est analogue & la précédente; les notations que je
n'explique pas & nouveau conserveront le méme sens que dans le para-
graphe précédent. ‘

A chaque région R, je fais correspondre une fonction w,(z,y) ré-
guliére pour z intérieur & I" et pour y intériecur a &,, et je pose:

f.(x,y) = logu,(z,y)

f.(x ,y) est une fonction dont la valeur n’est déterminée qu'a un multiple
prés de 2ir; il n'y a pas lieu de chercher & distinguer entre ces diffé-
rentes valeurs de la fonction puisqu'en général elles sont susceptibles de
sc permuter entre elles. Chacune d’elles est d’ailleurs une fonction ré-
guliére en tout point pour lequel wu,(z,y) n'est pas nul.

Je supposerai que les fonctions u,(z,y) satisfont a la condition
suivante: R, et R, étant deux régions contigués quelconques, la fraction:

un (2 , Y)
'lIP(w > ?/)

est supposée réguliére et différente de o dans la portion d’aire commune
a &, et &,. Il en résulte que la différence:

L@, 9)—1 (,y)

est réguliére dans la portion d’aire commune a &, et &K,; cette fonction
n'est définie qu'a un multiple prés de 2iz, mais chacune de ses deé-
terminations cst réguliére dans la portion d’aire considerée.
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Je vais démontrer le théoréme suivant:

1l existe une fonction F(x,y) définie & Uintérieur de S @ un multiple
prés de 2ixm et lelle que, en tout point intérieur a S, F(x,y) est équivalente
& la fonction f(x,y) correspondant & ce point.

Je pose comme précédemment:

I,(@,y) = - fﬁn(w,z)—fn(w,z)dz;

247 z—y

lup

on prendra pour f,(r,2)— [ (x, ), qui est une fonction réguliére en
tout point de /,,, I'une quelconque, prise & volonté, de ses déterminations.
Soit encore, comme précédemment:

@(.’B ’ y) = E np(x s ?/)-

Voici la particularité par laquelle la démonstration actuelle va différer
de la précédente; si je pose, pour y intérieur & R,:

e.(z,y) = O,y

et si B est un nceud appartenant au périmétre de R,, on n’est pas
certain que la continuation analytique de ¢,(z, y) soit réguliére au point
B; décomposons, en effet, @(z,y) en deux parties: 'une @ (z,y) compre-
nant la somme des intégrales dont les chemins d’intégration aboutissent
au point B; l'autre @,(x,y) comprenant la somme de toutes les autres
intégrales:

(=, y) = ¢1(x ’ 3/) + @2(;27 ’ ?/)'

O(x,y) est réguliére an point B; mais la continuation analytique de
®,(x , y) n'est pas nécessairement réguliére en B; car si, comme précédem-
ment,

...........

fn(‘/‘v ] 2/') - ft(x ’ Z),

Acta mathematica. 19. Imprimé le 24 avril 1894, 3
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sont les fonctions qui figurent dans les intégrales dont les chemins d'inté-
gration ont pour extrémité B, par suite des déterminations multiples
parmi lesquelles chacune d’elles est choisie, on n’est pas assuré que leur
somme est nulle identiquement dans le domaine de Bj; tout cc que P'on
sait, c’est que cette somme est un multiple de 2im, soit: 2éKz. Dés lors
8l b est la valeur de z qui correspond au point B, la continuation ana-
lytique de:
O, (z,y) —log(b— s

est, d’aprés le paragraphe 4, réguliére au point B; il en sera de méme
de la continuation analytique de:

O(z, y) — log (b —y)~.
Definition de ¥(x,y). Cela conduit & poser:
¥(w,y) = O, y)— 2log(h—y)¥

la somme ¥ s'étendant & tous les termes analogues & log (b — »)* corres-
pondant aux différents neuds. Il est & remarquer que ¥(x,y) n'est
définie qu'ad un multiple prés de 2iz comme chacun des termes log (b — )~
Définition de ¢,(x,y). Je définis la fonction ¢, (x,y) & l'intérieur
de R, par la condition:
$ul, y) = ¥z, )

cette fonction est réguliére a l'intérieur de R,: sa continuation analytique
est réguliére en tout point 4 du périmétre de R,, intérieur a S; si en
effet A4 est un point quelconque de 7,,, autre que ses extrémités, le seul
terme de la somme ¥(r,y) pour lequel A soit un point singulier est
I,(z,y) dont la continuation analytique est réguliére au point 4. Si,
en second lieu, A4 est un nceud, je partage ¥(x, ) en trois parties; la
premiére ¥ (z, y) renferme ln somme des intégrales correspondant aux
chemins qui aboutissent en 4; la deuxi¢me est le terme —log(a — y)*
qui correspond & A; la troisieme ¥,(z,y) renferme tous les autres termes
de ¥(z,y): '
Vi, y) = Vi@, y) —log(a—y)* + ¥z, y)
P,(x,y) est réguliére en A4, et la continuation analytique de

¥(z,y)—log(a—y),
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(considérée actuellement pour y intérieur a R,) est réguliére en 4, d’aprés
ce qui précéde.

Ainsi & chaque région R, on peut faire correspondre une fonction
¢.(v, y) réguliére en tout point de R, et en tout point de son périmétre
intérieur a §, définie & l'intérieur de R, par la condition d’étre égale
a ¥(x,y) et sur son périmétre par continuation analytique.

Relations entre les fonctions ¢, (x,y) et ¢.(x,y) correspondant & deux
régions comtigués ou attenantes. On verra comme dans la démonstration
précédente que dans le domaine d’'un point intérieur a S appartenant
aux périmeétres de deux régions R, et R; contigués ou attenantes, on a:

SbM(a; s ?/) - ¢'i(x: ?/) = ﬂ(x’ Z/) ""fm(x;?/);

toutefois cette égalité Wa liew qu'a un multiple prés de 2ix, lequel dépend
des déterminations choisies pour les fonctions qui y figurent.

Définition de F(v,y). Je définis F(z,y) pour y intérieur & S par
la condition que l'on ait & lintérieur de R, et dans le domaine de tout
point de son périmétre intérieur & S:

Fl,y) = .,y + f.lz, 9.

F(z,y) n'est ainsi définie qu'a un multiple prés de 2ix.
On a ainsi défini une fonction unique, puisqu’en un point intérieur
a S et appartenant aux périmétres de R, et R, on a, & un multiple
prés de 2:¢m:
Inl@,9) — 4@, 9) = fi(z, y) — ful@, 1)
ou:

Gul@, y) + fulz, y) = dlo, v) + filz, ¥).

En un point quelconque intérieur & S, F(z,y) est équivalente i la
fonction f,(x, y) qui correspond & ce point, puisque 'on a dans le domaine
de ce point:

Flr,9)=¢,(x,9) + f,(z, )

¢(x, y) étant régulitre au point considéré.
Le théoréme énoncé est ainsi démontré et 'on en déduit le suivant:

7. 1l existe une fonction U(x,y) réguliére en tout point (@, y) inté-
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riewr & (I, S) et telle que en un point quelconque intérieur & S son quotient
par la fonction wu,(x,y) qui correspond & ce point est régulier et différent
de O au point comsidéré.

Je pose en effet:
Uz, y) = ™.

U(x,y) est définie, a lintérieur de &, sans aucune ambiguité, car le
multiple de 2ir que l'on peut ajouter a volonté a F(z,y) n’altére pas
la valeur de ¢™%V; de plus, en un point quelconque intérieur & S, on
a en choisissant convenablement l'indice p:

F(xh'/) = ﬂbp(x’y) +fp(x,y)
on en déduit, en se souvenant que f,(z,y) = logu,(r, y)
ey =y (z, y)e/r?,

ce qui montre que U(r,y) est réguliére au point considéré, c'est-a-dire
en tout point intérieur a S.
On peut écrire cette égalité de la facon suivante:

U(‘v H ?/) — 8¢r,(.z,y)

up(z , 1)

d’out 'on conclut qu’en tout point intérieur & S le quotient de U(x, ») par
la fonction w,(z, ») qui correspond & ce point est régulier et différent de o.

I11.

Eaxtension aux fonctions de n variables complexes des théorémes de
MM. Mittag-Leffler et Weierstrass. Théoréme de M. Poincaré.

8. Voici quelques considérations générales sur le probléme qui fait
Pobjet de cette troisiéme partie et de la quatriéme.



Sur les fonctions de = variables complexes. 21

Soit F(x,y,...,2,t,u) une fonction de # variables complexes
TyY,...42,0,u, monotrope et sans espace lacunaire a l'intérieur d’une
région S. Je suppose que pour chaque point (a,0,...,¢,d,e) intérieur
& &, on connaisse une fonction f,, ... (r,y,...,2,¢,u) monotrope et
sans espace lacunaire, définie a lintérieur d’un cercle 7, ,,,, intérieur
a S, et ayant pour centre le point (a,d,...,c,d, ¢), et équivalente &
Flx,y,...,2,t,u) a lintérieur de I, .,,.

Une condition nécessaire & laquelle doivent satisfaire les fonctions
fajrsede@ s Yy, 2,t,u) correspondant aux différents points de S, est
la suivante: si (¢/,0',...,¢,d', ¢) est un point assez voisin de (a,0,...,¢,d,¢€)
pour étre intérieur au cercle [, .,,, les deux fonctions

fa,b,...,c,d,e(x b y’ RN ) ty u’) et fa’,b’,...,c‘,d',o‘ (.’17 ’ y [ ] z; ¢ 9 u’)

doivent étre équivalentes au point (¢, ¥, ..., ¢, d,¢); il faut en effet
qu'en ce point les deux fonctions soient équivalentes 4 une méme troi-
sieme F(x,y,...,2,t,u)

Je me propose de montrer que si, sans se donmer la fonction
Fl®,y,...,2,t,u), on se donne pour chaque point (@, d,...,c,d,e)
intérieur & S, une fonction f,, ... (*,y,...,2,t,u) monotrope et sans
espace lacunaire a lintérieur de I7,, ,4., et si les fonctions données
fopoael®sYy...,2,t,u) satisfont a la condition qui vient d'étre ex-
pliquée, il existe une fonction F(z,y,...,2,¢,u) monotrope et sans
espace lacunaire, définie a lintérieur de S, et qui, en chaque point in-
térieur a S est équivalente &4 la fonction donnée correspondant & ce point.

J’aurai ainsi établi la condition nécessaire et suffisante a laquelle
doivent satisfaire les fonctions données, pour qu'il existe une fonction
Flx,y,...,2,t,u) définie & l'intérieur de S, et équivalente en chaque
point intérieur a S a la fonction donnée en ce point.

Il est clair que le théoréme bien connu de M. MirTAG-LEFFLER,
relatif aux fonctions d'une variable complexe, n'est qu'un cas particulier
de celui que je viens d’énoncer. '

De cette extension du théoréme de M. Mirrag-LerrLER se déduira
d’une fagcon immeédiate le théoréme de M. PoINCARE.

Les énoncés des théorémes qui suivent et leurs démonstrations vont
préciser ce qu’il peut rester de vague dans ces considérations générales.
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9. Il importe, pour la suite, de préciser ce que j'entends par point
intérieur a une aire S, prise sur le plan d'une variable complexe: un
point est intérieur a S, s'il existe un cercle, iutérieur a S, ayant ce
point pour centre et un rayon non nul. Cette définition exclut les points
situés sur le périmétre de S ; une aire s, sera dite complétement intérieure
@ S, si chaque point de s, et de son périmétre est intérieur a §;; les
périmétres des aires S, et s, ne peuvent pas avoir, d’apres cela, de point
commun.

10. Lemme. Soit, sur le plan YOX, une aire connexe S limitée par
un contour fermé simple ou complexe; on suppose qu'a chaque point de S
ou de son périmétre correspond un cercle, de rayon non nul, ayant ce point
pour centre: il est alors towjours possible de subdiviser S en régions, en
nombre fini et assez petites pour que chacune delles soit complétement in-
térieure au cercle correspondant & un point convenablement choisi dans S ou
sur som périmétre.

Supposons, en effet, le lemme en défaut: partageons S en carrés
au moyen de paralléles aux axes de coordonnées, de facon que le nombre
des régions obtenues soit au moins égal a un certain entier n; il y a
au moins l'une de ces régions, §,, pour lagquelle le lemme est encore
en défaut.

Subdivisant S, en carrés et portions de carrés en nombre au moins
égal a =, jen déduis S,, de la méme facon que §, se déduit de S; en
poursuivant le raisonnement, j'arrive 4 une suite indéfinie de carrés ou
portions de carrés §,, S,,...,8,,...; il est clair que S,, pour p aug-
mentant indéfiniment, a pour limite un point M intérieur a S ou sur son
périmétre; on arrive i cette conclusion que l'on peut trouver un carré
S, aussi petit que l'on veut entourant M ou attenant a M et qui ne
soit pas contenu a lintérieur d’un des cercles de l'énoncé; or cela cst
impossible puisqu’au point M correspond un cercle de rayon non nul
ayant ce point pour centre.

11. Dans les deux théorémes qui suivent, je désigne par a avec
ou sans indice une valeur attribuée & la variable complexe z, par b
avec ou sans indice une valeur attribuée a la variable complexe y.
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J’ai rapproché les énoncés de ces deux théorémes parce que les dé-
monstrations, & une légére différence preés, en sont identiques.

Théoréme 1. Soient S, et S, deux aires connexes prises sur les plans
respectifs des deux variables » et y; soient s, el s, deux aires connexes
contour fermé simple ow complexe, complétement intérieures respectivement &
S, et S,

On suppose qu'a tout point (@, b) wntériewr & (S,, S,) correspondent:

1° dewx cercles: I,, de centre a et y,, de cenire b, intérieurs respec-
tivement & S et §,.

2° une fonction f,,(x,y) monotrope et sans espace lacunaire définie &
Vintériewr de (I'yy, 1.,) et telle que en tout point (o', V') intérieure a (I',4,7.)
elle soit équivalente @ la fonction fyy(x ,y) qui correspond d ce point.

Il existe une fonction F(x,y) monotrope et sans espace lacunaire dé-
finie o Uintériewre de (s,,s,) et qui en tout point intériewr a (s,, 5,) est
équivalente & la fonction qui correspond & ce point.

Théoréme II. Au liew de supposer chacune des fonctions f,,(x ,y) de
Uénoncé précédent monotrope et sans espace lacunaire ¢ Uintérieur de (I'yy, vap)
on peut supposer que chacune delles est le logarithme d'une fonction v, ,(x,y)
réguliere & Uintérieur de (I, , 1,,) et telle qu'en tout point (@', b') intérieur
@ (Lyp, 7.0 €lle soit équivalente ¢ f,,(x,y); cela revient & supposer que
Va,5( 5 )
Vo, (® 5 1)

1l existe alors une fonction F(x,y) définie ¢ un multiple prés de 2ir
a UVintériewr de (s, s,) et équivalente en tout point intériewr a (s ,s,) a la
fonction qui correspond & ce point.

le quotient est régulier et différent de o aw point a', b'.

Démonstration du théoréme I. Soit, en effet, a un point intérieur
& S;: si au point @ jadjoins le point b intérieur 4 s, ou sur son périmétre,
il correspond au point b d’aprés I'énoncé un cercle y,, intérieur a §,,
de centre b: d’aprés le lemme, il est alors possible de subdiviser s, en
régions B, R,,..., R, en nombre fini n et assez petites pour que
chacune d’elles R, soit complétement intérieure au cercle y,; de centre
b, convenablement choisi dans s, ou sur son périmetre; a chaque point
b, correspond de plus un cercle I',, de centre a et intérieur a S, ; ces
cercles I, sont en nombre fini » comme les points &, ,d,,..., b,; je
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puis alors tracer un cercle I', de centre a et intérieur & tous les cercles
concentriques I, ; I') sera nécessairement intérieur a S,. A chaque
région R,, contenue & lintérieur de j,, correspond une fonction de
I'énoncé f,, (r,y) définie a lintérieur de (/,, ,7.,) et a fortiori & l'in-
térieur de (I, 7,4); de plus, si R, et R sont deux régions contigués
en tout point (a’, /') intérieur a (I'},y,,) et a (I's, 7,,,) les deux fonctions
fan,(® ,y) et [, (r,y) sont équivalentes comme étant, par hypothése,
équivalentes en ce point a f, ;(x, y). Dés lors les n régions B, R,, ..., R,
et les n fonctions qui leur correspondent, £, (z,¥), ..., f,s (2, ) satisfont
a toutes les conditions sous lesquelles le théoréme fondamental est appli-
cable. Il existe, d’aprés ce théoréme, une fonction ¢,(z,y) monotrope
ct sans espace lacunaire, définie a l'intéricur de (I}, s,) et équivalente,
en tout point («”, #’) intérieur & la région ou elle est définie, a la fonc-
tion f,, (r,y), lindice p étant convenablement choisi; mais au point
(@', ¥"), for,(z, y) est elleeméme équivalente & f,.,.(x,y); par suite ¢,(z,y)
et f,(w,y) sont équivalentes au point (a”, &)

Ainsi, & chaque point a intérieur a §,, correspondent: un cercle I7,
intérieur a S|, de centre a, et une fonction ¢,(x,y) définie & l'intérieur
de (I'},s, et qui, en tout point ou elle est définie, est équivalente &
la fonction correspondant & ce point d’aprés 1'énoncé.

On peut, d’aprés le lemme, partager s, en régions T,, T,,..., T,,
en nombre fini m et assez petites pour que chacune d'elles T, soit
comprise & l'intérieur du cercle /7 de centre a, convenablement choisi
a lintérieur de s, ou sur son périmétre; a chacune des régions T, con-
tenue & Vintérieur de I'}, correspond une fonction ¢, (z,y) définie a
Vintérieur de (I} , s,); si T, et T, sont deux régions contigués les deux
fonctions ¢, (x,y) et ¢, (x, y) sont équivalentes en tout point intérieur
a la fois a (I),,s,) et a (I';,s,), comme étant toutes les deux équi-
valentes en ce point & la fonction de I'énoncé qui Iui correspond. Deés
lors, on peut appliquer le théoréme fondamental aux fonctions ¢, (z, y)
et l'on est conduit a la fonction F(x,y) définie a lintérieur de (s, s,)
qui satisfait aux conditions de l’énoncé; car en tout point (a'”, &) in-
térieur & (s,,s,), F(x,y) est équivalente a la fonction ¢, (r,y), l'indice
p étant convenablement choisi, et ¢, (z,y) est équivalente elle-méme en
ce point & fo (%, ¥).

Démonstration du théoréme IL Cette démonstration est analogue a
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la précédente: la seule différence consiste en ce que les fonctions 7, ,(z, y),
¢.(%,y) et F(z,y) ne sont définies qu'a un multiple prés de 2ix.

12. Conséquence du théoréme II. Dans le cas du théoréme II, si
Yon considére la fonction:
B
Viz,g) = en,

elle est définie sans ambiguité & Vintérieur de (s, s,); de plus si (a, b)
est un point quelconque intérieur & (s,, s,), on a en ce point:

F({/U, y) - ﬂ,b(x ’ ?/) + /1(112 ’ y)a
Az, y) étant réguliére au point (a, b); on en conclut, en se souvenant que:

fap (@, y) = log Vg b =, ),

(I) V(x ’ y) == az,b(m ’ ?/) Al
ott:

V@, 9 _ ew
=) Vap(, ) e

I’égalité (1) montre que V(z,y) est réguliére en tout point (a, b) in-
V(w > ?/)

térieur & (s, s,); l'égalité (2) montre que le quotient ——+
Vab (2 5 Y)

est ré-
gulier et différent de o au point (a, b).

D'ou le théoréme suivant: (S,, S,, s, , s, conservent la méme signi-
fication que dans ce qui précéde).

Théoréme III. §i d chaque point (a, b) intériewr a (S,, S,) corres-
pondent:

1° deux cercles I',, de centre a et y,, de centre b, respectivement in-
tériewrs a S, et 8S,.

2° une fonction V,,(x,y) réguliere a Uintériewr de (I',;, 1., et telle

quen tout point (', b') intériewr ¢ (I,,, r,» le quotient :—Z’;% ?;)) s0it 1é-
gulier et différent de o; ’

il existe une fonction V(x,y) réguliere a lintériewr de (s, , s,) et telle
quen tout point (@, b) intériewr ¢ (s,,s,) le quotient de V(x,y) par la
fonction v, (%, y) qui correspond & ce point est régulier et différent de o.

Acta mathemation. 19. Imprimé le 25 avril 1894, 4
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13. L’extension des théorémes précédents va étre donnée pour le
cas de n variables: le procédé de démonstration reste le méme; il me
suffira done d’indiquer les traits généraux de la démonstration.

Les n variables sont désignées par z,...,y,2,t,u5;a,...,b,¢,d,e,
avec ou sans indices, représentent des valeurs attribuées respectivement
& %,...,9,2,t,u. Jappelle point un ensemble de valeurs attribuées
aux % variables ou ¢ une partie des n variables; j'appelle cercle, ayant
pour centre un point donné, un ensemble de cercles ayant pour centres
respectifs les différents éléments composant le point et tracés sur les plans
des variables correspondantes; dans ce systéme de notations un cercle I’
de centre (a,...,b,c,d,e) peut étre considéré comme composé de deux
cercles: 1" ayant pour centre (a,...,b,c,d) et I ayant pour centre e;
ou comme composé de I', ayant pour centre (a,...,b,c) et de I, ayant
pour centre (d,e); etc.

Un cercle I' est concentrique et intérieur au cercle y, si I" est
composé .de cercles, au sens ordinaire du mot, concentriques et intérieurs
a ceux qui composent 7.

Théoréme IV. Soient s,, S,, ..., S,, % aires connexes & contour fermé,
simple ou complexe, prises sur les plans respectifs des n variables ©, . ..,
Y,2,t,u et completement intérieures respectivement aux aires S, Sy, ..., S,
prises sur les mémes plans.

On suppose qu'a tout point (a,...,0,c,d,e) intérieur i (S,,Sy,..., S)
correspondent:

1° un cercle I, ,.., de centre (a,...,b,c,d,e) et intérieur &
8, 8,...,8);

2° une fonction’des n variables, f, pea,(@y-+y Yy, 2,t, u) monotrope et
sans espace lacunaire, définie o Uintériewr de I, ..., et telle que st
(@y...,0,c,d,¢) est un point intériewr ¢ I, .., les deux fonctions
fobode@soees Ys2, b, u) € fo yoag(@y.o,Y,2,8,u) soient équivalentes au
point (o, ..., 0, ¢, d,é)

Il existe une fonction F(z,...,y,2,t,u), monotrope et sans espace
lacunaire, définie @ Uintérieur de (), 8,,...,85,) et telle quen tout point
(@y...,b,c,d,€) intériewr & (5., 5, ..., S.), €lle s0it équivalente a la fonction
farneae(@y oerYs2,t , 4) qui correspond & ce point.

Théoréme V. Au liew de supposer, comme dans Uénoncé précédent,
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chacune des fonctions f, ;.a,(®, ..., 4, 2,t,u) monotrope et sans espace la--
cunaire @ Uintériewr de I, ..., on peut supposer que chacune de ces fonc-
tions est le logarithme d'une fonction v, ,,..(€,...,¥,%,t,uw) régulicre d
Uintériewr de I, ..., et telle que si (a, oL, d ¢) est un point
intériewr & I, ..., les deux fonctions [, 4.4, (T, ..., 9,2,t,u) et
fo,.heae(®s oy y,2,t,u) soient équivalentes au point (o, ..., ¥, ¢, d', €);
cette derniére condition revient @ supposer que le quotient

,va,...,b,c,d.c(az sy e Y, 2, t: u)
Va',..,b'¢\d\e (% s Y, 4, 4 ] U)

est régulier et différent de o au point (a', ..., ¥, ¢, d,€).

1l existe alors une fonction F(x,...,y,z,t,u) définie & un multiple
prés de 207w a Uintériewr de (s, ,5,,...,5,) et qui en chaque point (a,..,b,c,d,¢€)
wtérieur & (s,,s,,...,S,) est équivalente & la fonction [, 4.0.(Cs...sY,2,%,%)

correspondant @ ce point.

Démonstration du théoréme IV. Soit, en effet, (¢,...,8,¢,d) un
point intérieur a (S, S,, ..., S,_,); si je lui adjoins le point e intérieur
a §,, il correspond & ¢ un cercle I, ,.;, que je considére comme com-
posé de I, ;... de centre (a,...,b,c,d) et de y ,.q, de centre e; on
peut alors décomposer s, en régions R, R,,..., R,, en nombre fini m,
assez petites pour que chacune d’elles R, soit intérieur au cercle r, .., de
centre e, convenablement choisi dans 8,. Les m cercles I} ,.,, étant
concentriques et en nombre fini m, il existe un cercle I ,., concen-
trique et intérieur & ces m cercles. I} ,.; est certainement intérieur
a (8,8, -..,8,.1) A chaque région R, correspond une fonction

’ . \ I TR, 1 1 \

fa,...,b,c,d,ep(x7 teey ?/15, t’ M) deﬁnle a llnterleur de (Fa,...,b,v,d,e,, ’ Ta,...,b,c,d,e,,) et a

fortiori a Ulintérieur de (15 5.4 Tan.bode); de plus si B, et. R sont

deux régions contiguds, en tout point (a’,...,¥', ¢, d’, ¢) intérieur & la
O 2 1 ) o 1 :

fOlb a ([a,...,b,c,d ’ ra,...,b,c,d,e,,) et a (]a,...,b,c,d ’ ra,...,b,c,d,eq) les deux fODCthHS
foroboides(@yeers ¥y 25ty %) €6 fo poae(®y...,y,2,t,u) sont équivalentes.

Il en résulte la possibilité d’appliquer le théoréme fondamental aux
m fonctions f, .. (®,...,y,2,¢,u4) et T'on est conduit & une fonction
P ed @y 1Y, 2,t,u) définie a lintérieur de (I7 .4, 8, et telle qu'en
tout point (a”, ..., 0", ¢”, d”, ¢’) intérieur a la région ou elle est définie,
elle est équivalente a f, ... (®,...,¥,2,¢,u), 'indice p étant convenable-
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ment choisi, et par suite équivalente 4 la fonction f,. i (€,..0y,2,E,u)
correspondant d’aprés ’énoncé au point (¢, ..., 8", ¢, d", €").

Ainsi a chaque point (a,...,0,c,d) intérieur & (S, S,, ..., S,)
correspondent: un cercle I, ,,,, ayant ce point pour centre et intérieur
a (5,,8,,...,8,,) et une fonction ¢, ,,4(%,...,y,2,¢,u) définie a V'in-
térieur de (/7 .4, S,), équivalente en tout point ou elle est définic a la
fonction de I'énoncé qui correspond & cc point. Je considére Iy , .,
comme composé de deux cercles: I'un 777 , , de centre (a,...,0,¢) et
lautre y; ,., de centre d. On peut décomposer s, , en régions T,
T,,...,T,, en nombre fini m', assez petites pour que chacune d’elles
T, soit intérieur au cercle ;) ., de centre d, convenablement choisi
dans s,_, ou sur son périmectre; je trace le cercle I, ,. de centre
(@y...,b,c) et intérieur aux m’ cercles concentriques [} , .5 [, ,, est
forcément intérieur a (§,,S,,....S,_,); a chaque région I, correspond
une fonction ¢, ;.. définie a Vintérieur de (I3 .4, 7o ped, s So) €t 2
fortiori & Vintérieur de (I's ., 7a. be4, > S); e théoréme fondamental,
appliqué & ces fonctions, conduit a la fonction ¢, ,.(z,...,y,2,¢,u)
définic a lintérieur de (I .., 8,_1, 8,) équivalente en chaque point on
ellc est définiec a la fonction ¢, ,..(@x,...,¥,2,¢,u), l'indice p étant
convenablement choisi, et équivalente aussi par suite a la fonction de
I'énoncé correspondant au point considéré.

Des fonctions ¢, ,.(x,...,y,2,t,u), on conclura de la méme facon,
en décomposant I . en deux cercles Iy . de centre (u,...,0) et
7o se de centre ¢, Uexistence d'une fonction y, ,(x,...,¥,2,¢, ) définie
a lintérieur de (I ,,8, 4,8,1,8,); (I's , désignant un cercle intérieur a
(S,,..., S,y de centre (a...b), de rayon choisi assez petit) et telle qu'en
tout point ou elle est définie, elle soit équivalente a la fonction de
V'énoncé correspondant & ce point. Ln poursuivant ce raisonnement on
parvient a une fonction F(x,...,y,#,t,u) définie a lintérieur de
(8,5 8,558, et qui en chaque point ou clle est ainsi définie, est équi-
valente & la fonction de l'énoncé correspondant a ce point.

Démonstration du théoréme V. Elle est analogue a la précédente:
la -seule différence consiste en ce que les fonctions f(z, ..., ¥, 2, ¢, u),
e, ....,y,2,t,u), d(@,...,y,2,t,u) et I'(x,...,y,z,t,u) ne sont
considérées comme définies qu'a un multiple pres de 2ix.
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14 Dans le cas du théoréme V, en posant;
V(x7 vy y I t, u) == GF('Z'"'-)%Z:‘,")

on obtient, comme dans le cas de deux variables, le théoreme suivant
ou S,,8,,...,8, et s,s,...,s, conservent la méme signification.

Théoréme VI. Sia tout point (a,...,b,c,d,e) intériewr a (S,,8,,...,5,)
correspondent:
1° un cercle I, .4, de centre (a,...,b,c,d,e) et intériewr a (S, Sy, ..., 5,);
2° ume fonction v, 4.4, (... Y,2,t,u) des n variables, réguliére
Vintériewr de I, .4, €t telle que si (@', ..., 0, ¢, d,¢) est un point in-
'Ua,...,b,c,d,o(m e W4, t, 'u)
'Ua,',...,b’,c’,d',e' (ZC' ER y %, t E ’M)

tériewr a I, .., le quotient soit régulier et

différent de o en ce point;

1l existe une fonction V(x,...,y,2,t,u) réguliére en tout point intérieur
G (8,5 8,,...,8,) et telle quen tout point (a,...,b,c,d,e) intérieur
(Sy1 8y oo Su) SOm quotient par la fonction v, ...@,...;y,%,1,u) est
régulier et différent de o.

3

15. Ce dernicr théoréme conduit & un théoréme important relatif
a unc fonction @(z,...,y,2,¢,u) des n variables (z,...,y,2,t,u) n'ad-
mettant & l'intérieur de (S, S,,..., S,) que des singularités non es-
sentielles.

Avant d’aborder ce théoréme il cst utile de rappeler quelques pro-
positions connues.

M. WeIgrsTRASS a démontré que si une série enticre en x,...,y,2,¢,u,
o(x,...,y,2,t,u), convergente dans le voisinage de lorigine, s'annule &
lorigine, on peut Vécrire dans un domaine ¢ de Yorigine (sauf un cas
d’exception que l'on peut éviter par un changement linéaire de variables)
sous la forme:

@y .y Yy 2yt %) = Plu)o(@,....y,2,¢,%)

ot P(u) est un polynéme en % de degré m, dans lequel le coefficient

de u™ est l'unité, les autres coefficients étant des séries entieres c¢n x,

...y Y, 2,1t convergentes dans ¢, et sannulant toutes & l'origine, et ou
]

o, est une série entiére en x....,y,2,{,u convergente dans ¢ et ne
s'annulant pas dans .
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De la résulte que les zéros de o(z,...,y, 2,1, u) forment dans le
voisinage de lorigine une multiplicité & 2(n — 1) paramétres récls.

Sie,....y,2,t,u) et &®,...,y,2,t,u) sont deux séries en-
tiéres en z,...,y,2,¢,u sannulant d Lorigine, deux cas peuvent se
présenter: ou bien ces deux séries admettent un diviseur commun (au
sens donné & ce mot par M. WEIERSTRASS); leurs zéros communs forment
alors, dans le voisinage de lorigine, unc multiplicité & 2(n — 1) para-
métres réels; ou bien il n'y a pas de diviseur commun; les zéros communs
a o et o forment alors, dans le voisinage de lorigine, une multlphclte
& 2(n— 2) paramétres réels; dans cc dernier cas si le nombre des variables
est n = 2, origine est un zéro commun isolé.

La fraction St oot gite irréductible & Vorigine si o

o, . ..,y,2z,t,u) ®

et ¢ n'ont pas de diviseur commun, c¢'est-a-dire si leurs zéros forment
une multiplicité & 2(n — 2) paramétres réels dans le voisinage de P'origine.

. W . ., . .
La fraction 5 sera dite irréductible en un point (a,...,0,c,d,¢€)

ot les fonctions W ct V sont réguliéres, si W et V étant développées
suivant les puissances entiéres de —a, ..., y—0b,2—c¢c,t—d,u—e,
la fraction obtenue est irréductible au point (a,...,0,c,d,e€), au sens

.. \ : . W ., . « e
qui vient d’étre donné & ce mot; la fraction - sera irréductible a l'in-

térieur de (s,,s,,...,5,), ot W et V sont supposées régulicres, si elle
est irréductible cn tout point intérieur a (s;, 8, ..., 8); ou bien, ce qui
revient au méme, =i dans le voisinage de tout zéro commun & W et V
intérieur & (s, s,,...,s,) les zéros communs a Wet V forment une
multiplicité & 2(n— 2) dimensions; dans le cas de deux variables (n = 2),
les zéros communs devront étre des points isolés.

Voici une derniére propriété connue des fractions dont les deux
termes sont des fonctions réguliéres; si W, V, W, V, sont quatre fonc-

. L . : . W W,
tions réguliéres dans une méme aire et si les deux fractions 3+,
1

sont
toutes les deux irréductibles ct égales entre elles a lintérieur de cette
aire, le quotient Il; est régulier et différent de o & lintéricur de Vaire
considérée. l

16. Soit @ unc fonction des n variables complexes z,...,y,2,¢,u
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n'admettant & Dintérieur de (S,, S,, ..., S,) que des singularités non
essentielles; ce qui signifie que si (@,...,b,¢,d, €) est un point quel-
conque intérieur a (§,,S,,...,S,), on aura, a lintérieur d’'un cercle

I, ycq. de centre (a,...,b,c,d,e) et de rayon convenablement choisi:

@ _ Wa,... b, de

Va,...,be,d,e

OW Wy 4oae € Uy pea. SONt deux séries entieres en 2 —a,...,y—b,2—c,
t—d, u—e, convergentes & lintérieur de I, ,.,, et choisies de telle
sorte que la fraction précédente soit irréductible a lintérieur du cercle
I, 5045 ce dernier cercle peut toujours étre supposé de rayon assez
petit pour étre tout entier intérieur a (S, S,,...,S,). Deés lors, si
(@,...,0,c,d,€¢) est un point intérieur & I, ,.,,, on. aura dans le
voiginage de ce point:

Wa,...bede __ Wa,..be\de .
= ’

Va,...,b,c,d\e Va,...,.0',¢,d,¢

ces deux fractions étant irréductibles, on en conclut que le quotient
Vg,...,.b,c.d,e
Va,....0 ¢ de

On peut, d’aprés cela, appliquer aux fonctions v, ;... le théoréme
VI: il existe une fonction V de x,...,y, 2, ¢, u, réguliére a I'intérieur

est régulier et différent de o au point (¢, ..., ¥, ¢, d, ¢).

. v . T . prs
de (s,,8,,...,5,) et telle que le quotient — soit régulier et diffé-
a,...,b,6,d,8

rent de o au point (a¢,...,b,c,d,e) intérieur & (s,, ..., s,); soit:

v

= g, obe,died
Vg,...,b,c,d,e e

on a également dans le domaine du point (a,...,b,c,d, e

O — Wa,...,b,ed,e

Va,...,be,d,e

¢ . V = wa,...,b,c,d,e . /‘a,...,b,c,d,w

égalité qui montre que le produit @.V est une fonction W réguliére en
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tout point (a,...,d,c,d e) intérieur a (s,,8,,...,8,); par conséquent
l'on a:
0 W
=7

W et V étant réguliéres a lintérieur de (s, s,, ..., 5,).

. w ., . NI
La fraction 7 est irréductible & lintérieur de (s, ..., s,); car on

a dans le domaine de tout point (a,...,0,¢,d,¢€) intérieur a (s ,s,,...,8,):

V = Q;a,...,b,c,!l,e . Azz,.. JDedes

W = Wy, . bede: Aa,...,b,c,d,e;

. . w
As,..bza. D€ Sannulant pas au point (@,..., 0, c, d, e), la fraction  est

. ’ . . . w
irréductible en ce point comme la fraction —2o%,
Va,...,b,c.d,e
On a donc le théoréme suivant:

Théoréme VII. Si wune fonction @ des n variables x,...,y,2,t,u,
wadmet o Uintériewr de (S, , S,, ..., S,) que des singularités non essen-

tielles, elle est égale a Uintérieur de (s, , 8,,...,8,) ¢ la fraction —?; dont

les deux termes sont des fonctions régulieres a Uintérieur de (S,,8,,...,8,)
et qui est irréductible « Uintérieur de (s, , Sy, ..., 8,)-

17. Dans les théorémes précédents, il a été constamment supposé
que (s, Sy, ..., 5, étalent des aires connexes, limitées par des contours
fermés, et, par conséquent, d'étendue finic; il a été supposé de plus que
(8,584, +-.,8,) étaient respectivement intérieures & S, 8,,...,S,; de
telle sorte que les périmétres de s, s,,..., s, peuvent étre choisis aussi
voisins que l'on veut des périmétres de S,,S,,..., S, mais non confondus
avec eux. La suite du présent travail a pour but de démontrer que
tous les théorémes précédents subsistent lorsque s,,s,,..., s, sont con-
fondus aveec S, S,,...,S,, ces derniéres aires étant limitées par des
contours fermés ou non fermés, dont la nature sera précisée plus loin.

Cette extension, dans le cas général, exigeant la démonstration de
plusieurs propositions préliminaires, fera Tobjet de la quatriéme partie.
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Dans le cas particulier ou chacune des aires S, S,,..., S, est un
cercle, le probléme est plus simple, et je vais l'exposer dans les para-
graphes suivants.

18. 'Théoréme VII.  Soit y un ensemble de cercles p,,r,, ..., ru, tracés
respectivement sur les plans des n variables x,...,y,2,t,u et ayant pour
centres les origines des coordonnées dans les différents plans et des rayons
finis ow infinis. On suppose qu'a chaque point (a,...,b,c,d,e) intérieur
d 7 correspondent:

1° un cercle I, .., de centre (a,...,b,c,d,e) compris a Uintérieur de y;

2° ume fonction f, 4.0.(@,...,y,2,t,u) monotrope et sans espace
lacunaire, définie a Uintériewr de I, .., et telle que si (@', ..., b, c,d, )
est un point intérieur a I, ..., les deux fonctions f, ... (%, .., 4,2,t,u)
e [y yeae(@s ey y,2,t,u) soient équivalentes auw point (@,..,0,c,d' ¢

1l existe une fonction monotrope et sans espace lacunaire F(x,...,y, 2, ¢, u)
définie @ Uintériewr de y et équivalente en tout point intériewr ¢ y a la fonc-
lion qui correspond d ce point.

Théoréme VIII. Awu liew de supposer, comme dans Uénoncé précédent
chacune des fonctions f, ,...(¢,...,y,z,t,u) monotrope et sans espace
lacunaire, on peut supposer que chacune d'elles est le logarithme d'une fonction
Vayoode @y oo s Yy 2, tyu) véguliere o Uintériewr de I, .., et telle que si
(@, ..., 0, c,d,e) est un point intériewr a I, .., le quotient

vu,...,b,c,d,e(“’ | BRI ?/ L] 2 k] t; ’ll,)
Vo, b de (@, Y, 2,1, u)

soit régulier et différent de o au point (@', ..., ¥, c, d, ¢).

1l existe alors une fonction Fx,...,y,2,t,u) définiec & un multiple
prés de 24w a Uintériewr de y, et équivalente en chaque point intériewr & y
a la fonction correspondant & ce point.

Démonstration du théoréme VII. J'imagine & l'intérieur de chacun
des n cercles y, (p =1, 2,...,n) de V'énoncé, une suite indéfinic de
cercles concentriques y,,75, ..., 7", ... dont les rayons vont en croissant

vec 'indi d 11 2 " al i limite lors
avec l'indice supérieur, de telle sorte que y)' ait pour limite y, lorsque
m augmente indéfiniment; dans le cas ou le cercle y, a un rayon infini,
7 . 4 - - 2 e . I3 . -
le rayon de j; devra augmenter indéfiniment avec m; je désignerai par

7" Uensemble des n cercles j7', 77', ..., y®. D’aprés les notations et con-
Acta mathematica. 13. Imprimé le 25 avril 1894, 5
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ventions adoptées, nous dirons que y', y*,..., 7", ... est une suite in-
finie de cercles, tous intérieurs & r, dont chacun est intérieur au snivant,
et tels que ;™ ait pour limite y pour m augmentant indéfiniment: cette
derniére condition revient 4 dire que si (¢,...,b,¢c,d,e) est un point
quelconque intérieur & y, on peut choisir m assez grand pour que le point
considéré soit & lintérieur de ;™.

Le cercle 7" étant intérieur a p, il existe, d'aprés le théoréme IV,
une fonction monotrope et sans espace lacunaire, ¢, des variables z,...,
y,2,t,u, définic 4 l'intérieur de y™ et équivalente en tout point intérieur
a 7" & la fonction de l'énoncé correspondant & ce point. Il est clair
quon aura une autre fonction satisfaisant aux wmcémes conditions en re-
tranchant de ¢, un polyndme quelconque entier en z,...,¥y,2,1, u.
A chaque cercle " (m=1,2,...4 c0) correspond ainsi une fonction ¢,,.

Considérons la différence

b\ T
P+l ™ P = O

m

elle cst régulicre en tout point intérieur 4 p™, car en un tel point ¢,
et ¢, sont équivalentes 4 une méme fonction; 4, peut done étre considérée
comme une série enticre en &,...,¥,2,t,u convergente dans ™.
Jappelle A, la série obtenue en remplagant dans &, chaque terme par
son module.

Soit &,,8,,.-.5 Eny- .- une suite indéfinie de nombres positifs dont
la somme constitue une série convergente.

Je dis que les fonctions de la suite indéfinie: ¢,, ¢,y ..oy @ny .-

peuvent étre choisies de telle sorte qu’a lintérieur de ;7' on ait:
A, <csz,. (m=2,3,..,®)

En effet, supposons que les y— 1 premicéres fonctions: ¢, ¢,,..., @,
satisfassent & la condition précédente; je vais montrer que ¢,.; peut étre
choisie de facon a y satisfaire également.

Il existe en effet une fonction ¢,,, de =,...,y,z,¢,u monotrope
et sans espace lacunaire définie & lintérieur de y**' et équivalente en
tout point intérieur & y*+' & la fonction qui correspond & ce point dans
Iénoncé. On devra prendre pour ¢,., une fonction équivalente a ¢,
& l'intérieur de y**!, ct satisfaisant de plus & l'inégalité prescrite.
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Je pose:
¢u+1 — @ = QZ;

¢, sera réguliére dans y*: c’est donc une série entiére en x,...,y,2,¢,u
convergente dans y“.

Je décompose la série ¢ en deux parties: 'une P, comprenant les
premiers termes de la série, jusqu’d un certain rang qui sera déterminé

ultérieurement, et l'autre ¢, comprenant les autres termes:

& =P, +4,

Si A, désigne la série obtenue en remplagant chaque terme de o, par
son module, on sait que le nombre des termes de P, peut étre choisi
assez grand pour qu'a lintérieur de 7*~' (qui est compris dans le cercle
de convergence y* de la série), on ait:

A, <e,
Posant alors: ¢,,; = ¢,,, — P,, jobtiens une fonction ¢,,, qui est équi-
valente & ¢,,, & lintérieur de ,,, et telle que:
Pppr — @ =0,

et qu'a lintérieur de 7', on ait:
A, <e,.

La fonction ¢,,, ainsi déterminée satisfait aux conditions imposées.

On déterminera ainsi de proche en proche toutes les fonctions ¢,,,
@upss -+ - satisfaisant a la condition prescrite.

Je définis une fonction F(z,...,y,2,t,u) a lintérieur de y par
la condition suivante: a lintérieur de y* (p > 2) on a:

r=cw

(1) F(x,...,y,z,t,u):gopﬂ—}—Elo“p“

r=ow

la série: 2 d,,, est une fonction réguliére & lintérieur de y*; car a l'in-
r=1

térieur de ce cercle on a la suite d'inégalités:

Am-{»r < €m+r' (r=1,2,...,%)
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Dés lors, d'aprés une propriété connuc des séries a double entrée, la

=0

série 2 4,,, peut étre ordonnée suivant les puissances entiéres et positives
r=1

de x,...,y,2,t,u et conduit ainsi &4 une série convergente dans j*.

I’expression (1) définit donc une fonction bien déterminée & V'in-
téricur de y”. Il reste a montrer que deux quelconques des expressions
de F(w,...,y,2,t,u) fournissent bien la méme fonction. Soit (k étant
un entier positif) les deux expressions:

r=o0

F(x,...,y,z,t,u)=¢p+1+E:lo“p“

et:

r=m

F@,..;0,2,¢,u) = ¢, 1 + r§3p+k+r

dont la premiere définit F(x,...,y,2,¢,u) & lintérieur de y” et la
deuxiéme & lintérieur de y"**; elles définissent donce simultanément
Flx,...,y,z,t,u) & lintérieur de y"; pour vérifier que ces deux ex-
pressions sont identiques, il suffit de se rappeler que:

N

Optr = Ppirt1 ™ Pptre

La fonction F(x,...,y,z,¢,u) satisfait 4 toutes les conditions de

Pénoncé; car si (a,...,b,c,d,e) est un point intéricur a y, ce point
est intérieur & y”, p étant choisi assez grand. La fonction est donc définie
dans le domaine du point (@,...,b,¢c,d, ¢ par:

r=ow

1(’(‘])7 "'7y7z7t7u’) = Spp-{d + rglé‘p+r)

la série du sccond membre étant une fonction réguliére dans j?,
Flr,...,y,2,t,u) cst équivalente au point (a,...,b,c,d,e) a ¢, et
par suite a f, o, (@,...,y,z,E,u).

Démonstration du théoréme VIII. Cette démonstration est analogue
a la précédente: la seule différence consiste e¢n ce que les fonctions ¢,
Guirs Flw,...,y,2,t, u) ne sont considérées comme définies qu'a un
multiple prés de 2iz. Il v'en est pas de méme des séries ¢ dont chacune
est détermince sans ambiguité. On est, en effet, conduit & poser comme
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dans la démonstration précédente, les notations conservant un sens ana-
logue:

D1 — ¢ = &5

g € A 3 3 A L ; ) . ’-
chacune des déterminations de ¢,,, — ¢, est réguliére dans p*; ¢ dé
signera le développement en série de 1'une quelconque de ces détermina-
tions, choisic arbitrairement; on décompose ensuite ¢ :

G =P, + 9;

LY

0, est ainsi définie sans aucune ambiguité.

19. Dans le cas du théoréme VIII, en posant:
V(x s Ys 2, L, %) = GF(”""!'""’"),

par un raisonnement déja fait, V(z,...,y, 2, ¢, u) est une fonction ré-
guliére dans y; ou si 'on veut, est une série entiére en 2,...,y,2,%, %
convergente dans y. D’ou le théoréme:

Théoréme IX. S8i & chaque point (@,...,b,c,d,e) intériewr a y
correspondent:
1° un cercle I, ;... de centre (a,...,b,c,d,e) el intérieur & r;
2° ume fonction v, ... @, ..y, 2, t,u) réqulicre dans I, .., €t
telle que si (a', ..., ¥, ¢, d', €) est un point intériewr & I, .., le quotient
Vo, bode(T s oo ns ¥, 2,0, 0)
Vo, bo,d,e (B, ooy, 2,8, u)
1l existe une série entieve en T,...,y,2,¢, %, V(z,...,y,2,t,u) con-
vergente dans y et telle que, en tout point (a,..., b,ce,d, e) intériewr a ,
Vie,...,y,2,t,u) '
'va’_“’b)g,d’g(m, ey, 2, b, u)
Théoréme X. Si wne fonction @ des n wvariables ©,...,y,2,¢,u
w'admet & Uintérienr de y que des singularités nown essentielles, elle est le
quotient de deux séries emtiéres cowvergentes dans y, et telles que la fraction
obtenue soit irréductible dans y.

s0it régulier et différent de o au point (@', ...,0',¢,d',c’).

le quotient soit régulier et différent de o.

Par une démonstration identique a celle du paragraphe 16, ot l'on
parag

remplace (S,, S,,...,S,) et (5,8,,...,8,) tous les deux pary, on voit

que @ est le quotient de deux fonctions régulieres dans y, et par suite
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le quotient de deux séries entiéres en x,y,..., 2,1, u convergentes
dans 7.

20. Supposons que les n cercles y,,7,, ..., 7. qui composent r,
alent tous des rayons infinis; le théoreme précédent devient le théoréme
de M. Poixcarg:

Si une fonction @ des n variables x©,...,y,2,t,u nwadmet & di-
stance finie que des singularités non essentielles, elle est le quotient de deux
fonctions entiéres de x,...,y,2,t,u, telles que la fraction obtenue soit
irréductible en tout point o distance finie.

1V.

Généralisation des théorémes précédents.

21. J'al indiqué précédemment le but de cette quatricme partie.
L'objet des propositions préliminaires que je vais établir est le suivant:
je me suis servi dans la démonstration du théoréme VII d’une propriété
bien connue: si une fonction f(z,...,y,2,¢,u) des » variables complexes
T,...,Y,2,t,u est réguliére 3 V'intérieur et sur le périmétre de n cercles
tracés sur les plans respectifs des » variables, il existe un polynéme entier
Ty...,y,2,t,u tel que sa différence avee la fonction f(x,...,y, 2, t, u)
ait, & l'intérieur des n cercles, un module plus petit qu'un nombre positif
¢ donné & Vavance. Il g'agit d’étendre cette proposition au cas ol, aux
n cercles, on substitue n contours fermés quelconques; si chacun de ces
n contours est & connexion simple, je montrerai que le polynéme existe
encore; si les contours sont a copnexion multiple, en général lc polyndéme
répondant a la question n'existe pas; mais on peut, au lieu du polynome,
trouver une fonction rationnelle de z,...,y,2,?*, u satisfaisant a la
condition précédente.

Jentends par contour fermé simple, une Jigne connexe fermée, ne
présentant aucune boucle; d'aprés cela un contour ferme siinple partage



Sur les fonctions de m variables complexes. 39

tout le plan en deux aires connexes: 'une intérieure au contour, l'autre
extérieure, la premiére d’étendue finie, la seconde d'étendue infinie.

22. Je donnerai d’abord la démonstration sommaire des deux pro-
positions suivantes.

Soient I" et I” deux cercles tracés respectivement sur les plans des
deux variables # et y, ayant pour centres les origines des coordonnées et
pour rayons R et R

1°. Si f(z,y) est une fonction des deux wvariables x et y régulicre
pour x intérieur o I' et pour y exvtériewr a I"; si, de plus, f(x ,y) tend
vers O pour Yy augmentant indéfiniment, x conservant une valeur constante
wntérieure a I', la fonction f(x ,y) est développable suivant une série entiére

I s’ . . .
en x et 7’ absolument convergente pour x dans 1" et y extériewr o I"; soit:
fx,y) = ZA,xy 7. (@=0,1,2,00,+®, A=1,2,...,4o)

Jexprimerai plus briévement les conditions auxquelles f(z, ) est
supposée satisfaire dans cet énoncé, en disant qu’elle est réguliére pour
x dans I' et y extérieur & I” et qu'elle Sannule pour y = co.

Le théoréme a démontrer revient au suivant: si l'on pose:

R’2
V=

la fonction: f<x, —];—2> est réguliére pour (r,y’) intérieur & (I', I"). Il
ne peut y avoir de doute que pour la valeur y' = o.

Je trace un cercle 7 concentrique & I"” et de rayon p > R’; comme
f(r,y) sannule pour y = co, on aura pour  intérieur & I et Y ex-
térieur a y:

I %, 2)dz
fle,y) = — - ]%:)g—
:

lintégrale étant prise le long de ;* dans le sens direct. En remplacant
"2

R . . . 7 . 1 . ] 1
Y par 7 il vient, pour z intérieur a /" et ¢ intérieur 4 un cercle gl
R'?
p

concentrique a4 I et de ravon =
y £
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R 1, [ [z, 2dz
f(x’__ﬂ'—> ___2/£rryfy'z—_R7”

7

>’ 2
on voit par cette expression que pour ¥ =o0, f(® E7) est réguliére:
p que ¢ J 'y g

le théoreme est ainsi démontré.

2°. St flw,y) est régulicre pour x et y extérieurs ¢ I' et I" et si
elle tend wers o pour « augmentant indéfiniment, y conservant une valewr
constante extériewre a I et pour y augmentant indéfiniment, x conservant
une valewr constante extérieure @ I'; flw,y) est développable en série entiére

I I g .
en — et - absolument convergente ¢ [lextériewr de I et I, et de la forme:
’ Y
flz, y) = Z'Aaﬁx_ay“'g. (@=1,20,F 0, A=1,20..,+ )
Jexprimerai plus briévement les conditions auxquelles satisfait par

hypothése f(z,y) en disant qu’elle est réguliére pour (v, y) extérieur a
(I", I") et qu'elle s'annule pour # = cO ainsi que pour y = ©O.

R? n: \ . . R*? R

En posant: &= —, y = — le théoréme revient au suivant: f{ — ;

@’ y ' vy

est réguliére pour (z/, ¢) intérieur a (", I"); on a, effet, pour z extérieur
a I" et y extérieur au cercle 7 concentrique a I’ et de rayon p > R':

f<w,y>=——i.~f&_zm

2ix z— 1
s
s . . T , R*.
ou, pour y' intérieur a y; concentrique a I et de rayon —:
? v
' g
o BNt [0
Ty 24w ya-—R*’
(;

r

L

R .y . ) .
cela montre que f(m , ——) est réguliere pour x extérieur a I et y' in-
¥
térieur a4 [”; comme cette fonction s'annule pour =00, en vertu de 1°,

R R ) . o ‘ o
f(; ) y—) sera réguliére pour («/,y’) intérieur a (I', I").
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23. Proposition I. Soient:

C et C deux contours fermés simples tracés sur les plans des deux
variables z et y;

a et ¢ deuxr points du plan de la variable x extérieurs a C;

b et d deux points du plan de la variable y extérieurs a C’;

fx,y) une fonction de x et y qui est régulicre excepté pour les valeurs
x=a e y=>= el qui Sannule pour x = o0 ainsi que pour y = oO;

I I I I
. A ’a " e]
Il existe un polynime entier en it R B Q(m—— v d) t

qu'en tout point (x,y) intériewr & (c, ), on ait:

mod.[f(m,y)——()( : , : >]<s.

e—ec’ y—d

e étant un nombre positif donné & Iavance.

D ()

Sur le plan de la variable z je trace une ligne ac partant de @ et
ahoutissant & ¢, tout entiére extéricure au contour C; ct sur le plan de
la variable y, je trace d'une fagon analogue la ligne bd extérieure au
contour (. Je marque sur la ligne ac, en allant de @ vers ¢, » points
@y Gyy.vny Oy, et sur bd, n points b, ,b,,..., 0, en allant de b vers d.
Je suppose n choisi assez grand et les points assez rapprochés pour que
la condition suivante soit remplie: dans les deux suites de points: a,a,,
Ay, ooy @yyC €t b, 0 ,b,,...,b,,d, la distance de deux points con-
sécutifs quelconques est inférieure & une longueur R, plus petite elle-méme
que les distances des lignes ac et C d'une part, bd et (" dautre part;
de telle sorte que les cercles de rayon R et de centres a,, b,, laissent
a leur extérieur les contours C et (' et comprennent 4 leur intérieur

respectivement les points @, , ¢t b, ;. Les cercles le rayon R ayant pour
Acta mathematica, 19. Imprimé le 27 avyril 1894. 6
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centres les points @, ,a,,...,a,,c et b, b,,...,0b,, d seront désignés
dans la démonstration simplement par leurs centres.
Je considére les cercles @, et b ; les points a et b étant intérieurs

a ces cercles, la fonction f(z,y) est développable en série entiére en
I I

T absolument convergente & l'extérieur et sur le périmétre
&—a, y—0b )

des cercles a, et b,. Jappelle P, (——I—-—

r — a, ’ oy == bl> le p01yn0me fOrme par

les premiers termes de ce développement, pris en nombre assez grand pour
que, a l'extérieur des cercles a, et b, on ait:

mod[f(m,y)—Pl<-—I— . )’]<nj_.l;

)
z—ua, y—b

I

le polynéme P, ne renferme pas de terme indépendant de prark byl

. . e I I
Les points a, et b, étant intérieurs aux cercles a, et b,, P, (——, >
z—a, y—b,

7 ! . . I
est développable en série entiére en ,
z—a,’ y—1b

absolument convergente

y - e . I I
a l'extérieur et sur le périmétre des cercles a, et b,; soit P, <-—a,1 3 >
T— 0y Y =04

le polynéme formé par les premiers termes du développement pris en
nombre assez grand pour que l'on ait a I'extérieur des cercles a, et b,:

1 I ' 1 1 B )
mOd[P‘<w—a1 ’ ?/-’71)_P?(x—a, ’ ?/—’7,>J < F1

En poursuivant ce raisonnement on obtient une suite de (» 4 1)
polynémes satisfaisant aux (» -+ 1) inégalités:

S ¢ [ S 5 o L.
mod [f(a" y y) — P (T Pl B )] <axi ® I'extérieur des cercles «, et b,
; AR T A ST
mod | P ! G D & ! ! ) < —>— A Vextérieur dea, et d
C\e—a, ) y— b, WNo—a, y—b,/ | “a+1 ‘ 2 2’
5 ; I 1 I I ) s T ;.
mod [} n_\( ) . ) — P ( , ) ] < a l'extérieur de
) —y g Y — by "Ne—ay, T y—"b,/ n41
: a, et b,,
mod [P <—I— ! )—— Q(L ——I—ﬂ < —— & lextérieur de ¢ et d.
S M\e—an’ y— by g—c' y—d!}] “u+41 -
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Ces inégalités sont simultanément vérifiées a l'intérieur de (C, ('); on en
conclut, le module de la somme étant moindre que la somme des modules:

mod [f(x yY) — Q( ! ! )] < ¢ a lintérieur de (C, ).

z—c y—d
Le théoréme énoncé est donc démontré.

24. Remarque. La démonstration précédente suppose que chacun

des points ¢ et d est a distance finie: je vais montrer que ¢ ou d, séparé-

I

. . N o Ly e . I
ment ou tous les deux a la fois peuvent étre rejetés a l'infini, e od

devant étre alors remplacés respectivement par z et par y.

Je trace en effet un cercle /" de centre z, enveloppant C et je suppose
le point ¢ pris & distance finie mais & lextérieur de I'; je trace un
cercle y de centre d et de rayon assez petit pour que €’ lui soit compléte-

ment extérieur.
I I
z—c’ y—d

Le polynéme Q( > du théoréme précédent est dévelop-

pable en série entiere en x—uz, et absolument convergente pour x

7 —d
intérieur & /" ou sur son périmétre et pour y extérieur 4 y ou sur son
- . 1 . . .
périmétre.  Soit Q) (x—xo, m) le polynéme formé par les premiers
termes de ce développement, pris en nombre assez grand: on aura pour
x intérieur a I" et y extérieur & y, et a fortiori pour (x,y) intérieur a
¥ 1AW
@, 0):

1 I . Lo\
mod[Q(gc__c, ry—vcl>—~Q‘<x_;B°’y~d>J <e
et comme:

1 i

mod [f(x y Y) — Q(

v—c’y—d

)J < & pour (x,y) intérieur a (C, C'),

on en conclut:

i 1 ’ 3 Ay ! »
mod [f(a:  Y) — @, (m —= Ty m)J < 2¢ pour (z,y) intérieur a (C, (),
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1 . . I .
Q, (az—-—xo, "/———d> est un polynéme entier en x et ;—ar °equ montre

que le point ¢ peut étre supposé rejeté a linfini.

Pour montrer que les deux points ¢ et d peuvent étre rejetés a
l'infini simultanément, je trace les cercles /" et /” de centres arbitraires
x, et y, et enveloppant respectivement C et (’; je suppose ¢ et d pris

\ . . . , . \ N 1 I
a distance finie mais extérieurs a I" ¢t I"; le polynéme Q(U o7 l)
r— ¢ —_—

est développable en série enticre en a — i, ¥ —y,, absolument con-
N [ vy y . 1 . - y o .
vergente dans /', I” et sur leurs périmetres; soit @,(x — x,, y —y,) le
polynéme formé par l'ensemble des premiers termes du développement
pris en nombre assez grand: on aura pour (z,y) intérieur a (C, C'):

mod [f(@, y) — @(v — @5y — )] < 25

@, étant un polyndme entier ¢cn x et y, on voit que ¢ et d peuvent étre
rejetés tous deux a linfini.

Proposition II. Seient:

C, et O deux contours fermés simples pris respectivement sur les plans
des deux variables x et y;

C et C deur contours fermés simples complelement intérieurs respective-
ment o C, et C;

fl@,y) une fonction des deux variables x et y réguliére en tout point
intérieur o (Cy, C));

a un point extériewr a C,, a distance finie ou infinie;

b un point extériewr « C) « distance finie ou infinie;
Il existe un polynome entier en - : (L)(vf-—I : ) tel

(v———Ad’y——:—b’ ;,t:—-;u,’y——b

qu'en tout point intériewr @ (C, C), on ait:

mod I:f(.l? yY) — Q(7 j_ " J—I——b>J <e

e étant un nombre positif domné @ Uavance.

Je trace lc contour fermé simple C, enveloppant C et enveloppé
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par C;; et le contour fermé simple C, enveloppant C' et enveloppé
par C,. Le théoréme de Caucny donne pour (z,y) intérieur a (C,, Cy):

. x,2)d
f(w,y)=i;f%-
e,

Je partage le contour d'intégration C; en n parties consécutives
B B,, B,B,, B,B,,..., B,_,B,, B,B, assez petites pour que chacune

d'elles B,B,,, soit comprise a lintérieur d'un cercle y, laissant a son ex-
térieur les contours C] et ' et par conséquent compris entre ces deux
contours. Je pose

fx: z)dz

a—y

1@, y)

B, B1+1

le chemin d'intégration étant B, B,,,; cette fonction f,(x,y) est réguliere
LI ) i : 4 s . ’,

pour z intérieur & C, et pour y non situé sur B, B,,,; de plus elle s'an-

nule pour y = co. On a d’aillenrs pour (v, y) intérieur & (C,, Cj):

(I) f(il‘/ y y) == 2'}@(9(: y y) (9=1,2, ey

J’applique le théoréme de Caucny a la fonction f,(r,y) et au contour
C,; jaurai pour z intérieur a C, et y quelconque mais non situé sur B, B, ,,

f /fqz,zl)dd
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Je partage C, en m parties 4,4,,4,4,,...,4,4,, telles que chacune
d'elles A4,4,,, soit intérieure & un cercle y, laissant a son extérieur les
contours (' et U et je pose:

1 fo(z, wydz
%”’(x Y) = 297 fqz —

Apdph

A, 4,., étant le chemin d'intégration. La fonction ¢, (z, y) est réguliere
tant que « et y nc sont pas situés respectivement sur 4,4,,, et B B, ;.
De plus ¢, (¢, y) sannule pour y = co comme f,(x,y), et sannule évi-
demment pour @ = 00.

On a pour w intérieur a C, et y non situé sur B B :

(2) f;('l; ’ !/) = ‘\"5['1'7(‘/[' ’ .7/) (r=1,2,...,m)

Les égalités (1) et (2) sont simultanément vérifiées pour (z, y) intérieur
& (Cy, C3): on cn conclut, pour (r,y) intéricur a (C,, C,), Végalité:

f(’x y :ljl) = l'},'g;m (7 y ]j) (r=1,2,..,m; 7=1,2,..,n)

Si jappelle a, ct b, les centres respectifs des cercles y, et j;, la
fonction ¢, (%, y), réguliére & l'extéricur de ces cercles et s'annulant pour

& = 0o ainsi que pour y = co est développable en séric entiére en —
& — ap

et absolument convergente a l'extérieur et sur le périmétre de ces

y— by
cercles. J'appelle P,

I I ] . , .
p <'— —-) le polynéme formé par les premiers

X -——d, Y — hq/

termes de ce développement, pris en nombre assez grand pour que a
Pextérieur de 7, et y, et & fortiori & lintérieur de (U, ("), on ait:

mod [Sﬁm (@,y)— P],,]< L] )l < = [pour (z,y) intérieur a (C, C")].

- T
&—d, y—b, 2mn

A 1 |G . T
Or le polynéme qu(*“" , —) qui n'a pas de terme indépendant
T—dp Y — b,
de —— et R n'a pas d’'autre point singulier que z = a, extérieur
&= dp Y — Uy

a C et y=70, extéricur & (' et de plus s'annule pour x ou y infini.
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D'aprés la proposition I, il existe un polynéme entier en — et =
QM(W—I—W , ﬁ), tel que:
mod [Pf"?<?i—rf ,q,_l 7 ) — Qw(\;—%; ,”i "))—I < -Z?zn [pour (z, y) intérieur a
ST I ©, )

En additionnant cette inégalité avec la précédente, il vient:

1 H = . o 1 y
mod [gpm (x,y)— qu<m - b)] —- [pour (z, y) intérienr & (€, C)].

J'imagine écrites les mn inégalités analogues & la précédente obtenues
en faisant p=1,2,...,m, ¢g=1,...,n; elles donnent, en remar-

quant que:

(r=12,.,m; ¢g=1,2,..,n)

3¢, (v, ) = f(z,y)
/ : t 1 % ti I
> est un pO ynome entier en S . u___—___b. ,

et que ZZQ;q(ﬁ -

. 1 TN
soit Q’(m——a,’ - b)'

mod[f(ﬂf/,y)_‘Q(m_q Ty = b/

d : >] < & [pour (z,y) intérieur a (C, C)].

C’est le théoréme énoncé.
. 1 . . . I
Si a et b sont tous deux & linfini, on aura au lieu de Q(, W b>

—a'y—

un polynéme entier en z et y.

Proposition IIl. Soient:
C et C' deux contours fermés simples tracés sur les plans des deux

variables x et y;

a et ¢ deux points du plan de la variable x extérieurs a C;

b et d deux points du plan de la variable y intériewrs a C':

flx,y) une fonction des deux variables = et y, régulicre en tout point
excepté pour les valewrs * = a et y = b et Sannulant pour x infini ainsi

que pour y infini;
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. 2 . I T 1 I
Il existe un polyndme entier en ——— et et Q(w__ - y_d> tel

que en tout point (x,y) intériewr ¢ C et extériewr ¢ (', on ail:

mod[f(m,y)-—Q( ! - Iﬁdﬂ<s

@ o ¢ Yy —

e étant un nombre positif donné a Uavance.

/_‘( ’
Je trace une ligne ac partant de a et aboutissant a ¢, extérieure &
C; et d'une facon analogue une ligne bd intérieure a €. Pour le reste,

la démonstration est identique a celle de la proposition I. Le point ¢
peut étre rejet¢ a l'infini.

Proposition IV. Soient:

C, et O] deur contours fermés simples tracés respectivement sur les plans
des deux wvariables z et y;

C un contour fermé simple intérieur ¢ C,;

C' un contour fermé simple enveloppant Ci;

fx,y) une fonction des deux variables x et y réguliére pour x intérieur
a O, et y extériewr a C) et qui sannule pour y — oc:

a un point du plan de la variable x extériewr a (|,
ou infinie;

b un point du plan de la variable y intérieur a Cf;

a distance finie

1l existe un polynime entier en N Q(—I—- ! \ tel que

g—u0'y—10n" # =ty — b

en tout point (x ,y) intériewr ¢ C et extéviewr a C', on ait:

mod [f(.r y ) — Q<—~I— , J—)] <

r—a’ y—1Db

e étant un nombre positif donné a lavance.
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Je trace le contour fermé simple C; enveloppant Cj et enveloppé
par C'; on a, en remarquant que f(z,y) s'annule pour y = oO:

. d e s \ ‘o s
f,y) = — L-f—]i(m—’zz—z pour z intérieur & C, et y extérieur a Cj,

247 F—Y
0,

Vintégrale est prise le long de C, dans le sens direct. Pour la suite, la
démonstration est identique & celle de la proposition II.

o
[
7 G
G

25. Les deux propositions suivantes se démontrent encore comme
les précédentes.

Proposition V. Sodent:

C et C deux contours fermés simples tracés respectivement sur les plans
des deux variables x et y;

a et ¢ dewx points du plan de la variable x intérieurs ¢ C;

b et d deux points du plan de la variable y intérieurs a C';

f(x,y) une fonction réguliére excepté powr les valeurs x =a ef y=2>,
el qui Sannule pour T = OO QINSi que pour Y = OO;
I

———> tel que

I
r—c¢ y—d

. N . I I
1l existe un polynime entier en oy —d Q(

en tout point (x,y) extériewr a (C, C") on ait:

‘mod[f(x, Y) — Q< d ———I«—;l)] <e,

z—c y—

e étant un nombre positif donné & Uavance.
Acta mathemation. 19. Imprimé le 1 mai 1894, 7
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Proposition VI. Soient:

C, et C; deux contours fermés simples tracés sur les plans respectifs des
variables z et y;

C et C deux contours fermés simples enveloppant chacun des deux pré-
cédents;

a et b deux poinis intérieurs respectivement a C, et Ci;

flx,y) une fonction des deux wvariables = et y réguliére pour (x,y)
extériewr a (C), C)) et sannulant pour T = 0O ainsi que pour y == o:

. N .o H I B I I
1l existe un polyndme entier en ol Ry Q(——-— g > tel que
en tout point (v,y) extérieur a (C, ("), on ait:

mod[f(:z’,y)———Q( ! ! >J<s,

z-—a’y—>b
e étant un nombre positif domné & l'avance.

26. Voici quelques notations employées dans DI'énoncé et la dé-
monstration de la proposition suivante:

S désigne une aire connexe prise sur le plan de la variable z et
limitée par % -+ 1 contours fermés simples C,, C,, C,, ..., C,, dont le
premier C; enveloppe S et chacun des n autres est enveloppé par S;

C; désigne un contour fermé simple enveloppant C;

C; désigne un contour fermé simple enveloppant Cj;

C, (p=1,2,...,n) désigne un contour fermé simple enveloppé
par C,, et () désigne un contour fermé simple enveloppé par C,; S, dé-
signe l'aire limitée par les (n 4 1) contours Cp, C;, Cy, ..., C; et S,
Paire limitée par les (» 4 1) contours Ci, C}, ..., C; de cette sorte S
est complétement intérieure a S, et S, elleméme complétement inté-
rieure a S,.

Les motations §,C;,C;,...,C.; S, CV,CY,...,CY; S, CY, ..., CY,

ont une signification analogue relativement au plan de la variable y.

Proposition VII. Sodent:

QyyOyy gy ooy, (04 1) points du plan de la variable z dont le
premier a, est extériewr a Cy; et dont chacun des n autres a, (p=1,2,..,n)
est intérieur au contour Ci;
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by, by byy iy by, (m -+ 1) points du plan de la variable y situés d'une
fagon analogue relativement awxz (m + 1) contowrs Cy, CY, ..., Cu;

f(x,y) une fonction de x et y régulicre & Uintérieur de Uaire (S,, S,).

Il . l A I I I I I 1

existe un polynime Q(a:——E:’ 5—a e y=b.’ §=b.’ '"’y—bm>
1 1 1 1

e—a, z—a,’ " Tw—a, y—b y—>b’""

en tout point (x,y) intériewr a (S, S'), on ait:

I 1 1 I
mod[f(-’AU’?/)—Q(m_a 7---,w_an,gj,-..,?—/—~_—b;'>]<,8,

[

entier en o y—_—fT , et tel que

e étant un nombre positif donné a Uavance.

J’applique & la fonction f(z,y) et au périmétre de l'aire S} du plan
de la variable y le théoréme de CaucHy: jaurai ainsi pour (2, y) in-
térieur a (§,, S))

fo,9) = (Mol y & (et | 4L [ledd,

22— 21 22—y 2i7 z2—y
cr e e

le sens des intégrations étant direct pour le contour C;’ et indirect pour
les m contours C}, Cy, ..., C,.
Je pose:
I fl@, 2)dz
2ir | z—y
(o4

(¢=0,1,2,...,m)

Spq(x s y) =

de telle sorte qu'on aura pour (x,y) intérieur a (S,, Sy):

(I) f(x ) Y) = Efaq(x s y) (9=0,1,2,...,m)

Considérons la fonction ¢, (x,y), (=o0,1, 2,...,m); son expression:

(&,y) = 1 [flx, 2)ds
Pa\H Y _2@'71"} z—
o4
montre qu'elle est réguliére pour z intérieur a S, et pour y quelconque
mais non situé sur C} qui est une coupure relative & la seule variable

y; de plus ¢ (z,y) sannule pour y = co.
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J'applique & nouveau le théoréme de Caucmy & la fonction ¢,(x,¥),
(g=o0,1,2,...,m) et au périmétre de l'aire S, du plan de la variable
x; on aura pour x intérieur a4 S, et y non situé sur C}':

d d d
¢0,@, ) = Zinf"’“f_”;@ f‘w S f¢_’l

le sens des intégrations étant direct pour C; et indirect pour les n con-
tours Ci,..., C.
Je pose:

I (z > y)dz _
n(@,y) = Z;tf&;:T y (p=0,1,2,...,n)

24
de telle sorte que pour x intérieur & S, et y non situé sur C}’, on aura:

(2) ¢q(.’v y y) = Egl;pq(x ’ y) (p=0,1,2,...,n)

Considérons la fonction ¢,,(z, y); son expression:

I (o2, y)dz
¢pq($,y)=5@-—,,f—";:7

G

montre qu'elle est réguliére dans toute I'étendue des deux plans des va-
riables & et y en exceptant la coupure C, du plan de la variable z et
la coupure O’ du plan de la variable y, (coupure qu’admet la fonction
@2, y) elleeméme); de plus ¢, (x,y) sannule pour z = co et s'annule
aussi pour y = co comme la fonction ¢ (z, y).

Comparons les égalités (1) et (2) qui ont lieu simultanément pour
(x, y) intérieur a (S,, §}); il vient:

(3) flx,y) = Ezsbpq(x y Y) (p=0,1,2,.,15 ¢=0,1,2, .., m)

pour (#,y) intérieur a (S, S]) et a fortiori pour (z,y) intérieur a (S, S').
On obtient ainsi pour f(z,y), a lintérieur de (S, ') une expression
qui est la somme de (m - 1)(n+ 1) fonctions ¢, (x,y), (p=0,1,2,...,1;
q=0,1,2,...,m); je classe ces fonctions en quatre groupes:
1° la fonction ¢, (z,y) qui ne cesse d’étre réguliére que sur les
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coupures Cj et Ci’; elle est en particulier réguliére pour (z,y) intérieur

a (Cy, Gy); comme le contour (C,, C;) est intérieur a (G, C)'), il existe
I

T — @, ’ Y— bo

térieur de (Cy, C;) et & fortiori & l'intérieur de (S, S), on ait:

(proposition II) un polynéme @ , entier en

tel que a lin-

(4) mod [, (z, y) — @,,] < m; [4 Vintérieur de (S, 8)];

2° le second groupe est composé des m fonctions ¢, (%,) (g==1,2,...,m);
chacune de ces fonctions ¢, (,y) est réguliére pour z intérieur & Cj et
y extérieur & O}’ et gannule pour y = co; il existe (proposition IV) un

polynéme ¢, entier en

Ty =1, tel que pour z intérieur & C, et

y extérieur & C,, et a fortiori pour (z,y) intérieur a (S, ') on ait:
(g=1,2,...,m)

(5) mod[¢y(x,y) — Q,] < E—W—H_I;(_n_i_l) pour (z,y) intérieur & (S, );

3° le troisiéme groupe, analogue au précédent, est composé des n
fonctions ¢,0(z,y) (p=1,2,...,n); chacune de ces fonctions ¢, (2, y)
est réguliére pour x extérieur & C; et y intérieur a C et s'annule pour

. . A R I 1
% = o0; il existe un polynéme ¢, entier en et pr— tel que
: — Op Y—259

I'on ait: (p=1,2,...,%)

(6) mod [51):00 (x ’ :l/) - on] < (

£ . 7 . N 7
WEOmET Pour (z,y) intérieur a (S, S');

4° les mn fonctions ¢, (x,y) (p=1,2,...,m;9=1,2,...,m) dont
chacune ¢,,(x,y) est réguliére pour (z,y) extérieur a (C;, C;’) et s’'annule
pour x = 0O ainsi que pour ¥ = oo; il existe (proposition VI) un poly-

. I
néme ¢),, entier en

a ]l Apy " )
v’y —0. tel que a l'extérieur de (C,,C)) et a

fortiori & l'intérieur de (S, §'), on ait: (p=1,2,...,0;9=1,2,...,m)

(7) mod [¢pq (x? y) - QM] <

(—WTI);,L——_‘—_—I) pour (z,y) intérieur a (S, S').

J'imagine écrites les (m -+ 1)(n 4 1) inégalités analogues & (4), (5), (6)
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et (7): elles sont simultanément vérifiées pour (r,y) intérieur a (S, S);
je les additionne en remarquant que 23Q, (p==0,1,2,..,n;9=0,1,2,..,m)

4 . I I I I
est un polynéme entier en , g ees
€r— xr — &

[}

I 1 1

’x'—a"’y'—bo’f/—bl..“’

1 soit: Q(

’ , yreey s ooy
Y— b r—a, x—a,’ y—b, y— by,

de (S, 8), on a, d'aprés V'égalité (3):

) et que, a l'intérieur

f(ﬂ; 9 y) = ESprq (.’” s y). (p=0,1,2,...,m; ¢=0,1,2,...,m
11 vient:

mod[f(x,y)—Q( ! , ! ye ! ! ' : )]<s

.y y T ey
x—a,’ r—a, z—a,’ y—0b,  y—bh 4 — by

a lintérieur de (S, S). Cest le théoréme énoncé.

27. Aux propositions préliminaires qui viennent d’étre démontrées,
j'ajouterai la suivante, qui est connue.

Proposition VIII. Soient:

S et S deux aires conmexes prises sur les plans respectifs des deux
variables x et y;

€19 €5y 2y Cmy... une suite indéfinie de nombres positifs formant une
série convergente;

i@, 9y, iz, ), ..., L{x,y), ... une suite indéfinie de fonctions toutes
réguliéres a Uintériewr de (S, S') et telles que, en tout point (x,y) intériewr
a (8, 8), on ait:

mod [f,,(z, ¥)] < en- (m=1,2,...,0)

Si Uon pose:
@(x y y) = }.'f,,,(x . y) (m=1,2,..,%)

la fonction @z, y) est régulicre a Uintérieur de (S, S').

28. Avant de démontrer le théoréme qui est I'objet de cette qua-
triéme partie, il importe de préciser la nature des contours auxquels il
g'applique et d’indiquer a leur sujet quelques remarques.

Soit S une aire connexe qui a pour périmétre une ligne fermée
connexe L; je suppose d’abord que S soit intérieure a L; L peut pré-
senter des boucles, et peut par conséquent ne pas étre un contonr fermé
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simple; mais je suppose que L puisse étre considérée comme la limite
d’une suite indéfinie de contours fermés simples C,, C,, ..., C,, ... tous
intérieurs & L et dont chacun enveloppe le précédent; jentends par la,
d'une facon précise, que si 4 est un point quelconque intérieur & S on
peut choisir m assez grand pour que 4 soit intérieur a C,.

De méme si S est l'aire extérieure 4 L, je supposerai que I peut
étre considérée comme la limite d'une suite indéfinie de contours fermés
simples C,,C,,...,C,,... enveloppant tous L et dont chacun est en-
veloppé par le précédent. Dans ces conditions L peut étre supposée se
réduire & une ligne non fermée, sans boucle, 4B, limitée aux points 4
et B et qui est alors considérée comme un contour fermé indéfiniment
aplati; I'aire S extérieure & L comprend dans ce cas tout le plan a l'ex-
clusion des points situés sur 4B. D’une fagon analogue L pourra étre
supposée se réduire a un seul point 4; l'aire S comprend alors tout le
plan & l'exclusion du point 4.

Les considérations précédentes s'étendent sans difficulté & une aire
a connexion multiple; soit, en effet, § une aire connexe dont le péri-
métre est composé de (n 4 1) lignes fermées connexes L, L, ..., L,
dont la premiére L, enveloppe S et dont chacune des n autres est en-
veloppée par S; chacune des » lignes L , L,, ..., L, peut étre supposée
réduite a une ligne 4B ou a un point unique 4, comme il vient d’étre
expliqué. Je trace le contour fermé simple C, intérieur a L, et en-
veloppant les = lignes L, L,,..., L, et je trace n contours fermés
simples C,, C;, ..., Cp dont chacun enveloppe l'une des lignes L, , L,,
..., L, et laisse a son extérieur tous les autres contours et lignes tracés.
Jappelle S, T'aire qui & pour périmétre C,, C;, ..., C;. On suppose
que S puisse étre considérée comme la limite d’une suite indéfinie d’aires
8,,8,-..,8,,... dont chacune S, est limitée par (n -4 1) contours
fermés simples comme il vient d’étre indiqué et dont chacune est compléte-
ment intérieure 4 la suivante; de telle sorte que si 4 est un point quel-
conque intérieur & S, il sera aussi intérieur a S, si p est choisi assez
grand.

La ligne L, a été supposée fermée; on pourra supposer qu’elle n’est
pas une ligne fermée pourvu qu'elle puisse étre considérée comme la
limite d’une suite de contours fermés simples au sens qui a été donné
& cette expression. Par exemple, L, pourrait étre un cercle de rayon
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infini, ou bien encore une hyperbole, en supposant S extérieure a cette
hyperbole.

Dans les théorémes suivants S désigne une aire du plan de la va-
riable # limitée par (» + 1) lignes L, L, L,. ..., L, satisfaisant aux
conditions précédentes et S désigne une aire du plan de la variable y
limitée d’une facon analogue par les (m + 1) lignes L;, L{, ..., L,.

Théoréme XI. On suppose qu'a chaque point (a, b) intérieur & (S, S')
correspondent:

1° deux cercles: 1, de centre a et y,, de centre b, respectivement in-
térieurs a S et S';

2° ume fonction f,(x,y) des deux variables x et y monotrope et sans
espace lacunaire, définie o Uintériewr de (1'y, , 1,) et telle que si (a'b’) est
un point intérieur & (L', 7.) la fonction f,(x,y) soit équivalente au point
(&, ) a la fonction f..(z,y)

Il existe une fonction F(x,y) de x et y monotrope et sans espace la-
cunaire, définie « Uintérieur de (S, S') et équivalente en tout point (a , b)
intérieur & (S, S') a la fonction fu(x,y) correspondant & ce point.

Théoréme XII. Au liew de supposer que chacune des fonctions fy,(x,y)
de U'énoncé précédent est monotrope et sans espace lacunaire, on peut supposer
que chacune delles f,,(x,y) est le logarithme d'une fonction v, (x, y) réguliére
a Uintériewr de (I, ra) et telle que si (a’,b') est un point intérieur &
(%5 1)
Yoy (2, Y)

1l existe alors une fonction F(x,y) définie & Uintérieur de (S, S') a
un multiple prés de 2iw et équivalente en tout point (a, b) intérieur & (S, S')
& la fonction f,(x, y).

(I s 1a) le quotient soit régulier et différent de o au point (a', U').

Démonstration du ‘théoréme XI. Soit: S,, S,,..., S la suite

o> - e
indéfinie d’aires ayant pour limite S et dont chacune est composée d’apres
les indications du précédent paragraphe, et soit S/, S;,...,S;,... la
suite analogue ayant pour limite S'. ‘

Chacune des aires (S,,S8) p=1,2,...,00) étant intérieure a
(S, 8), il existe (théoréme I) une fonction de z ct y monotrope et sans
espace lacunaire, définie & Vintérieur de (S,, S;) et équivalente en tout
point intérieur & (S,,S,) & la fonction de I'énoncé correspondant & ce
point. Il est clair que l'on obtiendra une nouvelle fonction satisfaisant
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aux mémes conditions que ¢, en retranchant de ¢, une fonction quel-
conque de z et y réguliére a lintérieur de (S,, S)).
Considérons la différence:

A\
Crp17Fp = Opy

0, sera une fonction régulicre & l'intérieur de (S,, S;).
Soit ¢,,¢,,...,5,,... une suite indéfinie de nombres tous positifs
formant une série convergente.

Je dis que les fonctions ¢,, ¢,, ..., ¢,, ... peuvent étre choisies de

telle sorte que l'on ait 4 lintérieur de (S,_,, S;_,):

mod (3,) < ¢,. (=1,2, ..., )

En effet p étant un entier positif au moins égal 4 2, supposons que
les (#— 1) premiers fonctions ¢,,¢,, ..., ¢,,... satisfassent & la con-
dition précédente: je vais montrer qu'on peut choisir la fonction ¢,,, de
telle sorte qu'elle y satisfasse également.

Il existe, en effet, une fonction ¢,,, de # et y monotrope et sans
espace lacunaire 4 lintérieur de (S,,,, S,,,) et équivalente en tout point
intérieur a (S,,,, S,;,) & la fonction de 1'énoncé correspondant & ce point.

Il faudra prendre pour ¢,,, une fonction équivalente & ¢,., & l'in-
térieur de (S,.;,S,,,) et choisic de telle sorte que, & l'intérieur de
(S..1, S,_y), on ait:

mod[g,,, —¢.] < e

Je considére pour cela la différence:

(I) sl’[l--{-l - S;/L = é’!L

v

qui est réguliére & lintérieur de (S,, S,).

Je prends alors dans le plan de la variable z sur le périmétre ou
a Pextérieur de 7, un point e, a distance finie ou infinie; si I, est un
cercle de rayon infini ce choix ne peut se faire qu’en prenant pour e,
le point co. Sur le périmétre ou a lintérieur de chacune des lignes
L, y=1,2,...,n) je prends un point quelconque a,; si la ligne L, se
réduit & un point 4, ce choix ne peut se faire qu'en prenant pour a, le
point 4 lui méme. D’unc fagon analogue, je prends dans le plan de la
variable y les (m -+ 1) points b,,b,, ..., 0,. Les aires S, ; et S,_, sont

Acta mothematice, 19. Tmprimé le 3 décembre 1894, 8
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limitées, la premicre par (n <4 1) contours fermés simples G _,,C,_,,...,C;_,

et la seconde par (m+4- 1) contours simples C)’,, Cl,,..., C;”,; les points

a, et b, sont extérieurs respectivement a C; et C%; (S,,, S, ) est in-

térieure & (S,, S;) et la fonction ¢, est régulicre a lintérieur de (S,, S)).

L

- ., A M I
Il existe alors (proposition VII) un polynéme P entier en —0-o,

a,

I I I G ]
ey —— g ——— ..., —— tel que, a l'intérienr de (S, ,, S,
x al, ’m_an,?l—bu’ ”_l/—]),,l que, ¢ (kAl—l,A‘i 1)7
on ait:
mod ({, — P) < ¢,.
Je pose:

¢[l.+1 = S!);L-}-l - P

Comme P est une fonction réguliére a lintérieur de (S, §) et a fortiori
a lintérieur de (S,,,, S,;1) la fonction ¢, est équivalente & ¢, & Uin-
térieur de (S,,,, S.,,)-
’r sy . .
I’égalité (1) devient:
n )
Cppr — ¢ = & — 1

‘ 4

avec:
mod (§, — P) < =, a lintérienr de (S, ,, S, )

n—1

et en posant:

jaurai:
Copr —— Cu = ('\u
avec:
mod (4,) < z, & lintérieur de (S, ,, S, ).
On a ainsi déterminé la fonction ¢, ., satisfaisant aux conditions
requises. On déterminera de méme de proche en proche la suite indéfinie
de fonctions ¢,.,, ¢\, ...
Je définis une fonction I'(r, y) a lintérieur de (5, §) par la con-
dition suivante: on a, 4 lintéricur de (S,, 8) (p=2,3,..., c0)

=

(3) 11‘(‘1‘ ’ Z/) = Epaa + ,gj ("/r‘+1"
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On a ainsi une infinité d’expressions de la fonction F(z,y); il faut
montrer que chacune d’elles a un sens bien déterminé et que toutes dé-
finissent la méme fonction.

La série du second membre de (3) est une fonction réguliéere de x
et y & lintérieur de (S,, S;); car on a, a lintérieur de (S,, S;), la suite
indéfinie d’inégalités:

mod (6,,,) < Epire (r=1,2,3, .., %)

La suite des ¢,,, étant une série convergente, il en résulte (proposition
VIII) que la série:

=0

est une fonction réguliére de z et y a lintérieur de (S,, S;) comme
chacun des termes qui la composent.

L’expression (3) a donc un sens bien déterminé; il reste a montrer
que deux quelconques des expressions de F(z,y) fournissent la méme
fonction. Soit (k étant un entier positif) les deux expressions:

r=®

F(x ’ 7/) = Cp41 -+ 7-=21 6p+r

et

F(x ) y> = Qpirr41 T 7§1 Opitsrs

elles définissent F(z,y) respectivement & l'intérieur de (S,, Sy) et (5,4, S;14)3
elles définissent done simultanément F(x, y) a l'intérieur de (S,, S,); pour
vérifier qu’elles donnent la méme fonction il suffit de se rappeler que:

Opir = Ppgr1 = Ppre
La fonction F(z,y) satisfait aux conditions de I'énoncé. Car si (a, 0)
est un point quelconque intérieur a (S, S), on peut prendre p assez grand
pour que (a,d) soit intérieur & (S,, S,); dés lors I'(x,y) est définie
dans le domaine de (@, d) par l'égalité:

7= o

F(z, y) = Cp1 T r§1 Opyre
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La série du second membre cst une fonction réguliére au point (@, b);
donc, en ce point, I'(x, y) est équivalente & ¢,,, et par suite a la fonction
fuw(z,y) de I'énoncé.

Démonstration du théoréme XII. Elle est analogue a la précédente
avec cette différence que les fonctions I'(r,y). ¢.¢ ne sont définies
qua un multiple prés de 2ix; il n’en est pas de méme des fonctions ¢
dont chacune est définie sans ambiguité. On sera en effet conduit comme
pour la démonstration précédente a poser:

_
Dor — ¢u = e

On prendra pour £, I'une quelconque des déterminations de la diftérence
¢,y — ¢,; chacune de ces déterminations cst une fonction réguliére dans
(S.. 5); le polynome I se détermine comme précédemment et 1'on pose:

o, =& — P

0, est ainsi définie sans ambiguité.

29. Du théoréme précédent on déduit les deux suivants par un
mode de raisonnement déja donné.

Théoréme XIII. [ existe une fonction V{(r,y) réguliere en tout point

Vab(® , )

(@, b) intérienr a (S, S) et telle que le quotient T

soit réqulier et
différent de o au point (a, b).

Théoréme XIV. Si une fonction &(x,y) wadmet & Uintérieur de (S, S)
que des singularvités non essentielles, elle est le quotient de deux fonctions W
et V régulicres o Uintérienr de (S, S) ot telles que la fonction obtenue est
irréductible & Uintériewr de (S, S').

Il est & remarquer que dans l'énoncé précédent aucune hypothese
West faite sur la nature des singularités que peut admettre @(x,y) sur
le périmétre de (S, S); ce périmétre peut étre une ligne de points sin-
guliers essentiels pour la fonction @(z, y).

30. Je signale un cas particulier du théoréme précédent pour montrer
un exemple de I'application qu'on peut en faire.
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Soient ' et €’ deux contours fermés simples pris respectivement sur
les plans des deux variables x et y; AB une ligne sans boucle intérieure

\

a O et limitée aux points 4 et B; A'B une ligne analogue intérieure

a C'; soit @(x,y) une fonction de z et y qui n'admet a lintérieur de
C et (" que des singularités non essentielles; excepté sur les lignes
AB, A’B’ qui peuvent étre des lignes de points singuliers essentiels. En
considérant AB et A’B’ comme des contours fermés indéfiniment aplatis,
le théoréme précédent, appliqué a cet exemple, montre que @ (v, y) est
le quotient de deux fonctions réguliéres a4 lintérieur de C et ', sauf sur

les lignes AB et A'D'.

31. dJe me suis borné dans cette quatriéme partie, pour éviter des
complications de notations qui m'ont paru inutiles, & considérer le cas
de deux variables complexes. Les mémes démonstrations s'étendent sans
aucune difficulté au cas de » variables complexes.

Caen, le 28 octobre 1893.




