
16. Schl milch, sur iintegrale definie f*·™ — 2 β—χθ.

16.
Sur Fintegrale definie f 0τ^

(Par Mr. le Dr. 0. ScU milch, professeur l'universite de Jena.)

JL/inte'grale enoncee ci-dessus est une de celles dont les valeurs peu-
vent etre calcule'es a l'aide des fonctions transcendantes CV(W) et 5/(ω) dont
nous avons parle dans la theorie des integrales de'finies et dont les de'finitions
sont donne'es par les e'qaations

1. G (ω) = 0,577 215 6 . . . . + 1
_ __

2 1.2 4 1.2.3.4 6 1.2.3.4.5.6
ω3 . ω*— _ .

. _ ι ι 3 1.2.3 "" 5 1.2.3.4.5 ""'··
Pour effectuer la re'duction mentionne'e, on peut ope'rer comme suit.

Soit d'abord
Q3· y =

En diffe'rentiant cette expression deux fois par rapport oc, on obtient

et p^r conse'quent
8V4- 9?+r

Pour integrer cette equation differentielle, nous faisons
5. γ = r-i cos o? + z-2 sin ^r,

en dcsignant par ζλ et s2 deux fonctions indetermine'es de x\ alors on a

— == — 2l sin ^ + r.2 Cos χ + -gj cos ir + -gj sin

1 8*. .
En y supposant

Λ 1 . . Λ6. g^· cos χ + Q^ sin Λ? = 0,
on obtient

81» . , . v 8^ . 9229^2 — — (^'cosx+^sinx) — gj sin χ + g^ cos x,
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et par consequent

&? + y — — »£ sin x + s? cos x>
ou en vertu de re'quation (4):

- 9^ . 9s2 l7. sin χ — cos χ ·=

Les quantite's g^ et 9^ etant elimine'es des e'quations (6) et (7), on obtient
9% sitix 9z2 coso?

et par conse'quent

ou u4 et JB designent les deux constantes de rinte'gration.
Maintenant on a en vertu des equations (δ) et (3)

8· f. -9 =

— (A—l f -H 3 j 2 3 5 i42.3.4.5+ ··") cosx

+ (B + |/(x2) — γ o + T Τ^73Λ — —·) sin x·
Pour trouver les deux constantes A et JB, nous faisons d'abord x = 0, ce
qui donne

00 J>i_ _ Λ _ l

Ayant trouve A, nous multiplierons toute l'c'quation par e~~xQx, et nous inte-
grerons par rapport x entre les limites x = 0 et x = D, ce qui donne

/
CD ΛΟΟ ^^

^•»x+^^^i«— ».

/
*/ι 1 « . 1 a?3 l a;5

G« - y -j- + - OT5 - τ j-^-g + . . . . . COS

5
Puis, ayant recours aux formules

) - T O + ϊ Γ5ΤΟ - —) sin

1.2....racos[(w+l)arctang — ]
cos

1.2. ...w sin [(w+l)arctang— ]
cos
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\l(y?)e-* sin x8x z=* Ixer* sin
— |TT), C= 0,577 215 6 . . . . , (Voyez Je me'moire pre'ce'dent)

on obtient
_ /·°° ^ A** 90 o9· Λ *-*9*Λ vT'-*0

j cos4.|7r _ j cos6.|yr~

En renversant Fordre des integrations gauche, on trouve que Fintegrale dou-
ble est e'gale la suivante:

8/9

Les deux series droite dans (9), qui contiennent les cosinus et sinus, peuvent
etre sommees, et Γόη obtient

iw = fr _ (|arc tang 2 -

De la suit
5 = C = 0,577 215 6 . . . .

En substituant maintenant les valeurs de A et JB dans Fexpression ci-
dessus et ayant e'gard aux deTmitions de G' (ω) et &'(ω), Fe'quation (8) prend
la forme

J 6ifl e~~x® = t^ ~ &(x)] cos « + C/(x) sin #
= Ci(x) sin χ — *S/(x) cos χ + ^ττ cos χ.

De l , en differentiant suivant x, on tire

/
°° 80-^ — - £— o? = Cz (x) cos x -f- »S/(x) sin x — ITT sin x.

/a
En remplagant enfin 0 et x par — et αχ, les e'quations trouve'es prennent
la forme

/
*°° a8

a*+3) e~~x^ ~ £*(ax) s^n x — &(ax) cos ax -f· J^r cos αχ,

11. / ^—ffie^^O = Ci(ax) cos αχ + Si(ax) sin αχ — ITT sin αχ.

ου il ne faut pas oublier que les quantite's α et x doivent etre essentielle-
ment positives.

Suivant les diffe'rents resultats de'ja connus, et suivant les de'veloppements
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que nous avons donne'es ante'rieurement, on pourra calculer une table complete
des yaleurs des integrales que Γόη obtient en fe'sant φ (0) = e— #0, cos xO,
sin xO dans les formules gene'rales

/»« αφ(θ^θ r* 0y(6Qc) r* fly(0)B0 r<» Θφ(θ)δθ
JQ tf-e* ' ./ο α2-02 ' JQ ά*+θ* > 7o aV62 '

En effet, si pour abreger on fait
12. Ei (ω) = 0,577 215 6 . . . . + |/«)

j„JL ίί. j. J. ^L j. ΐ ω3 JL^ ω4
+ l l + 2 142 + 3 1.2.3 + 4 1.2.3.4 " * " · · · ·

on obtient les douze formules suivantes:

II.

III. / °°"2 — Έϊ.β—χθ = CiCax) sin ΟΤΛ; — Si(ax) cos «Λ; + ITT cos«/ o -f- (/

/
oo ^Q^

~2 — -m.e—χθ = Ci(ax) cos a^r Hh Si(aoc) sin «# — |ττ sin

__ r«>ax Λ ι ·
V. / -Ί» — z*· . 80 = i-rt si^/ o ^* — c/

"VI. / * "~2 — ̂ 2 . 90 = Ci(ax) cos ΟΛ; 4- Si(aoc) sin
«/ Q (J — C/

VIII. .80 = - !|«-—ίϊ(<Μ*) +

IX. /'* α·* ΧΗΊ·®Ο = Ci(ax) sin tfa; — Si(ax) cos
— —

/·» sin# Λ τ
X. l ~2 — Λ2.90 = — I

*̂  0 05 —C/

XI.

cos

χ»·
Dans toutes ces formules faut que x>a>0 et x
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