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(Par Mr. le Dr. O. Schismilch, professeur & I'université de Jena.)

L’intégrale énoncée ci-dessus est une de celles dont les valeurs peu-
vent étre calculées 4 laide des fonctions transcendantes Ci(w) et Si(w) dont
nous avons parlé dans la théorie des intégrales définies et dont les définitions
sont donndes par les équations

1. Ci(w)=05772156.... 4+ 3/(«?)
| 1 w* 1 w®
712V 71234 6123456+
s
2 S =1 1-3133F 5 (2345
Pour effectuer la réduction mentionnée, on peut opérer comme suit.

Soit d'abord

3. y= omb—fj—i—le—xﬁ.
En différentiant cette expression deux fois par rapport & a, on obtient
N2 » 2
= sz—f e—a?),
et par conséquent
2 o
4, gl_c%-l_)/:ﬂ e—wﬁ%}O:%u
Pour intégrer cette équation différentielle, nous faisons
5. y =z cos & -+ z, sin @,
en désignant par z, et z, deux fonctions indéterminées de a; alors on a
dy . Oz, 02 .
o = — z1 81 & =+ 2y cos & + 7 cos & + F sIn a.
En y supposant v '
Az, 9z, .
6. gcosx+%smx=0,
on obtient
A%y 3z

8%1 . 2
Y . (a . _ % O%2 .
521 = — (&' cosx+-z,5in ) — 55 sin T + - cos ¥,
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et par conséquent

3’ 82 . 9z,
= — o~ sinx + - cos x,
+y= dz + 5
ou en vertu de l’equatlon @):
7 oz, . 9z, 1
.+ 3, SIN T — Fo oS L= —— —

., Oz 3z, C ., P e .
Les quantités 5;’" et 5;? étant eliminées des équations (6) et (7), on obtient

8%1 , sinz Oz, _ cosz

7

¥ = T 9z T =&
et par conséquent

sine cos
2y =.A f“~ ox, Zg = f

ot A et B désignent les deux constantes de l'intégration.
Maintenant on a en verlu des équations (3) et (3)

= 36 sing cos .
8. o 071 re—al = (A f : 9x) cos x + (B / max) sin x
3 1 5
=(d—T T 3 123 % 1.2.3.4.5"‘----) cos x
1 2 1 ? 1 ! N
+ B+ LUEDH — 5 + T i3y -)sinx

T
2 1.2
Pour trouver les deux constantes A et B,

« 90
ﬂm—_i:A:—

Ayant trouvé A4, nous multiplierons toute I'équation par e—2@x, et nous inté-

nous faisons d'abord x = 0, ce
qui donne :

grerons par rapport a «x entre les limites x = 0 et x =, ce qui donne
® 3()
f e~ *dx + / aye—0.

] a' l z®
=) Gr— T T+ %5 93— [+ ) cos wds

+ [TB 4+ — L S+ L ragg — ) sin w0,

Puis, ayant recours aux formules

1.2....ncos [(n4-1) arctang %]

/; x"e—% cos bx X = (a’-{-b’)‘lﬁ(“"'l) ’

1.2....nsin [(ny-1) arctang g]

_/; x"e—a2 cos bxdx = (@® 4-02)Hn+-1) ’



16. Schismilch, sur Uintégrale définie f ma-%%-,-e—z(), 327
0

‘/‘;m%l(oc2 e~ sin xdx =j;m Ice— sin xdx
=1(C+3l1—ir), C=05772156...., (Voyezle mémoire précédent)

on obtient
@ 86

L 1 cosZ.:n 41 cos4 4T 1 €086.5m
T T @ T oy

, sind3. x  sinb.ix | sin7.ln

+ B4+ C+ 312 —in—3

w2 YiTaer T8y
En renversant 'ordre des intégrations 4 gauche, on trouve que lintégrale dou-
ble est égale a la suivante:
jo (7?-_!-0—1‘/ e=(0+D)a 0 '—j (0’+1%;{(’0+1) am. ’
Les deux séries & droite dans (9), qui contiennent les cosinus et sinus, peuvent
étre sommées, et on obtient
i =ir — (Garc tang 2 — 1/5) + B+ 1C+ 112 — In
51(3) + jarc tang 2).
De la suit
B=C=05772156....

En substituant maintenant les valeurs de .4 et B dans l'expression ci-
dessus et ayant égard aux définitions de Ci(w) et Si(w), I'équation (8) prend
la forme

» 90
/o (;) 16 —e0 = [zw — Si(x)] cos x 4+ Ci(x) sin x

= Ci(x) sin x — Si(x) cos x + 37 cos .
De 13, en diffc’rentiant suivant x, on tire

© db
s L —z8 = Ci/(x) cos ® + Si(x) sin x — i sin x.

. 0 . )
En remplagant enfin 0 ct x par —- et ax, les équations trouvées prennent
la forme

' qgdl .

10. j , —;L*aze—'-’b‘ﬁ Ci(ax) sin ax — Si(ax) cos ax + im cos ax,
o 30 . ) .

11. j a0 = Ci(ax) cos ax + Si(ax) sin ax — 3w sin ax.

ot il ne faut pas oublier que les quantités a et x doivent étre essentielle-
ment positives.
Suivant les différents résultats déja connus, et suivant les dévéloppements
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que nous avons données antérieurement, on pourra calculer une table compléte
des valeurs des intégrales que I'on obtient en fésant ¢ (0) = e—20, cos x0,
sin x0 dans les formules genérales

o ap(6)90 = Op(0)d0 = ap(H)d0 = Op(6)90
j aQ /; @ / ayp f ¢

o a—0* ’ @—6* ' Jo @40’ a*6%
En effet, si pour abréger on fait
12 Ei(o) =05772156 .... 4+ LI(s")

w .. 1 w i 1 wt
T Yz tYsiestrTigsat -

on obtient les douze formules suivantes:

o adf , .
1. ﬂ 'a':l_" ‘0‘,'“2 .c-—xﬁ — %%é—awEl (ax) — eaa:El (_ax)z’

1
+ 1

© 090 o o
II. ../0 aa_oé.e""xﬁ f—] ;’de*—dﬁEl (ax) -+ e [y (__ax)z,

® ad . . .
III. ‘/0 ;z-,'i;%;. e—20 = Ci(ax) sin av — Si(ax) cos ax + Ir cos aa,

- 090
0 &0

IV.

.e—20 = Ci(ax) cos ax + Si(ax) sin ax — 37 sin ax,

® a.coszl 1 )
V. /; W.SO = im sin ax,
J ® fcoszl
0

VL g0 = Ci(ax) cos ax + Si(ax) sin ax,
Vi G 00 = e,

VIIL jom ’i—f-"fz—g. 00 = — e~ Ei(ax) + ¢ Ei(— ax)},
IX. j; ’ ;f;i{—%g,, 80 = Ci(ax) sin ax — Si(ux) cos ax,
X. jow %ﬁ.@O:—-%w cos ax,

xi 75N 00 = b= Fiax) — e Bi(—ax),
XIIL Lm g,s_l:—z—go—aé* = ime™%,

Dans toutes ces formules il faut que ®>a>0 et ®>2>0.



