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Riemannsche Funktionenscharen mit gegebener
Monodromiegruppe.

"Von J. Plemelj in Ozernowita.

Unter den vielen Fragen, welche durch Riemanns Ideen
- angeregt worden sind, hat wohl die umfassendsten Untersuchungen
jenes funktionentheoretische Problem zur Folge gehabt, welches
die Bestimmung von Funktionen verlangt, die die Verzweigung
einer gegebenen Riemannschen Fliche oder, noch allgemeiner,
die einer gegebenen Monodromwwuppe besitzen, Wihrend das ein-
fachere ,algebraische“ Problem durch Anwendung kombinatorischer
Methoden der Potentialtheorie durch Schwarz wnd Neumann
bereits vor langer Zeit eine Lisung gefunden hat, fiihrten diese
Methoden beim allgemeinen Problem nicht zum Zicle. Funktionen,
deren Kxistenz dieses Riemannsche Problem behauptet, haben
den Charakter der Lisungen linearer Differentialgleichungen mit
rationalen Koeffizienten. 1In speziellen Fillen ist die Willkiirlich-
keit der Monodromiegruppe einer linearen Differentialgleichung nach
alteren Methoden bereits nachgewiesen worden. So geben die auto-
morphen {-Funktionen Poincarés bei gegebenen Verzweigungs-
punkten ein Mittel, den Beweis fiir Differentialgleichungen beliebiger
Ordnung zu erbringen, wenn nur die Monodromiegruppe auf reale
Verzweigungsexponenten fithrt.?)

Die Revolution, welche in neuester Zeit die Verwendung der
Fredholmschen Funktionalgleichung in der Theorie linearer
Randwertaufgaben hervorgerufen hat, zeigte auch hier ihre Wirkung.
Den ersten vollstindigen Existenzbeweis erbrachte Hilbert?) durch
Zariickfithrung eines noch verallgemeinerten Riemannschen Pro-
blems auf ein System Fredholmscher Funktionalgleichungen.
Komplizierte G reensche Funktionen und viele Hilfsfunktionen ge-
stalten den Beweis sehr verwickelt und wenig iibersichtlich. Die
Frage nach der allgemeinsten Losung beantwortet dieser Existenz-
beweis nicht.

1) Schlesinger, Handb. d. lin. Diffgl. II 2, 8. 386 ff.
%) Gottinger Nachrichten 1905, 8. 807 ff. Ein vorausgegangener Versuch
seines Schitlers K ellog (Math. Ann. 60) mit #hnlichem Bestreben ist villig mifigliickt.
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Einen einfachen Existenzbeweis, der ohne irgend welche
Greensche Funktionen das Ziel erreicht und génzlich funktionen-
theoretischer Natur ist, hat darauf der Verfasser angegeben (Anz. Ak.
Wiss.,, Wien, 10. Mai 1906). In der vorliegenden Arbeit will ich
diesen Beweis mit den unmittelbar daran ankniipfenden Fragen,
zumal die nach der Anzahl unabhingiger Losungen, was die Me-
thode Hilberts direkt nicht erledigt, erortern. Die von selbst
sich darbietende natiirliche Verkntipfung mit analogen Problemen,
z. B. dem sogenannten adjungierten, dem in der Theorie linearer
Differentialgleichungen die bekannten Multiplikatoren entsprechen,
gibt unmittelbar die Existenz eines Fundamentalsystems von Lio-
sungen selbst bei dem verallgemeinerten Problem. Es lifit sich
ein einfachstes »primitives Fundamentalsystem herstellen,  welches
auflerhalb der Verzweigungsstellen keinen Punkt der Ebene aus-
zeichnet; durch dieses IMundamentalsystem lifit sich jede im End-
lichen auflerhalb der Verzweigungspunkte regulire Losung in ein-
facher Weise mit in 2 rationalen Koeffizienten linear darstellen. Die
Ergebnisse habe ich, wohl Riemanns Prinzipien entsprechend,
direkt aus der Definition und dem Existenzbeweis geschiopft, ohne
die Theorie linearer Differentialgleichungen irgend zu beanspruchen.
Das primitive Fundamentalsystem ist, wie sich schliefilich von selbst
ergibt, die Losung eines Systems linearer Differentialgleichungen,
welches ein moglichst einfaches ist, denn die Anzahl der im allge-
meinen Falle darin vorhandemen Konstanten stimmt genau it
der Zahl unabhingiger Parameter der Monodromiegruppe.?)

Das ,algebraische“ Problem, Funktionen zu konstruieren, die
die Verzweigung einer gegebenen n-blittrigen Riemannschen
Fliche haben, ist ein Spezialfall des hier bebhandelten. Das vor-
liegende Verfahren scheint mir aber weit naturgeméifier und einfacher
zt - sein als jede der bisherigen, auf Siitzen der Potentialtheorie
beruhenden Methoden.

Fiir sehr bemerkenswert halte ich den Umstand, daf bei der
ganzen Untersuchung das Gebiet des komplexen mrgends verlassen
wird ; man hat z. B. die volle Schmiegsamkeit komplexer Integra-
tionswege zur Verfiigung, Diese Methode liegt so in direkter
Fortsetzung zu der auf Goursats Prinzipien beruhenden Her-
leitung des Cauchyschen Integralsatzes, wo auch ganz im kom-
plexen unter den wenigsten Voraussetzungen der Satz sich ergibt,
womit schon die Grundlage der Funktionentheorie neaeben ist,
Nimmt man nur noch den FErginzungssatz zur Cauchyschen
Integraldarstellung hinzu (siehe vorigen Artikel), so hat man schon

1) Es liegt wohl nahe, besonders an der Hand der Existenzbeweise zu ver-
suchen, durch geeignete stetige Andelung des einen Systems der Parameter das
System der anderen Parameter in ein beliebig gegebenes iiberzufithren. Die um-
fassenden Versuche Schlesingers so den Existenzbeweis zu fithren, sind ginzlich
miflungen (Crelle, J,, Bd. 129, 1905 (287—294); Bd. 130, 1905 (26—46);
Math., Ann., Bd. 63, s. 278, 277 ff Acta Math,, Bd. 31) auch im algebraischen
Falle (Ann, 4. Ke. Norm. Sup 3 XX 1903). Seine Methode fithrt nicht zum Ziele.
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alles zum Existenzbeweise notige, denn die Sitze iiber die Funktional-
gleichung Fredholms — hier kommen nur die elementarsten
zur Verwendung — sind, wie die Determinantensiitze der Algebra,
deren Grenzfille sie ja sind, nach den Erfahrungen der letzten
Jahre zu den Grundlagen der Analysis zu rechnen. So ergibt sich hier,
wie bei Anwendung der Determinante in der Algebra, die theoretisch
einfachste Losung.

1.

Das funktionentheoretische Problem, dessen Beantwortung das
Ziel dieser Arbeit ist, lautet in der Formulierung, wie sie von
Riemann?) selbst herrithrt, folgendermafien: HEs sind » regulir-
analytische Funktionen des Aufiengebietes und # solche im Innen-
gebiete einer ‘geschlossenen, sich seclbst nicht schneidenden Kurve
zu bestimmen, so daf in jedem Punkte 2 der Randkurve zwischen

den Randwerten ¢, (2), ¢, (2), ... ¢, (2) der Auflenfunktionen und
den Randwerten cpj' (2), cp:' (@), ... cp;f‘(z) der Innenfunktionen lineare
umkehrbare Beziehungen der Form

oo (@) =2,,(2) ¥ (&) F-a,, () 9F @) - o, () ¢F (),
of (@)=, (2) 9, @)+, () 9, (&) + - + o, (D)o, (2)

2=1,2,...n

bestehen. Das zweite System dieser Gleichungen ist die Umkehrung
des ersten, so daff zwischen den Koeffizienten «_, (2) und o, (2) die
bekannten Relationen
f.. ..:
(1) 4, ) %, () F5,0(6) 2, @)+ -+, @ a,@ =]
”
% h=1,2,... 20
gelten.

Beim Problem, wie es Riemann gestellt hat, sind die
Koeffizienten a.;(2) lings der ganzen Kurve abteilungsweise
wechselnde gegebene Systeme von Konstanten. Wir miissen
aber, um unsere Methode anwendbar zu machen, zunichst diese
Koetfizienten a.(2), o; (2) durch die Voraussetzung der Stetigkeit
beschriinken, dafiir verallgemeinern wir sie in der Weise, dali sie
irgend welehe lings der Randkurve stetige Funktionen sind, die
wir iiherdies als einmal differentiierbar annehmen.2) Die Randkurve
soll im Endlichen liegen und iiberall eine Normale besitzen.

Nach Beantwortung dieses Problems werden wir ein einfaches
Verfahren angeben, wie das urspriingliche Problem Riemanns
auf dieses verallgemeinerte zuriickgefiihrt werden kann.

") Werke, Nachlaf XXI.
%) Dieselbe Aufgabe behandelt Hilbert a. a. O.
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Von den gesuchten Funktionen wird die Regularitit im
Aufen- bezw. Innengebiete und stetiger Anschlufl an stetige Rand-
werte vorausgesetzt. Die Auflenfunktionen, welche die Randwerte
@, (2), @, (2), ..., (2) haben, sollen im co beziiglich die konstanten
Werte ¢, ¢, , ... ¢, annehmen. Die Randfunktionen ¢_ (z) und cp;*' ()
miissen nun, damit sie Randwerte solcher analytischer Funktionen
sind, den folgenden Gleichungen entsprechen

S - 1 (9. (5
&,9,) 0=-1, (Z)—}—?Z_ C__zdc_2c;<7
+
_ 1 (e, 0
2,9)) O:_‘:Pj(z)_{—gl/,:_zdc’

deren Bestehen auch eine hinreichende Bedingung ist. Die Integrale,
welche in diesen Gleichungen iiber die Randkurve zu erstrecken
sind, haben in gewdhnlichem Sinne, weil . { und 2z Randpunkte
sind, keine Bedeutung; sie sind, wie ihre Herleitung ergibt, als
gewisse Grenzwerte, wie sie in meiner Arbeit ,Ein Erginzungs-
satz ete.“ [siche vorigen Aufsatz, Gl. (D)] definiert worden sind,
aufzufassen. Fiir die rechten Seiten dieser Gleichungen soll deshalb die
kiirzere Bezeichnung @ beaw. @ gewihlt werden, weil sie stets,
wenn sie nicht Null sind, Randwerte reguldrer, nicht identisch
_verschwindender Innen- bezw. Auflenfunktionen sind.

Aus den Gleichungen (2) kann mit Hilfe der Gleichungen (I)
die Elimination von cpj" (2), cp:_ (2), ... 9.} (2) so bewerkstelligt werden,
daB man ein System von Gleichungen fiir ¢, (2), ¢, (2), ... 9, (?)
erbilt, in denen die Integrale in gewghnlichem Sinne eine Bedeu-
tung haben. Solche Gleichungen ergeben sich, wie der Anblick
von (I) zeigt, indem man die Gleichungen (2, ) und (2,®7) in
folgender Weise zusammenfafit:

1) 0=—0 Lo (& fa,E0 +  Fa, b
r=1,2,...n

und aus ihnen dann mit Hilfe von (2) und (I) die Funktionen
cp;'_(z), go;*' (2), ... cpj' (2) eliminiert,

Fiihrt man die Abkiirzung

B) 4,6 0=0a,) 4,0+, %,0+ 2, ;)
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ein, so erhalten die Gleichungen die sehr durchsichtige Form:

o= @ ger [ A D118 © + 4,6 0 9 O+

4, (e CWUO}C(Ez

=55 () — g [ {4 0 87 O [4,, 60— 9y (0 +

T
oy ar
R R A9 (C)} %

=9 g7 [[4:E D 7 O+ 4,609 O+

b 5 O — 1 97 ()

In diesen Gleichungen sind wegen (1) und (8) und der
vorausgesetzten Stetigkeit und Differentiierbarkeit der Koeffizienten
a,,(2), o, (z) die Faktoren aller ¢ (§) unter dem Integralzeichen
selbst fiir { =2 endlich, so da§ sich das System (4) von Funktional-
gleichungen als eine Fredholmsche Integralgleichung auffassen
und nach der Methode Fredholms lssen laBt.

Jede Losung von (4) ist, wenn endlich, zugleich stetig; es
folgt dies aus der Stetigkeit der Integrale in (4). Um die Differenz
der Werte des Integrals in zwei benachbarten Punkten 2, und 2,
abzuschitzen, hat man nach (1) und (3) Integrale der Form

‘/{azz(%)_“ﬂ(%) Qe (L

#)

C— 21 C - 22 ai
zu untersuchen. 'Fiir dieses Integral findet sich nun hochstens die
Grofenordnung — |2, — 2, [lg |3y — 2, |. Daraus folgt nun?) auch

die Existenz und Stetigkeit der Integrale in (2, ®T) und (2, ®7) als
Cauchysche Hauptwerte, so daB & und ®~, wenn sie sich aus einer
Losung von (4) nicht identisch Null ergeben, stetige Randwerte
regulirer Innen- bezw. Auflenfunktionen sind. Kine Lisung der
Gleichungen (4) gibt also eine Losung des Problems (I), wenn sich
in (2) die Ausdricke ®* und @ identisch Null ergeben; wenn
nicht, so losen uns die Funktionen <I>:’L und @ ein #hnliches
Riemannsches Problem (I'), welches wir ,das begleitende
Problem von (I)“ nennen wollen.

Welcher der beiden Fille eintritt, liit sich hier nicht allge-
mein entscheiden; jedenfalls enthalten die Gleichungen (4) séimtliche
etwa vorhandenen Lisungen des Problems (I). Die Gleichungen (4)
besitzen nun nur eine endliche Anzahl linear unabhéingiger Lisungen.

1) Siehe vorangehenden Artikel.
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Der Begriff der linearen Unabhingigkeit ist wegen der Linearitit
des Problems (I) unschwer zu fassen. Im nichsten Abschnitte
wird dieser Begriff genauer definiert und die Frage nach der Existenz
der Losungen von (I) in jeder Hinsicht befriedigend beantwortet
werden konnen. Es wird sich zeigen, dall, wenigstens wenn man
den gesuchten Funktionen irgendwo, etwa im Unendlichen, ein
polares Unendlichwerden gestattet, es dann stets genau #» linear un-
abhingige Losungen dieses verallgemeinerten Riemannschen Pro-
blems gibt, durch die jede weitere Losung in einfachster Weise
ausdriickbar ist.

2.

Die Gleichungen (4) konnen nach einem Verfabren Fred-
holms in folgender Weise in einer einzigen Integralgleichung
zusammengefalt werden: Man denke sich den Integrationsweg, d. h.
dieKurve K in # iibereinander liegenden Ebenen gelegt und lasse dann
bei der Integration z alle diese Kurven K, K,, ... K, durchlaufen.

Man fasse nun ¢, (2), 9, (2), ... 9, (¢) in einer einzigen Funktion

v (2) zusammen, die beziiglich im 1ten, 2ten, . nt» Blatt den Wert

97 (2), @, (2),...9, () annimmt und analog habe ¢ (2) in den ein-

zelnen Blittern die konstanten Werte ¢, ¢, ...c . Man setze ferner
Ax/l (zs C)

Kz, C):»—zm,(c_—z—), weun z auf K., { auf K; liegt und »==1.

A2 —1 . _—
Init—73) wo 2 und { beide auf K. liegen.

Bei dieser Definition der Funktionen ¢ (2), ¢(2), K (2, {)!) schrei-
ben sich die Gleichungen (4) in der einen Fredholmschen Funk-
tionalgleichung

®) @) =9 +[K 0 e®dt,
B4+ 4K,

wovon man sich sofort iiberzeugt, wenn man das Integral in die
einzelnen Kurven entsprechenden Integrale zerlegt und dann nach-
einander 2 auf der 1ten 2tn . pten Kurve annimmt. Man wird bei
dieser Verallgemeinerung der Lage des 2z auch kurz ¢(2) d. h.
{cpl (), 92(2), . .. @, (z)} als eine Losung des Problems I bezeichnen
konnen.

Die Integralgleichung (D) ist stets dann, und zwar in ein-
deutiger Weise, losbar, wenn sie in ihrer homogenen Form, d. h.
fiir ¢(2) =0, keine Losung besitzt. Tritt jedoch dieser Ausnahmsfall
ein, so gibt es nur dann Losungen von (5), wenn die gegebene
Funktion ¢ (2) gewissen Bedingungen genitigt. Um diese aufzu-
stellen, bemerken wir die Tatsache, dafi die Funktionalgleichung

1y Man wird hier ¢, (2), s (2), ... ¢ (2) bei dieser Zusammecnziehung nicht
etwa als Zweige derselben in » Blittern " ausgebreiteten Funktion ¢ (2) im Sinne
der Funktionentheorie verstehen,
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(5) in ihrer homogenen Form [c(2) =0] stets gleichzeitig losbar
ist mit der folgenden ,adjungierten® -

©® 0=10() +[K (2@ de,

E .. K
und zwar sogar genau durch die gleiche Anzahl Liosungen
o™ (=), o® ®@),... l!J(v)7 zwischen denen keine Relation

48 @+ 4,07@) + -+ 4@ =0
mit nicht simtlich verschwindenden Konstanten 4 besteht, wobei
natiirlich 2 auf jede Kurve K, K,,... K, zu liegen kommt,
Die nicht homogene Integralgleichung (H) ist, wie gesagt,
dann im allgemeinen nicht losbar, woh! aber, wenn c(¢) die fol-
genden notwendigen und hinreichenden Bedingungen erfiillt?)

0:]0(().4)(()0%

fir jede der Losungen ¢ () der homogenen adjungierten Funktional-
gleichung (6).

Es ist von Interesse, die Bedeutung der Ldsungen der homo-
genen adjungierten Funktionalgleichungen kennen zu lernen. Zu
diesem Zwecke schreiben wir die Integralgleichung (6) als ein
System von Gleichungen, indem wir den Integrationsweg zerlegen
und 2 nacheinander auf der 1ten, 2tn pten der iibereinander-
liegenden Kurven nehmen. Die Gleichungen lauten zufolge der
Definition von K (§, 2), wenn man der Funktion ¢ (¢) auf der »%»

Kurve die Bezeichnung QJj (2) gibt:

0=47 @)ty [ {n @ A= 15 O+ 4 G 95 O +
_{._ oo —{—Anl(C) z) (E"j(,;)} C(ilfg
0=4F )+ 5o [ {4000 5 O+ n (G2 — 115 O +

o A (59 8 () 5

M

{—z

0= @t yr7 [ {462 5 O+ 406 9% O+

Diese Gleichungen ergeben sich nun genau durch dasselbe
Verfahren wie die Gleichungen (4), wenn man sich die Aufgabe

1) Siehe d. Verfassers: Monatsh. Math, Phys., 15, 1904, 8. 118,



218 J. Plemelj.

gestellt hitte, Innenrandwerte (!Jj— (@), q)j ®),... L!a:' (?) und Auflen-
randwerte &, (2), ¥, (2), ... ¥, (2) regulirer analytischer Funktionen,
die im oo tiberdies verschwinden sollen, zu bestimmen, welche an
der Randkurve in der Beziehung stehen

V@) =a, @) 0 Q)+, @) b @) - (@) 4] ()

D)
G A=, @+ a,@ 4 @+ e, @) 6.
*=1,2,...n.
Man hitte hier die Gleichungen
y+
- o L/vz O
3,%.) 0=—147(2)+ =) Tz ag
_ 1[4 ©
@,vh 0=’ (z)—}—;—i—/c_zdc

folgendermafien zusammenzufassen
0=—V"+a ¥ +o, @Y+ - Fa, @V
0=—V 4o, @V ta, QU 4 to (¥

2=1,2,...n,

(IX')

wobei also hier ebenfalls das zweite System die Umkehrung des ersten
ist. Ersetat man in (I1') die Ausdriicke ¥ j und ¥~ durch (8) und driickt
nach (Il) die ¢ (2) durch die 'pj (2) aus, so ergibt sich fiir
L!J;l" (2), t!J;" (@), ... @;" (?) genau das obige Gleichungssystem (7).

Genau wie oben wird hier eine Losung von (7) eine Losung
des Problems (II) geben, wenn die mit den Werten ¢ (2) bestimmten
rechten Seiten ¥~ und ‘Ifj in (8) sich identisch Null ergeben;
wenn nicht, so sind ¥ und ¥ Randwerte analytischer Funk-
tionen, welche das Problem (I1') losen.

Die Probleme (I) und (IT') heilen einander ,adjungiert“;
ebenso ist (I') adjunglert zu (II)."

Wir erkennen vor allem die Tatsache, dal jedes der Probleme
(D, '), (II), (I1") nur eine endliche Anzahl linear unabhiingiger
Liosungen besitzt ; denn das System (4) bezw. die Integralgleichung (5),
der simtliche Losungen von (I) geniigen, besitzt in homogener Form
¢ =¢,=---=c¢,==0 nur eine endliche Anzahl v von ,linear
unabhingigen®, d. h. solchen Losungen ¢® (2), 9@ (2),... ¢ (2),
zwischen denen keine Relation'

C; 99 () + G g @) -+ Gg () =0

mit nicht sémtlich verschwindenden Konstanten C,, C,, ... C, besteht.
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Wir wollen tibereinkommen zu sagen, daf eine Losung ¢ (2)
im Unendlichen die Ordnung u. hat, wenn 2 ¢ (2) im oo allenthalben
reguldr ist, aber nicht verschwindet, d. h. es sind, wenn ¢ (¢) in
den einzelnen Kurven aus den Funktionen o, (2), 9,(2),...9, ()
besteht, die Ausdriicke

a4 (2), 29, (2), ... 27# g, (2)

im Unendlichen nicht simtlich Null. Einer positiven Zahl p ent-
spricht ein Pol p*r Ordnung im Unendlichen und einem negativen p.
eine Nullstelle | p|%* Ordnung.

Die Losungen, welche sich aus (b) ergeben, fihren auf Funk-
tionen, welche im Unendlichen regulir sind, d. h. entweder endlich
sind oder daselbst eine Nullstelle besitzen. Die Losungen von (I),
welche im Unendlichen verschwinden, ergeben sich iiberdies samtlich
aus der homogenen Integralgleichung (5) (¢ =¢,=---=¢,=0.
Da die homogene Integralgleichung (5) nur eine endliche Anzahl
linear unabhingiger Liosungen besitzt, so ist die Ordnung des Null-
werdens der Losungen von (I) im Unendlichen beschrinkt; denn,
wenn ¢ (2) im Unendlichen eine Nullstelle p** Ordnung hat, so sind
die Grofen

©(2),29 (@), 29 (2),...2" "9 (2)

infolge der Linearitit des Problems (I) ebenfalls Liosungen des
Problems (I), die im Unendlichen noch sémtlich verschwinden, also
aus der homogenen Integralgleichung (5) fliefen. - Diese Lisungen
sind natirlich untereinander linear unabhingig, und da es nur eine
endliche Anzahl linear unabhingiger im Unendlichen verschwin-
dender Losungen gibt, kann p eine gewisse ganze Zahl nicht iiber-
schreiten. Aus demselben Grunde folgt auch, daf jedes der Probleme
@, (I'), dI), (I1") nur eine endliche Anzahl im Unendlichen ver-
schwindender linear unabhingiger Lisungen besitzt und die Ordnung
des Verschwindens eine endliche ganze “Zahl nicht tbersehreitet.

Aus dieser Uberlegung folgt, daf das zu I' analoge Problem

' ir 0= — (l)+ a'%l(‘) o qrﬁ(z) ) A a%n(z)‘q*)-*
v e +z—%>2 Tz
v=1,2,...n

wenn fiir 2, ein Innenpunkt genommen wird, keine im Unendlichen
regulidre Lisung (I) besitzen kann, wenn p geniigend 0“roL’) ge-
nommen wurde, Well man sonst aus dieser Losung von (I’) sofort
eine Losung von (I') herleiten konnte, welche im Unendlichen eine
Nullstelle mindestens p*** Ordnung hitte. Diese Losung wiirde man
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erhalten, wenn man fiir die Aullenfunktionen @, @, ... d "~ die
Ausdriicke

o &; oy

e—z) —2)  (—a)

nimmt, welche infolge der Regularitit der dﬁ: im Unendlichen min-
destens in p'* Ordnung verschwinden. Aus demselben Grunde
wird die zu (II') analoge Aufgabe

fi’ 0=— ]p'+ (117(2) az”(z) ( — l —
() +(z_zo)p 1_,— —29)° bt +(z——zo)p *

2=1,2...n

bei geniigend groﬁem p mit (I') gleichzeitig keine Losung haben.

Die Probleme (I') und (II) sind nun die begleitenden Pro-
bleme von-

b & o= O+ 2 e ot 2T
*»=1,2,...n

beziehungsweise von

iy =" O+ 2 @ T

*»=1,2,...n

Die beiden Probleme (f) und (ﬁ) fiihren auf analoge Integral-
gleichungen wie (I) und (I1). Es sind nur iiberall die Koeffizienten
a7 (2) durch

a0 \2

» al,;(2) folglich dureh (z—=,)” a...(2) zu ersetzen,

S— 2

wodurch die Voraussetzungen der Stetigkeit und Differentijerbarkeit
nicht verletzt werden. Diese zu (4), (5) und (6), (7) analogen Integral-
gleichungen — (4), (5) und (6), 7) mogen sie heiflen — haben _]etzt die
bemerkenswerte Eigenschaft, nur Losungen von (I) bezw (II) zi
liefern, da die entsprechenden begleitenden Probleme (I') und (II')
ohne Lgsung sind. Aus einer Losung des Problems (I) wird man
nun sofort eine Losung des urspriinglichen Problems (I) erhalten,
indem man als Auﬁenfunktlonen v (2) die Funktionen (z— —2) @, (2)
nimmt, die Innenfunktionen ¢ (z) aber beibehilt. Die so erhaltenen
Losungen sind im Unendlichen im allgemeinen nicht regulir, sondern
besitzen daselbst einen Pol hichstens ptr Ordnung.
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Die gleichzeitige Betrachtung der Probleme I, I', II, II' gibt
uns nun nicht nur die Existenz der Losung des verallgemeinerten
Riemanunschen Problems (I), sondern gibt direkt ein ,Funda-
mentalsystem® von » linear unabhiingigen Lisungen, durch
welche jede weitere Losung von (I) linear mit in 2z rationalen
Koeffizienten darstellbar ist.

Die Existenz des Fundamentalsystems folgt aus dem merk-

wiirdigen Urostand, daff die Integralglelchung (4) bedmvundslos'
l6sbar ist, wie man die konstanten Werte cl , 02, .. ¢y, welche die

# * *
Funktionen ¢, (2), 9, (2), ... ¢, (¢) im Unendlichen annehmen sollen,
auch wihlt, Dies wird feststehen, wenn wir zeigen, daf bei etwaiger

Liosbarkeit der homogenen Integralgleichung (?) die Integralbedingun-
gen fir die Losbarkeit von (41) von selbst erfiillt sind. s sei zu diesem
Behufe E (2) eine Lissung der homogenen Integralgleichung (é) An
den einzelnen tiibereinander liegenden Kurven hat 3(2) die Werte
dgj' (2), dg;' (@), ... q»jj (&), welche die ’Integralgleichungen (’?) lasen
und wegen der Unlosbarkeit des begleitenden Problems, wie bereits

gesagt, (ﬁ) lssen, also Randwerte regulirer Innenfunktionen sind.
Die Integralbedingung fitr die Losbarkeit der nichthomogenen In-

tegralgleichung (g) lautet
©) [e@b@az=o0,

K . K
wobei das Integral iiber alle Kurven erstreckt wird. Zerlegt man
nun das Integral auf die den einzelnen Kurven entsprechenden
Teile und bertcksichtigt die Bedeutung von ¢ (2) und d) (2), so lautet
diese Bedingung

o4+ dad-6,[ 5 @) dz - e, [ () dza=0.

Diese Gleichung ist nun bei ganz willkiirlichen Konstanten
%

CyyCoy e - Ca erfiillt, weil die darin enthaltenen Integrale nach dem
Cauchyschen Integralsatze stimtlich identisch verschwinden, denn
die Funktionen dgj (?) sind stetige Randwerte, denen regulir ana-
lytische Funktionen des Innengebietes am Rande sich stetig an-

schlieffien.!) Da diese Bedingung fiir jede Losung ;lx: (2) der homogenen

1) Zur Giltigkeit des Cauchyschen Satzes ist die Voraussetzung der
Differentiierbarkeit der Randwerte mnicht erforderlich. .
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adjungieften Integralgleichung (é) erfiillt ist, ist die Losbarkeit

ES * * *
von (4) bei willkiirlichen Konstanten ¢, ¢,, ... c, dargetan.
Von diesem Umstande machen wir nun Gebrauch und treffen

* *

n verschiedene Wahlen fiir das System der Konstanten c,, ¢, ... ¢4,

*
indem wir im x**® System nur c.—1 setzen, alle iibrigen Kon-
stanten gleich Null annehmen. Die # Systeme von Konstanten
lauten also

1,0,....0
® 0,1,....0
0,0,....1

und jedem entspricht eine Lgsung des Problems (i) Wenn die

Auflenfunktionen einer solchen Lisung mit c};: (2, w; (@),...9, (@
bezeichnet werden, so verschwinden im x*** System im Unendlichen

alle Funktionen, mit Ausnahme von c;; (2), welche den Wert 1
annimmt, '

Aus diesen Losungen bekommt man nach dem oben Gesagten
unmittelbar Losungen des Problems I, wenn man die Auflenfunk-

tionen c;" (2) mit (2 — 2y)" multipliziert, also ¢~ (2) = (2~20)”c;“ (=)
setzt. Man bekommt so genau »n Losungen von (I), welche durch

7 @)= (), ¢ (2), ... ¥ ()]
©) ¢V @ =[o) () ¢ @) - 7 (@)

¢ O =[e" @) ¥’ @) 9 ()
bezeichnet werden mogen. Aus ihrer Herkunft folgt, dal die 7 Lo-
sungen 0@ (2), ™ (2),...¢" (2) im Unendlichen genau einen Pol
p** Ordnung haben, weil in der Losung ™ (2) die Entwicklung
der Funktion ¢’ (¢) mit dem Gliede ¢¥ ---.- beginnt, wihrend
in den tbrigen Funktionen von ¢%®(2) ein Glied der p*» Ordnung
nicht vorkommt.

Es ist natiirlich nicht ausgeschlossen, daff das Problem (I)
auch solche Losungen besitzt, welche im Unendlichen nur in einer
niedrigeren Ordnung als der p'*® unendlich werden oder selbst eine
Nullstelle besitzen. Solche Losungen wiirden sich aus den Losungen

der homogenen Integralgleichung (5) o (2)=0 ergeben, umgekehrt fithrt
jede Losung von (I), wenn sie im Unendlichen niedrigerer Ordnung
als der p' ist, auf eine im Unendlichen verschwindende Losung
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von (I) und mithin auf eine Losung der homogenen Integral-
gleichung (5) Die Anzahl linear unabhiingiger Liosungen der ho-
mogenen Integralgleichung (5) ist nur eine endliche, Woraﬁs dann
folgt, dafi es nur eine endliche Anzahl linear unabhingiger Losungen
von (I) gibt, welche im Unendlichen eine niedrigere als die pte
Ordnung haben.

' 3.

Die gefundenen »# Lisungen (9) des Problems (I), nimlich
2P(2), 9P(2), ... $"(2), haben die Eigenschaft, daf es keine Re-
lation der Form

(10) 0= Rl (2) . Cp(l) (2) + R2 (Z) cP(Z)(z) + . + Rn (Z) cP(n)(z)

gibt, worin R, (2), R, (2), ... R.(2) ganze rationale Funktionen von 2
sind, die nicht simtlich identisch verschwinden. Man hat, um dies
zu zeigen, nur nacheinander 2 im 1fen 2ten . gten Blatt zu nehmen,
d. h. den ©¥(2) einen unteren Index % zu geben; so ergeben sich
dann # Gleichungen fir R, (2), B, (2), ... By (2), welche, weil die
Determinante ]cpf.f) ()] nicht identisch Null ist, nach den R (&) auf-
gelost werden konnen und alle B (2) identisch Null ergeben. Das
Nichtverschwinden von }cp(”)(z)l ergibt sich schon aus dem Ver-
halten der Funktionen ¢; )(2) im Unendlichen.

Aus der Linearitit des Problems (I) folgt, daf, wenn
), 97(2), . . . 9™ (2) Losungen des Problems (I) sind, auch jeder
Ausdruck

1) R @eVE+ R ¢¥ @+t Bu® 9™ (2),

worin die Koeffizienten irgend welche rationale Funktionen von 2
sind, ebenfalls eine Losung von (I) ist. Wir konnen aber zeigen,
dafi auch jede Lisung des Problems (I), wenn sie hochstens polar
unendlich wird, durch einen Aunsdruck (11) 0“egeben ist.

Um dies zu zeigen, sei ¢ (2) = (9, (2), 93 (2), . . . Pu(2)] irgend
eine Losung von (I), welehe fm Unendlichen einen . Pol (p—+v)ter
Ordnung hat, wobel daselbst die hochsten Glieder in den Ent-
wicklungen der Funktionen ©; (@), 93 (2), ... Pa (2) die folgenden sind:

Ctlzp+v—l——.-.7 azzp+v+...7 ...‘anzp—‘_v_}_...,
Die Lisung
a4 = ‘P()()"}"%Zv ¢ - e’ np()(z)
hat nun genau dieselben Anfangsglieder, so dafi also die Differenz

9 (2) — [a,2" 9V@) F ay &’ 9P (&) - -+ and” 9™ @)

Monatsh. fiilr Mathematik w, Physik. XIX. Jahrg. 15



224 J. Plemelj.

eine neue Losung des Problems (I) ist, die aber im Unendlichen
einen Pol hochstens (p -4 v—1)* Ordnung hat. Daraus folgt, da8
man einen Ausdruck (11) bestimmen kann, welcher mit ¢ (2) im
Unendlichen in allen Gliedern, die die (p—1)* Ordnung iiber-
schreiten, tibereinstimmt. Diese durch die Funktionen (9) in der
Form (11) darstellbare Losung bezeichne ich kurz mit {¢ (2)}.
Die Losung ¢ (2) — {9 (2)} hat nach der Konstruktion von {o (2)}
im Unendlichen hochstens einen Pol (p— 1)t Ordnung. Man bilde
sich nach demselben Verfahren die Liosungen

(12) 9@ —1{r @} 9@ —{z9 @}, 29— {0 (). ..

wodurch man eine unbegrenzte Reihe von solchen Lisungen be-
kommt, welche im Unendlichen niedriger als pt®* Ordnung unendlich
sind. Da es nun nur eine endliche Anzahl solcher linear un-
abhiingiger Losungen von (I) gibt, so mufl zwischen einer endlichen
Anzahl der ersten Glieder der Reihe (12) eine lineare Relation

0=4A,|p) —{o@)] 4+ 4 [e0() — {z0@)] + -
49 ) — {3 )]
mit konstanten Koeffizienten 4,4, ... 4, bestehen. Aus dieser

Relation folgt nun, wenn B (2) = 4, -+ 4, (z) - --- + 4, & gesetzt
wird, fiir die Losung ¢ (2) eine Relation der Form

(13) R(2).9 (2) =R, ). 6V (@) 4 B, (2) 9P (2) + - + B () 6™ (2),

worin B (2), B, (2), B, (2), ... Bx(2) ganze rationale Funktionen von 2
sind. Dadurch ist die lineare Darstellbarkeit jeder Losung durch
das Fundamentalsystem (9) mit Hilfe in 2z rationaler Koeffizienten
nachgewiesen,

Statt des Fundamentalsystems (9) kann man irgend welche
n Losungen FP(e), FP(2), ... F® () zur Darstellung verwenden,
wenn sie derart linear unabhingig sind, daff zwischen ihnen keine
Relation der Form

0= Rl (2’) . F(l) (z) _!._ RZ (Z) F(Q) (2> + L + R, (Z) F(n) (2)

bei in z ganzen rationalen Koeffizienten existiert. Diese Losungen
sind ndmlich durch das obige Fundamentalsystem (9) linear dar-
stellbar o

F(l) (z) =y (Z) . Cp(l) (2) _l__ 7or (z) ’CP(Q)(Z) + . + .. (2) CP(n) (2)
(14) F® (2) =r(2). CP(])(Z) + 72 (2) CP(2)<2) + . + ne (2) CP(H) ()

F() =r1(2) . V(@) - 120(2) 9P () - -+ F 70 (2) 97 (2),
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wobei die Determinante |7,;(2)| nicht identisch Null sein kann,
weil sonst daraus nach einem bekannten Determinantensatze eine
lineare Relation zwischen F'® @), F®@),... F ™(2) mit in 2 ra-
tionalen Koeffizienten fliefen wiirde. = Die Gleichungen (14)
sind nach ¢ (2), o® (®),... ¢™ (2) umkehrbar, so daf also jede
Losung von (I) auch durch F@(2), F®(2),... F® (2) sich linear
darstellen lift.

Es hat ein Interesse, aus den unendlich vielen moglichen
Fundamentalsystemen ein solches herauszunehmen, welches von
allem Nebensichlichen moglichst frei ist und somit durch die Problem-
stellung nach Tunlichkeit eindeutig festgelegt ist. Aus diesem Grunde
bestimmen wir ein Fundamentalsystem F®(2), F® (), ... F™ (2),
so dafl durch dasselbe jede Losung des verallgemeinerten Riemann-
schen Problems, wenn sie im Endlichen iiberall regulir ist, schon
mit in 2 ganzen rationalen Koeffizienten sich linear ausdriickt.
Dieses Fundamentalsystem wird folgendermafien bestimmt:

Man nehme als F®(2) eine im Endlichen regulire Losung
des Problems (I), welche im Unendlichen die kleinstmigliche Ord-
nung v, hat. Die Zahl v, ist dann in eindeutiger Weise bestimmt,
denn es gibt nicht zu jeder noch so grofien negativen Ordnung
(d. h. Nullstelle positiver Ordnung) Losungen des Problems I.
Hierauf nehme man eine zweite von F'”(2) verschiedene Losung
F® (&) von der kleinsten noech moglichen Ordnung v,, weiter be-
stimme man eine dritte durch F®(¢) und F® () linear nicht dar-
stellbare Losung F® (?), wieder von niedrigster Ordnung im
Unendlichen u. s. w. Das Verfahren wird nach % Schritten
n linear unabhingige Losungen F© (2), F® (2), ... F™(¢) von den
beziiglichen Ordnungen v,,vy,...v, liefern. Die ganzen Zahlen
Viy Vg, -..Vn sind in eindeutiger Weise bestimmt und bilden eine
nicht fallende Reihe v, <v, < ... vy <va.

Aus der Konstruktion dieser Losungen F™ (2), F® (2),... F™ (e),
welche als linear unabhiingig ein Fundamentalsystem bilden, folgt
der Umstand, dafl ein linearer Ausdruck

4P+ 4, PV @) 4 4V

bei nicht identisch verschwindenden Xonstanten A4,, 4,,... 4,
nirgends in einem endlichen Punkte 2, einen Nullpunkt hat. Setzt
man nimlich 4, F® (2) 4~ 4, FP(2) - .. - 4, F™ (2) = (2—2,) F(2),
so hat man in ¥ (2) eine Losung von (I), welche im Unendlichen gewif§
eine niedrigere Ordnung hat als das letzte ™ (2), welches noch einen
nicht verschwindenden Koeffizienten A4, hat. Da sich nunmehr
F®(2) durch F®(2),... F*V(2) und F (¢) ausdriicken 1aft, somit
F®(2) durch F(2), welches von niedrigerer Ordnung ist, vertreten
15%



226 J. Plemelj.

lieBe, hitte man hierin einen Widerspruch mit der Herstellung des
Fundamentalsystems F® (2), F® (2), ... F'™.
Lauten diese Lisungen

FY@)=[FY @), FY @), ... FY ()]
(15) FO @) =[F® (), F¥ @), ... F ()]

FO @) =[FP @), IV @), ... FPE)

so ist die Determinante
(16) |F @)

in jedem im Endlichen liegenden Punkte endlich und von Null
verschieden, Wiirde niimlich diese Determinante fiivr 2 =2, ver-
schwinden, so kinnte man ein System nicht simtlich verschwin-
dender Konstanten 4, 4, ... 4, aus den Gleichungen

4, F;El)(zo) + AzFﬁ,@ )+ 4, F;Eé) (29) =0
=12, ... %0

bestimmen, so dafl die Losung

A FV@) 4+ 4, FVR) + -+ 4 TP ()

in 2z, einen Nullpunkt hitte — ein Widerspruch.

Der unendlich ferne Punkt macht hier eine Ausnahme. Be-
zeichnet man jedoch wie oben v, die Ordnung der Lisung F(2)
im Unendlichen, dann ist die Determinante

(16") | F//(C) |

| (& 2p)"

im Unendlichen von Null verschieden, so daf also die Sonder-
stellung des unendlich fernen Punktes sofort beseitigt werden kann,
wenn irgend ein anderer Punkt 2z, ausgezeichnet wird, Der Beweis
des Nichtverschwindens der Determinante (16') im Unendlichen
wird genau wie vorhin gefithrt; die gegenteilige Annahme steht
im Widerspruche mit der Definition des Fundamentalsystems (15).

Nunmehr beweisen wir mit Leichtigkeit, daf jede im End-
lichen regulidre Losung ¢ (2) des Problems (I) durch das Funda-
mentalsystem (15) linear darstellbar ist, und zwar mit in 2 ganzen
rationalen Koeffizienten. Die Darstellung ist jedenfalls mit
rationalen Koeffizienten in der Form

R . 9@=RGEFVE@+ R &) FVC) + -+ Ba(2) F* )
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moglich, so daB E(2), B,(2);, B, (2), ... Bu(2) ganze rationale Funk-
fionen von e sind, die wir ohne einen gemeinsamen Teiler
voranssetzen konnen. Wire nun R (z) keine Konstante, so ent-
wickeln wir sidmtliche Funktionen R, (2), B, (2),...R.(2) in der
Umgebung einer Nullstelle 2, von E(z). Es ergibt sich dann, daff

Ry(z) . FO () 4 By (20) FO(@) 4 -~ Ba(zg) ™ 2),

was ebenfalls eine Losung von (I) ist, im Punkte 2==2, een
Nullpunkt hitte, denn R, (z,), By(2,), . .. B.(2y) sind in den Koeffi-
zienten B (2), B, (2), ... R.(2) der obigen Gleichung die konstanten von

(2—2,) freien Teile. Daraus folgt aber, dall R, (z,), B, (2), - . . B (2))
simtlich verschwinden, was auf das Vorhandensein eines gemeln—
samen Teilers der Funktionen R (2), B,(2), ... B.(2) fihrt, was ein

Widersprueh ist. Es kann also Z(2) keine Nullstelle besitzen. Jede
im Endlichen regulidre Losung ¢ (2) von (I) ist daher in der Form

A7) ¢(2) =RB,() FP(2) + B, (2) F® (&) + -+ + R.(z) F ()

darstellbar, wobei R,(2), R, (2) ... E.(?) ganze rationale Funktionen
von z sind.

Das Fundamentalsystem (15) hat die Eigenschaft, mit kon-
stanten Koeffizienten eine Losung ¢ (2) linear darzustellen, welche
in einem irgendwie gegebenen, im Endlichen liegenden Punkte z, will-
kiirlich vorgeschriebene Anfangswerte ¢,(2y), 9, (%), - - . 9. (%) an-
nimmt. Die Existenz einer solchen Lsung folgt aus dem Nicht-

verschwinden der Determinante | F\”(2) |.
Man kann das Ergebnis folgendermafien zusammenfassen:

Das verallgemeinerte Riemannsche Problem (I)
besitzt stets ein Fundamentalsystem von #n solchen
Liosungen (15), die jede weitere Losung des Problems,
wofern sie im Endlichen dberall endlich und auBer
halb der Randkurve regulér ist, derart linear dar-
stellt, dafl die Koeffizienten ganze rationale Funk-
tionen von 2 sind. Bei diesem Fundamentalsystem
verschwindet die Determinante (16) in keinem im
Endlichen liegenden Punkte, im Unendlichen sind
jedoeh die Elemente der Determinante (16") simtlich
endlich, die Determlnante (16" selbst von Null ver-
schieden.

Durch diese Untersuchung ist auch die Frage nach der all-
gemeinsten Losung von (I), welche im Aullen- und Innengebiete
regulir sich verhdlt und eine endliche Anzahl von Polen besitzt,
vollstéindig beantwortet, Sie lLifit sich durch ein Fundamentalsystem,
etwa durch (15), mit in 2 rationalen Koeffizienten linear aus-
driicken. Die Frage liBt sich noch in einer sehr verallgemeinerten
Form beantworten, nach den Losungen etwa, die im Auflen- und
Innengebiete, wo sie existieren, regulir sind und am Rande der
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Aufgabe (I) entsprechen. Aus dem Nichtverschwinden der Deter-
minante (16) wiirde sich ergeben, daf auch jede solche Lisung
sich durch einen Ausdruck (17) ergibt, wobel aber die Funktionen
B, (2), By (2),. .. En(2) in allgemeinen nicht rational, wohl aber im
Auflen- und Innengebiete eindeutig sind und auch durch die Rand-
kurve stetig hindurchgehen, d. h. wo endlich, auch regulir ana-
lytisch sind.

4.

'Das Riemannsche Problem verlangt in seiner urspriing-
lichen Form ein System von # Funktionen ¥, (2), %, (2), ...y, (?),
welche bei analytischer Fortsetzung um gegebene singulire Punkte
@y, (g, . .. Gy In lineare Kombinationen ibrer selbst, und zwar mit
willktirlich gegebenen konstanten Substitutionskoeffizienten, tiber-
gehen, im tibrigen sich eindeutig verhalten und nirgends von un-
endlich hoher Ordnung unendlich werden. Um fiir diese Funktionen
einen Bereich zu erhalten, wo sie eindeutig verlaufen, hat Riemann
dem Problem eine zweite Fassung gegeben; nach dieser wird
durch die singuliren Punkte @, a, ... a, eine 1n sich geschlossene,
sich nicht schneidende Kurve K gezogen, dann werden » Funktionen
y;"(z), yj’(z), .. y:"(z) im Innengebiete getrennt von y, (2), ¥, (2),...7, (2)
im Aubengebiete derart definiert, dal zwischen den Auflenrand-
werten ¥, , ¥, , ... ¥, und Innenrandwerten yf’, yj‘, yj in gegen-
iiberliegenden -Uferpunkten der Kurve K lineare umkehrbare

Relationen

(18) go=c it yd e, uf
2=1,2,...0

bestehen, wohei die Substitutionskoeffizienten ¢, lings eines ganzen
Kurvenstiickes, welches' nur je zwel sufeinanderfolgende Punkte
Ay Gy, (g By . . . Om—1 Om,y Gr@; Verbindet, je ein System von gegebenen
Konstanten, ist.

Daf} derart bestimmte Funktionen y. (2), v, (2), ...y, (¢) bei
analytischen Fortsetzungen auf geschlossenen je einen singuliren
Punkt einschlieflenden Wegen in lineare Kombinationen ihrer selbst
iibergehen, wird feststehen, wenn man gezeigt hat, daf die Auflen-
funktionen bei Vermeiden der Verzweigungspunkte iiberall, wo sie
endlich sind, iiber die Kurve K analytisch fortsetzbar sind, und
zwar im Innengebiete in lineare Kombinationen der Innenfunktionen
itbergehen. Dies 146t sich leicht folgendermafBen bestiitigen: Man

bilde aus den Innenfunktionen yf (2), y;" (2), .. qi’ (2) die im Innen-
gebiete definierte Funktion

VI =c, .yl @ +c,uf @4 Fcu @
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Die so bestimmte Funktion stimmt lings des Kurvenstiickes
von K, dem die Koeffizienten ¢, ; entsprechen, iiberall mit den Rand-

werten der Auenfunktion 7, (2) iiberein. Die Cauchy sche Integral-
formel zeigt dann unmittelbar, wenn sie auf ein iiber dieses Kurven-
stiick hiniibergreifendes Gebiet angewandt wird, daff ¥~ j (2) die ana-
lytische Fortsetzung von g (2) ist, daf sich also auflerin a, a, ... an
die Funktionen %, (2), %, (2), ...y, (2) in allen Randpunkten, wenn

sie endlich sind, regulir verhalten.
Bezeichnet man die Substitution (18) zwischen zwei singuliren

Punkten @,d,4; mit S,, die inverse mit S, ", so erleidet das Funk-
tionssystem g, (2), ¥, (2) ... ¥, (2) bei einer Fortsetzung um den
Punkt a, die Substitution ¥, = 8" S, und zwischen den Umlaufs-
substitutionen 2, 2 ;... 2 | die den einzelnen singuliren Punkten
entsprechen, besteht die Relation 2 3 ... % =1. Jedem ge-
schlossenen Umlauf wird eine durch die Basissubstitutionen

2,3, ...2, ausdrickbare Substitution entsprechen, ihre Ge-
samtheit heilt die ,Monodromiegruppe“ der Funktionen
Yis Yop + -+ Yye

Obwohl das Riemannsche Problem in dieser zweiten Formu-
lierung mit dem bereits gelosten der Form nach iibereinstimmt,
sind doch die Existenzséitze nicht unmittelbar anwendbar, weil das
System der Koeffizienten ¢,; die oben fiir die Koeffizienten a,;(2)
geforderte Bedingung der Stetigkeit nicht erfilllen. Man wird des-
halb, wie dies ja bei Randwertaufgaben hiufig genug geschieht,
das vorliegende Problem mit Hilfe bekannter Funktionen geeigneter
Unstetigkeit auf ein nach der auseinandergesetzten Methode
loshares Problem zuriickfithren. Diese Funktionen bieten sich hier
von selbst dar in den sogenannten kanonischen Funktionen, welche
beim Umlauf um einen singuliren Punkt nur einen konstanten
Faktor annehmen, mithin eine bekannte analytische Gestalt haben.

Um diese Funktionen zu erkliren, bezeichne ich das Resultat,
welches aus einer Funktion #(2) nach einem Umlauf um den sin-
guldren Punktes @, entsteht mit %' (2). Besitzt die Umlaufssubstita-
tion X das Koeffizientensystem (v, ,), so lautet die Substitution,

welche bei dieser Fortsetzung die Funktionen y, (2), 9,(2) ... ¥, ()
erfahren, folgendermalien:

(19) ?/;14 (2) - “'zl M ?/1 (2) + Y;g2yz (2) + e + .{xn?/n(z)'
7=1,2,...n
Dabei wollen wir unter y, (2), y,(2),...y,(2) die im Aufien-
gebiete eindeutig erklirten Funktionen y, (2), 7, (2), ... y, (2) ver-

stehen, indem wir der kiirzeren Schreibweise halber das Zeichen ~
weglassen. Diese Funktionen sind dann natiirlich aueh im Innen-
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gebiete eindeutig, wenn es feststeht, wo die Fortsetzung ins Innen-
gebiet vollzogen wurde.

Aus den Funktionen y, (2), %,(2),...y,(2) wollen wir mit
Hilfe konstanter Koeffizienten ¢, ¢, .. . ¢, solche Funktionen

(20) 1) = ,4,(2) - 60, (5) 4+ - - ey, (2).

bestimmen, daf} aus 3 (2) nach analytischer Fortsetzung um a, die
Funktion %' (2) == A7 (¢) hervorgeht, wobei A eine Konstante ist.
Ausg

| (&) =) =y, () F oy, @+ ey @)

und den Gleichungen (19) ergibt sich zur Bestimmung der Koeffi-

zienten ¢, ¢, . . . ¢; ein System von # homogenen linearen (fleichungen,
zu deren Losbarkeit das Verschwinden ihrer Determinante, d. h.

711——}‘7 RETY, oo in
(21) Tavs Yoo ™M o v Yo —0
I.{n17 -{17,2? .l’nn——:\

notwendig und hinreichend ist. Aus dieser Gleichung nten Grades
sind die Verzweigungsfaktoren i, %,, ... A, zu bestimmen, woraus
sich dann fiir jedes k. mindestens ein System von Koeffi-
zienten ¢, ¢, ... ¢, ergibt. Sind insbesondere die Wurzeln von (21)
alle verschieden, so verschwinden gewifi nicht simtliche Unter-
determinanten einzelner Elemente und es ergibt sich fiir jede Wurzel
nur ein einziges System fiir ¢, 1c,:...:¢, d. h. wesentlich nur
eine Funktion %(2). Die so sich ergebenden Funktionen v, (2),

n, (&), ...7,(2) sind linear unabhingig, so daB sich durch sie
auch die Funktionen y, (2), #,(2),...y,(2) linear mit konstanten
Koeffizienten ausdriicken lassen. Diesen einfacheren Fall behandle
_ich zuniichst, weil sich der allgemeine darauf ohne Schwierigkeit
wird erledigen lassen.

Wegen der Umkehrbarkeit der linearen Beziehungen (18)
oder (19) verschwindet die Determinante |7,,| nicht, so daB die
Verzweigungsfaktoren A, A, ...4, simtlich von Null verschieden
sind. Wir konnen sie also in der Form

(22) eQ:tz'gl’ 627”'02, . e‘l:tign

annehmen, wobei jedoch die ,Verzweigungsexponenten®
0, Py - .. 0, durch die gegebenen Substitutionen infolge der Pe-
riodizitidt der Exponentialfunktion nur bis auf additive ganze Zahlen
bestimmt sind.
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Die analytische Form von 7, (2), welches den Verzweigungs-
faktor ¢ % besitzt, ist an der Stelle «, die folgende:

a P
3) n@=(7") Bl

wobei fiir die in @ eindeutige Funktion B _(2]a) wegen der
Forderung, dafl die gesuchten Funktionen nicht in unendlich hoher
Ordnung unendlich werden sollen, eine in @, regulire Potenzreihe
genommen werden kann.

P
. . . . . z—a
Den im allgemeinen . vieldeutigen ¥unktionen [—-
2 —ds—1
erteilen wir lings des Kurvenstiickes a,_,a, zu beiden Ufern den-
selben erlaubten Wert, wodurch eine eindeutige Bestimmungsweise

fiir das Auflen- und Innengebiet getroffen wurde. Auf dem Kurven-

22—

|
— . . . — G
stiicke @,a,41 unterscheiden sich die Werte von j—~> zZu
1
beiden Ufern um den Faktor ¢27¢Px, Es folgt daraus

; i - u G — o
24) T T o Lm
7, 270, n:‘ n  Ooloyy

Durch die kanonischen Funktionen 7, (2), 4,(2), . . . 1, (2) lassen

sich nun sowohl .die Auﬁenfunktlonen ¥, (@), ¥, (2)...Y (2)alsauch
die Innenfunktionen y; (z), Yy (z), - +(z) linear ausdrucken Diese
Darstellung sei

y /1n:+a/2'n;+'”+a/nn;

(25)
yF=b.nF+bas 7 + b,
2=1,2,...
und es verschwindet keine der Determinanten Ja J und ]b ‘ Diese
Gleichungen miissen den Gleichungen (18), d. h
(18) yx_" /lyl +cy2y2 ++c/n?/n
2=12,...n

vollkommen gleichwertig sein, d. h. sie miissen aus (25) durch
Eliminationen der %~ und %T hervorgehen, wobei die Gleichungen
(24) zwischen % und *qj zu beriicksichtigen sind. Daraus folgt,
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daf die Koeffizienten a,; und b, ; mit den Koeffizienten ¢, tolgender-
maflen zusammenhingen:

C/l N bll+cz2 ‘ 62/:_[_ T +cxn bn/'. = an;. langs aa-—l ao’

=7 g aa
t R ” ¢ o417

(26)

wobei natiirlich die Konstanten ¢,; im ersten Falle dem Kurven-
stiicke ma, in zweiten ag_*.l entnommen werden.!)

Substituiert man in (25) die Werte (23) fiir die kanonischen
Funktionen 7, (2), so bekommen die Funktionen y_ (2) und yj‘ (®)
die Gestalt ’

~— .Dl ! -— Pn
b O=a, (Z ) Bl e, () Gl

<

bezw.
=t () Bela) b () R,

und analoge Entwicklungen hitte man fir die Umgebung der
anderen singuliren Punkte.

Die ganzen Zahlen in den Verzwemungsexponenten, uber
welche wir noch freie Verfiigung haben, wihlen wir nun ein- fiir
allemal so, dafl die Realteile der o, p,,...p, negativ und absolut
> 1 ausfallen, womit die Faktoren der Funktionen f (2| ) in
der obigen Gleichung in a_ stirker als von der ersten Ordnung
unendlich werden; sie bleiben aber sonst ausnahmslos endlich.
Eine gleiche Bestimmungsweise treffen wir fiir die simtlichen sin-
gulidren Punkte.

Die Funktionen B (2|a ) sind an der Stelle e stetig. er
Wollen nun % (@, ¥, (2), ...y, (2) sowie die Funktlonen A T (2),
g/o @),... ¥ T(e), durch solche Funktionen ¢, (2), ¢,(2), - . . ¢,(2)
darstellen, welche sich in allen singuliren Punkten an die
dortigen Potenzreihen % _(2|a) in hinreichender Weise an-
schmiegen. Zu diesem Zwecke setzen wir

g, @)=A4,@ e, +4,,0) 9 &+ +4,9, 2
yI () =B, (¢ )+ B, e &) F-- 4B, ()¢ ()

=1, 2,.

@7

1) Man wird den Index A nicht mit dem Verzweigungsfaktor ), = Tl

verwechseln,
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und erreichenn den Zweck mit einem Schlage, wenn

=1 PO'
T —a 2
Aw_'(z)::z aj‘l(z*——a L) N
o==1 o—1

(28)

P R
Bz}. (z)_%bzl<;|—_aa;_l)

wobei die Summation sich iiber je ein Glied jeder der singuliren
Stellen @, erstreckt, der obere Index ¢ in a_,, b, ,,p, also die Zu-
gehorigkeit zur singuliren Stelle a, anzeigt.

Die Beziehungen zwischen den Funktionen ¢ und cp:L ergeben
sich aus (18) und (27) in der Form

A

A=n l=n
D4, .9 =, B, @+c,B, &)+
(29) i=1 i=1 -
+- e, B, @ ¢
x=1,2...n,

\

wofiir man auch identisch schreiben kann

A=n i=mn
> 4.,@ 5 @—oF @1= [, B,(2) ¢, B,,(e) +
(29') A==1 =1
+otre,, B, () — 4, ¢ ).
v=1,2,...1n. '

Daraus folgen durch Auflgsung nach ¢ (2) Gleichungen der
Form

B0) ¢ @) =a1() 9] () F 2@ @) )+ F @@ o) @),
©=1,2,...m,

wobei aber die Koeffizienten a,;(2) nunmehr selbst in den siguliren

Punkten stetig und einmal differentiierbar sind.

Um die Stetigkeit der Koeffizienten a,,(2) einzusehen, be-
achte man, daf rechts in (29') die Koeffizienten von oj (2) aus-
nahmslos auch in allen singuliiren Stellen endlich bleiben. Diese
Tatsache ergibt sich aus der Bedeutung (28) von 4.,(2) und B.;(2)
an der Hand der Relationen (26), welche zwischen den Konstanten
@ty bs, co2 bestehen. Zugleich wird man bei der Auflésung von
(29) nach den (2 — a,)% [¢; (2) — ¢} (2)] erkennen, daf in der Um-
gebung von ¢, die Koeffizienten a,. () sich gleich Eins und alle «..; (2),
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wo %=\, gleich Null ergeben bis auf Grifien, welche mindestens die
Kleinheit von (z2—a,) '* haben. Daraus ergibt sich auch leicht, daf
der Quotient % () — Z”(Zl)
von (z—a,) f7 ﬁat, nitigen die beiden Punkte 2, und 2z, von
der gleichen oder verschiedenen Seite von a, lings der Kurve un-
begrenzt sich nihern. Der Differentialquotient verschwindet in a,
bei unserer Bestimmungsweise der p,. A

) Die Determinante |u«.;(2)| bat in den singuliren Punkten
den Wert Eins. Die Pole dieser Determinante fallen, wie aus (29)
folgt, in die Nullstellen von | 4,,;(2) |. Diese besitzen keine Haufungs-
stelle, wie aus den Werten (28) der A.;(2) sofort ersichtlich ist.
Desgleichen sind die Nullstellen der Determinante |a,,(2)| nur in
endlicher Zahl vorbanden, so daff man ohne weiteres annehmen
kann, dafl die Kurve K so durch die Punkte a,a,...a, gelegt

wurde, dall kein Nullpunkt von |«,.,(2)| auf der Kurve liegt, so
daB die Gleichung (30) lings der Kurve K iiberall umkehrbar ist.

Nunmehr erledigen wir in Kiirze den Fall, daf die Gleichung
(21), der die Verzweigungsfaktoren geniigen, mehrfache Wurzeln hat,
Wenn ) =e?*7i¢ eine p-fache Wurzel ist, dann existieren gemifi
der Theorie der linearen Substitutionen genau p durch y, 7, ...y,
linear darstellbare Funktionen 77, 7, ..., die zwar in der Regel
nicht siimtlich bei einer Fortsetzung um a, sich nur um den kon-
stanten Faktor #ndern, doch folgendes einfache Verhalten zeigen:
Die Funktionen v 7; ... v, lassen sich in eine Anzahl solcher
Ketten bringen, dafi die v linear unabhingigen Funktionen, nennen
wir sie 7% 7% ... 7¥, die eine solche v-gliedrige Kette hilden, mit-
einander in folgenden Beziehungen stehen.

in @, hochstens die Groflenordnung

i 1 1 1
(81) my—An;=0, w—hn;=A7n], 7—hn =Ky, ... 5, —hg,=kn, .

Genau solche Beziehungen bestehen zwischen der 7" der weiteren
Ketten, wenn soleche noch vorkommen, wobei sidmtliche 5 aus allen
Ketten, p an der Zahl, untereinander linear unabhiingig sind.

Um die analytische Form dieser Funktionen zu bestimmen,
setzen wir

(32) “

1 o p—

T 2%d g 2 — o1

P
und erteilen % auf beiden Ufern von a,—_;a, denselben erlaubten
Wert, so dal

(33)

u——ut=0 auf ws_,a,

wm—ut=1 , ;04
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wird. Wenn man dann durch v, %, ..., wieder solche Funktionen
bezeichnet, welche sich beim Umlauf um @, nur um den Faktor )
s#ndern, so daB wieder 7 =7 besteht, bezw., was dasselbe ist,

—
. =t lings @, 0.
(34) —_—
= )‘7I+ n o lot1

gilt, dann driicken sich die Funktionen %]+, ... %" wie folgt aus:

(35)

nj:(vﬁl) 7+ (vﬁg) 712‘}‘""{‘(?14)’7,,_1““%'

Die Relationen (31) wird man bestitigt finden, wenn man (33) und

(34) bericksichtigt wd die Eigensehate (1) — (1) =(, )

des Binomialkoeffizienten ins Auge fafit.

Wir bekommen also auch hier im ganzen genau eine der
Vielfachheit y der Wurzel & gleichkommende Anzahl von Funk-
tionen 7, 7,...7,, die sich beim Umlaufe um a4, nur multiplikativ
indern,

Die Funktionen y- und y} werden sich auch hier mit kon-

stanten Koeffizienten @.;, b, in der Form (20) ausdriicken lassen,
wobei aber an der Stelle des v, iiberall % steht. Die Gleichungen (35)
gestatten die " durch die % darzustellen, wonach man fiir ¥ und yF
die Gleichungen bekommt '

Yy = (W) 07 A= @ (W) g e Gen (W)

n=1,2,...n,

(36)

wobel die Koefﬁzientenvaz 2(u) und b,;(u) noch u enthalten und
z. B. bei der obigen v-gliedrigen Kette die Werte haben:

a“(u)zaﬂ-[-(’f) s +...+(Vj1> Gy« oo

dx,v—l(u) =y, p—1 —l_' (@1{/> Ay vy az,’v(u):-azv
(37) :

b (1) = bm+(@f) b _;_...Jr(vjjl) buvy oo

bx,v—l(u) = bz,v—1+ (7{) b”;”? b”“’(u)=b’“'

*=1,2,,,.n.
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Der weitere Vorgang zeigt nichts Neues. Uberall treten an die
Stelle der a1, b..; die Koeffizienten a,; (), 6.,(«), so in den Glei-
chungen (26) und (28), welche den Stetigkeitsbeweis vermitteln,

DasRiemannsche Problem 148t sich stets auf das
in den Abschnitten 1 und 2 geloste zuriickfiahren,.

Fir die Folge wird uns noch wichtig sein, den Wert der
Determinante l y()l die aus % Funktionssystemen

N @ @
92,09 9P a=12...m)

sich ergibt, in der Umgebung einer singuliren Stelle ¢, zu kennen,
Diese Determinante hat nach (36) und (37) fir die Auflenfunktionen
den Wert

(38) 140 =]a, ]| 1?]|=]a:]| |
so dafl sie sich von der Determinante )nf)(z) der kanonischen

Funktionen nur um den konstanten Faktor |.;| unterscheidet,
auch wenn mehrfache Verzweigungsfaktoren auftveten.

@ I

5.

Durch die Zuriickfihrung des urspringlichen Riemann-
schen Problems auf das bereits geloste (30), ist auch die Lusbar-
keit dargetan. Is existiert auch hier ein Fundamentalsystem von

n Losungen »
976, 9@ - v ()]

T
(39) P =@, 1@ 0@

H

R |

Dicse gehen aus einem Fundamentalsystem o™, o® @
von (30), dessen Existenz feststeht, dureh die Gleichungen (27) "hervor.
Weygen des Nichtverschwindens der Determinante | 4., (2)| oder
| B.1(2) | Wurde sich aus einer linearen Relation zw1schen den Lo-
sungen 4, y® ... 4™ eine lineare Relation zwischen ¢, o®, . .. o™
ergeben, und zwar mit denselben Koeffizienten. Durch das Fun-
damentalsystem (39) ist nun auch jede Losung des Riemannschen
Problems darstellbar. Die Auflésung der Glelchunoven (27) nach
¢~ und @T zeigt néimlich, dafl jede Losung des Riemannschen
Problems auf eine Losuno" von (30) fiihrt, die wegen der endlichen
Anzahl der Nullstellen von | 4., (2)] und ]B,,,i(z)l nur eine end-
liche Anzahl von Polen hat und nitigenfalls nach Multiplikation
mit einer geeigneten rationalen Funktion im Endlichen tberall
endlich bleibt. Diese Losung ist durch das Fundamentalsystem
o™, ®, ... o™ mit in 2 rationalen Koeffizienten linear darstellbar,
woraus dann aus (27) wieder folgt, daf} die Losung des Riemann-
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schen Problems linear darstellbar ist durch jene Losungen, die aus
M @ ... o™ hervorgehen, d. h. durch das Fundamentalsystem (39),

Diese Reduktion zeigt gleichfalls, dal solche Lusungen, die
auflerhalb - der Verzweigungspunkte @, a, ... a, keine Pole haben
und in den Punkten a, nicht stirker unendlich werden, als die
oben zur Reduktion verwendeten der Stelle a, entsprechenden Ver-
zweigungsexponenten g, p,...p, es angeben, im Unendlichen nicht
eine beliebig hohe Ordnung des Verschwindens haben konnen.

Bei diesem Problem Riemanns hat es ein besonderes
Interesse, das Fundamentalsystem miglichst einfach zu gestalten,
indem man es von allem Unwesentlichen befreit und so einrichtet,
dali auller @, a, ..., kein Punkt der Ebene, auch nicht der un-
endlich ferne, eine Ausnahmsstellung einnimmt.

Um ein solches Fundamentalsystem herzustellen, fixieren wir
in den Verzweigungspunkten die Exponenten p, p,...p,, welche
durch die Monodromiegruppe nur bis auf additive ganze Zahlen
bestimmt sind, durch eine bestimmte Wahl dieser Zahlen und be-
trachten nur jene Liosungen des Riemannschen Problems, welche
in den singuléren Punkten auf kanonische Funktionen fithren, welche
daselbst keinen niedrigeren Verzweigungsexponenten besitzen als
der entsprechende durch die vorherige Wahl festgesetzte. Wenn
wir zuniichst dem wunendlich fernen Punkte noch eine Aus-
nahmsstellung einrdumen, so gibt es gewil ein Fundamental-
system soleher Losungen; denn es wiirde sich ein solches aus jedem
anderen durch Multiplikation mit geeigneten rationalen Funktionen
ergeben. Nachdem die Existenz solcher Lisungen feststeht, wollen
wir ein moglichst einfaches Fundamentalsystem bestimmen, welches
den unendlich fernen Punkt auszeichnet, uns aber die Bestimmung
des ,primitiven“ Fundamentalsystems in einfacher Weise vermittelt.

Dieses vermittelnde Fundamentalsystem bestimmen wir nach
der bereits befolgten Methode (Abschnitt 3), indem wir nacheinander
n, Losungen 4, 5@, ... 4™ bestimmen, jede von allen voran-
gehenden linear unabhingig und im Unendlichen von einer moglichst
niedrigen Ordnung v, v,,...v. Diese Ordnungen sind eindeutig

bestimmt und bilden eine nicht fallende Reihe ganzer Zahlen
V1§"2§ évn.

Das so bestimmte Fundamentalsystem — es sei (39) schon
ein solches —— hat die Eigenschaft, mit konstanten Koeffizienten
keine Lisung linear darzustellen, welche in irgend einem Punkte 2,
einen Nullpunkt hitte. Wire ndmlich in

(40) ay ey oy, =E—2) Y

Y=[y,y,...9,] eine in 2, regulire Losung oder, wenn z, ein
Verzweigungspunkt wire, doch so beschaffen, daf ihre Verzweigungs-
exponenten die oben festgesetzte Bedingung erfiillen, so wiirde diese

Gleichung zur Konstruktion des Fundamentalsystems y(l), g/@), e y(n)
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in einem Widerspruche stehen, da doch Y im Unendlichen von
einer niedrigeren Ordnung ist, als das letzte ™, welches in der
Gleichung (40) noch eine von Null verschiedene Konstante ¢, hat.
Aus diesem Umstande folgert man, dal die Determinante
|52 |
in keinem reguldren Punkte verschwindet.
In den singuliren Punkten herrschen #hnliche Verhiltnisse:
Man driicke in einem Verzweigungspunkte a die Funktionen
‘1/(1;') ,yg) R g/fj’) durch die kanonischen Funktionen nach (36) aus:

(36) ?/E,/) = Ux1 (M) “qf‘) "{_ Ay 2 (M) nr(;) + e _l— Ay (u) 7]5::)’

Weil nun die Verzweigungsexponenten r,g') nicht unter die ent-
sprechenden Zahlen p , p,,...p, gehen, habgn die kanonischen

Funktionen 7 in a folgende Anfiinge der Entwicklung

E—a [CY+..], —a*[CP+ -], . e [C 4]

P AR ST SR

wobel in jeder Horizontalreihe die kanonischen Funktionen
7, 71(2") . ..‘qS") stehen, die durch (36) eine Losung des Problems
geben. Die Konstanten Cg) konnen zum Teile verschwinden, jeden-
falls verschwindet die Determinante nicht, d. h, wir haben

42) | C¥ |+ 0.

Wenn nimlich die Determinante in (42) Null wire, so konnte
man nach einem Determinantensatze durch Multiplikation der Hori-
zontalreihen mit geigneten Konstanten und Addition zu den ent-
sprechenden Elementen einer Horizontalreihe in dieser Reihe lauter
Nullen erhalten. Daraus folgt aber, daff durch Multiplikation der
Horizontalreihen in (41) mit geeigneten Konstanten und Addition
untereinanderstehender Grofien sich kanonisehe FPunktionen ergeben,
in denen iiberall der Verzweigungsexponent erhsht werden konnte.
Aus diesen kanonischen Funktionen ergibt sich- deshalb nach (36)
eine Losung, die durch (¢—a) dividiert werden darf, was eine Re-
lation (40) gibt, und dies ist ein Widerspruch.

Durch das so bestimmte Fundamentalsystem lidt sich jede
Losung, deren Verzweigungsexponenten in keinem der singuliren
Punkte unter die entsprechenden fixierten Zahlen p,, p,, ... p, gehen

und die im Endlichen tiberall regulir ist, mit in 2z ganzen ratio-
nalen Koeffizienten linear ausdriicken; es lidfit sich sogar schon mit
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konstanten Koeffizienten stets eine, und zwar einzige Losung
¥, (%), Y5 (2), .. .y, (2) finden, welche in einem reguliren Punkte z,
beliebig gewahlte Anffmgswerte Y1 (20)s 43 (20) ... ¥, (¢) bekommt oder

in einem singuliren Punkte in den kanonischen Entwicklungen
vorgeschriebene Anfangskoeffizienten besitzt, Dies folgt aus dem

Nlchtvelschwmden der Determinante ]y(ﬁ) | bezw. der Determinante
| ] in (42).

Um die Sonderstellung des unendlich fernen Punktes zu beseitigen,
hat man zundchst, wenn die ganzen Zahlen v, v, , ... v, der Reihe nach
die Ordnungen der Losungen (39) sind, diese Lisungen durch Division
mit (z—a,)", (¢—as)? ... (z—a,)” im Unendlichen endlich und von
Null verschieden zu machen, wobel nattirlich, weil a, einer der sin-
guldren Punkte sein soll, die Verzweigungsexponenten in diesem
Punkte eine Anderung erfahren. Man erhillt so ein neues Funda-

ey ©)) (n)
vy Y
(—a) =)  (—a)
suchte primitive sich unschwer ergeben wird.

Man kann zundichst behaupten, dal die Determinante

ACR

[ (z—a5)" |
in jedem von @, a, ... @, verschiedenem Punkte, selbst im Unendlichen
endlich und von Null verschieden ist. Dafl auch im Unendlichen die
Determinante nicht Null ist, ergibt sich aus der Konstruktionsweise
des Eundamen’calsys‘cems y() 4, ...y ; im Endlichen verschwindet
schon | /i)[ nicht. Dieses neue Fundamentalsys’cem wird auf kanonische
Funktionen fithren, welche aus denen in (41) durch bloBe Division jeder
Me» Reihe durch das entsprechende (2—a,)"» hervorgehen. Fiir alle
von @, verschiedenen singuliren Punkte werden die Verzweigungs-
exponenten g, gy, . ..p, dadurch nicht tangiert; die Anfangs-
koeffizienten werden zeilenweise durch die Konstanten (a—a,)"
‘ (a— acr)v;'

mentalsystem y aus dem das ge-

Vn

dividiert, wonach die zu. (42) analoge Determinante

ebenfalls von Null verschieden ist.

An der smfrularen Stelle a,. ist noch “eine. Betrachtung erfor-
derlich, Die kanomschen Entwicklungen sollen in a, 1au’cen

(g—aa A(ll)_]_---];(z—% s A(;)—[—"' 1 ... (e—a)" [AS)'{‘}
(e—a) AP ], (p—a) AP, (e—a) " (AP -]
@—a)" [A" 4], e—a) [AT ], (e —an) " [4 <n)_|_mJ',

Monatsh, fir Mathematik u, Physik, XIX. Jahrg. 16
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wobei die Exponenten #, #,, ... #, schon so vorausgesetzt werden
konnen, daf} in keiner Vertikalreihe die Koeffizienten A séimtlich
Null sind, sonst konnte der entsprechende Exponent erhiht werden.

 Wenn nun in (43) die Determinante | A® | von Null ver-
schieden ausfillt, so sind wir am Ziele; das Fundamentalsystem
verhilt sich in allen singuldren Punkten #hnlich.

Wenn jedoch die Determinante | 4% | verschwindet, so ist
noch eine Anderung des Fundamentalsystems notwendig. In diesem
Falle werden sich aber in (43) durch Multiplikation der Hori-
zontalreihen mit geeigneten Konstanten und Addition zu einer
Horizontalreihe nach untereinanderstehenden Elementen in dieser
Horizontalreihe lanter verschwindende Anfangskoeffizienten er-
geben. Wir konnen annehmen, dafi dies in (43) schon in einer
Horizontalreihe der Fall ist. Diese Horizontalreihe kann dann
durch eine Potenz von (z—a,) so dividiert werden, dal die
Exponenten #, 7, ... 7, nicht erniedrigt werden, aber mindestens
einer — sagen wir » — wirklich erreicht wird, d. h. daf der
entsprechende Anfangskoeffizient nicht Null ist. Die so erhal-
tene Losung Y ist im Unendlichen Null. Man kann nun durch
Multiplikation der Losung ¥ mit einer geeigneten Konstanten und
Addition in jeder Horizontalreihe es so einrichten, daB der Koeffizient
jenes (¢2—a,)’, welches in Y einen von Null verschiedenen Anfangs-
koeffizienten hat, Null wird. (In einer Zeile, aus der eben ¥
hervorgegangen ist, ist dies schon der Fall) Man hat auf diese
Weise kanonische Funktionen eines neuen Fundamentalsystems
erhalten, bei dem aber ein Verzweigungsexponent » in @, erhsht
werden kann, wihrend die Determinante des Systems ganz un-
getindert geblieben ist und die Bedingung (42) in allen iibrigen
singuléiren Punkten erhalten bleibt.

Eine solche Erhshung des Verzweigungsexponenten kann,
weil die Determinante des Fundamentalsystems von Null verschie-
den ist, nicht beliebig oft moglich sein.

Das Riemannsche Problem besitzt ein Fundamen-
talsystem von Lésungen

YP=YP(), ¥ (),... ¥ @]
(44) YO=[vP(), 72(),... Y2 @]

YO=[Y@), Y@, ... TPE)],

welches primitiv genannt werden soll und die Eigen-
schaft hat, dafl die Funktionen Yf')(z) auferhalb der
Verzweigungspunkte (auch im Unendlichen) allenthalben
reguldr sind und eine von Null verschiedene Deter-
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minante | ¥7(2) | ergeben, wihrend sie in den Ver-
zweigungspunkten auf kanonische Entwicklungen
(41) fithren, in denen die Determinante (42) der An-
fangskoeffizienten von Null verschieden ist.

Man wird bemerken, dafl die ganzen Zahlen in den Verzwei-
gungsexponenten bis auf eine singulire Stelle beliebig fixiert werden
konnen. An der letzten Verzweigungsstelle hat man jedoch nicht
mehr die volle Freiheit der Wahl

Nunmehr bestimmen wir die Determinante des primitiven
Fundamentalsystems.

Die Determinante ‘
® y® »
LY@ Y® Ly,

45) A Yf), Yf), L Y®

..........

ist auBlerhalb der Punkte «, d2 ... @y tiberall regulir und von Null
verschieden. Um ihren Wert an der Verzweigungsstelle ¢ zu be-

stimmen, wird man nach (36) die Funktionen Y ”(2) durch die
kanonischen Funktionen auszudriicken haben

Y (2) = @ (1) (2— ) [CP4 - 1 0s () (— ) [0 4+ ]+ -
+ ., () (z—a)* [C;f') + -

G h=1,2...%

Es ergibt sich, weil die Determinante | a...(u)| =|a.1|, d. h. kon-
‘stant ist [siehe die Gl (37), (3%)],

o, 02 on A
A=(e—aTet e a1 0P,

woraus wegen des Nichtverschwindens von | C% | folgt, daB an der

Verzweigungsstelle a das Produkt A . (2— )™~ reguliir ist und nicht
verschwindet.

2o
Bezeihnet man nunmehr mit 2p die Summe der Vezweigungs-
exponenten, die der singuliren Stelle o, entsprechen, so ergibt sich,
dal} das Produkt

T

... (z'——am)_zf)

(46) A (z—o&l)_zlp (z—ay)

Qs

auch in allen singuldren Punkten regulir und von Null verschieden
ist. Wegen seiner Eindeutigkeit im Unendlichen und der Regularitt
16%
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von A daselbst folgt, dafi die Summe 2p 4 2p—-...4-2p eine
ganze Zahl sein mufl, so dafl (46) auch im Unendlichen wie eine
rationale Funktion sich verhilt. Weil aber (46) im Endlichen weder
einen Nullpunkt noch einen Pol hat, kann es nur eine Konstante
sein, die Summe der Verzweigungsexponenten ist alsp Null

Die Determinante (45) des primitiven Fundamen-
talsystems (44) hat den Wert :

a [

(47 A= (z—al)zp . (z—ag)zp - (z—am)ZP. const.

und zwischen den Verzweigungsexponenten besteht
die Riemannsche Relation

(48) f9+5w+7~+§w=U

Durch das primitive Fundamentalsystem ist jede Losung,
deren Verzweigungsexponenten nirgends unter die entsprechenden
Exponenten des Fundamentalsystems gehen und die sonst im End-
lichen allenthalben regulir ist, derart linear darstellbar, dafi die
Koeffizienten ganze rationale Funktionen von z sind. Der
Beweis ergibt sich aus der Konstruktion des primitiven Funda-
mentalsystems, weil wegen des Nichtverschwindens der Determinante
I Y:”)| kein Ausdruck ¢ Y% ¢, Y®—|—---—}—cn Y™ in einem
Punkte 2z, eine Nullstelle hat oder, wenn 2, ein Verzweigungs-
punkt a, wire, nach.Division mit (¢—a,) in @, schon jeder auf
niedrigere Verzweigungsexponenten fiihrt, als es die des Funda-
mentalsystems sind.

Man kann leicht auch den Grad der ganzen rationalen Koef-
fizienten' bestimmen. Aus der Tatsache, daffi die Determinante

| Yf') ‘ im Unendlichen einen - nichtverschiwindenden endlichen
Wert hat, folgt sofort, dal der Grad der rationalen Koeffizienten
hichstens der Ordnung des polaren Unendlichwerdens der Lisung
im Unendlichen gleichkommt.

Man wird bemerken, dafl durch das primitive Fundamental-
system (44) jede aufierhalb der Punkte @, q,....a, regulire Lo-
sung ¥ = [y, (2), %5 (2), - . . ¥ (2)] in der Form

R().y=R () YY"+ R ). Y? ... R, (&) Y™

bei ganzen rationalen E(2), B, (2), R, (2),... R.(2) darstellbar ist,
was, wie bisher, nur eine kiirzere Schreibweise fiir das System
der Gleichungen ist -

R@)y, (=R (@Y @Ry YP@) L 4 Ru(2) T ()
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Dabei wird E(2) nur die singulidren Stellen ¢, 4, ... a, als Null-
punkte haben konnen. Die Funktionen R, (2), By (2), ... R.(2)
iitbersteigen wegen der Regularitdt im Unendlichen den Grad von
R{2) nicht.

Wiirde man die Riemannsche Forderung, daff die Lisungen
nicht in unendlich hoher Ordnung unendlich werden diirfen, fallen
lassen, dann bliebe die lineare Darstellbarkeit durch das primitive
Fundamentalsystem noch immer aufrechterhalten, die Koetfizienten
R (2) wiren jedoch im allgemeinen nicht mehr rational,” wohl aber
in der ganzen Ebene, wo sie existieren, eindeutig,

Wenn man aus dem primitiven Fundamentalsystem mit kon-
stanten Koeffizienten # andere linear unabhingige Lisungen bildet,
so bekommt man wieder ein Fundamentalsystem, und zwar wieder
ein primitives unter Aufrechterhalting der Verzweigungsexponenten.
Man kann dieses primitive Fundamentalsystem stets so wihlen und
dies auf eine einzige Weise, dafl die Funktionen des Fundamental-
systems in einem reguliren Punkte ganz willkiirlich gegebene
Anfangswerte nicht verschwindender Determinante besitzen. In
einem singuliren Punkte konnte man die Anfangskoeffizienten
41 OS), wenn nur 1 OS') = 0 ist, beliebig wiihlen. Solche primitiven
Fundamentalsysteme sind vollstindig eindeutig bestimmt. Man wird
bemerken, daf bei allen diesen Betrachtungen eine Voraussetzung
iiber die Irreduktibilitdt oder Reduktibilitit- der Monodromiegruppe
nicht gemacht wurde. .

Das primitive Fundamentalsystem bildet die Losung eines
sehr einfachen Systems linearer Differentialgleichungen.

Bezeichnen wir mit w(2) das Produkt

(49) o(@)=(—a)E—a)....(&—am),
(3

dz

Riemannschen Problems. Da nun durch Differentiation jeder

Verzweignungsexponent um eine Einheit erniedrigt wird, diese Fr-
niedrigung aber durch den Faktor w(z) wieder riickgingig ge-

0 ist  (2) fiir jede Losung ¥® ebenfalls eine Losung des

. Ye . .
macht wird, so erfiillt o(2) 73 die den Verzweigungsexponenten
des Y® auferlegten Bedingungen und ist mithin durch das Fun-
damentalsystem (44) Y, ¥® .. ¥™ mit in 2 ganzen rationalen

Koeffizienten linear darstellbar. In Unendlichen hat o (2) einen

)
m-fachen Pol,
) dz

o(?) im Unendlichen hichstens  die Ordnung m — 2 hat.
dz &

mindestens eine doppelte Nullstelle, so daf

Die ganzen rationalen Koeffizienten bei der linearen Darstellung
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durch Y&, ¥, ... Y™ besitzen daher hochstens den Grad m — 2.
Das gleiche gilt von allen Losungen

aY 6] d Y(z) d Y(")
o(2) 1o o (2) PRI w(z) i

und wir bekommen ein System von linearen Differentialgleichungen

qAy® . w
0@ ——=0u() Y on@) Y4 o) T

7 (2)
(50) w (2) - %1% = @) YV on@) Y94 o (e) T

() .

o () - Lidyz = w,y (2) - Y(D—[—— 0,2 (2) - Y(z)—:f-— oot wan(2)- v
in denen o (2) durch (49) gegeben ist, w,,(2) (x,A=1,2...n) aber
ganze rationale Funktionen von ¢ sind, hochstens von m — 2% Grade.

Die Koeffizienten w.;(2) enthalten hochstens (m — 1).%2 von-
einander unabhingige Konstanten, Genau die gleiche Anzahl un-
abhingiger Parameter enthalten im allgemeinen die m Umlaufs-
substitutionen X, 3,,.. 2, um die einzelnen Verzweigungspunkte
@, @, . . &y infolge der Beziehung 2, 3, .. ¥, = 1. Daraus folgt auch,
dafl das primitive Fundamentalsystem, dessen Existenz oben nach-
gewiesen wurde, eine einfachste vollstiindige Losung des Riemann-
schen Problemes ist und im allgemeinen Falle eine weitere Ver-
einfachung nicht mehr moglich ist.

Unsere Untersuchung zeigt, dafl bei vorliegendem Problem
der funktionentheoretische Standpunkt Riemanns sich vollstindig
vertreten lifit. Diesem gemifl hat man aus der Definition der Funk-
tionen durch ihre Grenz- und Unstetigkeitseigenschaften und allen-
falls noch an der Hand der Existenzsitze die weiteren KEigen-
schaften abzuleiten. In diesem Sinne wurden hier alle Ergebnisse
aus der Definition und dem Existenzbeweise direkt gefolgert; dafl
z. B. das Fundamentalsystem der Losungen einem System linearer
Differentialgleichungen geniigt, ergibt sich zum Schlusse von selbst.
Es wurde hier ein moglichst einfaches System aufgestellt, ohne
irgendwie von der Theorie der linearen Differentialgleichungen
Gebrauch zu machen.

6.

In bezug auf das Problem der Bestimmung von Funktionen,
die auf einer gegebenen n-blittrigen Riemannschen Fliche einen
eindeutigen Verlauf haben, beschrinken wir uns auf kurze Be-
merkungen, Statt eine Funktion y als eindeutig auf der Riemann-
schen Fliche zu deuten, nehme man ihre n-Zweige v, (2), 4, (2), ... ¥, (2)
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und betrachte ihren Verlauf in einer Ebene, die durch simtliche
2-Werte, in denen eine Verzweigung eintritt, aufgeschnitten ist. In
dieser Ebene sind die Funktionen ¥, (2), ¥,(2), ...¥,(2) eindeutig,
sie gehen aber Permutationen unter sich ein, wenn sie auf ge-
schlossenen Wegen, die den Querschnitt iiberschreiten, fortgesetzt
werden. Das System der Koeffizienten (18) ¢,, bedeuntet also nur
eine Permutation, d.h. es ist in jeder Horizontal- und jeder Vertikal-
reihe nur ein Koeffizient von Null verschieden; dieser eine hat
den Wert 1. Wenn man nun, um die Kurve geschlossen zu machen,
auch die #ulleren zwei Verzweigungspunkte verbindet, so ent-
spricht diesem Kurvenzug ein stetiger Durchgang, die identische
Permutation. Die Verzweigungsfaktoren A bestehen bekanntlich aus
Zyklen von Einheitswurzeln, die Exponenten p sind also rationale
Zabhlen. Da eine logarithmische Verzweignng nicht eintreten kann,
haben wir hier immer den einfacheren Iall der Reduktion auf das
Problem (30). Dem Problem geniigt offenbar jede rationale Funk-

tion. Da nun die Funktion »(z)= 4_1@' {yl @+y,&+--4v, (z)}

ohne Anderung jeden geschlossenen Fortsetzungsweg vertriigt, also
rational ist, kann man aus jeder Losung y,(2), %,(2), . .. y,(2) eine
andere ¥, (2) —r(2), y,(&) —r(2),...y,(c) — (=) herleiten, bel
der die Funktionensumme Null ist. Man kann also zwischen
1,2, ¥, (), - - . v, () die Beziehung y, () 4y, () -+ 9,(2) =0
festsetzen, wodurch man nur alle rationalen Liosungen ausgeschiossen,
dabei aber das Problem auf ein (# — 1)-dimensionales reduziert
hat. Im primitiven Fundamentalsystem werden sich die rationalen
Funktionen durch eine Konstante reprisentieren lassen. Das
Fundamentalsystem setzt uns in den Stand, Losungen herzustellen,
welche in einem reguliren Punkte willkiirlich vorgeschriebene
Werte haben. Dieser Umstand gestattet die Folgerung, dall es
Funktionen gibt, die der Fliche eigentiimlich angeh¢ren. Hier kann
dann die Theorie algebraischer Funktionen und ihrer Integrale
einsetzen. Die Verzweigungsfliche kann durch Angabe der Ver-
zweigungspunkte und der ihnen entsprechenden Permutationen
zwischen ¥, (2), ¥,(2), ...y, (2) ersetzt werden. Da diese willkiirlich
sind, entsprechen jeder beliebigen G+ aloisschen Gruppe algebraische
‘Funktionen, die Anzahl der Verzweigungspunkte mufl nur min-
destens um 1 grofer sein als die Minimalzahl der Permutationen,
welche die Galoissche Gruppe erzengen; der Grad ist irgend
eine der Anzahlen der Elemente, durch deren Permutation die
Gruppe transitiv dargestellt werden kann, ein Teiler der Gruppen-
ordnung.



