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Riemannsche Funktionenscharen mit gegebener 
Monodromiegruppe. 

V o n  J. Plemelj in Czernowitz. 

Unter den vielen Fragen~ welche durch R i e m a n n s  Ideen 
angeregt worden sind, hat wohl die umfassendsten Untersuchungen 
jenes funktionentheoretisehe Problem zur Folge gehabt, welches 
die Bestimmung yon Funktionen verlangt, die die Verzweigung 
einer gegebenen Ri  e m a n n schen Fliiche oder~ noch allgemeiner~ 
die einer gegebenen Monoclromiegruppe besitzen. Wi~hrend das ein- 
i'aehere ,algebraisehe ~ Problem durch Anwendung kombinatoriseher 
~1ethoden der Potentialtheorie dutch S c h w a r z und N e u m a n n 
bereits vor langer Zeit eine LSsung gefunden hat~ s diese 
Methoden beim allgemeinen Problem nieht zum Ziele. Funktionen~ 
deren Existenz d]eses R i e m a n u s e h e  Problem behauptet~ haben 
den Charakter der LSsungen linearer Differentialgleichungen mit 
rationalen Koeffizienten. In speziellen Fallen ist die Willktirlieh- 
keit der Monodromiegruppe einer linearen Differentialgleichung naeh 
i~lteren Methoden bereits nachgewiesen worden. So geben die auto- 
morphen ~-Funktionen P o i n c a r ~ s bei gegebenen Verzweigungs- 
punkten ein Mittel, den Beweis ftir Differentialgleichungen beliebiger 
Ordnung zu erbringen, wenn nur die Monodromiegruppe auf reale 
Verzweigungsexponenten fiihrt. 1) 

Die Revolution~ welche in neuester Zeit die Verwendung der 
F r e d h o l m s c h e n  Funktionalgleichung in der Theorie linearer 
Randwertaufgaben hervorgerufen hat, zeigte auch bier ihre Wirkung.  
Den ersten vollst~tndigen Existenzbeweis erbrachte t t  i 1 b e r t ~) durch 
Zuriiekftihrung eines noch verallgemeinerten R i e m a n n schen Pro- 
blems auf ein System F r  e d h o l m  scher Funktionalgleichungen. 
Komplizierte G r e e n sche Funktionen und viele Hils ge- 
stalten den Beweis sehr verwiekelt und wenig fibersiehtlich. Die 
Frage nach der allgemeinsten Liisung beantwortet dieser Existenz- 
beweis nieht. 

1) Schlesinger,  Handb: d. ]in. Diffgl. II 2, S. 386 ft. 
2) GSttinger Nachrichten 1905, S. 307 ft. Ein vorausgegangener Versuch 

seines Schiilers Kellog (Math. Ann. 60) mit hhnlichem Bestreben ist vsllig mii]gliickt: 
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Einen einfachen Existenzbeweis~ der ohne irgend welchc 
G r e e n sche Funktionen das Ziel erreicht and g~tnzlich funktionen- 
tJSeoretiseher Natur ist~ hat darauf der Verfasser angegeben (Anz. Ak. 
Wiss.: Wien, 10. Mat 1906). In der vorliegenden Arbeit will ich 
diesen Beweis mit den unmittelbar daran ankntipfenden Fragen: 
zumal die nach der Anzahl unabh~tngiger LSsungen, was die Me- 
rhode H i l b e r t s  direkt nicht erledigt~ er~irtern. Die yon selbst 
sich darbietende nattirliche Verkntipihng mit analogen Problemen, 
z. B. dem sogenannten adjungierten~ dem in der Theorie linearer 
Differentialgleichungen die bckannten Multiplikatoren entsprechen, 
gibt unmittelbar die Existenz eines Fundamentalsystems yon LS- 
sungen selbst bet dem verallgemeinerten Problem. Es li~gt siell 
ein einfachstes ,,primitives" Fundamentalsystem herstelleD, welches 
augerhalb der Verzweigungsstellen keinen Punkt der Ebene aus- 
zeiehnet; durch dieses Fundamentalsystem l~tl~t sich j e d e  im End- 
lichen aul~erhalb der Verzweigungspunkte regul~tre L(isung in ein- 
facher Weise mit in z rationalen Koeffizienten linear darstellen. Die 
Ergebnisse babe ieh~ wohl Ri e m a n n s Prinzipien entsprechend, 
direkt aus der Definition und dem Existenzbeweis gescht}pft~ ohne 
die Theorie linearer Differentialgleichungen irgend zu beanspruchen. 
Das primitive Fundamentalsystem ist, wie sich schliel~lieh yon selbst 
ergibt, die Liisung eines Systems linearer Differentialgleichungen~ 
welches ein msglichst einfaches ist~ denn die Anzahl der im allge- 
meinen Falle darin vorhandenen Konstanten stimmt genau mit 
der Zahl unabh~tngiger Parameter der Monodromiegruppe. 1) 

Das ,algebraische" Problem~ } unktmnen zu konstruieren~ die 
die Verzweigung ether gegebenen n-blLtttrigcn R i e m a  nnschen 
Fl~tche haben, ist ein Spezialfall des bier behandelten. Das vor- 
liegende Verfahren scheint mir abet welt naturgem~I~er and eint~cher 
zu sein als jede der bisherigen, auf S~ttzen der Potentialtheorie 
beruhenden Methoden. 

Fttr sehr bemerkenswert hake ich den Umstand~ dal~ bet der 
ganzen Untersuehung das Gebiet des komplexen nirg'ends verlassen 
wird; man hat z. B. die volle Sehmiegsamkeit komplex.er Integra- 
fionswege zur Verffigung. Diese Methode lieg't so m direkter 
Fortsetzung zu der auf G o u r s a t s  Prinzipien berahenden Her- 
leitung des C a u c h y s c h e n  Integralsatzes~ wo auch ganz im kom- 
plexen unter den wenigsten Voraussetzungen der Satz sieh ergibt~ 
womit sehon die Grundlage der Funktionentheorie gegeben ist. 
Nimmt man nur noch dun Erganzungssatz zur C a u e h y s e h e n  
Integraldarstellung hinzu (siehe vorigen Artikel)~ so ha,t man sehon 

i) Es liegt wohl nahe, be.~onders an der Hand der Exlstenzbeweise zu ver- 
suchen, dutch geeignete stetige ~.nderun~ des einen Systems der Parameter das 
System der anderen Parameter  in ein beliebig g'e~ebenes iiberzufiihren. Die um- 
fassenden Versuche S c h l e s in  g e r s so den Existenzbeweis zu fiihren, sind g~nzlich 
mii~lungen ( C r e l l e ,  J., Bd. 129, 1905 (287--294); Bd. 130, 1905 (26--46); 
Math. Ann ,  Bd. 63, S. 273, 277 ft.; Acta Math ,  Bd. 31) auch im algebraischen 
Falle (Ann. d. Ec. Norm. Sup. (3) XX~ 1903). Seine Methode fiihrt nicht zmn Ziele. 
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alIes zum Existenzbeweise nStig% denn die Satze ~iber die Funktional- 
gleichung F r e d h o l m s  - -  hier kommen nur die elementarsten 
zur Verwendung - -  sind~ wie die Determinantens~tza der Algebra~ 
deren Grenzf~lle sie ja sind~ nach den Erfahrungen der letzten 
Jahre zu den Grundlagen der Analysis zu reehnen. So ergibt sieh hier, 
wie bei Anwendtmg der Determinante in der Algebra~ die theoretiseh 
einfaebste LSsung. 

. 

Das funktionentheoretisehe Problem~ dessen Beantwortung das 
Ziel dieser Arbeit ist~ lautet in der Formulierung, wie sie yon 
R i e m ~ n n  1) selbst herriihrt~ folgendermal3en: Es sind n regular- 
analytische Funktionen des Aul~engebietes und n solehe im Innen- 
gebiete einer gesehlossenen, sich selbst nieht schneidenden Kurve 
zu bestimmen~ so dag in jedem Punkte z der Randkurve zwischen 
den Randwerten r162 (z)~ ~ ( z ) ,  . . . ~ ~  ( z )  der Aul3enfunktionen und 

den Randwerten ~+ (z), r (z)~ . . .  r der Innenfunktionen lineare 
umkehrbare ]~eziehungen der Form 

= (z) 5- %, + . . .  + ,,(z) (z), 
(0 

x ~ 1,'2, . , .  n 

bestehen. Das zweite System dieser Gleichungen ist die Umkehrung 
des ersten~ so da~ zwischen den Koeffizienten %.~,(z) und a~;,(z) die 
bekannten Relationen 

Iffir z = h  
(1) %.t (z) a;~.(z) + %2(z) a;,.(z) -I . . . .  -{- %~(z)~;;.(z) = 0 ,, xq=~, 

x , k ~  1 , 2 , . . .  n 
gelten. 

Beim Problem, wie es R i e m a n n  gestellt hat, sind die 
Koeffizienten a~.~.(z) l~tngs der ganzen Kurve abteilungsweise 
weehselnde gegebene Systeme yon Konstanten. Wir mtissen 
aber~ um unsere Methode anwendbar zu maehen~ zun~tehst diese 
KoeNzienten a~x(z), a';. (z) dutch die Voraussetzung der Stetigkeit 
besehriinken, dafttr verallgemeinern wir sie in der Weise~ dal~ sie 
irgend welehe liings der Randkurve stetige Funkfionen sind~ die 
wit ttberdies als einmal differentiierbar annehmen. 2) Die Randkurve 
soll im Endliehen liegen und ttberall eine Normale besitzen. 

Nach Beantwortung dieses Problems werden wit ein einfaehes 
Verfahren angeben, wie das ursprtingliehe Problem Ri e m a n n s 
auf dieses verMlgemeinerte zurttekgeftthrt werden kann. 

1) Werke ,  Nachlal~ XXI .  
~) Dieselbe Aufgabe behandelt  I - I i l b e r t  a. a. O .  
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Von den gesuchten Funktionen wird die Regularit~t im 
Aul~en-bezw. Innengebiete und stetiger Anschlu~ an stetige Rand- 
werte vorausgesetzt. Die Aul]enfunktionen, welcho die Randwerte 
~-(z), ~-(z)~ . . .  ~ (z) haben, sollen im c~ beztiglich die konstanten 
Werte cla c.~, ... c,~ annehmen. Die Randfunktionen ~-(z) und ~+(z) 
mtissen nun, damit sie Randwerte solcher analytischer Funktionen 
sind, den ~'olgenden Gleichungen entspreehen 

(2, �9 +) 

(2, @~) 

. i l ' ~ : - ( " )  
o = §  ~ : ~ ) §  ! r ~ "d~--2c~ ,  .] ,,---z 

0 -=  - -  ~ (z) -~- ~ , I  ~ - -  z ' 

deren Bestehen aueh eine hinreichende Bedingung ist. Die Integrale, 
welche in diesen Gleiehungen fiber die Randkurve zu erstrecken 

i " sind, haben in gewShnlichem Sinne, we l ~  uncl z Randpunkte 
sind, keine Bedeutung; sie sind, wie ihre tIerleitung ergibt, als 
gewisso Grenzwerte, wie sie in meiner Arbeit ,,Ein Erganzungs- 
satz etc." [siehe vorigen Aufsatz, Gl. (5)] definiert worden sind~ 
aufzufassen. Ffir die reehten Seiten dieser Gleichungen sell deshalb die 
kfirzere Bezeiehnung O + bezw. O~ gew~hlt werden, weft sic stets, 
wenn sie nicht :Null sind, Randwerte regularer, nicht identisch 

yersehwindender Innen- bezw. Aul]enfunktionen sind. 
Aus den Gleiehungen (2) kann mit Hilfe der Gleichungen (I) 

die Elimination yon ~ (z), cp~ (z), ... 9+ (z) so bewerkstelligt werden, 
dal~ man ein System yon Gleichungen ffir ~-(z), ~-(z), ... ~ (z) 
erh~lt, in denen die Integrale in gewShnlichem Sinne eine Bedeu- 
tung haben. Solche Gleichungen ergeben sich~ wie der Anblick 
yon (I) zeigt, indem man die Gleiehungen (2, (I) +) und (2, O-) in 
folgender Weise zusammenfal~t: 

z ~ l ,  ~ , . . . n  

und aus ihnen dann mit Hilfe yon (2) und (I) die Funktionen 
F+(z), ~+(z), ... 9+(z) eliminiert. 

Ftthrt man die Abktirzung 

(3) A ~(~, ~) = ~ ~ (~) r 2 4 7  ~ ~(,) ~ ( ~ )  + . . . - [ -  ~ (~) ~ (~) 
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ein: so erhalten die Gleiehungen die sehr durchsichtige Form: 

(;) + 

+ . . .  + _4,, (z, 0 ~:- (~,)} d 
~ - - z  

[ c 2 -~- ~ -  (z) - -  [Ael  (z, ~) ~ (~) @ [ A ~  (z, r) _ 1) ~ -  (0 + 
(r + . . .  + A,, ~ (z, ;) ~- (;)} d 

.. = < ( z ) -  f { < l ( . ,  ;) ( ; )+ 4,,(. ,  :) (~) + 

@ . . .  @ [ A  (z, ~) - -  1] q0~- (:)} 
d 

In diesen Gleiehungen sind wegen (1) und (3) und der 
vorausgesetzten Stetigkeit und Differentiierbarkeit der Koeffizienten 
%x(z), a2z(z) die Faktoren aller q~(~) unter dem Integralzeiehen 
selbst ftir ~ : z endlich~ so daft sich das System (4) yon Funktional- 
gleiehungen als eine F r e d h o lm  sehe Integralgleichung auffassen 
und naeh der Methode F r  e d h o 1 m s 15sen lal3t. 

Jede L0sung yon (4) ist~ wenn endlich~ zugleich stetig; es 
folgt dies aus der Stetigkeit der Integrale in (4). Um die Differenz 
der Werte des Integrals in zwei benaehbarten Punkten zl und z 2 
abzuschatzen, hat man naeh (1) und (3) Integrale der Form 

zu untersuehen. F t i r  dieses Integral finder sieh nun hiichstens die 
Grggenordnung - - I z~  - -  z~ [lg i z~ - -  z, l- earaus  folgt nun t) auch 
die Existenz und Stetigkeit der Integrale in (2, (I) +) und (2, d)-) als 
C a u c h y s c h e  Hauptwert% so dai3 (I) + und. (I)-~ wenn sie sieb aus einer 
LSsang yon (4 )n ieh t  identiseh Null ergeben~ stetige Randwerte 
regularer Innen-bezw.  Aul3enfunktionen sind. Eine LSsung der 
Gleichungen (4) gibt also eine LSsung des Problems (I), wean sigh 
in (2) die Ausdrtieke (I) + und d)- identiseh Null ergeben; wenn 
nicht~ so 15sen uns die Funktionen (I) + und (I)~- ein ~thnliches 
R i e m a n n sches Problem (I'), welches wir ~ d a s b e g 1 e i t e n d e 
P r o b 1 e m v o n (I)" nennen wollen. 

Welcher der beiden Falle eintritt~ li~13t sieh bier night allge- 
mein entscheiden; jedenfalls enthalten die Gleichungen (4) siimtliche 
etwa vorhandenen L0sungen des Problems (I). Die Gleiehungen (4) 
besitzen nun nur eine endliche Anzahl linear unabh~tngiger LSsungen. 

1) Siehe vorangehenden Artikel. 
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Der Begriff der linearen Unabh~tngigkeit ist wegen der Linearit~tt 
des Problems (I) unsehwer zu fassen. Im n~tehsten Absehnitte 
wird dieser Begriff genauer definiert und die Frage naeh der Existenz 
der LSsungen yon (I) in jeder Hinsieht befriedigeud beantwortet 
werden kSnnen. Es wird sieh zeigen~ dai3, wenigstens wenn man 
den gesuehten Funktionen irgendwo, etwa im Unendliehen, ein 
polares Unendliehwerden gestattet, es dann stets genau n linear un- 
abhiingige LSsungen dieses verallgemeinerten R i e m a n n sehen Pro- 
blems gibt, dureh die jede weitere LSsung in einfaehster Weise 
ausdrttekbar ist. 

2. 
Dis Gleiehungen (4) k(innen naeh einem Verfahren F r e d- 

h o l m s  in folgender Weise in einer einzigen Integralgleiehung 
zusammengefal3t werden: Man denke sieh den Integrationsweg, d. h. 
die Kurve K in n tibereinander liegenden Ebenen gelegt und lasse dann 
bei der Integration z alle diese Kurven KI~ K, 2 . . . .  Kn durehlaufen. 
Man fasse nun ~-(z), ~ ( z ) , . . .  r in einer einzigen Funktion 

(z) zusammen~ die beztiglieh im 1 te~, 2 t % . . .  n te~ Blatt den Wert 
~-(z),  r162 . . .  q0~-(z) annimn-t und analog habe c (z) in  den ein- 
zelnen Bl~tttern die konstanten Werte c~, c ~ . . .  c n. 3{an setze ferner 

A~.~(z, ~) , wenn z auf K~., ~ auf Kz liegt und z~X.  K(z ,  ~) = -  2 ~ i ( ~ - - z )  

_4~ (z, ~) - -  1 
" wo z and ~ beide auf K~. liegen. K(z ,  ~) = - -  2 ~ i ( ~ - - z ) - '  

Bei dieser Definition der Funktionen ~ (z), c (z), K (z, ~)t) sehrei- 
ben sieh die Gleiehungen (4) in der einen l~' r e d h o 1 m sehen Funk- 
tionalgleiehung 

(5) c (z) = ~ (z) +/K(z ,~  ~) ~ (~) d ~, 
K, +...+K,, 

wovon man sieh sofort tiberzeugt~ wenn man alas Integral in die 
einzelnen Kin'yen entspreehenden Integrale zerlegt und dann naeh- 
einander z auf dee 1*% 2*en~ . . .  n *~ Kurve annimmt. Man wird bei 
dieser Verallgemeinerung der Lage des z aueh kurz r162 d. h. 

[% (z), ~ ( z ) , . .  %(z)] als eine LSsung des Problems I bezeiehnen 
kSnnen. 

Die Integralgleiehung (5) ist stets dann~ und zwar in ein- 
deutiger Weise, 15sbar~ wenn sie in ihrer homogenen Form, d. h. 
ftir c (z) = 0~ keine LSsung besitzt. Tritt jedoeh dieser Ausnahmsfall 
ein~ so gibt es nur dann L0sungen yon (5), wenn die gegebene 
Funktion c (z) gewissen Bedingungen gentigt. Um diese aufzu- 
stellen~ bemerken wir die Tatsaeh% dal3 die Funktionalgleiehung 

1) Man wird hier ~1 (z), h% (z), . . .  ~ (z) bei dieser Zusammenz iehung  nicht 
etwa als Zweig'e derselben in n BlAttern ~ ausgebrei teten Funkt ion  ~ (z) im Sinne 
der Funktiongntheorie  verstehen. 
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(5) in ihrer homogenen Form [ c ( z ) :  0] stets gleiehzeitig 15sbar 
ist mit der folgenden ,adjungierten" 

(6) 0 : *. (z) + fK(5 ,  z) r (~) dS~ 
K t , . .  K n  

und zwar sogar g e n ~  dutch die gleiche Anzah! LSsungen 
(z)~... r zwisehen denen keine Relation 

A, ,1 (,) + & ,(~)(~) + . . .  _~_ A&(~ (~) _= o 
mit nicht s~mtlieh verschwindenden Konstanten A besteht, wobei 
natfirlich z auf jede Kurve K~ K.2~... K~ zu liegen kommt. 

Die nicht homogene Integralgleichung (5) ist~ wie gesagt~ 
dann im allgemeinen nicht 15sba U woh! abe B wenn c (z) die fol- 
genden notwendigen nncl hinreichenden Bedingungen erftillt 1) 

0 = f c  (~).~ (5) d 
K~ . . .K , ,  

far jede der LSsungen ~ (5) der homogenen adjungierten Funktional- 
gleiehung (6). 

Es ist yon Interesse, die Bedeutung der LSsungen der homo- 
genen adj]mgierten Funktionalgleiehungen kennen zu lernen. Zu 
diesem Zweeke sehreiben wit die Integralgleiehung (6) als e in  
System yon Gleidmngen~ indem wir den Integrationsweg zerlegen 
und z naeheinander auf der 1 t~ 2~%. . .  n t~= der fibereinander- 
liegenden Kurven nehmen. Die Gleiehungen lauten zufolge der 
Definition yon K(5, z), wenn man der Funktion ~ (z) auf der • 
Kurve die Bezeichnung ~ ( z )  gibt: 

+ . . .  + A~(5, z) *+ (~)t d 

0 = 6 +  (z)_~_~_if{A,2(5, z ) ~+ (r)_~_ [A~ ((, z ) - -1]  'b+ (() --~ 

(:) + . d :  

�9 o , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

+ .. + z ) -  1] 

Diese Gleichungen ergeben sieh nun genau dutch dasselbe 
Verfahren wie die G-leichungen (4)~ wenn man sich die Aufgabe 

~) Siehe d. Verfassers: Monatsh. Math. Phys., 15, 1904, S. 118. 
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gestellt hiitte, Innenrandwerte 4 + (z), 4 + (z) . . . .  4 + (z) und Aul3en- 
randwerte 4~ (z), 42- (z)~ . . .  4~- (z) regularer analytischer Funktionen, 
die im ~ iiberdies verschwinden sollen, zu bestimmen, welche an 
der Randkurve in der Beziehung stehen 

4 + (z) = ~',~ (~) 4/- (~) + ~'~ ~ (z) 41- (~) + - . .  + ~;~. (z) 4= (5) 
([I)  

4:(~)  = ~,~ (z) ,~+ (~) + ~ ,  (~) 4 + (~) + . . .  + ~ (~) 4+ (z). 
x = l , 2 , . . . n .  

Man hlitte hier die Gleichungen 

(8, ,v 2) o = - ++ (~) -4- ~ f 4+ (0 

1 f47.(~) (s, ~r +) o = + 47 (~) + ~ j :  _ ~ d :  

folgendermaf3en zusammenzufassen 

o = ~ ' 7 +  ~i~ (~)'ri ~ + ~'~ (~)'r+ + . . .  + ~2~ (~) 'r~ + 
(ir) 

0 = - -  ~F +-{- %~. (z) q~'7--~- % ~. (z) q:~- ~ - . . .  -~  %~ (z) T + 

wobei also hier ebenfalls das zweite System die Umkehrung des ersten 
ist. Ersetzt man in (Ir) die Ausdrtteke tF+ und ~F- dureh (8) und drttekt 
naeh (Ii) die 4Z(~) dutch die 4+(z) aus, ~ so ergibt sieh ftir 
4 + (z), 4+(z),... "r genau das obige Gleichungssystem (7). 

Genau wie oben wird hier eine LSsung yon (7) eine Lssung 
des Problems (II) geben~ wenn die mit den Werten 4 + (2) bestimmten 
reehten Seiten ~F~- und qr+ in (8) sieh ident iseh Null ergeben ; 
wenn nicht~ so sind W~ und (F~ Randwerte analytischer Funk-  
tionen, welehe das Problem (II') liisen. 

Die Probleme (I) und (II') heif3en einander ,,adj u n g i e r t " ;  
ebenso ist (I') adjungiert zu ( I f ) .  

:Wir erkennen vor allem die Tatsach% dal~ jedes der Probleme 
(I)~ (I'), (II), (II') mlr eine endliehe Anzahl linear unabh~tngiger 
L0sungen besitzt ; denn das System (4) bezw. die Integralgleiehung (5), 
der siimtliche LSsungen yon (I) geniigen, besitzt in homogener Form 
c 1 --~-c~ . . . . .  c~-~-0 nur eine endliehe Anzahl v yon , l i n e a r  
u n a b h a n g i g e n " ,  d. h. solehen LSsungen q~O) (z)~ ~r (z)~... r162 (z), 
zwischen denen keine Relation! 

c~ ~(~ (~) + c~ ~(~)(~) + . . .  + c~ ~ (z) = o 
mit nieht s~imtlieh verschwindenden Konstanten C1, C,2, ... C,, besteht. 
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Wir wollen ttberainkommen zu sagen~ da~ eine LSsung ~ (z) 
im Unendliehen die Ordnung ,~ bat~ wenn z ~ q~ (z) im e~ allenthalben 
regul/~r ist~ aber nieht verschwindat~ d. h. as sind, wenn ~ (z) in 
den einzelnen Kurven aus den Funktionen q~l (z)~ ~02 (z), . . .  %~ (z) 
bestaht, die Ausdriieke 

z -~  % (z), z - "  % (z), . . .  z- '~ ~ (z) 

im Unendliehen nieht samtlieh Null. Einer positiven Zahl ~ ent- 
spricht ein Pol ~er Ordnung im Unendlichen und einem negativen 
eine Nullstelle I~ [~er Ordnung. 

Die LSsungen~ welehe sich aus (5) ergeben, fiihren auf Funk- 
tionen, welche im Unendlichen regular sind~ d. h. entweder endlieh 
sind oder daselbst eine Nullstelle besitzen. Die LSsungen yon (I), 
welche im Unendlichen verschwinden~ ergeben sieh ~berdies samtlieh 
aus der homogenen Integralgleiehung (5) (c 1 ~ % . . . .  ~ c~--- 0. 
Da die homogene Integralgleichung (5) nur eine endliehe Anzahl 
linear unabhangiger LSsungen besitzt, so ist die Ordnung des Null- 
werdens der LSsungen yon (I) im Unendliehen beschrankt; denn~ 
wenn ~ (z) ira Unendlichen eine l'~nllstelle io t"r Ordnung hat~ so sind 
die C-rSl~en 

(z), z ~ (z), z~qo (z), . . .  z P - ~  (z) 

infolge der Linearitat des Problems (I) ebenfalls LSsungen des 
Problems (I)~ die im Unendliehen noeh samtlieh verschwinden~ also 
aus der homogenen Integralgleiehung (5) fliW]en. D i e s e  LSsungen 
sind nattirlich untereinander linear unabh~ngig~ und da es nur eine 
endliche Anzahl linear unabhangiger im Unendliehen versehwin- 
derider LSsungen gibt~ kann p eine gewisse ganze Zahl nicht fiber- 
schreiten. Aus demselben Grunde fo]gt aueh: dal~ jedes der Probleme 
(i)~ (I'), (II)~ (If') nur eine endliche Anzahl im Unendliehen ver- 
schwindender linear unabhangiger LSsungen besitzt und die Ordnung 
des Verschwindens eine endliche ganze Zahl nieht itberschreitet. 

Aus dieser U'berlegung folgt~ da~ das zu I' analoge Problem 

(i') o + r d 0~- + . . .  + 
<~-- %)~' (~--%)~ (~-- Zo) ~' ~' 

z ~ I~ % . . .  n 

wenn s z o ein Innenpunkt genommen wird: keine im Unendliehen 
regulare LSsung ~ besitzen kann, wenn p gentigend grol] ge- 
nommen wurd% well man sonst aus dieser LSsung yon (I') sofort 
eine LSsung yon (I') herleiten kSnnt% welehe im Unendlichen eine 
Nullstelle mindestens io te~ Ordnung hatte. Diese LSsung wfirde man 
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erhalten, wenn man ftir die Aul~enfunktionen O~-, d ) ~ . . .  0~- die 
Ausdrticke 

(~__Zo)~' (Z__Zo)--~'"'(~__Zo)~ 
nimmt~ welche infolge tier Regularitlit der (I)~- im Unendlichen min- 
destens in p~'~ Ordnung verschwinden. Aus demselben Grunde 
wird die za (II') analoge Aufgabe 

( f i , )  o = - , F  + + ~'~ (~)  * ~ (~) ~ ~ ;f',7 
(~-- ~o)~ ~7 § ( ~ .  ~o) ~ , v ;+ .+(~_~o)~  

bei geniigend grol~em~io mit (I') gleichzeitig keine LSsung haben. 
Die Probleme (I') und (II') sind nun die begleltenden Pro- 

bleme y o n  

(~-- Zo)' ) ( Z - - ~ o )  ~ ( ~ - - Z o )  ~ ~'~ (~) 
x ~ l , 2 , . . . n  

beziehungsweise yon 

(fl) r (z2~ ~r ( ~ ) + - t  (~-~o) '~ 

Die beiden Probleme (5 und (fi) f~hren auf analoge Integral- 
gleichungen wie (I) und (II). Es sind nur tiberall die Koeffizienten 

~.~.(z) durch ~.~(z) ~ ~,.' z~.( ) folglich durch(z--Zo)~';.(z)zuersetzen, 
(z-- ~0) ~ 

wodurch die Voraussetzungen der Stetigkeit und Differentiierbarkeit 
nicht verletzt werden. Diese zu !4), (5) und (6)~ (7) analogcn Integral- 
gleichungen - -  (4), (5) und (6)~ (;/) m(igen sie hei~en - -  haben jetzt die 
5emerkenswerte Eigenschaft, nur LSsungen von (I) bezw. (il) za 
liefern~ da die entsprechenden beg]eitenden Probleme !I') und (II') 
ohne LSsung sind. Aus eincr LSsung des Problems (I) wird mar~ 
nun sofbrt eine LSsung des ursprtinglichen Problems (I) erhalten~ 
indem man als Aul3enfanktionen T~ (z) die Fanktionen (z-zo) Z~ ~ (z) 
nimmt, die Innens ~ (z) aber beibeh~tlt. Die so erhaltenen 
LSsungen sind im Unendlichen im allgemeinen nicht reguli~r~ sondern 
besitzen daselbst einen Pol hSchstens pt~. Ordnung. 
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Die gleichzeitige Betraehtung der Probleme i, I ,  II, II' gibt 
uns nan nicht nu~" die Existenz der LSsung des verallgemeinerten 
R i e m a n n s c h e n  Problems (I), sonclern gibt direkt ein , F u n d a -  
m e n t a l s y s t e m "  yon n linear unabh~tngigen LSsungen~ durek 
welche jede weitere LSsung yon (I) linear mit in z rationalen 
Koeffizienten darstellbar ist. 

Die Existenz des Fundamentalsystems folgt,aus dem merk- 
w~irdigen Umstand~ dab die Integralgleiehung (4) bedingungslos 

lSsbar ist~ wie man die konstanten Werte c1~ c~, . . .  c,, welche die 

Funktionen ?~- (z), ?~- (z ) , . . .  ?~- (z) im Unendliehen annehmen sollen, 
aueh w~thlt. Dies wird feststehen, wenn wir zeigen, da{~ bei etwaiger 

LSsbarkeit der homogenen Integralgleichung (7) die Integralbectingun- 

gen far die LSsbarkeit yon (4) yon selbst erfallt sind. Es sei zu diesem 

Behufe ~ (z) eine Lssung der homogenen Integralgleichung (6). An 

den einzelnen fibereinander liegenden Kurven hat ~ (z) die Werte 

~+(z)~ `6+(z),. . .  ~+(z), welche die Integralgleichungen ({) tSsen 
and wegen tier UntSsbarkeit des beg]eitenden Problems, wie bereits 

gesagt, (li) lSsen~ also Randwerte regul~rer Innenfunktionen sin(]. 
Die Integralbedingung far die LSsbarkeit der nichthomogenen In- 

tegralgleiehung (5) lautet 

wobei das Integral iXber alle Kurven erstreekt wird. Zerlegt man 
mm das Integral auf die den einzelnen ,Kurven,entspreehenden 
Teile und ber~eksiehtigt die Bedeutung yon e (z) und ,6 (z), so lautet 
diese Bedingung 

Diese Gle[ehung ist rain bei ganz willkiirliehen Konstanten. 

c~ c ~ . . .  c~ erffillt~ weiI die darin enthaltenen Integrale naeh 6era 
C a u c h y sehen Integralsatze samtlieh identisch verschwinden~ denr~ 
die Funktionen ,6+ (z) sind stetige Randwert% denen regul~tr ana- 
lytische Funktionen des Innengebietes am Rande sich stetig an- 

sehlie~en. 1) Da diese Bedingung far jede LOsung ~ (z) der homogenen 

~) Zur Giltigkeit des C a u c h y s c h e n  Satzos ist die Voraussetzung der 
Differentiierbarkeit tier Randwerte nicht erforderlich. 
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adjungierten Integralgleiehung (6) erRillt ist~ ist die LSsbarkeit 

d )  * * * yon bei willktirliehen Konstanten c~ c ~ . . .  c~ dargetan. 
Von dieseal Umstande maehen wir nun Gebrauch und treffen 

n "verschiedene Wahlen fiir das System der Konstanten cl,  c ~  . . .  c,,~ 

indem wir im z ten System nur c~ ~ 1 setzen~ al]e fibrigen Kon- 
stanten gleich Null annehmen. Die ~, Systeme yon Konstanten 
lauten also 

1, 0~ . . . .  0 

(8) O, 1 , . . . .  0 

O~ 0 7 . . . .  1 

und jedem entsprieht eine L~sung des Problems (I). Wenn die 

Auf~enfunktionen einer solchen LSsung mit ~-~ (z), ~-* (z)~... cr (z) 
bezeichnet werden: so verschwinden im x te~ System im Unendlichen 

alle Funktionen~ mit Ausnahme yon ~r welehe den Wert 1 
annimmt. 

Aus diesen Lssungen bekommt man naeh dem oben Gesagten 
unmittelbar LSsungen des Problems I~ wenn man die Auf~enfunk- 

tionen ~r ( Z - - Z o )  v multipliziert~ also ~-(z)~(Z--Zo)VCC-(z) 
setzt. Man bekommt so genau n LOsungen yon (I)~ welche dureh 

~(~) (z) = [~(') (z), v~" (') (z), . . . ~ -  (') (z)] L 1 
~(e) . (.2) . (2) 

(9 )  = . . -  

C ) (~) = [ C  ~ (~), ~ ~) (~), . . .  ~" ~) (~)] 
bezeiehnet werden mSgen. Aus ihrer Iterkunft folgt~ dab die n LS- 
sungen q~o) (z), q~(2) (z)~... qCn) (z) im Unendliehen genau einen Pol 
p ~  Ordnung haben~ weft in der LSsung ~0 (~') (z) die Entwieklung 
der Funktion ~(~)(z) mit dem Gliede zV@. . ,  beginnt~ wahrend 
in den'fibrigen l?unktionen yon ~(~')(z) ein Glied der pto~ Ordnung 
nieht vorkommt. 

Es ist natiirlieh nieht ausgesehlossen, dal] das Problem (I) 
aueh solehe LSsungen besitzt~ welche im Unendliehen nur in einer 
niedrigeren Ordnung als der jo *~ unendlieh werden oder selbst eine 
Nullstelle besitzen. Solehe LSsungen wtirden sich aus den LSsungen 

der homogenen Integralgleichung (5) c~ (z) = 0 ergeben, umgekehrt ftihrt 
jede LSsung yon (I)~ wenn sie im Unendliehen niedrigerer Ordnung 
als der pt~ ist~ auf eine im Unendlichen verschwindende LSsung 
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yon d ) u n d  mithin auf sine LSsung der homogenen Integral- 
gleiehung (5). Die Anzahl linear unabh~tngiger LSsungen der  ho- 
mogenen Integralgleiehung (5) ist nm" eine endliehe, woraus dann 
folgt~ dal~ es nut" eine endliche Anzahl linear unabh~ngiger LSsungen 
yon (I) gibt, welehe im Unendliehen eine niedrigere als die/)t~ 
Ordnung haben. 

3. 

Die gefundenen n L5sungen (9) des Problems (I)~ n~tmlieh 
~?(1)(z), c?(2)(z),... @~)(z), haben die Eigensehaft, dug es keine Re- 
lation der Form 

( lo)  o = R1 (z). ~(~)(~) § R~ (~) ~o(~)(~) ~ . . .  + R~,(~) ~(")(~) 

gibt, worin R 1 (z)~ R~ (z)~.. .  R,  (z) ganze rationale Funktionen yon z 
sind~ die nieht s~tmtlieh identiseh versehwinden. Man hat~ um dies 
zu zeigea~ nur naeheinander z im 1 ~  2 ~  . . .  n t~ Blatt zu nehmen, 
d. h. den ~(X)(z) einen unteren Index x za geben; so ergeben sieh 
dann ~, Gleichungen for R 1 (z)~ R~'(z) , . . .  R~(z), welehe, well die 
Determinante I (~) %. (z) l nieht identiseh Null ist~ naeh den R (z) auf- 
gelSst werden ksnnen und alle R (z) identiseh Null ergeben. Das 
Niehtversehwinden yon t~(~')( z ) x  I ergibt sieh sehon aus dem Ver- 
hahen der Funk tionen @~])(z) im Unendliehen. 

Aus der Linearit~t des Problems (I) folgt~ dal~ wenn 
@)(z), ~(2)(z),... ~~176 LSsungen des Problems (2) sind, aueh jeder 
Ausdruek 

( u )  ~ (~) ~(~(~) -f- R~ (~) ~(~) -t- "�9 q-  R,~ (~) ~(~)(~), 
worin die Koeffizienten irgend welehe r a t i o n a 1 e Funktionen yon z 
sind~ ebenfalls eine LOsung yon (2) ist. Wir  ksnnen abet" zeigen~ 
dug aueh jede L~Ssung des Problems (I)~ wenn sie hSehstens polar 
nnendlieh wird~ dutch einen Ausdruck (11) gegeben ist. 

Um dies za zeigen, sei ~ (z) = [~h (z), r (z), . . .  ~?~ (z)] irgend 
eine L0sung yon (I), welche im Unendliehen einen Pol (p @-~)*~ 
Ordnung hat~ wobei daselbst die hSehsten Glieder in den Ent- 
wieklungen der Funktionen ~ (z), pz (z)~ ... ~ (z) die folgenden sind: 

~ F + ~ + . . . ,  ~ + ' + . . . ,  . . . : ~ + ~ +  .... 

Die LSsung 

al ~ ~(~)(~) + ~ ~'. ~(~(~) + . . .  -k- a,~ z ~ . ~(~o (z) 

hat nun genau dieselben Anfangsglieder~ so dal3 also die Differenz 

Mona~sh. ftir l~I~Ihemat~ik u. Phys ik .  N I X .  Jahrg .  15 
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eine neue LSsung des Problems (I) ist~ die aber im Unendliehen 
einen Pol htichstens (p @ v - - l )  t~ Ordnung hat. Daraus folgt, dagl 
man einen Ausdruek (11) bestimmen kann, weleher mit ~ (z) im 
Unendlichen in allen Gliedern, die die ( 1 9 - 1 )  t~ Ordnung iiber- 
sehreiten~ tibereinstimmt. Diese durch die Funktionen (9) in der 
Form (11) darsteilbare LSsung bezeichne ich kurz mit {~ (z)}. 
Die LSsung ~ ( z ) -  {~ (z)} hat nach der Kon~ruktion vo n {•.(z)} 
im Unendlichen htiehstens einen Pol ( p - - 1 )  ter Oranung. lvlan mlde 
sich naeh demselben Verfahren die LSsungen 

(12) ~ (2) - -  {~ (2)}, z ~ (z) - -  {z ~ (z)}, 2/~ ~ (2) - {z~ ~ ( 2 ) } . . .  

wodureh man eine unbegrenzte Reihe von solchen Liisungen be- 
kommt, welehe im Unendlichen niedriger als ptor Ordnung unendlich 
sind. Da es nun nur eine endliche Anzahl solcher linear un- 
abh~tngiger Lssungen yon (I) gibt~ so mu~ zwischen einer endliehen 
Anzahl der ersten Glieder der Reihe (1~) eine lineare Relation 

+ A,[2  v ( 2 ) -  v 
mit konstanten Koeffizienten AoA~. . .  A~, bestehen. Aus dieser 
Relation folgt nun, wenn R (z) ~--- A o -~ A 1 (z) -~- ...  -~- A~ 2 ~ gesetzt 
wird, ffir die LSsung ~ (z) eine Relation der Form 

(13) R (z). qo (z) = R~ (z). ~(~)(z) -t- R2 (z) ~0 (2) ( z )@. . .  @ R,~ (z) r 

worin R (z)~ R x (z), R~ (z), . . .  R.  (z) ganze rationale Funktionen yon z 
sin& Dadureh ist die lineare Darstellbarkeit jeder LSsung durch 
das Fundamentalsystem (9) mit Hilfe in z rationaler Koeffizienten 
nachgewiesen. 

Statt des 1)undamentalsystems (9) kann man lr=end welehe 
(1) (~) (n) n L~sungen /J' (z),/; '  ( z ) , . . .  F (z) zur Darstellung verwenden, 

wenn sie derart linear unabh~ngig sind, dal~ zwisehen ihnen keine 
Relation der Form 

0 = R 1 (z). F (1> (Z) @- R. 2 (Z) ~,(,o)(z) -~- �9 �9 �9 -~-/~n (2/) F (n) (2) 

bei in z ganzen rationalen Koeffizienten existiert. Diese LSsungen 
sind ni~mlich dureh das obige Fundamentalsystem (9) linear dar- 
stellbar 

j~(1) (Z) : rll (2). (t) (1) (~) + r21 (Z) ~0(2) (2 r @ ' ' ,  @ rnl ~*) q)(a) (21) 

(14) ];(~)(z) = r~2 (z), ~(~)(z)+r~2(z)~(~)(z)@ . . .  @r~2 (z) ~ 00 (z) 

.~/,(n) (2) = ~'ln (8"  ~(1)(2) + }'2n (2) ~)(2) (2) + . . .  + r n n (2:) qo @) (Z)~. 
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wobei die Determinante ]r~z(z) l nieht identisch Null sein kann, 
weil sonst daraus nach einem bekannten Determinantensatze eine 
lineare Relation zwisehen F(1)(z), F(2)(z) . . . .  F(n)(z) mit in z ra- 
tionalen Koeffizienten fliei~en wtirde. Die Gleichungen (14) 
sind nach ~(1)(z)~(2)(z)~ . .  ~(*')(z)umkehrbar~ so dal3 also jede 
L(isung yon (I) aueh durch F(1)(z), F(2)(z) , . . .  F (n)(z) sich linear 
darstellen li~I3t. 

Es hat ein Interess% aus den unendlieh vielen miiglichen 
Fundamentalsystemen ein solches herauszunehmen, welches yon 
allem Nebensachliehen mtiglichst frei ist und somit durch die Problem- 
stellung nach Tunlichkeit eindeutig festgelegt ist. Aus diesem Grunde 
bestimmen wit t in Fundamentalsystem F~ F(~)(z) , . . .  F(n)(z), 
so dal3 durch dasselbe jede LSsung des verallgemeinerten R i e m a n n- 
schen Problems, wenn sic im Endlichen iiberall reguli~r ist~ schon 
mit in z g a n z e n r a t i o  n a 1 e n Koeffizienten sich linear ausdrtickt. 
Dieses Fundamentalsystem wird folgendermal3en bestimmt: 

Man nehme als F0)(z) eine im Endlichen reguli~re LSsung 
des Problems (I)~ welche im Unendlichen die kleinstmSgliche Ord- 
hung v~ hat. Die Zahl v~ ist dann in eindeutiger Weise bestimmt, 
denn es gibt nicht zu jeder noch so grol3en negativen Ordnung 
(d. h. Nullstelle positiver Ordnung) LSsungen des Problems I. 
Hierauf nehme man eine zweite yon F (1) (z) verschiedene LSsung 
F(2)(z) yon der kleinsten noch msglichen Ordnung v~ welter be- 
stimme man eine dritte dureh F(1)(z) und F (2) (z) linear nicht dar- 
stellbare LSsung F(3)(z)~ wieder yon niedrigster Ordnung im 
Unendliehen u. s. w. Das Verfahren wird naeh n Schritten 
n linear unabhangige L~sungen F 0) (z)~/;,c2) (z), . . F (~0 (z) yon den 
beztiglichen 0rdnungen vl, ve ~ . . .  v~ liefern. Die ganzen Zahlen 
va, v ~ , . . ,  v, sind in eindeutiger Weise bestimmt und bilden eine 
nicht fallende Reihe ~1 ~ v2 -<- �9 �9 �9 v~ < v,. 

Aus der Konstruktion dieser LSsungen F (1) (z), F (2 (z), . . .  F (") (z), 
welche als linear unabhangig ein Fundamentalsystem bilden~ folgt 
der Umstand, dM3 ein linearer Ausdruck 

A, F(~)(~) + A~ F ~~ (~) + . . .  + A~ F c~) (z) 

bei nieht identiseh verschwindenden Konstanten A~, A 2 ~ . . .  A~ 
nirgends in einem endlichen Punkte z o einen Nullpunkt hat. Setzt 
man n~mlieh A~ F (~) (z) -~  A~ F (2) (z) + . . . -~  A~ F (n) (z) - -  (z Zo) F(z) ,  
so hat man in F (z) eine LSsung yon (I)~ welehe im Unendliehen gewil3 
eine niedrigere 0rdnung hat als das letzte F (~) (z)~ welches noeh einen 
nieht versehwindenden Koeffizienten A~. hat. Da sich nanmehr 
F (~') (z) durch F (1) ( z ) , . . .  F (~ 1) (z) und F (z) ausdrtieken li~13t~ somit 
F(~')(z) durch F(z)~ welches yon niedrigerer Ordnung ist, vertreten 

15 ~ 
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lieg% hatte man hierin einen Widersprueh mit der Herstellung des 
Fundamentalsystems F (~) (z), F (2) (z) . . . .  T '(~) . 

Lauten diese LSsungen 

F (1> (z),... F? (z)] 
F; F 

1, '~') (z) = rF(">< " [ a tz), _~")(z) ,  F(')(zh] 
�9 '" n \ ]J) 

so ist die Determinante 

in jedem im Endliehen liegenden Punkte endlieh und yon Null 
versehieden. Wtirde ni~mlieh diese Determinante fiir z ~  z o ver- 
schwinden~ so kSnnte man ein System nieht s~tmtlieh versehwin- 
dender Konstanten A 1 A ~ . . .  A~ aus den Gleiehungen 

(~) - F (2) <~ �9 A F~ '0 A~ ~:  Go) + .4~ ~ ~o) + -  . + (~o) = o 

z . - -  1}2~ . . . n  

bestimmen~ so "dal~ die LSsung 

in  z o e i n e n  Nullpunkt h~ttte - -  e in W i d e r s p r u e h .  

Der unendlieh ferne Punkt  maeht hier eine Ausnahme. Be- 
zsiehnet man jedosh wie oben v~ die Ordnung der Lt~sung /P(~')(z) 
im Unendliehen~ dann ist die Determinante 

(16') _E~ (.z! 
( ~ - -  Zo)'~ 

im Unendliehen yon Null versehieden~ so dal3 also die Sonder- 
stellung des unsndlieh fernen Punktes sofort beseitigt werden kann~ 
wenn irgend sin anderer Punkt z 0 ausgezeiehnet wird. Der Beweis 
des Niehtversehwindens der Determinante (16') im Unendlishen 
wird genau wie vorhin geftihrt; die gegenteilige Annahme steht 
im Widerspruehe mit der Definition des Fundamentalsystems (15). 

Nunmehr beweisen wit mit Leiehtigkeit~ dal~ jede im End- 
lichen regulate LSsung qo (z) des Problems (I) dutch das Fun&-  
mentalsystem (15) linear darstellbar ist, und zwar mit in  z g a n z e n  
r a t i o n a l e n  Koeffizienten. Die Darstellung ist jedenfalls mit 
rationalen Koeffizienten in der Form 

R ([,~) . (p (,~) = I~ I (g) _J t~(1) (Z) + J[~, (,~) --~(2)(~) + , ' "  + ]~n ({) .~(n) (Z) 
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mSglieh, so dug R(z), Rl(z), R 2 ( z ) , . . .  R,~(z) ganze rationale Funk- 
tionen yon z sind, die wir ohne einen gemeinsamen Teller 
voraussetzen kSnnen. Ware nun R(z) keine Konstant% so ent- 
wickeln wir samtliche Funktionen R1(z), R 2 (z)~. . .  R,~(z) in der 
Umgebung einer Nullstelle z o yon R(z).  Es ergibt sieh dann~ dal3 

Rl(~o). f ('~ (~) + ie2 (50)~2~(z) +. . .  + R~ (Zo) F ~> (~), 

was ebenfalls eine LSsung yon (I) ist, im Punkte z ~ z  o einen 
�9 Nulllaunkt hatt% denn Rl(zo) , R,z(zo), . . .  R~(zo) sind in den Koeffi- 
zienten R (z)~ R~ (z), ... R~ (z) der obigen Gleiehung die konstanten yon 
(z--zo) freien Teile. Daraus folgt aber, dal~ R~(zo), R2 (zo) ~ . . .  R~ (zo) 
samtlich verschwinden~ was auf das Vorhandensein eines gemein- 
samen Tellers der Funktionen R (z)~ R l ( z )~ . . .  R~(z) {~ihrt~ was ein 
Widerspruch ist. Es kann also R (z) keine Iqullstelle besitzen. Jede 
im Endliehen regul~re LSsung ~ (z) yon (I) ist daher in der Form 

(17) ~ (~) = R~(z) F (~) (~) q-  R.,. (~) F~! ) (~) -+-... + R~ (z) F (~ (~) 

darstellbar, wobei R,(z)~ R~ (z) . . .  R~ (z) gauze rationale Funktionen 
yon z sind. 

Das Fundamentalsystem (15) hat die Eigensehaft~ mit kon- 
stanten Koeffizienten eine L6sung $ (z) linear darzustellen, welehe 
in einem irgendwie gegebenen~ im Endlichen liegenden Punkte z o will- 
kiirlieh vorgesehriebene Anfangswerte %(zo) ~ ,~_~ (zo) ~ . .. $~ (zo) an- 
nimmt. Die Existenz einer solchen LSsung folgt aus dem :Nicht- 
versehwinden der Determinante 12v~)(z)I. 

Man kann das Ergebnis folgendermal]en zusammenfassen: 
D a s  v e r a l l g e m e i n e r t e  R i e m a n n s e h e  P r o b l e m  (I) 

b e s i t z t  s t e t s  e in  F u n d a m e n t a l s y s t e m  y o n  n s o l e h e n  
L S s u n g e n  (15), d i e  j e d e  w e i t e r e L s s u n g  de s  P r o b l e m s ,  
w o f e r n  s ie  im E n d l i e h e n  t i b e r a l l  e n d l i e h  a n d  aul~er- 
h a l b  de r  R a n d k u r v e  r e g u l a r  i s t~  d e r a r t  l i n e a r  dar-  
s t e l l t ,  dal~ d i e  K o e f f i z i e n t e n  g a u z e  r a t i o n a l e  F u n k -  
t i o n e n  y o n  z s ind.  Be i  d i e s e m  F n n d a m e n t a l s y s t e m  
v e r s e h w i n d e t  d i e  D e t e r m i n a n t e  (16) in k e i n e m  im 
E n d l i e h e n  l i e g e n d e n  P u n k t e ,  i m  U n e n d l i e h e n  s i n d  
j e d o e h  d i e  E l e m e n t e  de r  D e t e r m i n a n t e  (16') s a m t l i c h  
end l ieh~  d i e  D e t e r m i n a n t e  (16') s e l b s t  y o n  N u l l  v e r -  
s e h i e d e n .  

Dutch dieso Untersuehung ist aueh die Frage naeh der all- 
gemeinsten LSsung yon (I)~ welehe im Au~en- und Innengebieto 
regular sieh verhalt und eine endliehe Anzahl yon Polen besitzt~ 
vollstandig beantwortet. Sie l~l~t sieh dutch ein Fundamentalsystem, 
etwa durch (15)~ mit in z rationalen Koeffizienten linear aus- 
driJ.eken. Die Frage last sieh noeh in einer sehr verallgemeinertert 
Form beantworten~ naeh den L6snngen etwa~ die im Aul~en. und 
Innengebiet% wo sie existieren~ regular sind und am Rande der 
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Aufgabe (I) entspreehen. Aus dem Nichtversehwinden der Deter- 
minante (16) wtirde sieh ergeben, dal~ auch jede solehe L~isung 
sieh dureh einen Ausdruck (17) ergibg wobei aber die Funktionen 
Rl(z)~ R~(z)~ ..... Rn(z) im allgemeinen nicht rational, wohl aber im 
Aufien-und Innengebiete eindeutig sind and auch durch die Rand- 
kurve stetig hindurehgehen~ d. h. wo endlieh, auch regular ana- 
lytisch sin& 

. 

Das Ri e m a n n sche Problem verlangt in seiner ursprting- 
lichen Form ein System yon n Funktionen Ya (z), y~ (z)~ . . .  y~ (z)~ 
welche bei analytischer Fortsetzung um gegebene singulare Punkte 
al~ %~. . .  a,~ in lineare Kombinationen ihrer selbst, und zwar mit 
willktirlicb gegebenen konstanten Substitutionskoeffizienten~ fiber, 
gehen, im fibrigen sich eindeutig verhalten und nirgends yon un- 
endlich hoher Ordnung unendlich werden. Um fiir diese Funktionen 
einen Bm-eieh zu erhalten~ we sie eindeutig verlaufen, hat R i e m a n n 
dem Problem eine zweite Fassung gegeben~ nach dieser wird 
durch die singuliiren Punkte a~ a s . . .  aM eine in sieh geschlossene~ 
sich nicht schneidende Kurve K gezogen~ dann werden n Funktionen 
y+(z), y~(z),...~/+(z) im Innengebiete getrennt v0n y~(z), ~7(z),... yT(z) 
im Aul~engebiete derart definiert~ dal~ zwischen den Aul~enrand- 
werten YT, Y T , . "  Y :  und Innenrandwerten ~/+, Y+2, y+ in gegen- 
fiberliegenden Uferpunkten der Kurve K lineare umkehrbare 
Relationen 

v-;=c +, 
x - - -  1~ 2 ~ . . ,  n 

bestehen~ wobei die Substitutionskoeffizienten c~ ;. l~Lngs dues ganzen 
Kurvenstiiekes, welches nur je zwei aufeinander~olgende Punkte 
a I as, a.~ a a . . .  a~_~ a,~ a,~a, verbindet~ je ein System yon gegebenen 
Konstanten ist. 

Dal~ derart bestimmte Funktionen y~-(z)~ y~ (z)~ ... yT(z) bei 
analytisehen Fortsetzungen auf geschlossenen je einen singuli~ren 
l~unkt einschliel3enden Wegen in lineare Kombinationen ihrer selbst 
iibergehen~ wird s wenn man gezeigt hat~ da~ die Aul]en- 
funktionen bei Vermeiden der Verzweigungspunkte tiberall~ we sic 
endlich sind~ tiber die Kurve K ana]ytiseh fortsetzbar Sind~ und 
zwar im Innengebiete in lineare Kombinationen der Innenfunktionen 
fibergehen. Dies lgi~t sich leicht folgenclermal3en best~ttigen: Man 
bilde aus den Innenfunktionen y+~(z), y+(z)~ y~(z) die im Innen- 
gebiete definierte Funktion 

r + = + + .  + 
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Die so bestimmte Funktion stimmt l~tngs des Kurvenstttekes 
yon K, dem die Koeffizienten c~ entsprechen, fiberall mit den Rand- 
werten der Aul]enfunktion y~ (z) fiberein. Die C a u e h y sehe Integral- 
formel zeigt dann unmittelbar, wenn sie auf ein fiber dieses Kurven- 
st~iek hinabergreifendes Gebiet angewandt wird~ dal3 Y+ (z) die ana- 
lytisehe Fortsetzung yon y~ (z) ist, dal~ sich also auger in a 1% ... a,~ 
die Funktionen y~-(z), y~ (z ) , . . .  y~-(z) in allen Randpunkten, wenn 
sie endlieh sind~ regul~tr verhalten. 

Bezeiehnet man die Substitution (18) zwisehen zwei singularen 
Punkten a,a~+l mit So, die inverse mit S: -1, so erleidet das Funk- 
tionssystem y~-(z), y~-(z) . . .  y~-(z) bei einer Fortsetzung um den 
Punkt a~ die Substitution Y = S-~1 S und zwisehen den Umlaufs- 
substimtiouen Y~I, 22,- . .  ~ ,  die den einzelnen singulKren Punkten 
entspreehen~ besteht die Relation Y~Y~2 ""Y~m ~-~-1" Jedem ge- 
sehlossenen Umlauf wird eine durch die Basissubstitutionen 
Y~ Y~2 . . . .  Y~,~ ausdrtiekbare Substitution entsprechen, ihre Ge- 
samtheit hei$t die , M o n o d r o m i e g r u p p e "  der Funktionen 
5'1, Y~, �9 �9 �9 ],~. 

Obwohl das R i e m an n sehe Problem in dieser zweiten Formu- 
lierung mit dem bereits gelSsten der Form naeh fibereinstimmt, 
sind doch dis ExistenzsKtze nieht unmittelbar anwendbar~ wail das 
System der Koeffizienten c~ die oben ftir die Koeffizienten a,~.(z) 
geforderte Bedingung der Stetigkeit nieht erftillen. Man wird des- 
ha|b, wie dies ja bei Randwertaufgaben haufig genug gesehieht, 
das vorliegende Problem mit Hilfe bekannter Funktionen geeigneter 
Unstetigkeit auf ein naeh der auseinandergesetzten Methode 
l~sbares Problem zurfickftihren. Diese Funktionen bieten sieh bier 
yon selbst dar in den sogenannten kanonischen Funktionen~ welche 
beim Umlauf um einen singul~tren Punkt nur einen konstanten 
Faktor annehmen~ mithin eine bekannte analytisehe Gestalt haben. 

Um diese Funktionen zu erkl~tren, bezeichne ich das Resultat, 
welches aas einer Funktion y (z) naeh einem Umlauf um den sin- 
gul~ren Punktes a, entsteht mit y~ (z). Besitzt die Umlaufssubstitu- 
tion Y dasKoeffizientensystem (7~), so lautet die Substitution~ 
welehe bei dieser Fortsetzung die Funktionen y~ (z)~ y~ (z) . . . .  y~ (z) 
erfahren, folgendermal3en : 

(19) ----- �9 § + . . .  - t-  (z). 
z ~ l , 2 , . . . n  

Dabei wollen wir unte r gl (z)~ Y2 (z), . . .  y~ (z) die im Augen- 
gebiete eindeutig erklarten Funktionen y~- (z), y~- (z), ... y~- (z) ver- 
stehen, indem wir der kfirzeren Sehreibweise halber das Zeichen - -  
weglassen. Diese Funktionen sind dann natarlieh auch im Innen- 
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gebiete eindeutig~ wenn es s wo die Fortsetzung ins Inncn- 
gebiet vollzogen wurde. 

Aus den Funktionen Yl (z), y~(z)~ .. .  y~(z) wollen wit mit 
tIilfe konstanter Koeffizienten c 1 c ~ . . .  c,~ solehe Funktionen 

(20) ~ (z) = cl Yl (z) + Ca ~a (z) + "  ": + c,~ Y~ (z)" 

bestimmen~ daf~ aus ~(z) naeh analytiseher Fortsetzung um a~ die 
Funktion ~1 (z) = ~. ~ (z) hervorgeht~ wobei ~. eine Konstante ist. 
Aus 

1 1 1 1 

und den Gleichungen (19) ergibt sieh zur Bestimmung der Koeffi- 
zienten c~ c a . . .  c~ ein System yon n homogenen linearen Gleichungen~ 
zu deren LOsbarkeit das Verschwinden ihrer Determinante~ d. h. 

711 - -  )'~ 712~ �9 . .  7: 

(21) ";21~ 72~ - -  k~ . . . ";2 ~ = 0 
�9 . , . .  . . . .  . . . . . . . . . . .  , . . .  

notwendig und hinreiehend ist. Aus dieser Gleichung nten Grades 
sind die Verzweigungss )~i~ )'~ . . . .  k, zu bestimmen~ woraus 
sich dann fiir iedes 1,,. mindestens ein System yon Koeffi- 
zienten el, c ~ . . .  c~ ergibt. Sind insbesondere die Wurzeln yon (21) 
alle verschieden~ so verschwinden gewil~ nicht siimtliche Unter- 
determinanten einzelner Elemente and es ergibt sieh ffir jede Wurzel 
nur ein einziges System ftir c 1 : c a : . . .  : c,,~ d. h. wesentlich nur 
eine Fun;ktion if(z). Die so sieh ergebenden Funktionen ~h(z)~ 
~a(z)~., .  ~,(z) sind linear unabh~ngig, so da~ sich dureh sie 
aueh die Funktionen Yi (z), Y2 (z)~ . . .  y,~ (z) linear mit konstanten 
Koeffizienten ausdriieken lassen. Diesen einfaeheren Fall behandle 
ich zunachst~ weil sieh der allgemeine daraaf ohne Schwierigkeit 
wird erledigen lassen. 

Wegen der Umkehrbarkeit der linearen Beziehungen (18) 
oder (19) versehwindet die Determinante I-r~. ] nieht, so dal~ die 
Verzweigungsfaktore~l )~ ~,~...  ~.~ siimtlich yon Nall verschieden 
sind. Wii' kSnnen sie also in der Form 

(22) e~'~i~ eu~i~,~, . . . eo_zi~o 

annehmen~ wobei jedoeh die , , V e r z w e i g u n g s e x l ) o n e n t e n "  

Pl, P~,. . .  P, durch die gegebenen Substitutionen infolge der Pe- 
riodizitnt der Exloonentialfunktion nur his auf additive ganze Zahlen 
bestimmt sind. 
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Die analytische Form yon ~.(z)~ welches den Verzweigungs- 
faktor e 2'~~ besitzt~ ist an der Stelle a~ die folgende: 

(-::~--:  1P~ ~.(~1~o), (2a) ~.(~) Y - - ~ ' , /  . 

wobei far die in % eindeutige Funktion ?~.(zi% ) wegen der 
Forderung, dag die gesuchten Funktionen nicht in unendlich hoher 
Ordnung unendlich werden sollen, eine in a~ reguhtre Potenzreihe 
genommen werden kann. 

Den im allgemeinen vieldeutigen Funktionen ( z - - x a " . ~  ~ 

erteilen wir li~ngs des Kurvensttiekes ao_la~ zu beiden Ufern den- 
selben erlaubten Weft, wodurch eine eindeutige Bestimmungsweise 
ftir das Aui~en- und Innengebiet getroffen wurde. Auf dem Kurven- 

( z - - a ~  p~ 
st~icke a~az+l unterscheiden sigh die Werte yon \z--a~_~/ za 

beiden Ufern um den Faktor e2":iN. Es folgt daraus 

(24) C =~+ ~ ao-~"~o 

Durch die kanonischen Funktionen ~1 (z)~ -q~ (z)~ . . .  ~ (z) lassen 
sieh nun sowohl die Aul~enfunktionen y-~ (z), y~ (z)... Y-~(z) als auch 
die Innenfunktionen y~ (z), y~+ (z ) , . . .  y+ (z)linear a~lsdr~cken. Diese 
Darstellung sei 

(2~) + ~++<~ ~++. +b~"~' + 

z ~ l ~  2~ . . .  n 

und esverschwindetkeinederDeterminanten ]aj.I und I b , I  Diese 
Gleichungen mtissen den Gleichungen (18)~ d. h. 

(is) v T =  c~ v 2 +  ~.: v+-~ ... + ~ v~ + 

z ~ l ~ 2 ~ . . . n  

vollkommen gleiehwertig sein~ d. h. sic mtissen aus (25) dareh 
Eliminationen der ~-  nnd :~+ hervorgehen, wobei die Gleiehungen 
(24) zwisehen ~7 und ~+ zu bertieksiehtigen sin& Daraus s 
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dal~ die Koeffizienten a~.z und b.z mit den Koeffizienten c,,z iolgender- 
magen zusammenhiingen : 

c , . b , a §  2 . b ~ , . § 2 4 7  b ,---~a ,. langs ao_,f-'~a 
(26) = e2r.i~ " 

wobei nattirlich die Konstanten c.x im ersten Falle dem Kurven- 

stttcke a..~ao~ in zweiten a. (~+l entnommen werden. 1) 
Sabstituiert man in (25) die Werte (23) ftir die kanonisehen 

Funktionen "~. (z), so bekommen die Funktionen y~-(z) und y+(z) 
die Gestalt 

Y :  ( : ) = " :  ~:- .o-,: I : - - .o - , )  " "~ ~ ~ 

b e z w .  

. ( _ _ )  
und analoge Entwicklungen hatte man fttr die Umgebung der 
anderen singularen Punkte. 

Die ganzen Zahlen in den Verzweigungsexponenten~ tiber 
welche wir noch freie Verftigung haben, wiihlen wir nun ein- fttr 
allemal s% daft die Realteile der Pl~ P s i " "  P. negativ und absolut 

1 ausfallen, womit die Faktoren der Funktionen ?~,,(zla ) in 
der obigen Gleichung in a starker als yon der ersten Ordnung 
unendlich werden; sie bleiben aber sonst ausnahmslos endlieh. 
Eine gleiche Bestimmungsweise treffen wir ftir die slimtliehen sin- 
gulttren Punkte. 

Die Funktionen !13.(z[%) sind an der Stelle a stetig. Wir 
wollen mm y~-(z), y~-(z),.., y~,(z) sowie die Funktionen y+l(Z), 
y ~ ( Q , . . ,  y,+(z), dureh solehe Funktionen ~,(z), ~2(z),-". %,(z) 
darstellen~ welehe sich in allen singularen Punkten an die 
dortigen Potenzreihen ?~. (zlao) in hinreiehender Weise an- 
schmiegen. Zu diesem Zwecke setzen wir 

(27) 

1) Man wird den Index ~. nicht mit dem Verzwelgungsfaktor ),, ~ e 2=ie"  
verwechseln. 
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und erreichen den Zweek mit einem Sehlage, wenn 

(28) 

wobei die Summation sieh tiber je ein Glied jeder der slngul/iren 
Stellen a~ erstreckt: der obere Index ~ in a z ~ b z ~ 9z also die Zu- 
gehSrigkeit zur singnlaren Stelle a~ anzeigt. 

Die Beziehungen zwisehen den Funktionen ~ und ~0 + ergeben 
sieh aus (18) und (27) in der Form 

A,(~). ?~(z) = ~  [C~Bl.(Z) + %~B,. ( , )+ 
(29) ~--~ ~.= 

+ .+% B ~(2)] ~2(z) 

woftir man aueh identisch sehreiben kann 

A ~.(z)[~7(,)- ~2(2)] = ~ [E~. ~ B,.(~) +c~B~(2) + 
(29') z = 1 )~ = 1 

+ . . .  + c B~.(2) -- A~(2)] ~(2) .  
z = 1 ,  2 , . . .  n .  

Daraus iblgen dureh Auflssung naeh ~ -  (z) Gleiehungen der 
~ o r m  

x ~ 1 1 %  . . .  ~'t~ 

wobei aber die Koeffizienten ~z(z) nunmehr selbst in den siguli~ren 
Punkten stetig un4 einmal differentiierbar sind.  

Um die Stetigkeit der Koefilzienten ~z(z) einzusehen, be- 
aehte man, da~ rechts in (29') die Koeffizienten yon ~+ (z) aus- 
nahmslos auch in allen singularen Stellen endlieh bleiben. Diese 
Tatsaehe ergibt sieh aus der Bedeutung (28) yon A~z (2) und B~z (z) 
an der Hand tier Relationen (26), welehe zwisehen den Konstanten 
a~. ,  b~z, c ~  bestehen. Zugleieh wird man bei der AuflSsung yon 
(29 I) naeh den (z - -  ao)~z [qo 7 ( z ) -  r (z)] erkennen, dal] in der Um- 
gebung yon a. die Koeflizienten~.~ (z) sich gleieh Eins und alle ~. z (z), 
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wo x 4: i~ gleich Null ergeben his auf Gr0i~en~ welehe mindestens die 

Kleinheit yon ( z - - a ~ ) - h  haben. Daraus ergibt sich auch leicht~ dati 

der Quotient ~ (zg . ) -  ~r in ao hschstens die GrSl~enordnung 
Z 2 - -  Z 1 

yon ( z - - a , )  - ~ - ~  hat~ m(igen die beiden Punkte z 1 und z~ yon 
der gleiehen oder versehiedenen Seite yon ao l•ngs der Kurve un- 
begrenzt sieh n~thern. Der Differentialquotient verschwindet ia a~ 
bei unserer Bestimmungsweiso der p~. 

Die Determinante ] ~ ( z ) ]  hat in den singularen Punkten 
den Wert  Eins. Die Pole dieser Determinante falle% wie aus (29) 
folgt~ in die Nullstellen yon I A~ ~ (z) [. Diese besitzen keine Hitufungs- 
stell% wie aus den Werten (28) der A~a(z) sofort ersiehtlieh ist. 
Desgleichen sind die iNullstellen der Determinante I ~.z(z) I nut  in 
endlicher Zahl vorhanden~ so da~ man ohne weiteres annehmen 
kann, dal~ die Kurve K so durch die Punkte a~ a 2 . . .  a,~ gelegt 
wurd% da~ kein Nullpunkt yon l ~ z ( z ) ]  auf der Kurve liegt~ so 
da~ die Gleichung (30) langs der Kurve K ttberall umkehrbar ist. 

Nunmehr erledigen wir in Ktirze den Fall~ dal~ die Gleichung 
(21)~ der die Verzweigungsfaktoren gentigen, mehrfache Wurzeln hat. 
Wenn X ~ e2~e eine ~-fache Wurzel ist~ dann existieren gemR[~ 
der Theorie der linearen Substitutionen genau ~ durch y~ ys . . .  Yn 
linear darstellbare Funktionen ~ ,  ~ . . .  ~:~ die zwar in der Regel 
nicht sitmtlich bei einer Fortsetzung um a~ sich nur mn den kon- 
stanten Faktor itnder% doch folgendes einfache Verhalten zeigen: 

* - * .  . ~* lassen sieh in eine Anzahl solcher Die Punktionen ~ ~2 �9 ~s 
Ketten bringe% dal~ die v linear unabhangigen Funktione% nennen 
wir sie ~ ~%... ~ die eine solehe v-gliedrige Kette bilden~ mit- 
einander in folgenden Beziehungen steben. 

1 I 1 1 

(3~) . . . . . .  ~ . . . . . .  

Genau solehe Bezlehungen bestehen zwisehen den ~* der weiteren 
Ketten, wenn solehe noch vorkommen~ wobei slimtliche r~* aus allen 
Ketten, } an der Zahl, untereinander linear unabh~tngig sin& 

Um die analytische Form dieser Funktionen zu bestimmen, 
setzen wir 

1 lg z - -  a~ (3~)  u = ~ i  ~ ~ - ~  

und erteilen u auf beiden Ufern yon ao_~ a~ denselben erlaubten 
Wert~ so dagi 

~ - - - - U  + ~ 0  al.lf a~_~a~ 
(33) 

u - - -  u + = l  , a~, ao + ~ 
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wird. Wenn man dann durch 71 72 �9 �9 �9 7~ wieder solche Funktionen 
bezeichnet, welche sich beim Umlauf am a~ nur um den Faktor ~, 
i~ndern, so dab wieder � 8 8  7 besteht~ bezw., was dasselbe ist, 

7 -  - -  7 + l~ngs ao_~ a~ 
(34) 

~ -  - -  kT+ ~, a ~  a o + ~  

gilt, dann drttcken sich die Funktionen 7~ 7 2 . . .  7~ wie folgt aus: 
$ 

71--71 

(35) 72 - -  ~ d- 7~ 

7 : - -  (y ?A~ 1) 71 --~- (y 3 2 )  72 + " " " + ( ~ )  7~,__1 + 7v ~ 

Die Relationen (31) wird man besti~tigt finden~ wenn man (33) und 

(34) berticksichtigt und die E igenscha f t "  - -  " " " " " ( u T 1 } - ( u / - - = ( i u l /  

des Binomialkoeffizienten ins Auge fa~t. 
\ ~ /  \ - - /  \ / 

Wir  bekommen also auch hier im ganzen genau eine der 
Vielfachheit ~ der Wurzcl k gleichkommende Anzahl yon Funk- 
tioneni~ndern~ 1 72 . . .  7~,, die sich beim Umlattfe um ao nur multiplikativ 

Die Funktionen y~- und y~ werden sich auch bier mit kon- 
stanten Koeffizienten a,.l~ b~z in der Form (25) ausdrtickcn lassen~ 
wobei aber an der Stelle des 7~ fiberall 7~ steht. Die Gleichungen (35) 
gestatten die 7* darch die 7 darzustellen~ wonach man fiir y~- und y.~ + 
die Gleichungen bekommt 

j :  - -  . ~  (u-). W -k a~ (u-). W - k ' "  -k a~.~ (u-). 7;- 
(36) 

y+ - -  b~.l (u+). 7+ + b.~ (~+). 7+ + . . .  + b~. (~+). ~2 

wobei die Koeffizienten a ~ z ( u ) u n d  b~z(u) noch u enthalten und 
z. B. bei cler obigen v-gliedrigen Kette die Werte  haben:  

a~., v ( u )  - -  a~. v 

(37) 
\-,-/ 

b~. b~ ~ ( u )  - . ~  b~ , 

z - - 1 , 2 , . . . n .  
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Der weitere Vorgang zeigt nichts :Neues. lJberall treten an die 
Stelle der a~z, b~.z die Koeffizienten a~;.(u), b~l(u), so in den Glei- 
ehungen (26) und (28), welehe den Stetigkeitsbeweis vermitteln. 

D a s R i e m a n n s c h e P r o b l e m  l~tgt s i c h  s t e t s  a u f  d a s  
in  d e n  A b s e h n i t t e n  1 u n d  2 g e l ( i s t e  z u r i i c k f t i h r e n .  

Ftir die Folge wird uns noch wichtig sein, den Wer t  der 
Determinante [y~')I' die aus n Funktionssystemen 

y(~) ~ (i) "(~) (~ 1, 2,. n) 
1 ~ Yft ~ " " "  Y n  --'~ "" 

sich ergibt, in der Umgebung einer singularen Stelle a~ zu kennen. 
Diese Determinante hat nach (36) und (37) ftir die Aui]enfunktionen 
den Wer t  

so da~ sie sich yon der Determinante I (~) ~ (z) l der kanonischen 
Funktionen nur um den konstanten Faktor ] a . l [  unterscheidet, 
auch wen n mehrfache Verzweigungsfaktoren anftreten. 

(39)  

. 

Durch die Zurtiekftihrung des nrsprtinglichen Ri  e m a n n- 
schen Problems auf das bereits gelSste (30), ist auch die L0sbar- 
keit dargetan. Es existiert auch hier ein Fundamentalsystem yon 
n LSsungen 

<,,7 = ( z ) , . . .  YT( )j- 

Diese gehen aus einem Fundamentalsystem. ~(I)~ .r ....r 
yon (30), dessert Existenz feststeht, dureh die Gleiehungen (27) hervor. 
Wegen des Nichtversehwindens der Determinante IA.j.(z) J oder 
]B~z(z) l wtirde sieh aus einer linearen Relation zwisehen den L(i- 
sungen y(n, y(2), . . .  y(~) eine lineare Relation zwischen 90), ~(~)~... ~(") 
ergeben, und zwar mit denselben Koeffizienten. Durch das Fun- 
damentalsystem (39) ist nun auch jede LSsung des R i e m a n n sehen 
Problems darstellbar. Die Aufl(isung der Gleichungen (27) naeh 
~ -  und r zeigt ni~mlich, daI~ jede LSsung des R i e m a n n s e h e n  
Problems auf eine LSsung yon (30) ftihrt, die wegen der endliehen 
Anzahl der Nullstellen yon IA~.r(z) l u n d - ] B ~ ( z ) l  nur eine end- 
liche Anzahl yon Polen hat nnd n(itigenfalls nach Multiplikation 
mit einer geeigneten rationalen Funktion im Endlichen tiberall 
endlich bleibt. Diese LSsung ist dureh das Fundamentalsystem 
~(1), 9(2), . . .  ~(:) mit in z rationalen Koeffizienten linear darstellbar~ 
woraus dann aus (27) wieder folgt~ dai~ die LSsung des R i e m a n n- 
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schen Problems linear darstellbar ist durch jene LSsungen, die aus 
(1) ~(~)... ~(n) hervorgehen~ d. h. durch das Fundamentalsystem (39). 

Diese Reduktion zeigt gleichfalls~ daft solche L(isungen~ die 
augerhalb der Verzweigungspunkte a 1 % . . .  a~ keine Pole haben 
und in den Punkten a~ nieht starker unendlich werden~ als die 
oben zur Reduktion verwendeten der Stelle a, entsprechenden Ver- 
zweigungsexponenten ~1 P~...P~ es angeben~ im Unendlichen nicht 
eine beliebig hohe Ordnung des Versehwindens haben ksnnen. 

Bei diesem Problem R i era a n n  s hat es ein besonderes 
Interess% das Fundamentalsystem mSglichst einfach zu gestalten~ 
indem man es von ahem Unwesentlichen befreit und so einriehtet~ 
dag auger a~ a 2 . . .  a,~ kein Punkt der Eben% auch nieht der un- 
endlieh fern% eine Ausnahmsstellung einnimmt. 

Um ein solehes Fundamentalsystem herzustellen~ fixieren wir 
in den Verzweigunzspunkten die Exponenten Pl P~-..  Pn~ welche 
durch dm Monodromlegruppe nur bis auf additive ganze Zahlen 
bestimmt sind~ durch eine bestimmte Wahl dieser Zahlen and be- 
traehten nur jene LSsungen des R i e m a n n sehen Problems, welche 
in den singuli~ren Punkten auf kanonische Funktionen ftihren~ welehe 
daselbst keinen niedrigeren Verzweigungsexponenten besitzen als 
der entsprechende durch die vorherige Wah[ festgesetzte. Wenn 
wir zuni~chst dem unendlich fernen Punkte noch eine Aus- 
nahmsstellung einraumen, so gibt es gewig ein Fundamental- 
system soleher L~isungen ; denn es wtirde sieh ein solehes aus j edem 
anderen dureh Multiplikation mit geeigneten rationalen Funktionen 
ergeben, b~achdem die Existenz solcher LSsungen feststeht~ wollen 
wir ein mSglichst einfaehes Fundamentalsystem bestimmen~ welches 
den unendlich fernen Punkt auszeichnet: uns aber die Bestimmung 
des ,,primitiven" Fundamentalsystems in einfacher Weise vermittelt. 

Dieses vermittelnde Fundamentalsystem bestimmen wir nach 
der bereits befolgten Methode (Abschnitt 3)~ indem wir nacheinander 
n~ L~sungen y(~)~y(~), ...y(n) bestimmen~ jade yon allen voran- 
gehenden linear unabh~tng'ig und im Unendliehen yon einer mSglichst 
niedrigen Ordnung vl, v~; . . ,  v.  Diese Ordnungen sind eindeutig 
bestimmt und bilden eine nicbt fallende Reihe ganzer Zahlen 

, ; ~ _ _ ~ .  . ~ , ~  

Das so bestimmte Fundamenta l sys tem-  es sei (39) sehon 
ein solches - -  hat die Eigensehaft, mit konstanten Koeffizienten 
keine LSsung linear darzustellen, welche in irgend einem Punkte zo 
einen :Nullpunkt hi~tte. Wi~re namlieh in 

(40) cl y0) q_ c~ y(2) q_. . .  _j_ c~ y~ = (z--z0) Y 

Y ~  [Y~ Y2-.-Yn] eine in z o regul~tre Ltisung ocler~ wenn z o ein 
Verzweigungspunkt wiire~ doeh so beschaffen~ da$ ihre Verzweigungs- 
exponenten die oben festgesetzte Bedingung erfiillen, so wtirde diese 

o) Gleiehung zur Konstruktion des Fun~damentalsystems y ~ y(~),., y(~> 
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in einem Widerspruche stehen, da doch Y im Unendliehen yon 
einer niedrigeren Ordnung ist~ als das letzte y(~')~ welches in der 
Gleiehung (40) noeh eine yon Null verschiGdGne Konstante c~. hat. 

Aus diesem Umstande folgert man~ dal~ die Detcrminante 

I ~ (;0 

in keinem regularen Punkte versehwindet. 
In den singuli~ren Punkten herrschen ahnliche Verhi~ltnisse: 

Man dracke in einem Vcrzweigungspunkte a die Funktionen 
y(;,) .i~) ~(~0 dureh die kanonisehen Funktionen nach (36) aus: 

(36) ~') a~l(u)- (~') ~(~')• --<~) 

Well nun die Verzweigungsexponentcn r, (~') nicht unter die ent- ~s 
spreehenden Zahlen p~ P2~"" P~ gehen, hab~n die kanonisehen 
Funktionen - (~') in a folgende Anfgnge der Entwicklung 

(Z --  a) ~t [ 6:1) ~ , , .  ], (z - -  (~)~ [C21) + , , ,  ], . . .  (z--  a) ~,, IV(l) + , . .  ] 

1 ~'~ ... [c~ §  (41) ( z - ~ Y ' [ c C ~ ) §  0 - ~ )  [ c ~ + . . ] ,  (~-~7% ~ 

�9 Lu,~ §  ... ( ~ - ~ Y ' ,  [ e l " ) §  . . - ] ,  

wobei in jeder ttorizontalrelhe die kanonischen Funktionen 
.~()~ it~l'-(';*) ~ l~2"-(}') , , .  "/~ stehen~ die dureh (36) eine LSsung des Problems 

geben. Die Konstanten C (~) ktinnen zum Teile verschwinden~ jeden- 
falls verschwindet die Determinante nicht~ d. h. wit haben 

(4~) I c(~) I # ~ .  o. 

Wenn n~mlich die Determinante in (42) Null wiir% so kSnnte 
man naeh einem Determinantensatze dureh Multiplikation der Hori- 
zontalreihen mit geigneten Konstanten und Addition zu den ent- 
spreehenden Elementen einer Horizontalreihe in dieser Reihe laater 
Nullcn erhalten. Daraus foigt aber, dal~ durch Multiplikation der 
Horizontalreihen in (41) mit geeigneten Konstanten und Addition 
untereinanderstehender GrSSen sigh kanonisGhe Funktionen ergeben~ 
in denen tiberall der Verzweigungsexponent erhSht werden k(innte. 
Aus diesen kanonisehen Funktionen ergibt sieh deshalb nach (36) 
eine Ltisung: die durch (z--a) dividiGrt werden darf~ was eine Re- 
lation (40) gibt~ und dies ist ein Widerspruch. 

Dureh das so bestimmte Fundamentalsystem l~t6t sigh jedc 
LSsung~ deren Verzweigungsexponenten in keinem der singul~tren 
Punkte unter die entsprechenden fixierten Zahlen p~ p2~ . . .  p~ gehen 
und die im Endliehen tiberall reg-ul~tr ist~ mit in z ganzen ratio- 
na len  Koeffizienten linear ausdrtieken; es li~i3~ sich sogar schon mit 
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konstanten Koefilzienten stets ein% und zwar einzige Lssung 
y~ (z)~ ~ ( z )7 . . .  y,,(z) finden 7 welehe in einem regularen Punkte z o 
beliebig gew~thlte Anfangswerte Yl (%), Y~ (%).. .  Y~ (z) bekommt oder 
in einem singularen Punkte in den kanonischen Entwicklungen 
vorgeschriebene Anfangskoeffizienten besitzt. Dies folgt aus dem 
Nichtverschwinden der Determinante ]y~) I bezw. derDeterminante 
I c?E in (,~2). 

Um die Sonderstellung des unendlich fernen Punktes zu beseitigen 7 
hat man zunaehst, wenn die ganzen Zahlen v 1 , v~ . . . .  v,, der Reihe nach 
die Ordnungen der LSsungen (39) sind, diese LSsungen dureh Division 
mit (z--a~)*' 7 (z--a,)*"7 . . .  (z--a~) ~' im Unendlichen endlich und von 
Ntltl versehieden zu maehen~ wobei natiirlielb wei[ a~ einer der sin- 
gularen Punkte  sein soll~ die Verzweigungsexponenten in diesem 
Punkte eine J~nderung erfahren. Man erhalt so ein neues Funda- 

y(:) y(2) y(,,) 
_ _  . , . mentalsystem; (z- -  a~)" 7 (z --  no) ~ 7 (z--  a~)" 7 aus dem das ge- 

suchte primitive sich unschwer ergeben wird. 
Man kann zunachst behaupten 7 dab die Determinante 

in jedem yon a I a~ ... a,, versehiedenem Punkte 7 selbst im Unendlichen 
endiich and yon Null verschieden ist. DaB aueh im Unendlichen die 
Determinante nicht Null ist, ergibt sich aus der Konstruktionsweise 
des Fundamentalsystems yO) Y(~)7 ... Y(~); im Endliehen verschwindet 
sehon I ~(;') l nieht. Dieses neue Fundamentalsystem wird auf kanonisehe 
Funktionen ftihren 7 welehe aus denen in (41) dureh blol~e Division jeder 
~.*~ Reihe dureh das entsprechende (z--a~)V~o hervorgehen. Fttr alle 
v0n a~ versehiedenen singularen Punkte warden die Verzweigungs- 
exponenten R, ?~7 . . -  P,, dadurch  nicht tangiert; die Anfangs- 
koeffizienten werden zeilenweise dureh die KonStanten (a--a~)'~. 

c? I 
dividiert 7 wonaeh  die zu (42) analoge Determinante (a_a~),z  

ebenfalls yon Null verscMeden ist. 
An der singul~ren Stelle ao ist noeh e ine  Betraehtung erfor- 

derlieh. Die kanonischen Entwieklungen sollen in a~ lauten 

( z - , ~ )  [ . ~ ' ~ +  ] 7  (~-a~,) ~'~ ", . ~ [.A~ + . . . ] ,  . . .  ( z - - , ~ o ? ' [ A ~ + . . . ]  

( " )  . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
(~_,~o) /,,~ ,.o ~,,1 " [ .A ,  + . . . ] 7  (~ no) [A~ + . . . ] 7 . . . ( ~ - - a , , ) ~ " [ a ~ +  .... J, 

l~ Iona~sh ,  f i i r  h i a ~ h e m a t i k  u ,  P h y s i k ,  X I X .  J ~ h r g ,  1 6  
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wobei die Exponenten rl, r ,2; . . ,  r,, sehon so vorausgesetzt werden 
kSnnen, dug in keiner Vertikalreihe die Koeffizienten A samtlich 
Null sind, sonst kSnnte der entsprechende Exponent erh5ht werden. 

Wenn nun in (43) die Determinante ] A~) [ yon Null ver, 
schieden ausf~tllt~ so sind wit am Ziele; das Fundamentatsystem 
verhalt sich in allen singul~ren Punkten ahnlich. 

Wenn jedoch die I)eterminante ]A~ 0 ] verschwindet, so ist 
noeh eine Anderung des Fundamentalsystems notwendig. ]n diesem 
Falle werden sich aber in (43) dureh Multiplikation tier Hori- 
zontalreihen mit geeigneten Konstanten und Addition zu einer 
ttorizontalreihe naeh untereinanderstehenden Elementen in dieser 
Horizontalreihe laater verschwindende Anfangskoeffizienten er- 
geben. Wir kSnnen annehmen~ dal~ dies in (43) sehon in einer 
Horizontalreihe der Fall ist. Diese Horizont~lreihe kann dann 
durch eine Potenz yon (z--a~) so dividiert werden, daft die 
Exponenten r 1 r ~ . . .  r,~ nieht erniedrigt werden, abet mindestens 
e i n e r -  sagen wir r -  wirklich erreicht wird, d. h. dal3 dcr 
entsprechende Anfangskoef~zient nicht Null ist. Die so erhal- 
tene Lssung Y ist im Unendliehen Null. Man kann nun durch 
Multiplikation der LSsung Y mit einer geeigneten Konstanten und 
Addition in jeder Itorizontalreihe es so einriehten, dal~ der Koeffizient 
jenes (z-- a.) ~, welches in Y einen yon Null verschiedenen Anfangs- 
koeffizienten hat, Null wird. (In einer Zeil% aus der eben Y 
hervorgegangen ist, ist dies sehon der Fall.) Man hat auf diese 
Weise kanonische Funktionen eines neuen Fundamentalsystems 
erhalten, bei dem aber ein Verzweigungsexponent r in ao erhSht 
werden kann, wahrend die Determinante des Systems ganz un- 
geandert geblieben ist und die Bedingung (42) in allen ttbrigen 
singularen Punkten erhalten bleibt. 

Eine solche ErhShung des Verzweigungsexponenten l~ann, 
weiI die Dcterminante des Fundamentalsystems yon Null verschie- 
den ist, nicht beliebig oft m~glich sein. 

D a s R i c m a n n s c h e P r o b l e m  b e s i t z t  e i n F u n d a m e n -  
t a l s y s t e m  y o n  L O s u n g e n  

(a) z r? < ()] 
(44) y(2)= [y<2)(z), Y2 ('~) (z), .... Y(2)(z) ] 

w e l c h e s  p r i m i t i v  g e n a n n t  w e r d e n  se l l  u n d  d i e E i g e n -  
s e h a f t  ha% dal~ d ie  F u n k t i o n e n  Y JZ)(z) a u l ~ e r h a l b  d e r  
V e r z w e i g u n g s p u n k t e  (aueh im Unendlichen) a l l e n t h a l b e u  
r e g u l a r  s i n d  u n d  e i n e  y o n  N u l l  v e r s e h i e d e n e  D e t e r -  
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m i n a n t e  I y~0(z) l e r g e b e n ,  w a h r e n d  s ie  in den  Ver -  
z w e i g u n g s p u n k t e n  a u f  k a n o n i s e h e  E n t w i e k l u n g e n  
(41) f t i h r e n ,  in d e n e n  d ie  D e t e r m i n a n t e  (42) d e r  An- 
f a n g s k o e f f i z i e n t e n  v o n N u l l  v e r s e h i e d e n  ist .  

Man wird bemerken~ dal3 die ganzen Zahlen in den Verzwei- 
gungsexponenten bis auf eine singulgre Stelle beliebig fixiert werden 
kimnen. An der letzten Verzweigungsstelle hat man jedoeh nieht 
mehr die voile Freiheit der Wahl. 

Nunmehr bestimmen 
Fundamentalsystems. 

Die Determinante 

(45) A = 

wir die Determinante des p r i m i t i v e n 

i 7 1 0 )  y 0 )  y O )  
" - 2  ~ " " " n 

y(2), g(~) y(:) 
~ 2  ~ " " " ~ 

�9 , . , . . . . .  , 

~ 2  ~ " " " n 

ist aufierhalb der Punkte a 1 a s . , .  a,~ ttberall regular und von Null 
verschiedeu. Um ihren Wert an der Verzweigungsstelle a zu be- 
stimmen~ wird man naeh (36) die Funktionen Y ~ ) ( z )  dureh die 
kanonischen Funktionen auszudriicken haben 

= [q  + ..]+~.~(-) +... �9 (~-~) [q +...] 

+ ~ (4) (~ ~y,, [c~ 'o +.. . ]  

z, X = 1, 2 , . . .  n 

Es ergibt sich, weil die Determinante I a~.;.(u) l =  [a~;. I, d. h. kon- 
stant ist [siehe die G1. (37), (38)], 

A = ( ~ - - " ?  ~176 �9 I ~ , .  I I c ( ~ ) + ' "  [, 
N 

woraus wegen des Niehtversehwindens yon I c<~) I folgt~ dug an der 

Verzweigungsstelle a das Produkt A .  ( z - - a )  - z e  regular ist und nieht 
verschwindet. 

o~ 
Bezeihnet man nunmehr mit 2 p die Summe der Vezweigungs- 

exponenten, die der singularen Stelle ao entsprechen, so ergibt sieh~ 
dal~ das Produkt 

�9 , . - Z ?  
(46) A. (z-- al) -Zp . (z--a~)-X'~ ( z - - a ~ )  

aueh in allen singularen Punkten regulitr und yon Null verschieden 
ist. Wegen seiner Eindeutigkeit im Unendliehen und der Regularititt 

16e 
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yon A daselbst folgt, dal~ die Summe ~ p ~ - ~ 9  @ . . .  ~- ~v 9 eine 
ganze Zahl sein mu~, so da~ (46) auch im Unendliehen wie eine 
rationale Funktion sich verh~lt. Weil aber (46) im Endliehen weder 
einen Nullpunkt noeh einen Pol hat~ kann es nur eine Konstante 
sein~ die Summe der Verzweigungsexponenten ist also Nnll. 

D ie  D e t e r m i n a n t e  (45) des  p r i m i t i v e n  F u n d a m e n -  
t a l s y s t e m s  (44) h a t  den  W e r t  

( ~  a 2 Om 

(47) A =  (z - -a1)  y'p . ( z - - % )  xp . . .  (z--a,~) y"p. eonst. 

u n d  z w i s e h e n  d e n  V e r z w e i g u n g s e x p o n e n t e n  b e s t e h t  
d ie  R i e m a n n s e h e  R e l a t i o n  

a t a 2  a m  

Dureh das primitive Fundamentalsystem ist jede LSsung~ 
deren Verzweigungsexponenten nirgends unter die entspreehenden 
Exponenten des Fundamentalsystems gehen und die sonst im End- 
lichen allenthalben regular ist, derart linear darstellbar~ dab die 
Koeffizienten g a n z e  r a t i o n a l e  Funktionen yon z sin& Der 
Beweis ergibt sieh aus der Konstraktion des primitiven Funda- 
mentalsystems, weil wegen des Niehtversehwindens der Determinante 
I Y~)] kein Ausdraek qY<*)@c~Y (2)-~-...@c~Y <~) in einem 
Punkte z o eine Nullstelle hat oder, wenn z o ein Verzweigungs- 
punkt a. w~tre, naeh, Division mit ( z - - a , )  in a, sehon jeder auf 
niedrigere Verzweigungsexponenten ffihrt~ als es die des Funda- 
mentalsystems sind. 

Man kann leieht aueh den Grad der ganzen rationalen Koef- 
fizienten bestimmen. Aus der Tatsaehe, dag die Determinante 
IY(z) l i m ~  Unendliehen einen nichtversehwindenden endliehen 
Wert hat, folgt sofort~ dal~ der Grad der rationalen Koeffizienten 
hSehstens de r  Ordnung des polaren Unendliehwerdens der LSsang 
im Unendliehen gleiehkommt. 

Man wird bemerken, dal3 dureh das primitive Fundamental- 
system (44) jede aul~erhalb der Punkte a 1 a~ . . . .  a~ regul~tre LS- 
sang y = [y~ (z), y~ (z) , . . .  y,,(z)] in der Form 

R (~). ~ = R~ (~) Y(" q- R~ (~). y(2) §  _I_ R~ (~) Y(") 

bei ganzen rationalen R (z)~ R~ (z), R 2 (z)~ . . .  R~ (z) darstellbar ist, 
was~ wie bisher, nur eine kttrzere 8ehreibweise fttr das System 
der Gleiehungen ist 

R (~) y~, (~) R~ (~) r~ 1~ (,) + R~ (~) r?' (~) + . . .  + R,,(z) r (2~(~) 

z = l ,  2 , . . . n .  
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Dabei wird R(z)  nur die singularen Stellen a l a 2 . . ,  a,~ als Null- 
punkte haben kSnnen. Die Funktionen R 1 (z), R~ (z)~ . . .  R. (z) 
iibersteigen wegen der Regularit~t im Unendliehen den Grad von 
R (z) nieht. 

Wiirde man die R i e m a n n sche Forderung, da~ die L~sungen 
nieht in unendlieh hoher Ordnung unendlieh werden diirfen~ fallen 
lassen, dann bliebe die lineare Darstellbarkeit durch das primitive 
Fundamentalsystem noeh immer aufreehterhalten, die Koet'fizienten 
R (z) w~ren jedoch im allgemeinen nieht mehr rational~ wohl aber 
in der ganzen Ebene, wo sie existieren, eindeutig. 

Wenn man aus dem primitiven Fundamentalsystem mit kon- 
stanten Koeffizienten n andere linear unabhAngige LSsungen bildet, 
so bekommt man wieder ein Fundamentalsystem, und zwar wieder 
ein primitives unter Aufreehterhalttmg der Verzweigungsexponenten. 
Man kann dieses primitive Fundamentalsystem stets so w~hlen und 
dies auf eine einzige Weis% da6 die Funktionen des Fundamental- 
systems in einem regul~ren Punkte ganz willkfirlieh gegebene 
Anfangswerte nieht verschwindender Determinante besitzen. In 
einem singul~ren Punkte kSnnte man die Anfangskoeffizienten 
(41) O (~')~. , wenn nur I Cq')l~. # 0 ist, beliebig wi~hlen. Solche primitiven 
Fundamentalsysteme sind vollst~tndig eindeutig bestimmt. ~Ian wird 
bemerken, dal~ bei alien diesen Betrachtungen eine Voraussetzung 
iiber die Irreduktibilit~t oder Reduktibilit~tt der Monodromiegruppe 
nieht gemacht w u r d e .  

Das primitive Fundamentalsystem bildet die LSsung eines 
sehr einfaehen Systems linearer Differentialgleichungen. 

Bezeichnen wir mit ~(z) das Produkt 

(49) ~ (~) = ( z  - -  ~ )  (~ - -  % )  . . . .  ( z  - -  a .O , 

d Y(~) 
so ist to ( z ) ~  ffir jede LSsung y(;0 ebenfalls eine LSsung des 

R i e m a n n s e h e n  Problems. Da nun durch Differentiation jeder 
Verzweigungsexponent um eine Einheit erniedrigt wird, diese Er- 
niedrigung aber durch den Faktor ~(z)wieder  r~iekg~ngig ge- 

d Y (z) 
maeht wird~ so erftflit to ( z ) ~  die den Verzweigungsexponenten 

des Y(;') auferlegten Bedingungen und ist mithin dureh das Fun- 
damentalsystem (44) Y(~), Y(~),... Y(') mit in z ganzen rationalen 
Koeffizienten linear darstellbar. In Unendlichen hat to(z) einen 

d y(Z) 
m-faehen Pol, d z mindestens eine doppelte Nullstelle, so da$ 

d Y(~) 
to(z) ~ im Unendliehen h(iehstens die 0rdnung m -  2 hat, 

Die ganzen rationalen Koeffizienten bei der linearen Darstellung 
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durch yO)  y(~) . . .  y(,o besitzen daher hSehstens den Grad m - - 2 .  
Das gleiehe gilt von allen LOsungen 

~(z) d y(1) d y(2) - - 3 - Z '  ~,(z) ,~z ' " "  ~,(z) 8dzY~ 

und wir bekommen ein System yon linearen Differentialgleiehungen 

(z) . d y(~) y<~) _}_ y<2! s y<,) 
d ~ - :  " ~  (~)" " ~  (~) . . . .  § ~ ~ (~)" 

(50) ~ (z). d y~) 

g~ -- ~ (~). r(~) + ~,~ (~). y(~)+... § ~,,~ (~). y<~) 

in denen (, ( z ) du t ch  (49) gegeben is% o,~;. (z) (x~), : 1~ 2 . . .  n) aber 
ganze rationale Funktionen yon z sind~ hSchstens yon m ~ 2 *~" Grade. 

Die Koeffizienten m~;.(z) enthalten hSehstens ( m - - 1 ) . n  = von- 
einander unabhgngige Konstanten. Genau die gleiche Anzahl nn- 
abhttngiger Parameter enthalten im allgemeinen die m Umlaufs- 
substitutionen X1, 2 ~ . .  X,~ um die einzelnen Verzweigungspunkte 
a 1 a 2 . .  a,~ infolge der Beziehung ~, X 2 . .  X,~ ~--- 1. Daraus folgt aueh, 
dal] das primitive Fundamentalsystem~ dessen Existenz oben naeh- 
gewiesen wurde~ eine einfaehste vollst~tndige LSsung des R i e m a n n- 
schen Problemes ist und im allgemeinen Falle eine weitere Ver- 
einfachung nieht mehr mSglich ist. 

Unsere Untersuehung zeig% dal~ bei vorliegendem Problem 
der funktionentheoretisehe Standpunkt R i e m a n n s sich vollsti~ndig 
vertreten l~tl~t. Diesem gemi~g hat man aus der Definition der Funk- 
tionen dureh ihre Grenz- und Unstetigkeitseigenschaften und allen- 
falls noch an der Hand der Existenzsgtze die weiteren Eigen- 
schaften abzuleiten. In diesem Sinne wurden hier alle Ergebnisse 
aus der Definition und dem ~" " Exlstenzbewelse direkt gefolgert; dal~ 
z .B.  das Fundamentalsystem der L~sungen einem System linearer 
Differentialgleichungen gentig% ergibt sich zum Sehlusse yon selbst. 
Es wurde hier ein mSgliehst einfaches System aufgestellt, ohne 
irgendwie yon der Theorie der linearen Differentialgleiehungen 
Gebraueh zu maehen. 

. 

In bezug auf das Problem der Bestimmung yon Funktionen~ 
die auf einer gegebenen n-bllittrigen R i e m a n n schen F1/~che einen 
eindeutigen Verlauf haben~ beschriinken wir uns auf kurze Be- 
merkungen. Statt eine Funktion y als eindeutig auf der R i e m a n n- 
sehen Fliiehe zu deuten~ nehme man ihre n-Zweige Yl (z), Y2 (z)~ ... 52 (z) 
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und betraehte ihren Verlauf in einer Eben% die dureh samtliehe 
z-Werte, in denen eine Verzweigung eintritt~ aufgeschnitten ist. In 
dieser Ebene sind die Funktionen y~ (z)~ y~ (z), . . .  y~ (z) eindeutig~ 
sie gehen aber Permutationen unter sich ein~ wenn sic auf ge- 
schlossenen Wegen~ die den Querschnitt tiberschreiten~ fortgesetzt 
werden. Das System der Koeffizienten (18) c~. becleutet also nur 
eine Permutation~ d.h. es ist in jeder Horizontal- und jeder Vertikal- 
reihe nur eia Koeffizient yon Null versehieden; dieser eine hat 
den Wer t  1. ~Venn man nun, um die Kurve geschlossen zu machen~ 
auch die ~tul~eren zwei Verzweigung'spunkte u so ent- 
spricht diesem Kurvenzug ein stetiger Durchgang, die identische 
Permutation. Die Verzweigungsfaktoren 7. bestehen bekanntlich aus 
Zyklen yon Einheitswurzeln~ die Exponenten p sinrl also rationale 
Zahlen. Da eine logarithmisehe Verzweigung nieht eintreten kann, 
haben wit  hier immer den einfaeheren Fall tier Reduktion auf das 
Problem (30). Dem Problem gentigt offenbar jede rationale Funk-  

ti0n. Da nun die Funktion r ( z )  1 

ohne Anderung jeden gesehlossenen Fortsetzungsweg vertr~igt, also 
rational ist, kann man aus jeder LSsung y~(z), y~(z), . . .  y~(z) eine 
andere gl (z) - -  r (z), Y2 (z) - -  r (z), . . .  y~,(z) - -  r (z) Jaerleiten, bei 
der die Funktionensumme Null ist. Man l~.ann also zwisehen 
g~ (z), ~ ( z ) , . . .  :,/,~ (z) die Beziehung y~ (z) -~  Y2 (z) -[- �9 �9 �9 @ y~ (z) = 0 
festsetzen~ wodureh man nut alle rationalen LSsungen ausgesehlossen~ 
dabei aber das Problem auf ein ( ~ -  1)-dimensionales reduziert 
hat. Im primitiven Fundamentalsystem werden sieh die rationalen 
Funktionen dureh eine Konstante reprBsentieren lassen. Das 
Fundamentalsystem setzt uns in den Stand, Li~sungen herzustellen~ 
welehe in einem regulsren Punkte willktMieh vorgesehriebene 
Werte haben. Dieser Umstand gestattet die Folgerung, dab es 
Funktionen gibt, die der Fl~tehe eigentiimlieh angehSren. Hier kann 
dann die Theorie algebraiseher Funktionen uncl ihrer Integrale 
einsetzen. Die Verzweigungsflsehe kann dutch Angabe der Ver- 
zweigungspunkte und der ihnen entspreehenden Permutationen 
zwisehen y~ (,), y~ (z), . . .  y~(z) ersetzt werden. Da diese willkiirlieh 
sin d, entspreehen j eder beliebigen C-r a 1 o is sehen Gruppe algebraisehe 

Funktionent  die Anzahl der Verzweigungspunkte mug nur min- 
destens um 1 grSl3er seiu als die Minimalzahl der Permutationen, 
welehe die G a 1 o i s sehe Gruppe erzeugen ; der Grad ist irgend 
eine der Anzahlen der Element% dureh deren Permutation die 
Gruppe transitiv dargestellt werclen kann~ ein Teller tier Gruppen- 
ordnung. 


