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Beitrag zur Bestimmung von 9(0,0,...0) durch die

Klassenmoduln algebraischer Functionen.
(Von Herrn J. Thomae in Halle.)

In einem kleinen Aufsatze Bd. 66 dieses Journals habe ich d1g9(0,0,...0)
als ein Differential der Klassenmoduln dargestellt. Die Integration dieses Aus-
druckes kann ich nur fir den Fall ausfihren, in welchem die p Variabeln
der Function

r 2 P

O(00s s n0y) = (Spa ) w T
(worin die Summationen im Exponenten sich auf g und u', die dussern Sum-
mationen auf m,, m,, ... m, heziehen) die p iberall endlichen Integrale alge-
braischer nur zweiwerthiger Functionen sind. Die Ausfiihrung der Integration
fir diesen Fall habe ich, wenn p =2 ist, bereits in einer im Mérz des Jahres
1865 zu Halle gedruckten Abhandlung (spéter auch in der Schliomilchschen
Zeitschrift fir Math. und Phys. Bd. 17, pag. 427) geliefert. Es ist jedoch
wiinschenswerth, fir den ausfihrbaren Fall nicht bloss die Methode, sondern
vollig fertige Resultate zu haben. Deshalb wird in der nachfolgenden Ab-
handlung 9(0,0,...0) nebst mehreren andern Constanten als Function der
Verzweigungswerthe einer 2p 41 fach zusammenhéngenden Riemannschen Fliche
T dargestellt, wenn diese eine Ebene nur zweifach iberall bedeckt. Riemanmn
nennt 2p—1 dieser Verzweigungspunkie die Moduln einer Klasse gleich-
verzweigter Fliachensysteme, oder algebraischer wie jene verzweigter Functionen,
weshalb 3(0,0,...0) als Function der Klassenmoduln angesehen werden kann,
Ich werde im Folgenden mit (R. pag.) die Riemannsche Abhandlung uber
Abelsche Functionen Bd. 54 citiren und die dort angewandte Bezeichnung iiber—
all beibehalten.

Der erste Artikel enthalt nun die Beschreibung und Bezeichnung der
unsern Untersuchungen zu Grunde liegenden Fliche T, welche von 2p+1
fachem Zusammenhange ist, aber eine Ebene nur zweifach iiberall bedeckt,
und es werden darin die Werthe der p von einander unabhéngigen Integrale fir
die 2p+2 Verzweigungspunkte tabellarisch aufgestellt. Diese Integrale ent-
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202 J. Thomae, Beitrag zur Theorie der &-Functionen.

halten je eine willkiirliche additive Constante. Ueber- diese Constanten wird
im zweiten Artikel eine Verfiigung getroffen, welche fir die Darstellung Abel-
scher Functionen durch jene Integrale mittels der & -Functionen besonders
bequem ist. Im dritten Artikel wird gezeigt, dass jedes Integral zweiter
Gattung dargestellt werden konne mittels nach den Verzweigungswerthen ge-
nommener Differentialquotienten der Integrale erster Gattung, und durch alge-
braische Functionen. Durch Vergleich der directen Darstellung mit der durch
& - Functionen ergeben sich brauchbare (fiir den Fall p=1 von Jacobi Funda-
menta nova pag.74 in anderer Weise gefundene) Relationen zwischen den
Differentialquotienten der Moduln der - Functionen und Periodicitdtsmoduln
der iiberall endlichen Integrale. Im vierten Artikel wird $(0,0,...0) als
Function der 2p+2 Verzweigungswerthe vollstindig dargestellt. Daran schliesst
sich im folgenden Artikel in einfacher Weise die Bestimmung von

P 2
1
1 (2 (eg) Boo Prg hrye P in
e ! .3(...,%%‘(9)%‘,(,]&9-**—2—9#,...),

wenn h,, g, beliebige ganze Zahlen sind. Es soll aber der Ausdruck

g
huhu"'h}‘;gl)gz!'”gp( ,’Up, )

p P,
Zgrh 0 1 (X0 Gogr g gy 1 in
= e! 1 ..9(...,0F+1}?(g)aﬂgke+—2—gﬂ, ...)

kurz eine gerade 9 - Funclion genannt werden, wenn
p
Zorhg, = 0 (mod. 2)
ist, und eine ungerade, wenn
P
Sohg, =1 (mod. 2)

ist. Im finften Artikel sind fiir verschwindende Argumente siémmtliche gerade
9-Functionen, soweit sie nicht verschwinden, als Functionen der Verzwei-
gungswerthe bestimmt, und es wird eine Relation abgeleitet zwischen geraden
9 -Functionen und der Functionaldeterminante von p ungeraden &-Functionen
fir verschwindende Argumente. Ausserdem enthéilt dieser Ariikel noch die

Darstellung einer Klasse in T zweiwerthiger (Abelscher) Functionen durch
p-(pt1)
2

Moduln der 9-Function nur eine 2p —1 fache Variabilitit besitzen, auch noch
fir beliebige Moduln giltig, so wirde durch dieselbe $(0,0,...0) in jedem

9 -Quotienten. Wire diese Relation (14.), bei deren Herleitung die
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Falle als Function der Klassenmoduln leicht bestimmbar sein, der Beweis der-
selben fir den allgemeinen Fall ist mir jedoch nicht gelungen. Der sechste
Artikel stellt die partiellen Differentialquotienten der ungeraden & -Functionen
fir verschwindende Argumente durch die Verzweigungswerthe dar, so weit
diese Differentialquotienten nicht selbst verschwinden.

Der Kirze wegen bemerken wir hier gleich noch, dass in dieser Ab-
handlung unter |z;;.| oder |x{”| und ahnlichen Ausdricken die Determinanten

Ty To ... Ty,| bez [P 2P ... P
1 2

Ty Ty .. . Dy ' P P ... ZP
O] @ ()

Ty T T, fzfd 2P .. &

und dhnliche verstanden werden, und dass wir mit dem Differentialzeichen o eine
partielle oder rein formale Differentiation andeuten wollen. Ferner wollen wir

mit Il}(e)(q)(g)) das Product ¢ (1).¢(2)...¢(n) bezeichnen; wenn aber in dem-

selben der Factor ¢(») fehlt, also fiir 11%((,)((;)(@)):(/)(7), wollen wir I?g,%q)(g)
schreiben.

1.

Mit T bezeichnen wir eine 2p+1fach zusammenhéngende Riemannsche
Flache, welche die die Werthe der complexen Variabeln z reprisentirende
Ebene iberall zweifach bedeckt, und sich um die 2p+2 Verzweigungspunkte

kn ku L k2p+19 k2p+2
herum aus einem Flachenblatte in das andere fortsetzt. Jeder Punkt ¢ von
T kann dann als Repriisentant eines zusammengehorigen Werthepaares der

Grosse s und der zweiwerthigen Function derselben
2p+4-2 .

s =1 Heo(s~k) = V5= k) . (5— ) .- (5= b2
angesehen werden. Wir denken uns, dass die Fortsetzung des einen Blattes
der Flache T in das andere lings Linien stattfinde, welche zwischen %, und
k,, zwischen k, und k,, ... zwischen by und ks, ... zwischen k,,,, und
ky,.» s0 gezogen sind, dass sie sich weder selbst, noch unter einander schneiden.
(Cf. umstehende Fig.) Die Zerschneidung der Fliche T fahren wir nach der von
Riemann im Art. 19 der Abelschen Functionen (R. pag. 143) gegebenen Vor-
26 *
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schrift aus. Dies kann auf unendlich viele Arten geschehen, und es entspricht
der Uebergang von einem Schnittsystem zu einem andern je einer linearen
Transformation der & -Functionen und umgekehrt; bei der hier getroffenen
Wahl sind besondere Gesichtspunkte nicht massgebend gewesen.

Wir ziehen um £k, k, herum eine in sich zuriicklaufende, immer in
einem Blalte der Fliache T bleibende und diese nicht zerstickelnde Linie b,
und fiihren dann einen Querschnitt @, von der positiven (innern) Seite von
b, auf die negative zum Anfangspunkte zuriick, indem wir @, iber die Linie

k k, in den andern Flichenast, und von da, die Verzweigungspunkte k,, k;,...

kyp zur Linken lassend, iber die Linie k,,, k,,,. in den ersten Fliachenast zuriick—
filhren. (In der Figur sind die Linien in dem einen Blatte durch unterbrochene Striche, in dem
andern durch Punkte, die beiden zugleich angehorenden durch einen continuirlichen Zug angegeben.)

Ganz ebenso ziehen wir in demselben Blatte, in welchem b, liegt, um %, &,
herum eine geschlossene Curve b,, welche a,, b, nicht trifft, und die Fliche
T nicht zerstickelt. Von dem positiven Ufer dieser Curve fihren wir einen
Querschnitt @, iber die Linie k%, in den andern Flichenast, von da iiber
die Linie Ay, (k2 in das erste Blait und auf das negative Ufer zum Anfangs-
punkte zuriick, so dass bei der ganzen Fihrung @, zur Rechten, die Ver—
zweigungspunkte ki, ks, ... ky,,, zur Linken geblieben sind. Weiler fiihren
wir um ks, k; herum eine geschlossene T nicht zerstickelnde Curve b;, welche
mit b,, b, in demselben Blatte von T liegt, und a,, a@,; b,, b, nirgend trifft.
Von dem positiven Ufer von b, fihren wir, a, immer zur Rechten, &, k;, ... k.,
zur Linken behaltedd, einen Querschnitt @, dber die Linie %k, in das andere
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Blatt und von da tber die Linie k., k;,» in das erste Blatt zum Anfangs-
punkt auf das negative Ufer von b; zurick. Und so fahren wir fort, bis wir
p Systeme a,, b5 @, b,; ... @,, b, gezogen haben und ein &shnliches nicht
mehr moglich ist. Verbinden wir nun noch a, durch eine 7T nicht zer-
stiickelnde Linie ¢, mit b,, @, durch ¢, ebenso mit b, etc., a,, durch ¢, , mit
b,, so ist durch das System der Linien a, b, ¢ die Flache T in eine einfach
zusammenhingende T’ der Art zerschnitten, wie es Riemanns erwihnte Vor-
schrift verlangt. )

Es existiren nun p (und nur p von einander unabhdngige) iberall
endliche und stetige in T' eindndrige Functionen, die sich zu beiden Seiten
der Querschnitte @, b um lings je eines derselben constante Grossen, welche
Periodicititsmoduln heissen, unterscheiden, zu beiden Seiten der Linien ¢ aber
dieselben Werthe annehmen. Es sind dies die p Integrale

dz 5dz | w1 dz
wl(s,zs)::/}—, w,(s,3) = I w, (s, 8) = —

Es sei w, auf dem positiven Ufer von a, um den Periodicititsmodul A,

auf dem positiven Ufer von b, um den Periodicitatsmodul B grosser als

w41 dz
N

den Querschuitt b,, und BJ’ dasselbe Integral genommen iber den Querschnitt

a,, was wir durch Anhéngung von b, bez. a, wie eine untere Grenze andeuten.

auf dem negativen. Es ist dann A4S’ das Integral genommen iber

Aus den Grossen w;, w,, ... w, setzt man leicht p solche uberall
endliche Integrale u,(s,z), w.(s,%), ... u,(s,%) zusammen, die an je einem
der Querschnitte @,, a;, ... @, den von Null verschiedenen Periodicitatsmodul
i, an den anderen von ihnen aber den Null haben. Setzt man namlich

14
3lg| 47"
: af) = i ———
) Ag)ﬂ)

so ist der Ausdruck u,(s,z) oder
P
= (uy
Uy = ‘F(e)ae w,
eine Function, welche am Querschnitt a, den Periodicititsmodul in, am Quer-

schnitt @, (w = w) den Null hat. Am Querschnitt b, aber hat w, den Perio-
dicitdtsmodul

4 4
— ) B®») — o) B —
Gy = F0 %" B = 0 B = 6y

Beim Uebergange uber die Linien ¢ dndern sich diese Integrale stetig.
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Lassen wir nun zunéchst die additiven Constanten in w,, u,, ... u,

unbestimmt, und setzen
Ru, (0, k) = x,+a,.,

so findet man die Werthe, welche u,, u,, ..., in den Verzweigungspunkien
annehmen, leicht durch die Ueberlegung, dass das Integral u, auf dem Wege
von einem Verzweigungspunkte zum folgenden um ebenso viel in dem einen
Blatte wichst, als riickwirts auf dem congruenten Wege in dem andern Blatte,
und dass der ganze Zuwachs ein Periodicititsmodul ist. Jn der folgenden
Tabelle sind diese Werthe in leicht iibersichtlicher Weise zusammengestellt:

RQuy—x, 2u—x,, . .. Ru—~x,, ... 2u—uz,

ks, [T ay , Ce e B, R

ks Gyt+im, @y, Ce e @y, R

ks G +i7T, Gy, Ce e Gy, R

kys A7,  Gptin, ... @, R

kyss  Oytin, aptin, ... a,, Ce e Gy,

k,,,; a,tin,  atin, ... autin, ... @y

ko 1y  @ptin, aytin, ... a,tin, ... a,

‘Itgp; Gy tin, @y tin, ... a,tin, ... a,tin

bapi1s in, 7, R im, Ce. in

kapi2s 0, 0, ce 0, Ce 0.

Es ist nun fir unsere Untersuchungen von Wichtigkeit, zu zeigen, dass
die Function 4 (ey,0,,...0,), wenn fir die Moduln ..., @,,, ... in ibr die
gleich bezeichneten Periodicitdtsmoduln der Integrale w,, w,, ... u, gesetzt

werden, sich dem Werthe 1 nahert, wenn der Verzweigungspunkt %, an %,
ky an ky, ... k,, an k,,_, unendlich nahe geriickt wird. In diesem Falle bleiben
die Integrale w,, w,, ... w,, iber die Querschnitte b,, b,, ... b, erstreckt,
endlich, und zwar nimmt nach dem Cauchyschen Satz AY’ den Werth an

A(y) __/‘ =1 dr
V(& —kapt1) - (3— kap2). II ) (’5 —kyg—1)
2nik!

2yl

V(k2v-l""k2p+l) (h2y1—k2g42) H (e)(kzy—1 k2e—-l)
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und daraus ergiebt sich fir die Determinante |A{?| der durch die folgende
Gleichung bestimmte Werth:

lAg-l')l . ‘/{%@)((’tzp.u——kze_l)(hgﬂ+2—k;,g_l)) 1
(27”:)1’ = 1 kl kfi L. Itg-—l
1 ks 3 R .
1 kzp—l ;p—-l e . k,’};_ll

Die Integrale B’ aber wachsen ins Unendliche, wenn man jenes Zusammen-—
ricken der Verzweigungspunkte vornimmt. Aber die Verhiltnisse der Grossen
BP, B, ... B, wenn ky=k+4,, ky=k+4dyy ... kyy=k, ,+4d, ge-
nommen wird, konnen durch geeignete Wahl der Verhilinisse der ins Un-
endliche abnehmenden Grossen 4,, 4,, ... 4, beliebige sein, wihrend die
Grenzwerthe der Grossen A$? von diesen Verhiltnissen nicht abhdngen. Nun
hat man (R. pag. 144) die Relation

P
@ BW@ _ A4 B\ —
‘1‘:(9)(’4#( B#‘ A,ug' B/te) - 07

woraus sich mit Riicksicht auf die Willkiirlichkeit der Verhiltnisse BP:BY:BY ..
und der Constanz der Grossen A die Verhiltnisse ergeben
BY:BY = AP: AL oder BY =[f© A

fur verschwindende 4,, 4,, ... 4,. Daraus folgt unmittelbar, dass fir u = u'

11
, Olglad”] oo
A, = inz ¢
falad (€)) () ¢
' o 6AQF
e 4":: I “ZXN YG
) & = dlgld” AW .0
= 47. . —_— =qnf).
¢ f T @ 5A£,’0 ¢ f
(‘.f-.
im Verhaltniss zu den Grossen
yy
W 2 Olgl4;”) W) ®)
p— M _— )
a:“!‘ - Oﬂf -t ?Q’) 6A§,#) A? Cﬂf 2

weil die Grossen f®, f®, ... f® in endlichen Verhiltnissen zu einander
stehen, wenn die Verhalinisse 4,, 4,, ... 4, endlich sind, verschwindend
klein sind. Bei Annahme solcher endlichen Verhilinisse, (welche ibrigens
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nicht nothig aber bequem ist) sieht man sofort ein, dass die pfach unendliche

Reihe fir 9 (o, 0,,...0,) sich auf das Glied der Ordnung Null, also auf die
Zahl 1 reducirt.

2.

Setzt man fir die Variabeln der 9-Function o,, v, ... v, bez. die
Grossen

» p P
n (s) Z)—‘%‘(g)ul (89, Ze)? Uy (s: 5) - 21(9)%(89, 59) 9 e up(sqs 59) —?(e) Uy (se: Ze)

und fiir die Moduln die Periodicititsmoduln ..., @,., ... der Integrale #,,
Uy ... #,, 50 kann man die in den letzteren noch willkiirlich gelassenen
Constanten auf eine und nur eine Weise so bestimmen, dass 9 (o, 0,,...0,)
in den Punkten (s,, %,), ($:4 %), ... (8,,3,) der Fliche T verschwindet. Die
Mittel zu dieser Bestimmung hat Riemanr im Art.23 seiner Abelschen Functionen
(R. pag.148) angegeben. In unserem speciellen Falle lautet die dort ge-

gebene Vorschrift dahin, dass & (e,,0,,...v,) verschwinden muss, wenn
(=1

©,, ... durch die Summen ..., %‘u#(O, k,), ... ersetzt werden, worin die
e

)

Summation iber jede beliebige Combination von p —1 Verzweigungswerthen
k, zu erstrecken ist, und gleichzeitig muss
(p=1)

(»=1) (21

(2 f::) u, (0, k), 2(%‘ u(0,k), . .. 2%‘ %, (0, k,)) = (0,0,...0)
nach den 2p Modulsystemen der Functionen u sein. Aus diesen Bedingungen
geht hervor, dass x, in der Form ;.1_‘]‘%’1(@)‘?9'“#9‘{”?’#% enthalten sein
muss, wenn d,, ¥, ganze Zahlen sind. Bildet man die Summen der Werthe

von ..., 2u,(s, ), ... fir p—1 Verzweigurﬁspunkte, so erhalt man mit Hilfe
der Tabelle des ersten Artikels Ausdricke von der Form

N

. \

ceed %’(g)keaﬂg—}—gﬂm, ce
und setzt man die Halften dieser Summen fir die Variabeln, ..., o,, ...
in die Function 9(...,0,,...) ein, so verschwindet diese nach einer in der

2
Einleitung gemachten Erinnerung dgnn, wenn X, h,g, =1 (mod. 2) ist. Es
miissen daher die Grossen y,, J, so bestimmt werden, dass- diese Forderung
erfillt ist. Wir bezeichnen nun die Summe

p—2
(0, k) + =t (0, Frpy)
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mit UP und setzen
1+3d,=h,, 14 d,=h,, ..., i+(yp-—2= P—29 ()P*‘:kp“‘” J":h

P9
P—3'H’1=91, P"‘4+72=929 ceey 1+}’p—3=gp—3, Vo—2=Gp-29 Yo-1=Gp—19 Yp=Yp>

so finden wir
P
(4. 2U,,(”) = ?(e)he ot guinta,,+0,in,

worin @, ., =0 zu setzen ist, wenn die Gleichung fiir v=p -1 gebildet wird, und
0,=1 fir u=v, ,=0 fir u>>v» und fir y=p+41 zu nehmen ist.  Ferner ist

v ,
(B.) U = 2 oyt @y i+ g,inte,in,

worin &,=1 fir u<p—2, 6,=0 fir u =p—1, p zu setzen ist. Weiter ist

P

(C) RUFY = 2,"(9)’090,194'%,, + G+ 1,07,

worin 7, =17, =+=1, =1, 7,=0 ist. Endlich ist

. b
(D.) 2U,£?P+l) = %'(e)kea‘u?-}-iﬂg#—l"iﬂ.

Da nun &(..., UP, ...) verschwinden muss, so folgt aus (A4.) fir
v=p+1 zuerst die Bedingung

14
2phg, =1 (mod. 2),
und wenn man dies in Rucksicht zieht, fir jeden andern Werth von »
Sph,tg, =1 (mod. 2)

und hieraus, wenn die Congruenz von der, in welcher »+1 statt » gesetzt
ist, abgezogen wird,

(@) G—g =hy (mod. 2).
Aus (B.) folgt
-2
Shyt+ g1 =0 (mod. 2),
aus (C.) und (D.)
—1
pz,"(e)hq'i‘.% =0 (mod. 2), %p’k‘, =0 (mod. 2),

und aus diesen C(;ngruenzen zieht man durch sehr einfache Combinationen die
Resultate
b)) gp=g=h=h,=1(mod 2), g¢g_1=0 (mod 2)
Journal fiir Mathematik Bd. LXXI. Heft 3. _7
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Selzen wir nun weiter

p—2
V,Sl) = zl"(g) v, (0, kze)‘l‘“p 0, k),
so ist
p
2V/£2y—l) = %'(e)heayg'}'aﬂv"‘gﬂin'{';#i”:
worin
§1=C2="'= v—l=21 Cv=§y+1="'= p—3=19 Cp——?:Cp—l:Cp:O

ist. Da nun 9(..., V®,...) verschwindet, so folgt hieraus, wenn » <_p—2
ist, mit Vernachlassigung ganzer Multipla von 2

9= 1+kr+ky+1+""+hp_2 ' (mOd- 2),
woraus wieder folgt
(C.) gv-H_gr = hr (mOd' 2) 9
und fir y=p—2 hat man h,_,=g, ,—1 und nach (b.) b,_,=0 (mod. 2), also
h=h==h_,=0, h_=h,=1

und durch (c.)
Gp—2v—1 =0, g2y =1 (mod. 2).
Hieraus schliesst man, dass fir die Zahlen y,, J, die Werthe gewahlt werden
konnen:
‘)\1=()\2:""=()\p=13 ?’p=1v 7p—1=29 vy W=D
und man erhélt hieraus fir die Integrale # in den Punkten %, die folgenden
Werthe *):

in 1 2
2%1 (O.. kl) = pp_.l + p—1 %‘(e)a,e-l—au,

—1)i 1
20, k) = LX T B ot

— 1)1 1
20,0, k) = EEDE L 2 £ 0, ta,

in 1

p—1 +p—i

p
2”,, (O, kl) = ?(9) a,,e-}— Qyy -

L]

*) Dieselben Anfangswerthe sind auch von Herrn Neumann gewihlt worden.
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3.
Ist nun wie frither v, =u, (s, z)—Z(e) (855 B)y 80 ist

dlg&(vi ) 02’ -0 )
ds
als Function von (s,,5,) in T' einwerthig, nimmt zu beiden Seiten der Linien
c und der Querschnitte @ denselben Werth an und ist auf der positiven Seite
des Querschnittes b, um

du, (s, %) ol ze—1

2 ds =2 2(9) s

grosser als auf dem negativen, und wird im Punkte (s, s), der durch ¢ be-

zeichnet werden soll, unendlich gross wie p 15 , und ist sonst in 7" iberall
— Ry

stetig und endlich. Durch diese Eigenschaften ist aber eine solche Function,
-die wir mit

t(e s‘V’ z”)
bezeichnen, bis auf eine von s, unabhingige additive Constante schon bestimmt,
wenn auch der Werth der Periodicitatsmoduln an den Querschnitten b,, b,, ... b,
nicht gegeben ist; weil die Differenz zweier solcher etwa vorhandener ver-
schiedener Functionen in T' allenthalben stetig sein wirde und an p Quer-
schnitten den Periodicitatsmodul Null hatte, folglich constant sein misste. Nun ist

Ou, (s, , %y)

ET%

ein in T' einwerthiges Integral, welches nur fir 5=k, in der ersten Ordnung
unendlich gross wird, aber sonst in 7" und beim Uebergang tber die Linien

¢ und a stetig ist, und mit ys,—k, maultiplicirt fir 5,=4%, den Werth annimm¢

. 7 Ou,(8y, 5y p S kg™
lim ‘/(5,,"‘ k‘u) . —'—gz——')“ = Z(QI)
s : 2 u— ko)

Man kann daher in der Gleichung
@
5. H(zy b 8, 15— k)

@) Au, (sv s By)

t(e58,,5,) = 2 Cpt
@ %@—mn@—@

in welcher 2 wﬂlkurhch ist, und die Summation und die Producte iiber p
willkiirlich gewihlte Verzweigungspunkte zu erstrecken sind, — man kann in

dieser Gleichung die p Grossen ¢,y €,y ... C,, 50 bestimmen, dass die
T *
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Function nur fir (s,,s,) = (s, ) unendlich gross wird, (was wie p 15 ge-
— Ay

schieht). Man erreicht dies, wenn man

2l"'l"? ) (@)
IIQ), (kp— k). (g(z —ky)

Cp =

4 ) 1 o' [
S ek 25 (5 —k,) (eg)m (kp—Fy)
setzt. Daraus ergiebt sich die Gleichung
t(e;s,,5,)
2p+2
1.) ® 0 B~ ke/) {1((5'% (g — kgr) - Ot (8, 3) 4 SIQI (= —k, )—}—s(,]](z—kg)
- r kg — ko P ,
@ |7 (he—he) 2(9,)ag:)k$ —1.2s0k, 2s. (z——z,,)]](z,, —k,)

i

Die additive Constante in #(¢;s,,5,) wollen wir so V\-ahlen, wie sie in dieser
Gleichung (1.) sich vorfindet. Hieraus folgt die Gleichung

dlg&(v,,v,,...0p) P
(2.) e (SUCTRE AR
worin C von s und 5 abhéngt, von s,, s, ganz unabhingig ist. Man hat
Mittel, die Grosse C als Function von z und den Grossen k,, k, ... ko

zu bestimmen, z. B. dadurch, dass man (o,,0;,...0,) =(0,0,... 0) setzt nach
den 2p Modulsystemen der Functionen u, was bei jeder Lage von ¢ geschehen
kann. Es mag geniigen diese Constante fir den Fall auszuwerthen, in wel-
chem ¢ auf einen Verzweigungspunkt %, fillt. Fir diesen Fall geht die Glei-
chung (2.) iiber in
2p 42
s Jlgd (v, 0, » Illégg(k,—ke,).au,(se,zg)

) & i
(3.) 2(‘7) s '2(91) agﬁ) ’f; = 2(9) ) +K,”, 9
! Oe ! ! 23, at) kg1, Ok
(2 A

worin K,, offenbar nur von den Verzweigungswerthen abhingt. Vergleichen
wir zunichst die Periodicititsmoduln der beiden Seiten der Gleichung (3.) am
Querschnitt b,. in Bezug auf die Variable z,, so folgt

2p+2
TIC) (k= k). O

4 s _
(40..) 221:(9) a:) .kf, 1 = 7
22( o ke'—10k,
T e Ty

woraus wir die wichtige Beziehung erhalten:

p .
(u) o—1 , e go'—1 o
Oy e 412(9)0 kg ‘ﬁ‘( ) %' ks )

4.) ok, =

gw—a



J. Thomae, Beitrag zur Theorie der & -Functionen. 213

Die Constante K,, aber ist diese

2p+2
TI( (hy —g) .8 [ (0, k)]
5.) K, =-— -

P
*) fpo'—1
2.3, (ks .3k,

(worin hipter das Differentialzeichen eine Klammer gesetzt ist, um anzudeuten,
dass man nicht, das Integral im Sinne habend, die Grenze als variabel an-
sehen darf). Seizt man némlich, was immer geschehen kann, fir z,, 2., ... 5,
solche von k, verschiedene Verzweigungspunkle, fir welche, unter ke, g, ganze
Zahlen verstanden,

P
(019 025...0,) = (%p(e) Wi byt Gu87, .o X o byt gy im)

ist, so nimmt die linke Seite der Gleichung (3.) vermdge bekannter Eigen-

schaften der -Functionen den Werth an \

‘ 4 He(.”)(k,—ke,) '

“22«:)" 2«#)"“')"’0—1 = —2phy—

2Z Pk

i da,,
ok, °

worin die rechte Seite aus (4°.) folgt, und worin » willkiirlich ist. Genau
denselben Werth nimmt aber die rechte Seite der Gleichung (3.) an, wenn K,,
in ihr die Bedeutung (5) hat, weil sie in die Form gebracht werden kann

]
(0,) D hy—k) O <‘1‘7@ u,(s,5) — 4,0, k)
' ok, ’

—1
2%'(9,) agf) ke

woraus unsere Behauptung unmittelbar folgt.
Setzen wir in der Gleichung (1.) &, stait &, womit ein Punkt (s,, z,)
bezeichnet wird, und statt des Punktes (s,, 5,) jener Gleichung (s, ), so finden

wir durch Grenzibergang die Gleichung:
242
3k, — 1)

. Ot (8us $,%) 1 4 O e (S, 54)
(6)  lim. =ar= 56,

Um die Function 61200’(’9’0 Z”"'v”) , in so weit sie von (s,s) abhéngt,

4
(%) po—1

zu bestimmen, haben wir zu beachten, dass sie an den Linien ¢ und @ in T
die Periodicititsmoduln Null hat, dass sie auch an den Linien &,y b, ... b,
ausser an b, die Periodicititsmoduln Null hat, an b, aber den —2, dass sie
fir (s,s) gleich (8,,%,), (825%.), ... (s,5,) unendlich wird, sonst aber in

T' endlich und stetig ist. Dieselben Eigenschaften besitzt die Function
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ou, ou, Ou,

0z, 0z, Iz

aue_l aug_, auq—l

Oz, Oz, 0%,

. [aup
—te38,5)  —He;s5) —t(ey35,5) ¢ | e

aue_H 8u9+1 aue“

Oz, Oz, Oz,

Oup Ou, Ju,

Js, 0z, %,
Ou, k fi Ou, (s,, %,) . . : . . .
55, Burz far —=om = gesetzt. Diese beiden Functionen konnen sich nur

durch eine von (s, s) unabhdngige additive Constante unterscheiden. Die Dif-
ferenz der beiden Functionen ist namlich in T einwerthig und in p und nur
p willkirlich vorgegebenen Punkien (s,,3,), (82,%,), ... (8,,%,) unendlich
gross erster Ordnung. Eine solche Function ist nothwendig in Bezug auf
(s, %) constant, weil zwischen den p Punkten, in denen eine Function einer
2p+1fach zusammenhiingenden Fliche T unendlich gross erster Ordnung
wird, nothwendig eine Relation stattfinden muss (R. pag. 122). Differentiiren
wir die hieraus entspringende Gleichung nach z, so ist der Differentialquotient
von jener Constanten frei und man hat

_ Ouy: ) 21’, dlg 0’(@;‘, 0y, ... 0,)  Oug: (8, )
azl 1 e ave avel 65
—_ a’h 8’“1 au‘
= Os, Oz, 35,
‘ Oy Oup— Oup_
Rt e—1 1
(7.) 3, os, O ,
r t'(el; 8, 5) 4 (82; s, 5) t'(gp; s, 5)
a_g% +1 aug'l"l aue+l
1 azz 85,, !
ou, . Ou,
az‘z v azp

wenn unter & (ef,;'s, z); (}ér Differentialquotient

Ot(eus 8,8y
0%

verstanden wird.
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4.

Multipliciren wir nun die Gleichung (7.) mit s und setzen z=k,, so
folgt daraus mit Riicksicht auf (6.)

P P
oe) k’-l. S a® -t
‘l Ouy 2” aﬁlg’ﬂ"('v',v“.,.vp) ‘r'"(r) r 2(,) ’ kﬂ
- az}_ ) 1 9' )

Ov . 00, (F) (ha— k)
— 3 Ju, Ou, Ou,
o 0z, 0Oz, Ozp
Outp_y Ot .. _Ouen
oz, Oz, Ozp
Ouy Ju, . Ju,
oz, dk,  Oz,0k, 0z, Ik,
8ue+1 8u9+1 ... aug+1
oz, 0z, O%p
Ou, Oy Ou,
0z, oz, Jzp

Wahlt man fir die willkirliche Zahl » die Zahl ¢ und wendet auf die linke
Seite die Gleichung (4.) an und bildet die Summe der erhaltenen Ausdricke
fir =1, =2, ... o=p, so folgt daraus die Gleichung

a]g au;,: I
O'lgd(v,,0,,...0p) Otgpr Oz,
8) e Fopdon ok, = P ek
Wenn nun

(015025 ...0,) = (0,0,...0)
gesetzt wird, so bestehen (R. pag.151) die Gleichungen

L olgd Al
% Ov, 00,

&’lgd _ dlgd
9o, dv,  Oagy ’
aus welchen folgt, wenn man sie auf (8.) anwendet,

dlg$(0,0,...0
(9.) gd( )

Gae,‘,; ?

dlg|ej dlg
ok, ==t ¢9Ik ! i % ‘/Il(")(zm ks
worin z{*, =z, . .

(/) solche (von k, verschledene) Verzweigungspunkte
bedeuten, fir welche

(' b ul’ (0’ k‘u) _z::(e)uy (09 Eg'u))’ . .) = (O, O, cee 0)
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ist. Zur Herleitung der rechten Seite der Gleichung (9.) aus der Gleichung
(8.) benutzt man den Productsaiz der Determinanten.

Es mag nun mit Discr.(h;, hay ... by5 915 gos - gp) das Product aller
Differenzen von solchen p-1 Verzwelgungswerthen, worin der Punkt mit
grosserem Index immer der Minuendus ist, bedeuten, welche die Eigenschaft
besitzen, dass

(.. —‘z’”u (0 )+, (0, by )= (s g g+ B by 22, ..

nach den 2p Modulsystemen der Functionen u ist, und Discr.(h,, k., ... k,;
g1y G2 --- gp) das ebenso geordnete Differenzenproduct der p+1 ibrigen Ver-
zweigungspunkte, welche dieselbe Eigenschaft haben. Dann wird die Relation

(9.), wie man sofort erkennt, durch die Gleichung integrirt

[4f]

—Hg ]/Dlscr 0,0, ...0).Discr.(0,0,...0),

1g9(0,0,...0) = Const. —Hg]/

worin die Constante von k,, und da w willkirlich ist, von sémmtlichen Ver-
zweigungswerthen unabhéngig ist. [Es enthilt aber Discr.(0,0,...0) die

Verzweigungspunkie mit geraden, Discr.(0,0,...0) die Verzweigungspunkte
mit ungeraden Indices.

Um die Constante zu bestimmen, setzen wir ky=k,+4,, ky=1Ik+4,, ..
ky, = ky,_1+ 4, und lassen die 4 gegen Null convergiren. Dann erhilt (nach

Art.1) 1g9(0,0, ... 0) den Werth Null und }/14 125)11 den Werth
1

, .

‘/Discr. @©,0,...0)Diser.(0,0,...0)

woraus sich ergiebt, dass die additive Constante Null sein muss. Demnach
kann in dem Ausdruck

TA0T 7
A1) 8(0,0,...0) = AL g;jz)),', ]/Dlscr (0,0, .. 0).Discr. (0,0, ... 0)
nur noch ein Zweifel iiber die Wahl der vierten Wurzel der Einheit sein,
welche in das Wurzelzeichen eingerechnet ist. Um dieses festzulegen, nehme
man die Grossen k,, ks, ... ko reell und der Grosse gemiss nach den Un-
gleichungen geordnet an ' '
<l <lk<<.. <k
Dann sind die A$’ simmilich rein imaginire und die B rein reelle Grossen,
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und daher die rechte Seite in (11.) abgesehen von der factoriellen vierten
Wurzel der Einheit reell. Die a,,. aber sind dann alle rein reelle (den Con-
vergenzbedingungen immer von selbst geniigende) Grossen, folglich ist jedes
Glied der 9 -Reihe, folglich $(0,0,...0) eine positive reelle Grosse. Dem-
nach miisgen die Wurzeln der rechten Seite so genommen werden, dass der
ganze Ausdruck positiv reell ist.

Das Vorzeichen fir jede andere Lage der Verzweigungspunkte ergiebt
sich durch stetige Ueberfihrung derselben aus der reellen, wie angegeben
geordneten Lage in die vorgegebene Lage.

5.
Der Werth von u,(0, k,) ist in der Form enthalten

p i

‘1‘:(9)"2’7) @y 95 i,
worin h{”, ¢¢> Briche sind, deren Nenner 2(p—1) ist. Wir setzen im
Folgenden

P
ol = u, (0, kv)—%(e)”ﬂ(seﬁze)

und

p
@) ,,(»)
212(9)h€, e
3, = e

Dann ist (R. pag. 154) der Quotient

500, o, ... o0).

P
3 g (4 0, k) — g (0, )
e v

Py

P ) '
3 e (0, ) — 1y (0, k)
e

eine zweiwerthige Function in T, die in dem Punkte k, unendlich und in
dem Punkte k, Null wird in Bezug auf jede der Variabeln ,, 5, ... 3,
and die zu beiden Seiten der Querschnitte nur durch Quadratwurzeln der
Einheit verschiedene Werthe annimmi. Sie ist daher in der Form enthalten:

£ Be—kh,
Const. ‘/ I, "k
Wirft man einmal z,, ., .. . %, auf p von k,, k, verschiedene Verzweigungs-
werthe und ein andermal z,, ,, ... 5, auf die p dbrigen von k,, k, ver-
schiedenen Verzweigungswerthe, so erhélt fir diese beiden Annahmen der obige
9-Quotient abgesehen vom Vorzeichen einander reciproke Werthe, woraus
sich far die Constante, die wir wit C,, bezeichnen, der Werth ergiebt
Journal fir Mathematik Bd. LXXI. Heft 3. 28
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ﬂﬁes"’ z ‘%),
woraus die Gleichung fliesst:
Lo _ Yppr
Zph (o (0, k) — 1y (0, k) 5 O00G—hk)
12 e . v o 1 1/ H %y v,
(12.) 8. o — @3k,

NTO] 2p+2
e% @ by (ug (0, k) — u, (U, k) # f;l((z,)u)(k —ky)

Hierin ist nur noch die Wahl der vierten Wurzel der Einheit, welche in den
Wurzelzeichen steckt, zweifelhaft. Aus der Gleichung (12.) leitet man leicht
die unter der iiber die ganzen Zahlen h, g zu machenden Voraussetzung

%‘P(g)hggQEO (mod. 2),
giltige Gleichung ab (Conf. die Einleitung in Bezug auf die Bezeichnung)

AR
(13) 9, 4 4(0,0,...0) = 1/|23 lp ]/Dlscr (husliay . g,) Diser. (bus oy o g,)s

worin fir reelle, der Grosse nach wie die Indices geordnete % die Wurzeln
positiv reell zu nehmen und den Grossen h, g nur die Werthe O oder 1 zu-
zuertheilen sind. Hierdurch ist das complexe Vorzeichen der Gleichung (12.)
wit bestimmi, wenn nicht k, ¢ solche Zahlen sind, fir welche die Gleichung
(13.) in 0 = 0 ibergeht.

Bezeichnen wir nun mit o,, 0,, ... 0,, p Verzweigungspunkte, und
mit ‘905 diejenige 9 - Function 19,%,‘2, R in welcher die A und g aus der

Congruenz entnommen werden

(A) (oos Fl0)=00s-) = (s s Bt F g g0 ).
Bezeichnen wir mit z,, 7,, ... 7,,, die tbrigen Verzweigungspunkte und
mit '915 diejenige 9-Function '9h‘, by, gy in welcher die 4 und g aus der Con-
gruenz entnommen werden

(B) (e ,,m)-zf@u,,(r,,), ) = b Z  Behe g ),
in der die Summation der linken Seite iber die p von 7,, 7, verschiedenen

Verzweigungspunkte v zu erstrecken sind. So konnen wir, die Argumente der
9-Functionen o,, v,, . . . v, alle gleich Null genommen, die Gleichung beweisen

0
(14.) l e

St = £9, .9, .9

2 Tpy2’

1”1(9)"’ @

%) Zor Erklirung der Bezeichﬁung diene die Gleichung ﬁ{;sﬂ)q,(g): ———f;(ﬂ)-tp@ .
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welche fir den Fall p=2 schon von Herrn Rosenhain in seiner Preisarbeit
iiber vierfach periodische Functionen (Gl 116) angegeben ist.
Zu dem Ende bezeichnen wir noch mit & diejenige & ~Function

o e bei welcher die h, g der Congruenz entnommen werden
4

P
(C) ("‘7”2(18) E(Q)u G)? )"‘ SRER ] %?(g)a’xg g+gx 2 9. )

mit 4 (o) das Product aller (einmaligen) Differenzen der Grossen o,, 0,, ... g,,
mit 4 (o) das der Grossen ¢,, 03, . .. 0,4, Oppyy ... 0,, mit 4(z7) das
Product aller Differenzen der Grossen z,, v, ... 7,,,, mit 4(z,0,) das der

Grossen 7,, Ty, . .. 7,44, 0,, und 'mit 49 (z) das der Grossen 7., 7,, ...
Tyrts Tppay «- - Tpya, it Diser. (7,), Discr.(z,) die Grossen Discr. (b, ks, ... g,),
!
Discr.(hyy ks ,...g,), wenn die b, g aus der Congruenz (B.) entnommen werden,
’ !

mit Discr. (7,,0) , Discr. (v, 0) die Grossen Discr. (hy, ko, ... ), Discr. (ks has... g,),
wenn die k, g der Congruenz (C.) entnommen werden, mit Q07 aber be-
zeichnen wir den Quotienten auf der linken Seite der Gleichung (12.), wenn
darin %, durch z,, k, durch o, ersetzt wird. Dann haben wir aus (12.)

80w %, —0 1 1
Q = é Cur ‘/II ¢ - ( - ) 9
0%,/ / 1@ By — Ty “Byi—Ty By— 0,

und daraus
oo o i as;?r;/
(111 Dioer o™ Ge') (II Yoey Be — 0¢?)
= Cu.Cpu...Cpp . P 1—7611

worin C,;, C,, ... C,, diejenigen Grossen sind, die aus den friheren C,,,
entstehen, wenn in ihnen £, durch z,, k, durch o, ersetzt werden. Setzen wir
nun 3, = 6,, % =0, ... 3, = 0p, 50 folgt hieraus, wenn wir das Vorzeichen.
in die Wurzeln einrechnen,

1 L P pt?
laggj')‘ = d&(a)'lll“’)cﬂe, IT I g, (% —Te?)
o, 20 Mz) | H(e) ey
(15.) . ’ _
|47] (4(@)" H(#)(T”_T(’)III(Q)I,IQ’)("?'“'e‘) .
(Rai)p

111 @ G T
28 *
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& .9

A/
Der Ausdruck — (T' )t"“ ist aber nach der Gleichung (13.) gleich
Tu,0

4

’ ’ )
|A¢ )| V Discr. (z,) Diser. (7,)... Discr. (z,42) Discr.(z,) ... Discr. (zp42)
. ’

@miye (Diser. (2, 9) Discr. (7, 6))?

(A(@))P (4 (o). lfw ;j;,) (Ty—0,)
(4(@)" I:i (0 (Tu— 0P (m_d(_’)____)”

H((él;) (Ty—re)
Und hieraus folgt, abgesehen von einer vierten Wurzel der Einheit, die in
das Wurzelzeichen eingerechnet Wird,

2

p+2

To%, |4 g i, 11, =0
@, ¥~ Caiy

(16.)
111 @ (Fu—0p)
Aus der Gleichheit der rechten Seiten der beiden Relationen (15.) und (16.)
folgt nun die Richtigkeit der Gleichung (14.), wenn noch bewiesen wird, dass
sie auch noch in Bezug auf die vierte Wurzel der Einheit richtig ist, welche
wegen der Vernachlissigung der Vorzeichen bei unsern Rechnungen noch be-
sonders untersucht werden muss. Man erkennt aber die Richtigkeit der von
uns in der Gleichung (14.) angegebenen Wurzel der Einheit, wenn man simmi-
liche @,, ... als reell voraussetzt, was immer geschehen kann. Es bleibt
aber das Vorzeichen unbestimmt, welches von der Anordnung der Reihen in
der Determinante abhéngt. '
6.

Nun sollen noch die partiellen Differentialquotienten der ungeraden
9 - Functionen fir verschwindende Argumente durch die Verzweigungswerthe
dargestellt werden, so weit sie nicht selbst verschwinden. Behalten wir die
Bezeichnung des vorigen Art. bei, so haben wir die p Gleichungen

2 002 Ou, ‘/ P z,—0 1 1
.__._ﬁ_ o ¢ Y . —
%"(e) do, 0Oz 10 ﬂ(e) Bo—Tpu ( 5—T, B —0y )’

»  9QY Oup Bp— 0 1 1
e S chad . e ¥ —_
< T ave 85, ‘/ﬂ(e) Be— T ( z,—— r,, B,— 0y ) ’

‘,2(9) ave az, ]/H(e) Be— Tu ( B—Tu  Gp— Oy >’
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aus welchen folgt

30(") aull
8’0,1 85},
%g— 0y
‘ ‘ O 71/111(9) Be— Ty
— o G . w4 A Quyus . Oty
O3, 0z, Oz, B—T, & —0, 05, 03,
Ou, Ou, ... Ouy. 1 1 Ouypr Oy,
0z, Oz, 0O, By—Ty  B,—0, 0z, 0,
Ou,  Ou,  Ouy t 1 Ouy—y Oup
Oz, O3 Oz, Zp—Tu  %p— Oy Oz Oz,
oder
80(7) l P -1 a9 |
2 So g ( S 8 ) olg (‘%‘(e')zﬁ <%’ )
— T <o \z,—7, 5,—0 P " i )
o 1 3 u o v @) 0
Cuvl/llz(e) —5:_-——- T; 5(21"(9') o "Bp )

‘Wendet man hierauf einen bekannten Determinantensatz (Balfzer §. 6, 5) an,
und setzt z,= 0y, B, =0,, ... 5, =0p, 50 folgt abgesehen von der Wahl

der vierten Wurzel der Einheit

1) 14 (4 1—1
Gﬂ'ay 13 C 111(9) (Gy_ 0(,>- _111:(9) (0',,—— t?) P 81g !ai ‘ 5lg|07. l
90, —t Tus0" K" N ' ‘1?(’) dal? . dd !
]/III @(%e— 7w v v
m——-——— : ’
9 II @ (ov— P dlg [a?’ )I -
=1 Ty,0" H = () 50 - 8%, (o),

111(9)("9_7")
worin
S (o) =1, 8 (0) = 0,4+ 0+ 40,140,140+ Gy,
S (o) =Un02+0'10'3+“'+01“v—|+010'v+|+'"+010'p+02(73+"'+Gp-—10p’
8, (0) =0,.05...0,4.0,44...0,

zu nehmen ist.
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Ersetzen wir nun noch &, durch den in der Gleichung (13.) gefun-
us
denen Ausdruck, so findet man nach einigen Reductionen:

o ——
8!9’0, ¥ l//l(y) (0).4(z,0,). zlr‘(e) AS/EZ) Sg,y_)l (o)

(17) = =

2ni )/ (2niyp . y| AL
Fiir reelle, der Grosse nach wie die Indices geordnéte k sind die Wurzeln so
zu nehmen, dass die rechte Seite positiv reell ist.

Hiermit ist das vorgestreckte Ziel erreicht. Man kann noch leicht
nachweisen, dass die geraden $-Functionen, welche nicht mit den Argumenten

v verschwinden, sidmmitlich in der Form .91 o enthalten und somit fir ver-
M
schwindende Argumente hier dargestellt sind. Die Anzahl der dargestellien

2p+2 2p+1 2 2 .
_1’_1“.*'___11;._5. gii , die Anzahl der

iiberhaupt vorhandenen geraden 9-Functionen ist 2°2~'4 27—, und daher giebt
es schon fir p =3 eine, fir p >3 mehrere mit den Argumenten ver-
schwindende gerade - Functionen. Ebenso verschwinden fir p > 2 die
partiellen Differentialquotienten einiger ungeraden & -Functionen mit den Ar-
gumenten. In beiden Fallen giebt es hohere Differentialquotienten, welche
nicht mit den Argumenten verschwinden, deren Auswerthung fir verschwin-
dende Argumente mit dhnlichen als den hier angewandten Mitteln ausgefiihrt
werden kann. Man erhilt aber die Systeme der Zahlen A, g, fir welche

erst die zweiten oder hohern Differentialquotienten von &, , g (019024 ... 0p)
17y Jp

geraden & - Functionen aber ist %

mit den Argumenten nicht verschwinden, wihrend die niedern und die Function
selbst Null werden, wenn man diese Zahlen aus der Congruenz entnimmt

P ) P i
(Mm&h%%m&@WDE(mﬁ%MMﬁ%%“)

und von den in der Summe é‘; «, (0, k,) enthaltenen beliebigen Verzweigungs-

punkten k, zwei oder mehrere dieselben sein léasst.
Halle, Juni und Juli 1869.




