
Untersuchungen tiber e inige l 'unkte  aus der a l lgemeinen 
Theorie der Flitehen. 

Von A. ENNEPER in GOTTINGEN. 

Die analytische Behandlung geometrischer Probleme, welche sich 
auf F1Kchen und Curven derselben beziehen, basirt~ nach dem Vorgange 
yon Gauss ,  auf zwei Liniensystemen, welehe auf einer FHiche ange- 
nommen werden trod fiir die Bestimmung der Lage eines Punktes eine 
~ihnliehe Bedeutung haben, wie die gerad- oder krummlinigen Coordi- 
natensysteme der Ebene. Zwisehen den Elementen, durch welche die 
Kriimmung einer Fl~tehe und die Liinge eines Bogenelements defmirt 
werden~ finden eine Anzahl fundamentaler Gleichungen statt~ welehe, 
je nach der Wahl der beiden Curvensysteme, mehr oder minder ein- 
faehe Formen annehmen. Wenn auch im Folgenden ein System yon 
Fl~cheneoordlnaten besonders zur Anwendtmg kommt~ so seheint es 
f[ir das leichtere Verstiindniss der zu entwickelnden Gleichungen gut 
zu ~ein~ zuerst einige allgemeine Relationen in .mSgliehster ]~iirze 
darzustellen. Es ist dabei versucht durch eine geringe Anzahl yon 
Beziehungen die Uebersicht der Formeln zu erleichtern. 

Io 

Die orthogonalen Coordinat~ x ,  y ,  z eines Punktes einer Fl~che 
seien Funetionen zweier Variabeln u und v. Setzt man: 

l ~x 2 ~y 2 ( ~ z y _  E (~,~2_L(~y.~7_[~z v , .  ~x ~x _ ~ y  ~ _ ~ z  ~z. 
, . o :  

so ist das Bogenelement 9 s einer Curve der Fl&che dureh die Glei- 
ehung gegeben : 

(0 s)~ ---- E (~ u) 2 + 2 F ~ u ~ v + G (~ v)2. 
Aus" den Gleiehungen (1),erhi~lt man unmittelbar: 

~ ~- ~ ~ - ~ - r ~ - 4 ~ - ~ - '  ~v ~-~ -I- ~v ~ - J -  ~ ~4-~=�89 ~ 



Die Gleiehtmgen der Hauptkriimmungshalbmesser - -  welche im Fol- 
genden durch r' und r" bezeichnet werden sollen - -  enthalten ausser 
.E, F ,  G noch drei 19eterminanten A ,  B ,  C, ffir welche die Glei- 
chungen statffinden : 

(3) ~'x ~*Y ~'[ A,  Ox Oy 
' ~ u '  ~ '  Ou --~ 

Oz Oy Oz] 
i! Ov ' ~v ' Ov [ 

O~x O~y O~z 

Ox Oy Oz [ 
~-~' 0 4 '  0-41 - - - B ,  
Ox @_ ~z._s 

~u ~v ~ ~u ~v ~ Ou ~v 
Ox Oy " ~z 

~x 3y ~z 

= ( L  

Fiir r' und r'" bestehen die beiden Relationen: 
(4) AG -4- B E  ~ 2 CF 1 1 A B  --  C ~ , 1 

(EG - -  h~) ~ ~ -~' ~ -  r" ~ (EG - -  _~)~ - -  r" r ~" 
Nimm~ man : 

3y 0z ~y ~z ~z ~x ~z ~x ~x 0y ~x 0y 
(5) ~ ~o ~v ~ = Ao, ~ ~v ~, ~----- Bo, -=Co 

so lassen sich die Gleichungen (3) auch auf folgende Weise schreiben : 

(6) Ao ~'x 0~y O'z + B o  ~ + C o  ~ - - B ,  

Ao ~ + Bo + C O = C. 

Die Gleichungen 1) und 5) geben: 

A J  + Bo ~ + cV ---- E ~  - -  F~. 
Differenfiirt man die vorstehenden Gleichungen nach u und v, so erh~l~ 
man,  mit Riicksicht auf die Gleichungen 6): 

OA B C. EG .F ~ '~ [ A o_L_Tt O o_1_[7 ~ o _ _ l O (  - -  ) A ~ A o A n  ~Bo~r  06'o t ~(EG--I~ ) ] o - ~ - ~ ' o ~ -  ~ - ~ o - ~ - - ~ - ~  - ,~ou165  - ,  

{'7~J ~x 0.4o -.L- Oy OBo 2 -  ~z OC. A Ox ~A,, A_ cY OBo _L ~z ~g~ ~ 

( ~  ~ - - - - ~ - ~ - -  ~ ~ - - - - - - - - '  ~7 N ~ ~ -~ ~ -~ -~v = - -  - "  

Aus den Gleichungen 1) und 5) folgt: 

Ao , Bo , Co, 
~x Oy ~z 

(8) Ou' Ou' ~u'  = E G  - -  _~'~ 
~x Oy Oz 
~v '  ~v' ~ '  

Mit Hiilfe der Gleich~ngen (2) und (6) tassen sieh die zweiten Diffe- 
renfialquoLient~a yon x, y, z nach u mid v dutch ihre ers~en Diffe- 
rentialquotienten, die ersten Differentialquotienten yon E~ F~ G und 
dutch die Quantit~iten Ao, Bo, C0darsteUen. Da dieseDifferentialquor 
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(m) 

(~.) 

in Beziehung auf x, y, z und A0, /~0, ~ symmetrisch sind, so wird es 
hinreichen dieselben m~r flit eine der Coordinaten aufzustellen. Ebenso 
sollen aus (7) nut die Differentialquotienten yon A o nach" u und v 
bemerkt werden. Aus den angegebenen Gleichungen finder man: 

(,9) 

Ao AG--CF ~x. CE- -AF ~c 

Ao CG--BF ~x BE- -CF  3x 

OE F ~ - ~F 

~G ~ F ~E 

G ~.E ~a 
CA,, ~ - -  F ~u-- 

Ov 

V ~ + 

~ a 1 ax 

1 6~x 

( E ~ - ~ )  ~ 

. . . .  ~3g 

0x 

~ F ~a G ~F 
+ 

�9 

l)urch Bildung der doppelten We~he yon ~-$v -~ etc. lassen 

sich aus den vorstehenden Gleichungen drei Gleichungen ableiten, de- 
ren eine in Beziehung auf A ,  B ,  C algebraisch is~, w~hrend die bei- 
den andern die Differentialquotienten yon A ,  B ,  C enthalten. Diese 
beiden letzteren Gleichungen lassen sich einfacher auf folgende Ar~ 
herstellen. Aus den Gleichungen (3) finder man. 

~A ~C --~-- 2 
~v ~u 

~ x  ~y  ~'z 

~x  ~y ~'z 

~v ' ~v ' ~v 

Nach 2) und 6) is~ nun: 

~x 0 y  ~z 

~v ' ~v ~ ~v 

~ x  ~2y ~2 z 
~u~ ' ~u~ ~ ~u ~ 

~x ~y ~z ~ 

~ x  ~ y  ~ z  
~ ~v 2 ' ~v~ 

Ao, Bo, Co, 
~x ~y ~z 

~x ~y ~z 
Ov ' ~v ' ~v 

A ,  C,  0 I 

J ~E ~E �89162 �89 F . 

Auf ganz dieselbe Art l~isst sich leicht die zweite Determinante in 
~A ~C 
~- ~ -  durch B ,  C u n d ' E ,  E, G nebst deren Differentialquotienten 
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ausdriicken.. Man verificirt so ohne Mithe die beiden folgenden Glei- 
chunsen:  

, 

+ B (�89 E ~- + �89 . ~  - ~ 

OF 0 

Die Oleichungen (9), ( .10)und (11) lassen' sieh egwas tibersichtlicher 
dureh Einffihrung der fot~genden GrSssen darstellen. Seien a ,  b, c die 
Winkel ,  welehe die Normale im Punkte (x, y,  z) mit den Coordina- 
tenaxen bildet, die Tangente zur Curve, ffir welche u allein variirt, 
bilde mit den Coordinatenaxen die Winkel  a~, b~, c~; analoge Bedeu- 
tungen mSgen a2, b~, c~ ffir die Curve haben,  fiir welche v allein va- 
riabel is~. Mii Riieksicht auf die Werthe  yon Ao,  Bo ,  Co aus 5) fin- 
den die Gleichungen start:  

cos a cos b cos c 1 

-~--o ---  ~;-o ~ -G-o ---  r ( ~ - w s  

1 ~x 1 ~Y - - cosb~ ,  .1 ~z (13) /rE ~u-----eosa~, / /~  ~u VE- ~u-~-c~  

1 ~x 1 ~Y - -  cosb~, 1 0z 
//~-- ~v ~ cos a~, 1/_ ~_ ~v t /~-  ~v ~-- cos c~, 

(14)  

Zur Abktirzung werde ferner gesetzt: 

�9 /" V ( V  - G - - F  ~ ) cosa I cos a 2 -~- cos b t cos b2 + coscl cos c 2 ~ cos ~p ~ V(E-~) ' sin ~p ~-- ViEG) 

G ~ - -  F ~G E ~G 0E 
~T bT - -  F ~T 

Mittelst der Gleichungen (13) und (14) lassen sich die Gleichungen 
(8), (9),  (10) und ( 1 1 ) a u f  folgende Formen bringen:  

cosa~ cosb~ cosc~ 

(15)  

~COS~ 

---~- ~ .  - 

~COS q,t 

cos a I , 
cos a 2 ~ cos b 2 

AG -- GF l / ~  cos a, 

GG -- B F  i / ~  cos a l (Ea - ~ Y i  

cosbl,  'coscl,  ~ sin ~p. 
COS C 2 

r E -  AF  / / ~  cos a~ 
(EG -- F ~) ~ 

B E - -  CF (Gr cos a 2 
(E(I --  P )  zk . .' 

M + ~-~ (cos a I cos ~p - -  cos a2) , cos a -~ sin q~ 
A 
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(16) ~cosal C N (eosal  c o s ~ # -  r , 
~v " - -  ] / E T V ( E G -  1~'*~) COS a - -  

~cosa~ C M (cos a~ cos ~p - -  cos aj) ,  
~ 4 -  - -  VG:V(E~--_:~  cos a ~ 8 i ~  

av 
~ _ t _  

oo~a, __  /~ ~ , . l  ~V(cos  
-a;' I/if: Vii~2~-s cos a A- am ~ a2 cos ~ - -  cos a~). 

Die Gleichungen 13) und 14) geben: 

[ cos 2a + cos ~b -4- cos ~c = 1, cos a~ cos a~ + cos b~ cos b,~ + cos c~ cos c2 ~--- cos ~p 
(17) ~ cos '-'a~ -1- cos ~b~ -~- cos :c~ ~--- 1, cos a cos a~ -{- cos b cos b~ -~- cos c cos c~ ~--- 0,  

[ cos ~a~-~- cos ~b~-~- cos :cz ~ 1, cos a cos a~ "4- cos b cos b~ -4- cos c cos c~ ~--- 0,  

Sind die Gleiehungen gegeben: 

[ H c o s a  -4- / / I  eosa~ -{- H.z eosa,  = 0, H c o s b  + / / 1  cosb~ + H~ eosb.~ = 0  
(is) t H cos c + / / ~  cos c~ + H= cos c~ = 0 

so folgt naeh 15), dass diese Gteichungen nur bestehen kSnnen fiir 
H ~ 0, //1 ~-- 0,  H 2 = 0, da sin q~ nicht verschwinden kann. Bildet 
man nun aus 16).die doppelten Werthe yon: 

~cos a ~cos a~ ~cos a~ 

so ergeben sich drei Gleichungen, von denen jede einzelne wieder ein 
System yon Gleichungen yon der Ar~ der Gleichungen (18) reprKsen- 
tirt. Hierdureh ergeben sieh neun Bedingungsgleichungen, die sieh 
factisch auf drei reduciren. Sechs dieser Gleiehungen sind in den bei- 
den Gleiehungen (12) enthalten~ die drei iibrigen reduciren sigh auf 
die folgende: 

~M ~N ~ A B  - -  U ~ 
(19) 

oder nach 4): 

(20) e~ air a,~ V(~o- ~) a-~ + ~ -  + ~ +  ,.,r = o. 

Setzt man hierin fiir M ,  IN, !b ihreWerthe aus (14) und (15), so er- 
giebt sich der bekannte Satz yon Gauss, dass das Kriimmungsmaass 
nur yon den Quantit~iten E ,  -2'~ G und deren Differentialquotienten 
abhiingt. 

Mittelst der Gleichungen (16) l~sst sich unmittelbar zeigen, dass 
f~ir gegebene E , / ~ ,  G jede der Coordinaten x ,  y, $ derselben partiellen 

Differentialgleiehung zweiter Ordnung geniigt. Aus (15) und (17)fin- 
det man: 

1, 0~ 0, [ l~ cosa  l, cosa  2 
c o s a  sin~.-~- c o s a l ,  c o s b j ,  cosc  t , c~  ' = t  cosa j ,  1, cosO ;. 

c o s a  2~ cosb  2~ cose2 I cosa  2~cos~p~ 1 I 
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Die vorstehende Gteiehung in Verbindung mit den Gleichungen (16) 
und (20). giebt: 

M ~  (cos a, cos ~p-- cos a2) /~sa ,  sm ~ gc~a, L-~_ _~T(cosvt~ eos~_eosa , )  I s m  ~ - - 

~cosa~ h r , ) f ~ e o s a ~  M 
( -0v- ~- s~h-~ (eosa~ cos~p-- cosa.,)]~- ~ -4- sln--~ (eoset~ cosq~ - -  cosa~) } 

V.~G --~:~- (sin~q~--eos~-a~ -- cos~a~ -{- 2 cosai eosa. 2 eos~p) ~ 0. 

Sind E~ F, G ia einem bestimmten System von Fliiehencoocdinaten 
gegeben, so liisst sich die vorstehende nicht lineare, partielle Differen- 
tialgleichung wegen der Gleichungen (12) und (19) auf zwei lineare, 
partielle Difi~rentialgleichungen reduciren. 

II. 
Die Ebene : 

(X--x)  e o s l + ( Y - - y )  e o s m + ( Z - - z )  ~ o s n - - - - 0 ,  

gehe durch die Normale des Punktes (x~ y, z), sei 0 adas  Bogenele- 
ment der planen Schnittcurve, ferner ~ ihr Krfimmungshalbmesscr 
im Punkte (x, y, z). Man hat dann folgende Gleichungen: 

(1)co~. ~- -4- cos b ~ + cos c ~ = 0 ,  cos 1 ~ + ~ .  + ~ .  0, 

cosa cos/"4- cosb cosm + cost eosn ~--- 0, ~- ~ - / / ~ 1  T~0-~] T ~ - j ]  j" 

Aus diesen Gleichungen finder man unmittelbar: 

: c o s a ,  c o s b ,  c o s e !  
I cosl ,  costa,  cosn} ~ 1. 

3x g yy ~z ' 

Die Gleichungen (1) nach e differentiirt geben: 

~'x ~y 0,z (~x ~cosa ~_ g c o s b ~ z  0r 
cos a ~ -{- cos b ~ -f- cos c ~-~ ----- - -  0e -4- ~e __ ~-~ - ~  ] ,  

cos/  ~ +  c sn~-~--~-0,~e ~ + ~ -  ~ + ~ - ~ - ~ - ~ - 0 .  

Setzt man hieraus die Werthe yon ~ etc. in die Gleichung fiir Q,, 

nimmt die Quadratwurzel negativ, so folgt: 

1 (~__~ 0eosaA_ 0y 0cosb ~z ~cose~. 
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Li~ngs der Sehni t teurve  k a n n  m a n  u t~nd v als Func t ionen  yon a an-  
sehn,  es ist d a n n :  

~x ?x ~u ~x ~v ?cosa ~cosa ~u ~cosa ~v 
~ - -  ~6- ~ J  -1- ~, O. ' ~ . -  ~ - ~Y- ~--J -{- ~v ~. etc. 

Mit te ts t  der  Gle iehungen  (13) ,  (14) und (16) yon I. n i m m t  die Glei-  
chung  (2) fo lgende F o r m  an:  

I m  P u n k t e  (x, y, z) der Curve ,  ffir welehe u allein var i i r t ,  sei ~ ~ p~,~ 
fiir die andere  Curve sei 0r ~ ~ ; .  I m  ers ten Fal le  ha t  m a n  in 3) zu 

setzen / / E .  ~u ?v au :== ()~//G ~v ~ -  ~ 1, ~ ~ 0, im zweiten Fal le  ist :  ~ -  ~ -  ~ 1, 

da a | lgemein  die Gle ichung bes teh t :  

(~u ,f ~' ~ ~' C ~" V .E ",a, ,' i f -  2 _ N-  ~-~ q-  G ~ - ~  = 1. 

Man erhiilg so: 
1 A 1 B 

(4) qT = E V ( E g  2: ~ N ' ~ = (I V(EO --  ~'~)-" 

In  vielen FKllen ist die A n w e n d u n g  eines Sys tems  sehiefwinkl iger  
Fl i ieheneoordinaten  zu eompl ie i r t ,  im Fo lgenden  soll zur Vere in faehung  
~ ~ 0 ,  also cosO ~ 0 und s inO ~ 1 a n g e n o m m e n  werden.  Die Glei- 
ehungen  14) yon I.  geben  dann :  

An die Stelle der  Gle ichungen  (15),  (16) ,  (12) und (20) yon I.  t re ten  
die fo lgenden:  

] ~cosa A C ~cosa C B 
----- ~ / / ~ ,  cos a 1 - -  G---~---~ c~  - -~- -  ~ E / f ~  cos a 1 - -  G--~-~ cosa.~, 

(5 3 ~cosa, A 1 O y . ~ '  0cosa I C 1 ~ / /~  
J } - - ~ -  -~- ~---V--~ cos a - -  g-~ 0v cus a2,--~----  . . . .  E / / ~  cos a -{- ~ - -0u  cos a2,  

/~cosa ,  C .1_ ~VE c o s a  1 ~cosa~ B 1 ~)~-~ 
t --~- ~ a V~' cos a + g a  ~v ' --~-~- ~ V ~  ~u 

(6) 

-..~0 

(7) 
cos a ,  cos b, cos c 
c o s a l ,  cOSbl, ~ o s e  I i ~ ~" 
cosa2~ cos b2, cos c 2 l 
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Die Gleiehungen (4) und die Gleichungen ffir die Hauptkriimmungs- 
halbmesser werden : 

1 A 1 __ B 1 ~ ! 1 AB--C~ 1 

Die Gleichungen 5)~ 6), 7) und 8) enthalten fiir orthogonale F1Kchen- 
coordinaten die fundamentalen Relationen, welche bei Untersuchung 
yon Fliichen zur Anwendung kommen, es bleibt noch iibrig fiir eine 
Curve, welche auf einer Fl~che liegi, die wichfigsten Gteichungen her- 
zustellen. 

Ffir eine beliebige Raumcurve bilde die Tangente im Punkte 
(x~ y, z) mit den Coordinatenaxen die Winkel a~ fl, ~,. Seien ferner 
~t~ it, v und l~ m~ n die Winkel, welche respective die Hauptnormale 
und die Normale zur Kriimmungsebene mit den Axen einschliesse[L 
Bezeichnet man dutch ~ s das Bogenelement, dutch ~ ~ den Winkel 
zweier successiven Tangenten, dutch ~ eo den Winkel zweier successiven 
oseulatorischen Ebenen, so sind 'dutch die Glcichungen: 

1 ~ s  1 ~ 
~ ~ s '  ~ = ~ '  

der Kriimmungsradius Q und der Torsionsradius r definirt. LiLngs der 
Curve besteht zwischen u und v eine Gleichung, man kann folglich 
jede dieser Variabelen als Function einer dritten Variabelen ansehn, 
fiir welche der Einfachheit halber s genommen werde. Unter dieser 
Voraussetzung ist: 

+(Vr =1 
~s ] 

c o s ~ =  ~~ ~ ~" ~ ~ = f s  ~ ~-/ ~-~ ~ - + ~ -  ~- ~-/ cosat + . I / G  ~v �9 ~ -  COS a 2. 

Ist O der Winkel, welchen die Tangente zur Curve im Punkte (x~y~z) 
mit der Curve bildet, fiir welche u allein variirt, so kann man setzen: 

(9) ) / s  ~u cos O, t/G- ~ = ~- ~ sin O, 

folglich : 

(10) cos u = cos 0 cos a t + sin 0 cos a 2. 

Mit Riicksicht auf die Gleichungen 5) und 9) folgt: 

~cosa c~ (cos a2 c o s 0  -- cosal  sin 0) ,  
--~7----- e 

WO: 

(11) 80 
1/1 ----- ~s 

(J B cos 2 0 -4- 2 ~ sin 0 cos 0 + ~ sin ~0) J 
Y~G5 

t ~ 1/~ cos e -1- ! _ ~//G sin O. 
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(16) 

Nimmt man:  

(12) 
so ist: 

(13) 

L = (FCH-~ + H?), 
0 

H cos a -~- H i (cosa~ cosO --  cosa~ sine) 
COS ,~ 

+ H,') 
Setzt man in der Gleichung: 

cos/ ~cosl cos~ 

ftir cosa,  ~ ,  cos ~t ihre Werthe aus (10), (12) und (13), so folgt 

mittelst der Gleichungen (6) und (9): 

cos/ H, e o sa - -  H(cosa,  cos0 - -  cosa, sinO) / n ~ - - ~  t-/TzLTI ~H~s 

Nimmt man: 

1 
(14) r - -  

so is~ : 

+ -- - V ~  za  cos2O . 

~H, ~H 
H - ~ s - -  HI ~---s A B sin0 cosO C 

Z'  + ~,' + (E -- G)- V(E~) E~ cos 2 O, 

(15) cos 1 = H~cosa -- H (cosa, cos0 -- cosa, sin0) . 

Ist (~, ~, ~) der Mittelpunkt der osculatorischen KugelflKche, /~ ihr 
Radius, so bestehen die Gleichungen: 

~q /t2 02 ~s / ' -----x+ ~ c o s ; t - -  r ~- cosl ,  ---- 4-(r~V 

folglich nach (12), (13), (14) und (15): 

HOH, ~H } 
- ~  - - H l ~  B sin0cos0 C (~-x) ~ , ~  ~, + (~ - ~ )  - ~o~ 2 o = 

cos a ~H,  4- A / / ( ~ _ _  sinO cosO H ~ c o s 2 0 }  

- -  (H '  Jr- //1') ~#s - -  H I  ( ~ E ' -  _~)sinO C 1/(~ + H~ ~ cos 2 el ' 

(17) 

H '  + Hfl "3t- E B)  sin 0 cos e 

' H ( - ~ -  ~) ~io, oo~o =(H' + ~  I ~ +  ~ v ~  

2 

- a c o s 2 0  /t2 

O 
H ~ - ~  cos2 O} ~ 

-4- lEG cos 2 0} 2. 

Der Ausdruck yon H in (11) sowie die Quantit~it 
(~_A B) s ine~o,e v i ~  ~ cos 2 (9 

Mathomatiiche Ann&len IL 89 
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der Gleichungen (14), (16) und (17) lassen sieh auf folgende Weise 
darstellcn. Ist q) der Winkel ,  welehen die Curve, ffir welche u allein 
variirt, mit dem Hauptschnitt  bildet, dessen Krfimmnngshalbmesser r" 

ist~ so hat  man bekanntlieh: 

1 COS 'Cp ino~ 

Diese Gleiehung in Verbindung mi~ den Gleiehungen (8) giebt: 
A cos 2qo sin ~ep B sin ~q0 cos 2qo 

. . . . . . . . . . . .  EVi~'V) -~--," + ~ ' ~ - '  (;V(Ea)-- . . . .  / - -  + ,"" ' 

Nimmt man : 

(18) EGO' = (r __ 1 )  s in~ cos~, 

so folgt: 

( A _  B)sin 0 cos 0 
V o5 

H = cos, (o -- ~). _1_ sin" (O -- ~) 
9/ 9J' 2 

C cos2 19 -~-(1 __ 1)s in(19 --~0) cos (O- -~)* ) .  "EG 

I I I .  

Die Tangenten zu den Hauptschnitten htillen zwei Systeme yon 
Curven ein, die nach Monge Krtimmungslinien heissen. L~sst man ein 
orthogonales System yon Fliichencoordinaten mit den Krtimnmngslinien 
zusammenfallen, so hat man in der Gleichung (18) yon II. entweder 
sin ~ ~---0 oder cos ~ ~---0, also C---~ 0. Die Kriimmungshalbmesser 0k 
und Q; sind dann m i t r '  und r'" identisch. Sei Q~ ~ r' und ~;---~ r". 
Die Gleichungen (8) und (6) yon II. geben dann: 

A 1 B 1 
(1) Et'(EO) ----- 7 '  O / / ~ a )  = ;~" 

*) Unter den verschiedenen Theoremen zu welchen die vorhergehenden For- 
meln Veranlassung geben, m6ge nur das fotgende hervorgehoben werden. Haben 
r" und r" entgegengesetzte Zeichen, so existiren auf der Fii~che zwei Systeme 
yon Curven~ bestimmt dutch die Gleichung H ~  0, welche die Eigenschaft haben, 
dass der Krfimmungshalbmesser des Normalschnitts, welcher dutch eine ihrcr 
Tangenten geht, unendlich gross ist. Diese Linien hcissen bekanntllch nachDupin 
asymptotische Linsen. Setzt man in den Gleichungen (11) und (14) /=/~ 0, so 
folgt durch Elimination yon O: 

1 A B -  C ~ ~ r "  
�9 ~ - - ~  (EG)~ d . i .  r" - - r "  . 

i)as Quadrat des Torsionsradius einer asymptotischen Linie in einem Punkte einer 
Fl~che ist also gleich dem negativen Product der beiden Hauptkrfimmungshalb- 
messer in diesem Punkte. Ist ffir eine Fl~che das Krfimmungsmaass negativ con- 
staa~t, so existiren auf derselben zwei Systeme yon Curven yon cons~ntem Tor- 
sionsradius. 
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(2) } L _VG 1 ~ V(~, oder (._1___1 1 ~ ~//G --~/ /G ~ 1 

! 
(3) 

Die zweite der vorstehenden Gleichungen folg~ unmittelbar aus der 
ersten durch Zuziehung der Gleichungen (2). Ftlr den vorliegenden 
Fall mSgen a~, b~ c~ und a~, bz, c., fibergehn in a', b', d ' u n d  a", b", c". 
Es ist dann: 

~x = FE'. cos a ' ,  ~x (4) 9-u ~ ~--- VG--. cos a". 

Wegen der Gleiehungen (1) und C = 0 treten art die Stelle der 
Gleichungen (5) yon II. die folgenden: 

/ ~ cos a KE , 9 cos a V~ cos a" ~ --  -7- cos a ,  ~--~ ----- - -  ]:, 

cos a' V ~  ~ a V~  ,, ~eosa" i a F ~  
( 5 ) - i ~ =  7 e ~  V~ ~ c o s a ,  ~v - -  

/ cos a'" ~ ~ a 1/~, VG 

COS ~ '  
VE ~u 

, ~ c o s a "  1 ~ / / ~  , 
cos a ,  ~ - ~  ---- V~ ~h-- cos a 

(7) 

Es ist ferner: 
cosa~ eosb,  cosy 

(6) cosa' ,  cos b', cosc' ~ 1 
c o s  a " ~  c o s  b " ~  c o s  c "  

Ffir die Kriimmungslinie, liings welcher v allein variirt, sollen die 
Quantit~ten a ,  9, Z, l, r ,  ~, /~ der Gleiehungen (10) und (12)~(17)  
yon II. mi~ dem Index v versehen werden. Man finder dann: 

COB g,' eos a~ .q_ h cos a' h cos a ~ --,-,- 
,r r q" 

C O S e t v  ~ c o s a  ~ c O S 2  v ~ ~ c o s l v  ~ - -  ' 

F( 4 + + ,,,9 
~ - - - h  ~ 7 ( b  - -  x) = ~ -  cos a ~ 7 "  cos a', 

1 , / / ( A + ' )  
h ~  ~ 1 / ~ S  ~ ' Q ~  ' r ,  = ~v ' 

1 
~ 7 - - -  h ~ -  ~. 

39* 
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Ist ein System yon Kriimmungslinien plan, z .B.  dasSystem,  fiir wel- 
ches v variirt ,  so ist: 

~"' ~VO r ' r  ~ V~ 

unabh~ngig yon ~, also aueh cos l~, da cos a" cos l~ %- cos b" cos m~ 
%- cosc" cosn~ ~ 0~ so ist x cosl~ %- y cosm~ + z cosn~ nur von 
u abhi~ngig. Bedeutet also Q eine Function yon u allein, so hat 
man : 

(h r" cos a - -  cos a') x %- (h r"  cos b - -  cos b') y -1- (h r" cos c ' cos c') z 

= V 0  + 1~ ~"~). ~, 
oder h r" ~ cot a gesetzt: 

(8) (cos a cos a - -  cos a' sin a) x %- (cos b cos a - -  cos b' sin ~) y 
%- (cos c cos a - -  cos c' sin a) z = Q. 

In der vorstehenden Gleiehung ist a der Winkel unter welchem die 
Ebene der planen Kr~immungslinie die Fliiche schneider. 

Die Gleichungen (5) geben: 

VG' ~cosa' I ~V~ a' V ~ c o s a "  1 ~VT~ 
7'-  ~u ~ ~-u cos ----- -~- ~v r.--r ~ -  cos a", 

~cosa' 1 ~VG' pt 
COS ~ 7 

d. i. nach (2) und (4): 

(9) ~-~ v ~  ~ - =  x T /  ~- ( ~  ' 
~x  1 ~E~x 1 ~G ~x 

2 ~--d-~ ~ E ~v Ou %- ~ ~u ~v " 

Sind ~ G~ r ,  als Functionen yon u und v gegeben, so geniigt 
jede der Coordinaten x~ y ,  z zwei partiellen Differentialgleichungen 
yon der Form der Gleiehungen (9). Denkt man sich eine dieser 
Gleichungen integrirt~ so wird die zweite Gleichung zwisehen den bet- 
den willkiihrliehen Functionen~ welehe die Integrat ion involvirt, eine 
Relation geben. Ferner  miissen die gefundenen Werthe  yon x~ y~ z 
den Gleichungen: 

( ~ Y +  ( ~ ' ~  (~ ~ -  ~ ' ~ ,  - -  = o 

geniigen. Hieraus folgt ,  dass x ,  y, z keine willkiirlichen Functionen 
r vv enthalten~ wenn ~ G~ r'~ gegeben slnd~ also einem bestimmten 

System dieser Quantit~ten nur eine Fl~che entspricht. Mittelst der 
Gleiehungen (2) liisst sich sehr einfaeh zeigen, dass nur/ i7 und G als 
gegeben anzunehmen nSthig sind~ indem dann die Bestimmung yon 
r '  und r"  yon ether quadratischen Gleichung abhiingt. Setzt man: 

0~ ~- ~ - -  % - ~ \ W  e . /  , 
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so ist naeh (3): 

r ~ r '-~ ' ( 7  ~'~" )-~ 

Bedeu~e~ T eine nigher zu bestimmeude GrSsse, so kann man offenbar 
setzen : 

1 T 3 ,  1 8 
(12) r '-~ ----- ' r -~ ~--- 2" 

Wegen der Gleichung (11) ist dann: 

(13)  r = - -  7 -  

Mul~iplicir~ man die Gleichung: 
(1 ~)~  ~E 
i.~ - -  ~ ~ ; ~  

rail 1 und die Gleichung: 

1 mi~ ,~, so folgt: 

(/,, 

a 1 
-~ 2 ~V ~-:~ 

1 

l ) , a ~  ,a i ( 1  l ) l ~ a  0 * 
~'~ - E - ~  av ~"~' ~-r" ~ ~-~--~ '~u r"r 

oder naeh (11) trod (12): 

(14) av - -  ~ ~ + ~ ~ )  r + ~ ~ ,  

~T 1 aS 1 1 aG 

~T subsfituirt fiir Bildef man hieraus den doppelten Werth van ~-~ ~-~ 

~T aT ihre Werthe so erhi~lt man fiir T die quadratlsche Glei- 
~u ~ av 
chung: 
(15) L T  2 - 2 M T +  N---~ 0, 

wo L M, N folgende Bedeutungen haben: 
1 aG = (~ ~ 1 1 ~ a 1 ~ = -  s ~  ~ ( ~  ~), 

�89 a ~10gS~:E~ I ~ 1 ~ 
- - ~  ~ a ~ "  

Van den beiden Wurzeln der Gleichung 05)  is~ diejenige za nehmen~ 
welche die Gleichungen (14) idenfisch m~cht, da dleses fiir beideWur- 
zeha nich~ allgemein der Fall ist~ noch dieselben eina~der gleich sin& 
Die Gleichung (15) glebe: 
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0v) 

2 ( L T - -  M) ST T20L T SM S~ 

2 -- ~r+ ~ , ~  Tau +~7 --0- 

ST Setz% man hierin aus (14) den Werth yon ~- und: 

so erh~lt man: 

1(2L SSE SL) T2 ~ 2 ( M ~SE ~M L ~E) )/I ~E ~N 

[(21Y SSG ~')  1 (M ~SG ~2~/ __NSG) 1 /~/~G SL 

Jede dieser Gleichungen muss mit der Gleicbung (15).eine Wnrzel ge- 
mein haben, es ergeben sich durch Elimination yon T zwei Differential- 
gleichungen fiir E und G, d.h. die al|gemeinsten Gleichungen zur Be- 
stimmung yon E und G, wenn u und v die Argumente der Kriim- 
mungslinien sin& Da die betreffenden Gleichungen ziemlich weitl~ufig 
sind, so sollen sie hier nicht wei~er angefiihrt werden. 

Im Vorhergehenden ist stillschweigend vorausgesetzt~ dass r' und 
r" endliche Werthe haben, die Fliichen, welche sich in der Ebene 
ausbreiten lassen, sollen in den folgenden Untersuchungen ausgeschlos- 
sen bleiben. 

IV. 

Zur Erl~iuterung der in HI. aufgestellten Gleichungen seien fol- 
gende Werthe yon E und G gegeben: 

[ E  (sin~p+sin~q) sin~p sin~q G sin2p+sin2q--sin~psin~qcos~p cos~ q, 
(1) ~ k '  D ' 2k 2--~ D 

( D ~ sin:p cos2q @ sin2q cos 2 p ,  

w o k  eine Constante bedeutet und p ,  q in Function yon u und v durch 
folgende Gleichungen bestimmt sind: 

(2) s inp __-~ e, cos p cos q ---~ e,  
sin q 

oder: 

logsin p - -  logsin q ~-.u~ log cosp -{- log cos q ----- - -  v. 

Die vorstehenden Gleiehungen geben: 

Sp aq ___-- 0, cot p Sp~ _ cot q ~Sq = 1 , tang p ~ ~- tang q ~d 
(a) 

~q ~ 1. c o t p - -  cotq ~ = 0 ,  t a n g p  ?v-~ + tang q ~- 

Setzt man zur Abkiirzung: 

(4) sin p sin q ~ w, 
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so folgt mittelst der Gleiehtmgen (3): 

~ w  s i n 2 p  - -  s in  2 q ~gw cos2p cos ~ q 
(5) ~ = - - w  D , ~ v = W ~  , 

wo D dieselbe Bedeutung wie in (1) ln~L Die Gleiehungen (2) und 
(4) geben: 

cosp eosq ~ e -~, 1 ~ w 2--  c - 2 ~ -  sin2p-t - sin~q, 2 - - w ' ~ c  - ' ~  ~--- D ,  

(sin 2 p - -  sin '~ q) (eU-} - e-") = (sin 2p n u sin 2 q) (e"_ e-"). 

l l ierdureh gehn die Gleiehungen (1) und (5) fiber in: 

1 - -  W 2 -  e - 2 v  1 - - W  z ~ e  ~ ~ 

(6) ~w e" -- e ~ 1 + w~ -- e -'~ ~w e - ~  
- ~  ~ -  - -  w e u + e - u  l - -  w '  - -  e - 2 ~  ' ~v  ~--- W l _ w ,  _ e -~- " 

Mit Hiilfe der vorstehenden Gleiehungen giebt die Gleichung (10) yon 
l I I . :  

1_ 1 (7) - - k  ~ s =  ( ~ + _ ~ ) ,  ~ - - ~ . "  

Setz% man aus (6) und (7) dig Werthe yon E ,  G und S in die Glei- 
ehung (15) yon 111., so folgt: 

(s) T = ,~ ( ~ -  c " ) '  
w ~  1 "4- w z  - - -  e - ~ '  

oder: 
1 - -  e - 2 ~  1 ~ e - 2 v  - 3 w ~ 

T =  
w~ 1 .31- W ~ - -  e - ~ v  

Mit Hiilfe der Gleichungen (6) und (7) finde~ man,  dass der zweite 
Werth yon T nut  der ersten der Gleiehungen (14) genfigt, nieht abet 
der zweiten, w~hrend der in (8) gegebene Werth beiden Gleichungen 
geniigt. Da: 

S ~ - -  1 r'" 
--~, T------- 7 

so erhs man aus (7) und (8): 

;l - - w ~  e ~ - 4 - e  - ~  - - k l  - 4 - w ' C e - ~ ' / '  F ~ - - - ~ - - - - ~  e a q - . e  - u  

(9) 

VO + w, - ~-"') 
(, - ~-~)I 

Setzt man hierin ftir e ~, e -~ und w ihre Werthe aus (2) und (4), so 
folgt: 
~ = + / ~ _  (1 -cos ,  p r k 1 (~i. ,  ~i.,q). 

Fiihrt man in die Gleichungen (9) yon III. p und q start u und v 
mit~elst der Gleichungen (2) oder (3) als unabh~ngige Variabeln ein, 
berticksichtig~ die Werthe yon E ,  G ,  r '  und r" aus (1) und (9), so 
folgt : 
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{ D s i n ~ q _ ( s i n 2 p + s i n 2 q ) c o s 2 q }  . ~ ~'x �9 cosp ~7 + tangp tang q ~p~j 

= _  {Dsin.2~__(sin ~p+  sin ~q)eos~pl {sin ~ ~'X ~x ~x  ~ q ~ - - s in  q cos q ~- + tangp tang q ~p~q~ 

sin q (sin p ~x ~x ~ tang q ~x ~ - cos  p ~ + co~--~, ~ , ~ ]  

~x ~x 1 tang p ~ - ~ ] ,  = s i n p  (sin q ~-~ - -  cos q ~-  + cos q 
oder: 

~x ~x 1 ~x 
s i a p  ~-~ - -  cosl~ ~-  + ~s)~ tang q ~ = 0, 

~ x  ~x 1 ~x  - -  0. sin q ~-~ - -  cos q ~-~ + cos-~ tang p ~p ~q 

Schreibt man diese Gleichungen auf folgend~ Weise: 

log cot p ~ log sin q ~ log sin p ~ log cot q ~ 

so erhi~lt man unmittelbar: 

I ~x 1 ~x _--_ q~ (log c o t q + l o g s i n l ~ ) ,  sinp ~p = Ot (log co tp  + log sin q), sinq ~q 

oder: 

(10) ~ ~x ~ ~x = q ~ ( s i n p  cotq) ,  sin p ~p ~ ~ (sin q cot p), sin q ~q 

wo (I), 1F beliebige Functionen ihrer Argumente sind. Eliminirt man 
x zwischen den vorstehenden Gleichungen, so folgt: 

q)' (sin q cot p) = ~ '  (sin_p cot q), 

welehe Gleiehung nur bestehen kann,  wean jede ihrer Seiten gleich 
einer Constanten ist. Bezeichnet man dieselbe durch no, so ist: 

r  (sin q cot V) = no, ~ '  (sin ~o cot q) ---- no, 
also: 

r (sin q cotp) = - -  l 0 + n o sin q c o t p ,  vd (sinp cot q) = --  m o + n 0 s inp  cot q, 

wo lo, m o Constanten sind. Die Gleichungen (10) werden hierdurch: 
~x 

~x l o sin 2) + no sin q cos ~o, ~q q + n o cos ~-  . . . .  m o sin sill p q. 

Mit Wegla'ssung einer unnSthigea Constantea folgt: 

x ~--- 1 o cos p + m o cosq + n o s i n p  s inq.  
Ftir x ,  y~ ~ ergeben sich die Gleichungea: 

x = 1 o cosp + m o cosq + n o s i n p  s i n q ,  
(11) y ----- 1 t cosp + m t cos q + n t s i n p  sin q, 

z ----- 12 cosp  + m 2 cosq + n 2 s i n p s i n q .  
Setzt man:  

(12) ( ~-x~2- ( ~u~2-L (~z'~2 ~ {~x'~2• ~y : '~J " ~ v J  " ~ J  -----J' ~ s  7- (~)  + (~'Y-- c~ ~ ~ ~ ~v ~,J 2 ~ ~ 
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so ist: 
(~P Y + ~, (~q ~:-,- ~ ~', 

O =  E l ~p ap aq aq ._~ 

@ 0q 
gff ~ ,  
~p ~q 
~v ~v 

~q ~p ~q . 

Mittelst der Gleiehungen (1) und (3) finder man:  

E 1 ~ k 2 (2 sin'2p + cos~p sin 2 q), G t ~ k 2 (2 sin 2 q -+- sin2p cos 2 q),  
F l~- -k  2 s inp  s inq  cosp  cosq. 

Die Gleichungen ( i l )  und (12) geben ftir E t ,  G~ und F t e i n  zweites 
System yon Werthen,  vergleicht man dieselben mit den vorhergehen- 
den, so folgt: 

lo 2 + lt2 + 1.22 = 2 k 2, m o n o + m t n t + m 2 n.~ ~ -  O, 
mo 2 + ml  2 + m2 ~ = 2 k 2, lo n o +  I t n t +  12 n 2 ~ O, 
~o 2 21- ni 2 21- n2 2 --~- k2, lo mo J[- ~i ml "3 t- 12 m 2 ~ -  O. 

Diese Gleichungen zeigen, dass sich die Constanten lo, too, n o etc. 
nut  auf eine Drehung des Coordinatensystems beziehn. Man kann 
also setzen: 

lo~-kt /2~-l l  ~ 0 ,  1 2 ~ 0  , m o ~ O  ~ m I ~ k l / 2 ,  m,,-~-O, no-~-O , n I ~ 0 ~  n 2 ~ k .  

Die Gleichungen (11) werden dann: 

(13) x = k / / 2 .  cos ~o, y ~--- k/ /2~,  cos q, z ~--- k sin p sin q. 

Hieraus folgt: 

(14) (2k  2 - x  2) (2k  2 - y 2 )  ~___ 4 k 2 z 2. 

Die Fl~che, repr~sentirt durch die vorstehende Gleichung, hat bekannt- 
lich die Eigenschaft,  dass die Summe oder Differenz der Distanzen 
eines ihrer Punkte yon zwei festen Geraden, welche sich orthogonal 
schneiden, constant ist. In der Gleichung (14) ist die Ebene der bet- 
den Geraden zur xy-Ebene  und die Halbirungslinie des rechtenWin- 
kels zur Achse der x genommen. Die vorkommende Constante ist 
durch 2 k bezeichnet. Da nach (13) x ,  y, z immer endliche Werthe 
haben, so bezieht sich die Gleiehung (14) auf eine eonstante Summe 
der Distanzen. Ist die Differenz der Distanzen constant, so treten an 
die Stelle der Gleichungen (13) die folgenden: 

x ~ k//2--cos p i ,  y ~--- k/ / '2--cos q i ,  z ~ - -  k sin ~oi sin q i ,  

wo i ----- t/~-- 1). *) 

*) Bet dieser Gelegenheit set bemerk~, dass die Fli~che, reprgsen~irt durch die 
Gleichung (t4), vier Umbilici, aber nieht eine sogenannte Linie sphi~rischer Kriim- 
mung hat, d.h. eine Curve lgngs weleher r " -  r" isL (Mdm. eouronngs de" l'Ac. 
Belgique ~. XXXlI). Die Bedingung r'--~ d' giebt 2 sint~o -I- sin~q -4- sin~q eosZp ~ 0, 
welche Gleichung nur bestehen kann, wenn 1o und q einen tier Werghe 0 oder 180 o 
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(4 )  

V~ 

Zu Folge der Gleichungen (1 l ) ,  (13), (15) und (16) yon Il l .  ist: 

(1 )  S = 1 T = " '  
r-'=r ~' ' - -  r ' -  ' 

(3) L T 2 - -  2 ~ I T  + N - - ~  O, 

wo, mit R(icksicht auf denWer th  von S und die Gleichungen (2) von 
lII . ,  L ,  M,  N folgende Bedeutungen haben: 

/ = - -  u/1/izv ) Yb a �9 ' 

~ i ~ v  l o g  - -  4 . . . . .  

Geniigen fiir gegebene Werthe volt ~ und G beide Wurzeln der Glei- 
chung (3) den beiden Gleiehungen (2), so ergeben sieh zwei Flaehen, 
die auf einander abwiekelbar sind. Die Aufsuchung dieser Fl~ehen 
kommt darauf hinaus, die Fli~chea zu finden, welche sich so biegen 
lassen, dass ihre Kriimmungslinien naeh der Biegung Krtimmungs- 
linien bleiben. Da die Gleichung (3) quadratiseh ist, so l~isst sich eine 
derartige Biegung nur auf eine Weise ausfiihren. Ein besonderer F a l l  
is~ noch zu bemerken~ wenn die Gleichung (3) identisch besteht, d. h. 
die Gleichungen L ~---0, M = 0, N-----0 stattfinden. Sind U~ und 
V~ resp. Functionen von u und v allein, so geben die beiden Glei- 
chungen L---~ 0 und N = 0: 

haben. Diesen Werthen entsprechen vier Punkte in der xy-Ebene. Der Begnff 
einer Linie sph~rischer Krfimmung wird gewiihnlich nach Monge angeffihr~, ohne 
dass, aowei{ dora Verfasser bekannt, derselbe sich durch irgend ein Beispiel er- 
]~ute~4 finde~. Aus diesem Grunde m6gen die beiden folgenclen S~tze bier ange- 
fiihr~ werden. Exis~irfl auf einer Fl~che eine Linie sphi~rischer Krfimmung, so 
lieg~ dieaelbe auf einer Kugelfl~che, welcho die erstere Fl~cho l:~ngs der bemerk- 
~en Curve beriihrt. Soll eine Rotafionsfliiche Linien sphitrischer Kriimmung ent- 
halten, so muss die Evolute der Meridiancurve in tier Ebene des Meridians die 
tto~ationsa~xe schneiden, der Anzahl der Schnir en~spricht eine gleiche 
Anzahl Linien sph~rischer Krfimmung. Diesen Satz verificir~ man leicht, wenn 
fiir x, y, z iblgende Gleichungen gendmmen werden: 

x -.~ (V'  cos v + V sin v) cos u, y -~ (V'  cos v -{- V sin v) sin u, 
z - ~ -  V' s i n v - -  Vcosv,  

wo V eine beliebige Function yon v und V' die Derivir~e bedoutet, 
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(5) S E a  ~ - s ~ a  ~ = 2 v~. 

Die Gleichung M - ~  0 d. i. : 
~*logS*EG '2 ~E ~)G 

geht dann fiber in: 

Hieraus folgt : 

~ log S*EG 
~u ~v ---- 8 U~ V~S ~EG.  

[ U ' V '  1 
(6) S ~ E G ~--- -~ (U~V)~ ~;-V, ' 

wo U nut yon u, V nut yon v abh~ngt. Verschwindet keine der 
Funetionen L~ oder V~, so kann in (6) keine der Functionen U oder 
V constant sein. Die Gleichungen (5) lassen sich sehreiben: 

, ~1/c~ u, sf(1;~G), ' ~r~  __ v,~'  V(EGj: 
VE ~u V g  ~o 

Mit Hfilfe dieser Gleichungen geht die Gleichung: 

~ f a  - + i/E ~ : =  ,"r"  

fiber in : 

V~ ~ log s YE--d ~ log s V~-G~ ~ 11, ~ u, 
~v + u,  ~ + -~o~ + N - =  1, 

d. i. nach (6): 

~(u,u') ~ ~(v~v') u~u' + v , v ' _ ~  1. 
(7) 2~r ~,~ ~ - ~ v '  ~.~ u + v  

Da U und V nicht constant sein so]len, so kann man in U~ U' und 
Vl V' resp. u und v dutch U und V ausdriicken und demgem~ss 
setzen : 

v , v ' - - r  
Die Gleicfiung (7) wird dann: 

(s) r  (u)  + ~" (v)  

v, v '  - -  ~ (v) .  

r (c) + ~' (v) 
u + v  

Diese Gleichung ist aber unmSglich, differentiirt man dieselbe zuerst 
nach U und dann nach V, so folgt: 

0' (u) + ~,' (v)- r (v)+ ~,(v) 
U ~ - V  -~--0, 

welche Gleichung mit der Gleichu.ng (8) im Widerspruch steht. Die 
Gleiehung (8) kann nur m5glieh sein, wenn eine der beiden Func~o- 
hen U oder V constant ist, dann muss aber nach (6) eine der Func- 
tionen U 1 oder V 1 verschwinden, d. h. es ist nach (5): 

~--d ----- 0 oder ~-0 .  
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In dem einen wie in dem andern Falle ist ein System yon Kriim- 
mungslinien plan~ die Ebenen derselben sehneiden die Fliiehe ortho- 
gonal, die Kriimmungslinien sind gleichzeitig kiirzeste Linien. Die 
Flilchen~ welche den Gleichungen L - ~ - 0 ,  M----0~ N =  0 entspre- 
ehen, sind schon yon B o u r  (Journ. de l'dc. polytechn, t. XXII. p. 89) 
untersueht worden~ weshalb eine weitere Ausffihrung derselben hier 
unterbleiben soll. Nut  sei bemerkt, dass eine solche Fliiche die Enve- 
loppe einer Rotationsfiiiche ist, welche sich so bewegt, dass ein fester 
Punkt der Rotationsaxe eine plane Curve besehreibt~ deren Ebene zur 
Rotationsaxe senkrecht ist. Im Folgenden sollen diese Fl~chen aus- 
geschlossen bleiben~ also angenommen werden~ dass keine der Glei- 
ehungen 

~U- ~ 0, -~- ~ 0 
stattfindet. 

Um die Bedingung aufzustellen~ welche ausdrfickt, dass beide 
Wurzeln der Gleiehung (3) den GIeichungen (2) geniigt, scheint es 
am einfachsten zu sein, auf folgende Weise zu verfahren. Dem Punkte 
(x~ y~ z) einer Fl~che F entspreehe der Punkt (xl, Yl, zl) einer Fliiche 
FI so, dass E und G in beiden Punkten dieselben Werthe haben. 
Fiir beide Fliichen sind u und v die Argumente der Kriimmungslinien, 
ferner sollen r /  und rt" f'ftr den PunkL (x i ,  yt~ z~) dieselbe Bedeu- 
tung haben, wie r" und r" fiir den Punkt (x,  y ,  z). Man hat dann 
die folgenden Gleichungen: 

av r" ~ - - - 7 - - E V - - ' ~ ) ~ - = V - ~ i ~  - '  

~v  - ~  --~ ' . . . .  
Diese Gleichungen gebeni 

av r " = 7 - a ~  ~';'------- ~ ~ ' 
a gO- r,' a F ~  ~-,' a (,. '" ~ : )  

a-u r - ~ =  r' au r," = 7  ~ r-~ 

( . ( % , , . o , . .  r , r " ~  0 log. ~- - ~ .  (9) 1 -  ~ r--'-~ ] -E~ 7-EE ~ , ' 

Da S fiir beide ]~lilchen in entsprechenden Punkten gleiche Werthe 
hat~ so ist r (  rt"-~--r" r". Diese Gleichung liisst sich ersetzen dutch: 

(lO) --"- ---- 1 +  7 1 " w  

oder: 
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w o w  eine nKher zu bestimmende Function yon u und v ist. Mittelst 
der Gleiehungen (9) gehen die Gleichungen (9) fiber in :  

0 log ---7- . . . . . . . .  ,, 

0 log V~  1 1 - w  ~w ( x ~ )  Ow 

Diese Gleiehungen integrir t  geben: 

(11) VE 1 - - w  , VG- 1 + w  , 

wo u~ nur yon u ,  v~ nur yon v abh~ngt und 

, gul  0 vi 

ist. Aus den Gleichungen (ii) folg~: 

Mittelst tier Gleichungen (11) geht  die ,zweite Gleichung (3) yon 
I l l .  fiber in:  

Nimmt  man uj und v 1 als unabhiingige VerSnderlich% so ist: 

(13) 02 l~ ~21~ 1--w~ 
OuT + ~vt ~ ~ ' 2 ~  

Man \ a n n  immer u I -~- u~ vj ----- v also u l ' ~  v ( ~  1 setzen,  wie aus 
folgenden Betrachtungen erhellt. Ffihrt man ul ,  v I als unabhiingige 

Variabeln ein, so gehen / / E  und / / G  fiber in u~" V.E, v," 1/G. Die 
Gleichung: 

O~x ~y  0 ~ z ~ '  ~ '  ~-~ 

~x ~y Oz 

bleibt dann unverKndel4, wenn direct u ~---u~ v ~ v~ gesetzt wird. 
Hieraus folgt ,  dass die beiden Gleiehungen (9) yon I I I .  ungeiindert 
bleiben; wenn direct u-----r und v ~ v~ gesetzt wird. Nimmt  man 
in den Gleichungen (11), (12) und (13) u~ ~---u und v~ ~---v, so erh~ilt 
man in Verbindung mit  (10): 

(14) VG ~ + w  Y ~  ~ w  V-~ ~ - w  V E  I T w  
~"; = ` 2 Y w  ' -~----- ` 2 V w  ' " - T  ~ - -  r~ ~ Vw ' ~ ~ Yw 

(15) k -C- ]  - -  ---~ 1 - -  . \ ri ] \ r t  ] 

(16) ~' log w 0 ~ log w 1 - -  w ~ ~u~ + ~v - ~ ~ -  ~ ~-~-- 
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Die Oleichungen (9) yon III. gehen nach (14) iiber in: 
~ X  1 ~ E  ~x + 1 ~G ~x 

" ( 1 ~x'~ _~ 1 - - W  ~W 1 ~X (17) (1 + w )  s \ ~ }  ~w- ~u ~ -  ~u - -  

( 1 ~X'~ -l-  1 2 c W  ~w 1 ~x 
( l - -w)  ~v \ y ~ v ] - ~ - -  ~v yo ~ v  

Um die entsprechenden Gleichungen fiir x I zu erhalten, hat man 
nut  nSthig, in den Gleichungen (17) x - - x  I u n d  - - w  start w zu 
setzen. Ist w bekannt, so ergeben sich /~ und G mittelst der Glei- 
chungen: 

1 ~ / / E  r" ~ I /E ~logw 1 ~]/G ~logw 

Es liisst sich leicht verificiren, dass die Gleichung: 

die nbthige und hinreichende Bedingung ist, dass beide Wurzeln der 
Gleichung (3) den Differentialgleichungen (2) geniigen. Ersetzt man 
diese Gleichung durch: 

(19) YG ~ + w  P ~  ~ - w  ~"' - -  ~-C~J' ~-' - -  ~ / , ' ~ '  

so geben die Gleichungen (4) 

w , ~ J ~ ,  M - - -  w J ,  

WO : 
~' 1 -{-w 

�9 J = �89 ~ log  ~ w "  

Die Gleichung (2) hat in diesem Falle die beiden Wurzeln: 

i ~ , T= -- I--u 

d. i. naeh (19): 

~" ~ - -  X l - -  w ]  7 -  " 

Die erste dieser Wurzeln gentigt den Gleichungen (2)~ substituirt man 
die zweite Wurzel, so finder man mittelst der Gleichungen (19), dass 
dieselbe ebenfalls die Gleichungen (2) identisch macht. 

Da: 

- - g ~ - ) - - \  ~,, ] - - \ - ~ - )  = \ ~ - ) , \  ~, ) - - \  ~,, ] - - \  ~, ) -  

so bleiben 

~' r" 
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ftir eine Parallelfl~che z u  einer gegebenen Fliiche unveriinderL Be- 
kanntlich entsprechen den Kriimmuugslinien einer Fliiche wieder Kriim- 
mungsliniea einer ihrer Parallelfliichen. L~sst sich also eine Fliiche 
so biegen, dass die Krfimmungslinien Curven derselben Art werden, 
so ist dieses auch mit einer Parallelfliiche derselbea der Fall. 

Finder zwischen r '  und r"  eine Relation start, so kann man r '  
und r" als Fuactionen ether Variabeln t anschen, die Gleichungen (2) 
in ]II. zeigen dana, dass E und G ebenfalls Funetionen yon t sind. Sol- 
len die Gleichungen (14) stattfinden, so ist auch w Function yon t. 
Die Gleichungen (18) geben dann: 

VO ~t -~ 2w ~t ' FB ~t ow ~t 

oder eiafacher : 

2w y~- + t / G =  o, 2w ~V~- - ~ w  + V ~ =  o. 

Sind k und k 0 Coastanten, so geben die vorstehenden Gleichun- 
gen integrir~: 

/ / s  - -  k 2 k0+l+~ / / ~  = k 2 k O + l -  w 

Setzt man diese Werthe yon / / E  uad / /G in die beiden ersten Glei- 
chungen (14), so folgt: 

k ( 2 k  o + l  - - w )  = r" ( l + w )  , k(21c o +  1-F-w) ----- r '  ( l - - w ) .  
Die Elimination von w giebt: 

(r '  - -  kko) (~" - -  kko) ---- k 2 (1 + ko) ~. 

Durch diese Gleichung ist eiae Parallelfliiche zu der Fl~che charakte- 
risirt, ffir welche r'  r'" = k 2 ist. Nimmt man in der Gleichung (3) 
S constant, so ist eine Wurzel derselben g l e i c h -  1~ also r ' ~ - r " ,  
welchem Falle die Kugelfliiche entspricht, die Gleiphungen (2) ver- 
schwinden dana identisch, die zweite Wurzel giebt Fl~chen yon con- 
stantem Kriimmuagsmaass: Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich: 

L~sst sich eine Fl~che so biegen, dass die Kriimmungslinien 
nach der Biegung Kriimmungslinien bleiben, so kann dieses 
auf unendlich viele Arten geschehen, mean eta System yon 
Kriimmungslinien gleichze!tig ktirzeste Linien bildet, in allen 
andern Fiillen nur auf eine Weise. Hat eine Fliiche die be- 
merkte Eigenschaft, so ist dieses auch mit ether ihrer Paral- 
lelfiiichen der Fall. Finder zwischen den Hauptkrtlmmungs- 
halbmessern eine Relation start, so ist, abgcsehen yon den 
Rotationsfii~chen, entweder ihr Product oder die Summe ihrer 
reciproken Werthe gleich ether positiven Constanten. 
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VIo 

Die in V. gefundenen Gleichungen: 

(1) 1/~__ 1-~-w ~/.E 1 - - w  V~- 1 - - w  I/F_7 1--~w 
--~-~- - -  2 V ~  ' 7 ---- "2V~ ' ~ - -  ~Vw ' - ~ ,  --~ ~ / / ~  ' 

(2) VE ~'* = 2,~ ~ , , '  V ~  ~v - -  ~w ~ , '  

(3) 0 s log w 0 ~ log w 1 - -w  ~ 
Ou ~ - { -  ~v~ ~ 2 w ' 

scheinen sich allgemein nichL welter bebandeln zu lassen, da die voll- 
st~hadige Integration der Gleichungen (2) und (3) auf uniiberwindliche 
Schwierigkeiten stSsst. Um daher zu einigen Resultaten zu gelangen, 
wird es am einfachsten sein, den umgekehrLen Weg einzuschlagen, 
also einzelne Fl~chen oder eine Gattung yon Fl~chen zu betrachten 
und die in ihren Gleichungen vorkommenden Constanten oder Func- 
tionen so zu bestimmen~ dass die Gleichungen (1) erffillt werden. 

Die Gleichungen (2) lassen sich in einem Falle leicht integriren~ 
wenn nlimlich E und G Functionen yon w sind, dann zeigen aber 
die Gleichungen (1)~ dass zwischen r' und r" eine Relation stattfindet; 
man erhiilt wieder das in V. gefundene Resultat. 

Die Fllichen, ffir welche die Gleichung (3) yon V. identisch ver- 
schwindet~ gehSren zu einer allgemeinen Gattung yon Fl~chen, fiir 
welche ein System yon Krtimmungslinien plan ist; es ergiebt sich hier 
die Aufgab% die Fliichen mit einem System planer Kriimmungslinien 
zu finden~ deren Gleichungen den Gleiehungen (1) geniigen. 

Sei das System der Kriimmungslinien, fiir welches v allein variirt~ 
plan~ dann ist der Ausdruck: 

unabhlingig yon v, naeh (1) und (2) ist also: 

1 1 ~W ~ 2 0 arc~tang Vw 
~/w 1-~- w Ou 0u 

nut yon' u abh~ngig. Bezeichnet p eine Function yon u~ so kann man 
setzen: 

2 ~ arc t~ng Vw ~p 

Hieraus folgt: 

(4) V w  = tang  �89 (p  + q),  

wo q eine n~iher zu bestimmende Function yon v ist. 
fachung werde gesetzt: 

~p , a,p ,, 
Ou ~-~p,  ~ ~ p , e t c .  

Zur Verein- 
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Setzt man den Werth yon w aus (4) in die Gleichung (3), so folgt: 

(7,) (p" § q") si ,  (p § q) ---- (1 § ~'~ + q'~) cos (p + q). 
Von den beidcn Functionen p und q soll keine constant sein also d e r  

Fall~ dass eine der Quantiti~ten 
~E  ~G 

v ~ ~)u 

verschwindet, soll hier nicht in Betracht kommen. 
Die Gleichung (5) nach ~ differentiirt~ giebt: 

p"' sin @ §  -----p' ( p " - - q " )  cos ( p §  ( l § 2 4 7  '2) sin ( p §  

oder rechts nach (5): 
1 § ~,2 + q,2 ___ (p,, § q',) tang (p + q) 

gesetzt: 

P"' ~ p "  cos 2 (p § q) - -  q". s i n 2 ( p + q )  .... j ,  

Diese Gleichung nach u differentiirt giebt: 
p"' p ,  

~u p'~- § 4 p" ---~ 0. 
ptte 

Multiplicirt man die vorstehende Gleichung mit ~ so folgt durch 

Integration : 

P / § 4 p  "2-~- 4 f  2, 

wo f eine Constante bedeutet. Setzt man: 

1;" ~ - -  2 p ' ~  
7/(f' - -  p"~) 

multiplicirt diese Gleichung mit p"~ so folgt durch integration: 

1 / f ~ - - P " ~  = g § p '2  . 
oder : 
(6) ( f__  g __ ~,2) ( f  + g + ~,2) ____ p,,,. 

Eine einfache Betrachtung zeig% dass ffir reelle Werthe yon p~ 
man f u n d  g positiv~ ferner f > g anneh.men kann. Alle andern An- 
nahmen~ durch welche p eine logarithmische oder trigonometrisehe 
Function yon u wird, geben fiir q imagin~re Werthe. Nimmt man in 
der Gleichung (6): 

f - -  g zv , 2f----- n2~ - ~ f  ---- k2' ~ (V~-~--g)  c o s  q~ ----- k n .  cos ~ ,  

so folgt: n 2 ( 1 - - k  2 sin 2 ~)----- r also ~p ~--- am ( n u - ~ - U o ) ,  wo u o 
eine Constante ist. Man kann unbeschadet der Allgemeinhei~ u 0 == 0 
setzen~ also cp ~-- am nu~  und:  

0 arc sin (k sin am nu) . 
~ '  ~--- k n  COS am n u  ~n 

Mathematischo Annalen IL 40 
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Bezeichnet P0 eine Constant% so is~ 

sin (1)"-~ Po) ~ k sin am n u .  

Man kann offenbar P0 -~- 0 setzen i die Gleiehung (5) giebt niimlich den 

Werth  yon q---Po~ da nun nach (4) ] / w  nur  yon p - ~ - q  abh~ngt, so 

f/illt die Constante P0 in / / w  heraus. Setzt man also 

s i n p  ~--- k sin a m n u ,  cosp  ~ A a m n u ,  

so geht die Gleiehung (5) fiber in: 

{(1 + q', - n2 + k2n:) si,, q + q" cos q} sin am = 

{(1 -4- q'~ -~- k2n2) cos q - -  q" sin q} A am nu.  

Diese Gleiehung zerfi~llt in die beiden folgenden: 

(1-~- q ' 2 _  n~._[_k2n2) sinq_4_ q " c o s q ~ 0 ,  (1-1t-q'2@ k2n2) c o s q - - q "  s i n q = O ,  

oder: 
q,2 ==_ n2 sin 2 q __ 1 - -  n2k  2, q" = n :  sin q .  cos q. 

Die Gleichung fiir q" ist nichts weiter wie der Differentialquotient der 
Gleichung ftir q,2 naeh v. Es ist: q ' Z ~ n  ~ (1 - -k2 ) - -1 - -n  2 cos 2 q. Nimmt 
man also: n 2 ( l  - -  k 2) - -  1 = n 2 12, so folgt: q '2=n~ (12 ~ cos 2 q)" Mit 
Weglassung einer unnSthigen Cons~anten er]aiilt man hieraus: 

cos q = 1 sin am ( n v ,  l). 

Die Moduli k und 1 sind dutch die Gleichung verbunden: 

(7) t = n '  (1 - -  Z:' - -  t'). 

Der Einfachheit  halber sollen die Moduli k und l unter der Be- 
zeiehnung der Amplitudo weggelassen werden, wobei dann sfillschwei- 
gend vorausgese~zt wird, dass die elliptischen Funetionen m i t  dem 
Argumente n u  den Modul k haben und 1 der Modul der Functionen 
yore Argumente n v  ist. Die Complemente yon k 2 und 12 sind dutch 
k '2 und 1 "2 bezeichnet, so dass also k'-' Q - k ' :  ~ 1 und 12 -~- l ' 2 =  1. 
Aus .dem Vorstehenden folgt:  

sin p = k sin am n~t, cos p ----- A am  n u ,  

(8) sin q ~ A a r o n  v, cos q ~ 1 sin a m n v .  

]st a der Winkel ,  unter welchem die Ebene der planen Kriim- 
mungslinie die Fliiehe im Punkte  (x~ y,  z) schneider, so hat  man naeh 
den Entwicklungen yon II1. : 

r" 1 ~VG ~__ cot a. 

Mittelst der Gleiehungen (1) und (8) finder man: 

@ = k n  cos am nu.  (9) cot a = ~u 

$et~zr man den Wer th  yon / / w  aus (4) in die Gleiehungen (1),  so folgt: 
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cot(p+q), (10) ~,~ ----- * ~ = cot (2 -~- q) ,  r, -~------ sin ( p  ~-  g) ~ 7 " -  - - ~  = 

Sind a, ~, ~ die Winkel, welche die Ebene der planen Kriim- 
mungslinie mit den Coordinatenaxen bildet, so ist nach den Gleichun- 
gen (7) yon III. a - - - 1 , ,  fl ~ m~, ~ ~ n~, folglich: 

cos a ~ cos a cos a --  cos a'  sin q, 

(11) [ au ~ a cos~ \(c~ a sin a + cos a' cos a ) ( 7 -  + ~-~) + cos a " Y E  a. sin a f ' -  a Y--~-E-vqrav " 

Setzt man: 

so ist nach (11): 

i'_ Cf 

\ -&- /  au ] V(~ a v 
Mittelst der Gleichungen (8), (9) und (10) folgt: 

( ~  (1 ~ -  k~n~) (n 2 - -  1 -[- kZn ~) (1 -4- k ~ n  ~) (n  2 - -  1 ~ k ~ n  2) 

~ u J  ~ (1 -~- k ~ n  ~ - -  n 2 sin~ p)~ ---~ (1 -{- k ~ n  ~ cos ~ a m  n u )  ~ " 

Setzt man hierin nach (7) 1 -[- k 2n 2 ~ n  21 '2, n 2 -  1-4-k~n 2 ~ n  2l~, 
so ist einfacher: 

\ ~ u J  ~ ~ ~ s ln  s p ~ i + k ~ n ~ c o s ~ a m n u  " 

Wird die Quadratwurzei positiv genommen, so folgt: 

(13) ~ = z z' ,~, z~' 
a u  1 ' 2 - s i n ~ p  ~ l - - ~ k  ~n*cOs  ~ a m  n u  

Die Gleichung (12) l~isst sich durch die beiden folgenden ersetzen: 

(14) Vs ~7- sin ~ au ' VG av r' = cos~o-aT/- 

Mi~ Riicksicht auf die Gleichungen (8), (9) und (10) geben die vor- 
stehenden Gleichungen durch Division: 

l '2 s in a m  nv  A a m  n u  ~ k l  A a m  n v  sin a m  n u  

t a n g  cp ~ cos a m  n v  V ( l  "~ - - k  ~ sin ~ a m  n u )  " 

Hieraus folgt: 

cos a m n v  ~/(I "~ - -  k ~ sin ~ a m n u )  
l '  c o s  9o ~ A a m n v A a m n u ~  k l s m  a m n v  sin a m n u  

�9 l '~ sin a m  n v  A a m  n u  ~ k l  A a m  n v  sin a m  n u  
( 1 5 )  l '  s i l l  q) ~ A a m n v A a m n u  J r  k l s i n a m n v s i n a m n u  

1-~-sinq~ ~ l' A a m n u  -Jr- k l  sin a m n u  A a m n v  Jr- l '  s in a m n v  

1 - -  s in r l'- A a m  n u  , ~  k l  sin a m  ~ u  A a m  n v  - -  l '  si~ am n v  ~ 

Aus der dritten Gleichung (15) erhiflt man unmittelbar: 
(16) 1 Oq~ k l l '  n s cos a m  n u  1 aq~ l '  n 

cosq~ ~ u  ~ l ~ k ~ n ~ c o s ~ a m n , ~  ~ c o s ~  ~v ~ c o s a m n ~ "  

40 * 
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Die erste der vorstehenden Gleichungen in Verb indung  mit  (13) g iebt :  
1 ~ ~ 

cos~ &~ ----- k n c o s  am ~u  r~T 

Da nun kn cos am n u  ~ cot o, so ist :  

(17) V~ ~ - -  cos ~0 cot a. 

Die zweite Gleichung ( l l )  l~isst sich nach (14) einfacher schreiben:  

(18) ~ c o s .  (cos a sin o + cos a '  cos a) sin r + cos a" cos r 

Diese Gleic]mng nach u differentiirt., giebt,~ mit  Riicksicht auf  (14) 
und (17):  

{~ cos . ~  ~--~ \ - -~y-]  - -  (cos a cos a - -  cos a '  sin a) ~ 

d. i. nach (11): 
6 q~ C08 o~ 
- ~ q ~ - -  + cos  a = O. 

Analoge Gle ichungen finden fiir cos 16 und cos y s~att. Diese 
Gleichungen integrir~ geben  : 

cos a ---- cos A cos ~ -4- cos A~ sin ~, 
cos 16 = cos B cos ~ -4- cos Bj  sin ~, 
cos ~, = cos C cos ~ + cos C 1 sin e, 

wo zwischen den constanten Winkeln  A, .B, C, Aj, B~, C l die Glei- 
chungen  bestehen : 

cos~ A "~ - cos~ B -4 - cos ~" C~--- 1 ,  cos~" Al  -f- cos2 B ( +  cos2 C1 = 1, 

cos A cos Aj + cos B cos B~ + cos C cos C, ~ 0. 

Diese Gleichungen zeigen,  dass die festen Richtungeff~ bes t immt dutch  
die Winke l  A ,  /~, C und A~, B~, C~ zu einander  or thogonal  sin& 
Nimmg man  die R i c h t u n g e n  zu Coordinatenaxen~ so k a n n  m a n  setzen:  

c o s A ~ - 0 ,  cosA~-~--1, c o s B - - - - - - - 1 ,  cos B~-----0, cos C-~-.O, cos C~-~O, 
folgl ich:  

I cos a ~ cos a cos a - -  cos a '  sill a ~ sin ~, 

(19) cos ~ -~- cos b cos a - - ' c o s  b '  sin o ~-~ ~ cos ~, 

cos~, -~- cos c c o s ~  - -  c o s c '  s in f f  ~ O. 

Die Gle ichungen (18) und (19) geben:  

cos a" cos a 4 -  cos b'  cos t6 -[- cos c '  cos 7 ----- ~ sin a ,  

cos a "  cos a + cos b" cos ~ + cos c" cos r ----- O, 

cfs  a '  ~ cos a ~ cos ~ ~ cos y 
,~r -4- c o s b '  ~ -4- c o s c ' - ~  . . . .  cos a s i n %  

d . i .  
(20) {cos a' sin~ ~ cos b' cost ~- - -  sina, cosa' cos ~ + cos b' sin r ----- - -  cos a sin r 

COS a "  s i n  ~ - -  c o s  b "  c o s  ~ ~ ,  O. 
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Aus den Gleiehungen (19) finder m a n :  

cos a cos b '  - -  cos ~ cos a '  ~ -  (cos a cos b '  - -  cos b cos ~t') cos 

= s i n  ~ c o s  b '  + c o s  ~ c o s  t t ' .  

Nun ist cos a cos b '  --- cos b cos a" ~ cos c" 

und nach (24) sin e cos b '  ~-  cos e cos a ---~--  cos a s i n  q0, also: 
cos c" ~ - -  sin (p. Diese Gleichung in Verb indung  mi~ 

c o s T ~ 0  und Ocos~ ---~ 0 
0~ 

giebt  
c o s  (: ~-- - -  c o s  ff c o s  q) .  

Die Gle ichungen (19) geben:  

cos b " s i n  ~ -~ cos a"  cos ~- - -  
(cos a cos b" - -  cos b cos a") cos a - -  (cos a' cos b" ~ cos b' cosa")  s i n a  

- -  (cos c' cos a + cos c sin a) ~ cos cp. 

Es ist also: 

(21) cos a t' cos s -{- c o s b "  sin e ~ cos ~p, 
cos c '  ---~ - -  cos a cos % cos c" ~ ~ sin r 

Nach  I I I .  ist  die Gle ichung der Ebene  der p lanen Kri immungsl inie  

im Punk~e (x, y ,  z ) :  

(cos a cos a ~ cos a '  sin a) x -{- (cos b cos a ~ cos b' sin a) y 
-{- (cos c cos a ~ cos c' sin a) z ~---~, 

wo f~ nur  yon u abh~ngt .  Nach  (19) redueirt~ sieh diese Gle iehung auf:  

(22) x sin e - -  y cos e ----- Q. 

Die Ebenen  der planen Krf immungsl inien sind also einer festen 
Geraden parallel ,  welclle zur Axe der "z genommen  ist. Die Gle ichung 
(22) nach  u differentiir~ gieb~: 

(x cos e -k- y sin s) 0~ _~_ ( s i n e c o s a ' - - c o s e c o s b ' ) / / ~ - - - ~  b~ 

W e g e n  der ersten Gleiehung (20) fo lg t :  

(23) x cos e ~-  y sin e = 

Ditibrentiirt  man  diese Gleichung wieder 
der zweiten Gleiehung (20):  

x sin e + y cos ~ ----- ~ -4- - ~  D~- -~- 

SetZ~ men reehN naeh (17)" 

c o s  ~ --~ sin___~6 0__~ 

so folg~ : 

sin r V E  -{- ~ 

Ou 

nach ,u, so findei~ man  wegen 

Y.~cos ~ sin r 
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- -  x sin ~ -{- y cos ~ ----- ~Z~ q- cos r ~cos q~ ~ 

k Ou 

Diese Gleichung zur GMchuug (22) addirt giebt: 

folglich: 

(24) -9~-- = cos~  V - -  cosq,- ~-4- &~/ , 

wo V eine Function yon v bedeutet. Differentiirt man die Gleichung 
(23) nach v, so geht die linke Seite nach (21) fiber in 

(cos a" cos ~ -4- cos b" sin ~) I/G = cos (~ / / # :  

Mittelst der Gleichungen (16) und (24) folgt: 

W = v ' +  ~176 ~'" .~,1- v ~in ~ + ~in ~ (a  + ~'~ 
am q ) f  ~;-~-  ~ - , )  

(~5) 
_ + ~ )  ~ " 

Der Werth yon z ergiebt sich einfach auf folgende Weise. Es ist: 

0z ~ - - / / ~ .  cos c ,  

oder wegen (21 )  

~z ~ / /~,  cos a cos r ==-//E sin a .  cot a cos q). 

Diese Gleichung l ~ s t  sich aucl~ schreiben: 

OZ sin a ~ / ~  
- -  ~--~ ~ ~ cot a cos ~ (~. 

cos ~ ~i; 

Nun ist nach (19) 

folglich: 

cot a c o s ~  ---~ cos r ~ sin r 

~z __--- sin ~ V:E a sin r . 

cos r ~ 

Bedeu~e~ /~ (v) eine niiher zu bestimmende Function yon v, so giebt 
die vorstehende Gleichung: 

= _ / F(v) sin r cos ~&0u "d- sin ~p \cos~ gd  

d. i. nach (24): 
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(26)  

Es ist 

~-~ - - - -  V G  cos c". ~v 

Setzt man links fiir z seinen Werth aus (26), rechts fiir cos c" und 

1/G ihre Werthe aus (21) und (25), so ergiebt sich: 

(~7) ~F(~) _- v ~'~ - f v - A -  ~ -  ...... ~v. - - 0 ~  .... cos  a m  ~ v '  F ( v )  - -  d cos am ,~v 

Nach (7), (9) und (13) ist: 
1 8 ~ n" ll" q~ U" 

Mittelst dieser Gleiehung, der Gleiehupgen (25) und (27) geben dio 
Gleichungen (22) ,  (23) und (26): 

x sin e --  y cos e----- fl, 

x cos e -{- y sin e - -  0~ V E  ~ / ( ~ -  k r sin 2 am nu 
(28)  - -  ~ -  + n " zz' - - '  

f w ' . .  0~ + (VC - v')  ~o~ am.~ 
Z ~ cOS a m  nv  ~ l '  

Setzt man ferner: 
O~ n '~ l l" l l '  

~ ~ 1 --~ k2n ~ cos ~ am nu ~ l 'r  r am nu 

(29) . V(r2- -k , - ; ]#km~iu)  ~,o~, + ~2 oe  ~ 1), 

so ergeben sieh, dutch Substitution der Werthe yon sin ~ und cos ~0 

aus (15) in (24) und (25), fiir / /~ '  und / /G  folgende Gleichungon: 

(A am nu A am nv -~- kl  sin am nu sin am nv)  V E  __ 

1Vcos am n v  - -  ll" ( .PAamnv -{- 21 kl sin amnv) I, 

(30) (A am nu A am nv -~- kl sin am nu sin am nv)  V-Gn - -  

\ ( Y '  Aam n o -  V l  "'~ sin amnv klt" .PI~ / Aamn.~t 

Der Fliiche, bestimmt durch die Gleichungen (28)~ en~spricht eine 
andere Fliiehe, welche als Biegung der ersteren angesehen werden 
kann. Fiir einen Punk~ (x~, y~, z~) dieser zweiten Fliiche sollen 
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l t ~ r t t  t t  ~ t~ 

a t ,  b , ,  el ;  at~ b , ,  c t ;  a t ~ b t :, c.~ ~ r t und r t 
ana loge  Bedeu tungen  haben ,  wie a ,  b, c etc. ftir den PunkL (x ,  y ,  z) 
der e rs ten  Fl~che.  Zu Folge  der Gle ichungen (10) ist :  

- - . -  - - - -  - ,  , - - . -  = cot (p  + q) , q sin (p + q) q 
folglich : 

Diese Gte ichung ze ig t ,  dass das System der Kr i immungs l in i en ;  t~ir 
welches u allein va r i i r t ,  p lan  ist. Da  die analy t i schen En twicMungen  
denen des vorhergehenden  Falles ana log  s ind,  so sollen dieselben nur  
kurz  angedeu te t  werden.  ]s t  r der Winkel ,  un te r  welchem die Ebene  
der  p lanen  K d i m m u n g s l i n i e  die Fliiche schneider,  so k a n n  man  setzen:  

@ ~ - -  I n c o s  a m n v .  cot r ~-- 

Den Gle ichungen (11),  (13) und (14) en t sprechen  die fo lgenden:  
pt 

C 0 8  ~ |  = COS t/1 COS ~" - -  COS (11 S i l l  T~ 

cOS~v ~' -~- - -  (cos al sin ~ -4- cos a ( '  cos r) -f- ~ 

i ~ VQ- 
+ cos a (  sin r V--~ - ~ - '  

~ - -  n ~ k k ' - -  1r 

~v -~- i . - ~ - l ~ n ' c o s ~ a m n v  ~ -]c'~ZL:l~sin~amnv ~ 

~r .~__~ sin v i ~ I/-G- @ VG + ~ v ' - ~  s i n s  ~v- '  ~ -  c o s ~  - - -  

Die le tzten Gle ichungen  geben :  
cos am +~, Vile '~ ~ 1 ~ sin ~ am nv) 

k '  cos~/  ~ A a m n u  ~ a m n v  + ~ s inamnu sin a m n v  ~ 

ld sin to ~ k'~ sin am+t~t & a m n v  +/el sin amuv &amine 
A amnu & n i n n y  + kl sin amnu sin amnv 

Man finder wieder ,  dass die E b e n e n  des p lanen  Systems einer 
fes ten  Geraden  paral lel  s in& N i m m t  m a n :  

t t  

cos a 1 cos �9 - -  cos at  sin r = sin ,q, 
cos bt cos ~ - -  cos b ( '  sin �9 = - -  cos t/, 

tr 
c o s c  l c o s v - c o s c ~  sin v = O ,  

so ist  die Gle ichung der E b e n e  der p lanen  Kr i immungs l in ie :  

x~ sin ~ - - y i  cos ~ ~ q), 

wo (!) eine Funct ion,  yon v bedeutet .  Mit Htilfe der vorhergehenden  
Gle iehungen  und der fo lgenden :  

. x gV k'n 1 O V ~ c o t v ,  cos c~ ~ cos t0 sin r, 
cos ~ Ou ~ cos a m n u  ~ cos V ~ 

c o s c ~ ' ~  s i n %  cosc('u---- cosO cos% c o s a ( '  s in~ - -  cosb~" c o s ~ - - - - - -  s inv,  
os at cos ~ + cos b(" sin ~ ----- - -  sin ~b cos v, cos a~" cos ~ + cos b t" cos ~ ~--- cos ~,  
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lassen sich die entsprechenden Gleichungen zu den Gteichmlgen (28), 
(29) und (30) herleiten. Diese Gleichungen sind folgende, in denen 
U eine Function yon u bedeutet: 

l x I sin * / - -  y~ cos ,~/---~ r  
�9 ~ *  V r  V ( k "  - r- 4 n  ~ ~ m  i, ,~} 

(31) X l cosr /Jr-yl  sm ~ b ~  - - - g  . . . . . . . .  kk' " . . . .  ' 
;i t 

= i -.  + cos am 
J cos am nu ~ k ' -  . . . .  

?rl - -  , ~ 2 k k '  - -  kk' 
,:v- = - i---~.- i',-nicos-g a,m n v  = -k " - - / ' - s i n '  atom, ' 
/ '  Aamnv /@'q) ) 

j '  sin,m_nc _ (~,qb jU 1~ ) ~)~ ~___ (~1 . 

-~ A am nu - -  Ulc ''~ sin amn,t~ 
;osa-mn,; ~ l k k '  Ql A a m n v  

'] U" A am nu k' (33) + ( - ~ - s i n  a m n u -  c0s  a m  n u  -3t- Q )  k l s i n a m n v ,  

/ (Aam nu  A am nv -~  kl  sin am nu  sin am nv) VG___~ 
~b 

------- k U c o s  a m n u - - ~  k k '  ( Q A a m n u  n t - Q l k l s i n a m n u ) .  

Die vorstehenden Gleichungen enthalten die beiden Functionen r 
und U, welche mit den Functionen Q und V auf folgende Weise zu- 

sammenhiingen. Vergleicht man die Werthe yon //-~-G aus (30) und 
7}  

(33), so folgt: 

k U c o s  amnu -t- k l l "  ( ~  . P I A  amnu -[- 1)sin am~u)  ~--- 

~- A amnv -~ V1 "'~ sin amnv 
- -  cosam~v -t- k k ' Q A am nu 

( r '  &amnv .QI) 
+ - -  ~-  sin amnv Jr V cos am nv I" k id  k l  sin am nu. 

Da nun V~ Q~ Ql nur yon v abhgngen~ so miissen die Factoren yon 
A am nu und sin am nu  auf der rechten Seite constant sein. Sind /t 
und ~t Constanten, so ist: 

l r-- k k '  Q - n A a m n v - J -  Vl'~ cosSin amnvamnv Zk~ 

(34) V' ~ am nv 
sin amnv "Jr- V ~ gt kk'  QI n Cos amnv 

U cos am nu ~ ll' ( --1)~ Z~ am nu-Jr- 1) sin am nu)  ~ ,~ A am n u n  ~- td sin am tat. 
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Differentiir~ man die vorstehende Gleichung nach u,  beriieksich- 
tig~ die Werthe yon 

/~P und ~2~ ~u ~ u 

aus (29), so erhalt  mall eine zweite Gleiehung zwisehen P und PI .  
Diese Gleichungen geben: 

I 
l l '  _P -~  UX A a m n u  - -  U k  '2 sinamn~ ~ ~tl, 

(35)  n cos am 

U' sin am nu  - -  U ~ am nu __ ~. 
l l '  Pt ~- ~ -  cos amnu, 

Da Q u m t  r versehwinden kSnnen, also aueh P ,  P1 und (d, QI, 
so ist es am zweekm~ssigsten~ die Werthe yon V und U aus den 
Gleiehungen (34) und (35) darzustellen und dieselben in die Gleiehun- 

gen (30) oder (33) zu substituiren. Man erh~lt dann fiir / /L '  u n d / / G  
die Gleichungen: 

(A ant nu A am nv  "4- kl  sin am nu sin am nv)  1/i~, 

(36) - -  (k k'  Qt ~ ~t -f- l '  P)  1A am nv + (k' Q - -  ;~ ~ ll' _P~) kl sin am nv, 

( A a m n u  A a m n v  -~- k l  sinam nu sin amnv) " :~ 

(ll '  -Pl -1-- ;~ - -  k' (2) k IX am n u  + (~ P - -  ~t -~- kk  QI) kl  sin am nu.  

Die Gleichungen (35) geben: 
k 'n U ~-e- cos amnu ----~--(ll'Pj--f-i~)k' fina_ m_n,t . . . . . .  ll" . P - - g l  ~ A a m n u  

cos am nu k' ~ cos am n~ ~ 
sin amnu l l ' P - - g l  A aren,t ...... %-k-" . . . .  

Hieraus erh~l~ man durch partielle Integrat ion:  

j " k ' n  U Ou ~ U' cos am m~ __ 
cos am ,n~t nk' - -  

0~ {Aamnu ~P k '  sin a m n u  - ~ -  
ll" c o s  a m  nu ~ ~t 

Die Differentialquotienten yon P und P~ nach ~t ergeben sich leicht 
mittelst tier Gleichungen (29). Auf diese Ar~ findet man:  

(37)  

j ~3os a m  ~ n 

U" cos am nu { ~ ~ 

f l 'ng ~V-- V'cosamnv _ _  

COS a , l n  ~ V  'g/, l '  - -  

Die Fune~ionen _P, P1 ,  Q,  Qt ,  welche i n / / L '  u n d / / G  vorkom- 
men,  sowie die In~egrale (37) in den Gleichungen fiir z und ~t, las- 
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sen sich le icht  durch E in f i i h rung  yon zwei neuen  F u n c t i o n e n  an  die 
Stel le  yon Q und r (lurch Func t i onen  ohne  InLegralzeichen dars te l len .  

Durch  par t ie! le  I n t e g r a t i o n  fo lg t :  

j '  ) 
W e g e n :  

z I I' ~ u l '~ - -  kz sin~ am mt 
~ t .  ~ - -  ~ / ' Z _ _ k  ~ s i n  ~ a m n u  ' ~-~- ~ - l l '  

i s t :  

Ft i r :  
sin am nu  

H - -  = =  . . . .  = - - = - = =  

V(V~ - k ~ sin 2 am nu) 

n ~ cos a m  nu  n ~ 
l~ sin am nu ~ ( ~ - - - ,  -~,~- A am nu. 

Die  Reduc t ion  eines I n t e g r a l s  yon der F o r m  des I n t e g r a l s  (38) 

bes t eh t  in der  Ausf f ih rung  der  I n t e g r a l e :  
Y (r"- amnu) 

wo O eine der  F u n c t i o n e n  sin a m n u ,  cos am nu ,  A am nu ist .  Diese 
I n t e g r a l e  lassen  s ich si~mmtlich ausff ihren,  wenn  m a n  se tz i :  

I ~ U t ' A a m n u  
Q 1 / ( 1  ' ~ - k  2 s i n  2 a m n u ) ~ - -  n ~u~ + n U l A S a m  nu  

k 2 ~ U (  sin a m  nu  cos a m  n u  

, @Ut ist .  Genau  das-  wo U 1 eine be l ieb ige  F u n c t i o n  yon  u und U 1 ~ ~ -  

selbe Ve r f ah ren  I~iss~ sieh auf  die I n t e g r a l e  in Bez iehung  auf  v an-  

die W e r t h e  : 

fo lg t :  
~ z H  n 2 s i n 2 a m n u  I 1 

V( ~ ' ~ - ' k ~ ' s m ~ a m n u  �9 ~ + k 2 cos 2 a m n u -  

1 'z ~ k z sin z a m  n u  I ........ - ~ -  . . . . . .  A 2 a m  nu  �9 
$ 

t k2 l~ D a - ~ -  ~ 1 - -  - -  ~--- I ' 2 -  k ~, so i s t :  
3 

~ H n 2 ~ g  -{ H = - -  ~ sin a m n u .  (1 " 2 ~ k  2 sin 2 a m n u )  ~ 

J e  nachdem H .  V(1 " 2 -  tg sin ~ a m n u )  e inen  der  W e r t h e  

sin am nu ~ cos am n~t ~ A am nu 

h a t ,  f inder  man  f i i r :  

~ + H 

( / ' L .  k z sin ~ a m  nu )  
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wenden. Da die Gleichungen dutch diese Reductionen an Einfachheit 
verlieren, so sollen dieselben nicht welter ausgeffihrt werden. 

Ist ffir die Fliiche, definirt durch die Gleichungen (28), das Sy- 
stem der Krfimmungslinien, ffir welches u allein variirt~ sphi~riseh, 
so finder die Gleichung start: 

V~ W ,." a w/F(v )  
= - 7 -  Fl  (v) + ~0: a~- ,-" - 

wo I :  (v) und F I (v) Funetionen yon v sin& Mittelst der Oleichungen 
(8), (10) und (30) geht die vorstehende Gleichung {iber in: 

{ F  (, ')-- V} In  cos a m n v  "4- { -~'t (v) A am nu + n k l l '  1),} 1 sin am av 

(39) = { k F, (v) ~i. am,,,, - .a~' v }  a am , , , .  

Diese Gleichung nach u differentiirt giebt nach (29): 

ll' (fi -+ a: :  ~s 
k F t (v) cos am nu ~ I/(~,2 __ k~ sin~ am nu) ~u 

Hieraus folgt unmittelbar, dass F 1 (v) constant ist. Die Flgche ist 
also eine Parallelfli~che zu derjenigen, ftir welehe F 1 ( v ) =  0 ist. 

Nimmt man F 1 (v) ----- 0, so ist: 

Q + ~  = 0 ,  

d. h. Q ---~ x o sin e - - y o  c o s , ,  wo xo, Yo Constanten sin& Dieser 
Werth yon Q in Verbindung mit den beiden ersten Gleichungen (28) 
zeigt, dass sich die Constanten xo, Yo nur auf eine Verschiebung des 
Anfangspunktes der Coordinaten beziehen. Nimmt man also x o ~---0, 
Yo = 0, so ist aueh Q = 0. Die erste Gleichung (28) giebt dann 

~; sin , - - y  cos , ~ 0  und cos a" sin e - - c o s b "  c o s , = 0 ,  
folglich: 

(40) (x - -  V cos a") s i n ,  - -  (y - -  V cos b") cos ~ = 0. 

Wegen F 1 (v) = 0, /)-----0, zo l -~-0 erh~ilt man aus (39) F ( , v ) =  V. 

Ist  (~, y ,  ~) der Mittelpunk~ tier osculatorischen Kugelfliiche im Punkte 
(x, y ,  z) 'der  sphiirischen Krfimmungslinie, so hat  man, wegen 

F , ( v )  = 0 und F ( v ) - ~  V: 

= x - -  V c o s a ' ,  t / = y - -  Vcosb" ,  ~ - z - -  Vcosc" .  

Hierdureh geht die Gleichung (40) fiber in: ~ sin ~ ~*~  cos *-----0. 
Da nun ~ nieht constant sein kann,  ferner ~, ,/, ~ nur yon v abhKn- 
gen,  so ist die Gleichung ~ sin ~ - - * /  cos ~ = 0 nicht anders mSg- 
lieh, als ffir ~ = 0, ~ ~--0, der Mittelpunkt der osculatorischen Ku- 
gelflKche liegt auf der Axe der ~. Aus dem Vorsf~henden ergi~bt 
sich: 
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LEsst sich eine Fl~iche mit einem System planer Kriimmungs- 
]inien so biegen, dass dieselben nach der Biegung Krltmmungs- 
linien bleiben, so sind die Ebenen des planen Systems einer 
festen Geraden parallel; dasselbe findet fiir die deformirte FI~che 
start. Ist das zweite System der KrLimmungslinien der primi- 
riven F1Eche sph~risch, so ist dieselbe eine Parallelfl'~che zu der- 
jenigen, ffir welche die Ebenen des planen Systems s~immtlich 
dureh eine feste Gerade gehen. Diese feste Gerade enth~ilt 
gleichzeitig die Mittelpunkte der osculatorischen Kugelfl~chen 
des sphiirischen Systems. 


