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Einleitung. 
w  
w  
w 
w  
w 
w  

Ubers ich t .  

Grundbegriffe (Satz 1-- 7). 
Die Bezietiungen zur Erfahrungswelt. 
Die Verteilungen (Satz S-- 14). 
Die einfachen Operationen (Satz 15--22). 
Z'usammengesetzte Operationen (Sa~z 23--27). 
Die Gesetze der groBen Zahl (Satz 28--30). 

Im folgenden lege ich die zusammenfassende Darstellung der Grund- 
lagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung vor, die ich in meiner Arbeit fiber 
die ,,Fundamentals~tze der Wahrscheinlichkeitsrechnung" angekiindigt 
habe~). In einem dritten, abschliel~enden Aufsatz iiber die ,,HauptsKch- 
lichsten Problemgruppen der Wahrscheintichkeitsrechnung" soll dann ge- 
zeigt werden, wie sich auf diesen Grundlagen, teilweise unter tteranziehung 
der Fundamentals~t~e, die Theorie der Gliiekspiele, der statistischen und 
der physikalischen Anwendungen aufbauen l~iBt. 

Dem Bediirfnis naoh einer exakten Grundlegung der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung wird sich kein Mathematiker verschlieBen, der eines der 
bestehenden Lehrbiicher zur Hand nimmt: in der Tat kann man den 
gegenw~tigen Zustand kaum anders als dahin kennzeichnen, dab die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung heute eine mathematische Disziplin nicht ist. 
Kein Autor erhebt sich wesentlich fiber die Auffassung der yon Laplace  
herriihrenden ,, De]inition ", die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses sei 
tier Quotient aus der Anzahl der ,,dem Ereignis giinstigen F~lle" dutch 

1) Diese Zeitschrif~ 4 (1919), S. 1--97. Hinfort zitiert als ,Fundamentals~tze". 
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die aller ,,gleichm6gliehen F/ilia"'-'). Ganz abgesehen yon der hier einge- 
schlossenen petitio principii - -  denn ,,gleichmSglich" kann wohl nichts 
anderes heil3en aIs ,,gleich wahrscheinlich" -- ist die fibliche Darstellung 
welt davon entfernt, diesen Satz, soweit ihm iiberhaupt ein exakter Sinn 
zukommt, als Begriffsbestmamung fiir das im weiteren Verlaufe ,,Wahr- 
seheinlichkeit'" Genannte aufrechtzuerhalten. Wie sell man such etwa 
die Wahrscheinlichkeit, mit einem ]alschen Wiirfel sachs zu werfen, wie 
die Lebens- oder Sterbens-Wahrscheinliehkeit dieser ,,Definition" unter- 
ordnen2% und was ist es mit  der Wahrseheinliehkeit der ,,Ursaehen, Hypo. 
thesen und kiinftigen Ereignisse", die eine so ganz abgesonderte Steliung 
in den iibliehen Entwicklungen einnimmt!  Aber nicht mlr die Deft- 
nition, auch die grundsiitzliche Problemstellung der Wahrscheinliehkeits- 
rechnung ist in tiefes Dunkel gehiillt, wie man an zahlreichen sogenannten 
Paradoxien (z. B. dam B e r t r a n d s e h e n  Paradoxon, vgl. w 2 u. 4), an Mei- 
nungsverschiedenheiten in offenkundig ganz einfaehen Fhllen (dem ,,Peters- 
burger" Problem, der Frage nach deh ,,reinen Gruppen", w 5), am Auf- 
treten scheinbar vSllig neuer Fragen (Bore l3) )  erkennt. 

Die bisher unteraommen Versuche einer mathematischen Begriindung 
der Wahrscheinliehkeitsreehnung I B o h 1 m a n n~), B r o g g i :'), B o r e l'~)) scheinen 
mir durchaus im Formalen stecken geblieben zu sein. Die vorliegende 
Darstellung geht yon der Auffassung aus, dag die Wahrscheintiehkeits- 
rechnung eme Natu~'wissenschaJt gleict~e~' Art  u'ie die Geometrie oder die 
theoretische Mechanik ist. Sie hat das Ziel, die Zusammenhii.nge und 
Abhiingigkeiten bestimmter, bebbaehtbarer Erseheinungen wiederzugeben, 
nieht ale getreues Abbild der Augenwelt, sondern als deren Abstraktion 
und Idealisierung. Sie mug yon logisch eindeutigen Begriffskonstruktionen 
ausgehen, bei deren Aufbau die Riicksieht auf das darzustellende Objekt 
der Aul~enwelt maggebend ist; ist aber einmal der Aufbau durch ein 

z) Gedanken, die als eine Uberleitung zu dem in dieser Arbeit eingenommenen 
Standpunkt aufgefaBt werden kbnnen, finden sich bei A. A. Cournot ,  Exposition de 
la th~orie des chances et des probabilit~s, Paris 1843, deutsch yon C. Sohnuse, 
Braunschweig 1849. Vgl. auch die Darstellung yon J. le Roux in der Ene. d. mt~thdm. 
t. I, vol. 4, art. I, 20, p. 1. Vielfaehe Anregung verdankt der Verfasser der originel- 
len Darstellungsweise yon H. B runs, Wahrseheinliehkeitsrechnung und Kollektiv- 
mal~lehre, Leipzig 1906. 

"~) Diese UnmSgliehkeit hinsichtlieh der Lebens- und Sterbens-Wahrscheinlieh- 
keit betont neuerdings L. v. Bor tkiewioz,  Jahresber. d. deutseh. Math. Verelnigung 
27 (1918), S. 71--126. Es heillt bier S. 109: ,,Ja, in der Statistik ist man nieht ein- 
real in der Lage, mit den Ausdriieken ,gleiehm/igliehe F~]le' und ,giinstige Fiille' 
ganz greifbare Vorstetlungen zu verbinden, a 

~) Rendieondi del Cireolo Matematieo di Palermo 27 (1909), S. 247--271. 
4) Enzykl. d. math. Wise. Bd. I, Art. D 4b, S. 859. 
~) Die Axiome der Wahrseheinlichkeitsreehnung. Inaug.-Diss. G6ttingen 1907 
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Axiomensystem erfolgt, so werden auf rein deduktivem Wege die Ergeb- 
nisse gewonnen, deren Anwendbarkeit auf die Gegenst~nde der Erfahrung 
allein fiber die praktische Brauchbarkeit der Theorie entscheidet. 

Der wesentliehste Teil unserer Neuaufstellungen, das Axiomensystem 
mit den wiehtigsten unmittelbaren Folgerungen, sowie die Formulierung 
der allgemeinen Au]gabe der Wahrscheinliehkeitsreehnung sind in w 1 so 
knapp als mSglieh dargestellt; eine auszugsweise Wiedergabe an dieser 
Stelle kann daher unterbleiben. Es mag nut bemerkt werden, daI] dig 
Darstelluug sieh ~ul]erlieh von der iibliehen Form der Axiomatik dadurch 
unterscheidet, da/] auf eine weitgehende Zergliederung der Voraussetzungell 
verzichtet wurde, diese vielmehr in nur zwei Axiomen oder ,,Forderungen'" 
zusammengefaSt erscheinen. Ein derartiger Vorgang sohien mir dem Stand 
der Dinge besser angepaltt zu sein. Als den entscheidendsten Punkt be- 
traehte ieh die Voranstellung des Begriffes ,, Kollektiv" vet den der Wahr- 
scheinlichkeit, wobei das, was hier als ,,Kollektiv" bezeichnet wird, ein neu 
gesehaffener, exakter Begriff ist, der etwa als mathematische Pr~zisierung 
des Feehne r -Brunsschen  ,,Kollektiv-Gegenstandes" angesehen werden 
kann. In w 2, der den Fortgang der eigenttichen Theorie unterbrieht, 
werden die Beziehungen der in w 1 aufgestellten S~itze zu den wirklich 
beobavhtbaren Erscheinungsreihen erSrtert und die Anwendungsgebiete der 
Theorie, die alle bisher behandelten praktisehen Probteme umfassen, ab- 
gegrenzt; nut eine bestimmte, gelegentlich untersuehte, Ktasse ,,mathe- 
matiseher" Wahrscheinlichkeitea miissen wir aus prinzipiellen Grfinden 
ausseheiden. Der folgeade w 3 bringt einig'~ rein analytische Ausffihrungen 
fiber ,,lZerteilurtgen '', die nut der Kficze wegen in grof~er Allgemeinheit 
unter Verweaduag einiger mengentheoretiseher Begriffe geraint sind. Were 
dieser Standpunkt starker Verallgemeinerang nieht zttsagt, wird ohne 
Sehwierigkeit fiber die S~tze 8 bis 12 hinweglesen kSnnen und sich damit 
begniigen, in den S~itzen 13 und 14 die praktiseh allein in Betraeht kom- 
menden Sonderfiille der arithmetischen unct der geometrischen Verteilu7tg 
zur Kenntnis zu nehmen. Einen Schritt welter im Aufbau unseres Systems 
bedeutet w 4, in dem die sog. eirt[actter~ Operatiortert zur Ableitung neuer 
Kollektivs aus gegebenen besprochen werden; damit sehliel~t zugleieh jener 
Tell der Arbeit, der die Grundlagen im engern Sinn umfa/~t. Urn, wie 
billig, einen Begriff davon zu g%ben, wie sioh die Verwertung dieser 
Grundlagen gestaltet, werden zun~ohst in w 5 einige typisehe F~lle zu- 
sammengesetzter Operatione~ behandelt, dazu beispielsweise das Peters- 
burger Problem, die l~Iarbesohe Frage naeh den ,,reinen Gruppen" erledigt 
find die prinzipiell wichtigen Operationen der ,,linearen Faltung" und der 
, ,linearen Kreuzung" definier~. Dies und clef Inhalt des letzten w 6 ,,die 
Oesetze der Fro/3en Zahl", beriihrt sieh mit  gewissen in meiner Arbeit 
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fiber die Fundamentals~tze erzielten Ergebnissen, die hier neu -- unab- 
h~ngig yon den Fundamentalshtzen -- abgeleitet erscheinen: diese Aus- 
fiihrungen durften nicht Iehlen mit Riicksicht auf die bisher ganz unge- 
kliirte Stellung, die das bekannte Gesetz der groiten Zahl ira Rahmen der 
Grundlagen der Wahrseheinlichkeitsrechmmg einnimmt. 

Zu den zahlreichen mehr philosophisch gerichtetel~ Schriften fiber 
Wahrscheinlichkeitsreehnung, unter denerl die yon Job.  v. Kries")  die be- 
kannteste ist, hat die vorliegende Arbeit naturgem:~il~ keine unmittelbaren 
Beziebungen, Sis hofft abet, durch die eiltdeutige Grundleguug der 
Wahrscheinlichkeitsreehnung als einer mathematische~, Disziplin dell 
grS[~ten Teil jener ErSrterungeil iiberfliissig gemacht zu haben, nament- 
lich jene stets besonders umfangreichen Uberlegungen, die sich mit dem 
soft Problem der ,,GleichmSgliehkeit" besehgftigen. Auch auf die physi- 
kalisMe Erkthrung des Zustandekommens yon Wahrscheinlichkeits-Erschei- 
nungen, wie sie yon M. v. S m o l u e h o w s k i  kiirzlich in bemerkenswerter 
Weise gegeben wurdeT), kann und soil in diesem Rahmen nicht einge- 
gangen werden. 

w 1. Grundbegriffe. 

Es sei (e) eine unendliche Folge gedachter Oinge. (tie wir kurz als 
.,Elem~ntc" ej, ee, e:, . . ,  bezeichnem Jedem E|emcnt sei als ,,Morkmal" 
ein bestimmtes Wertsystem der k rcellen Veri~nderli(!hen xl, x., . . . . .  x,. 
oder ein Punkt des k-dimensionalen ,,Merkmalraumcs" zugeordnet, wobei 
nicht alle Elemente und auch nicht alle bis auf endlich viele dasselbe Merk- 
real aufweisen sollen. Wit nennen eine solche Folge yon Elementen ein 
,,Kollektiv" (d. i. Sammelgegenstand) K, wenn die Zuordnung der Merk- 
male an die einzelnen Elemente den nachfolgend angefiihrten Forderungen 
(Axiomen) I und II geniigt. 

Forderung I. Existenz der Grenzwerte. Sei A eine beliebige 
Punktmenge des Merkmalraumes und N ~ die Anzahl derjenigen unter 
den ersten ~V Elementen der Folge, deren Merkmal ein Punkt yon A ist; 
dann existiere ]i~r ]edes A der Grenzwert 

(1) lira Nx 

Diesen Grenzwert nennen wit ~ vorausgesetzt, dal~ alch die Forderung II 
erfiillt ist - -  die ,, Wahrscheinlichkeit iiir das Auftreten eines zu A ge- 
h6rigen Merkmales innerhalb des Kollektivs K". Einen anderen Wahr- 

~) Die Prinzipien tier WabrseheinliohkeiLsrechnung, Freiburg i. B. 1886. 
:) Die Naturwissonschaften 6 (1918), S 253 (Planck-Heft). 
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scheinlichkeitsbegriff als diesen gebrauchen wir nicht. Zur Abkiirzung nennen 
wir gelegentlich auch W.~ die ,,Wahrscheinlichkeit yon A", sobald iibe~ 
das Kollektiv, innerhalb dessen diese Wahrscheinlicbkeit besteht, kein 
Zweifel mSglieh ist. 

Aus der Definition ergeben sich sofort die beiden S~tze: 

Satz  I. Die Wahrscheinlichkeit ist eine reelle Zahl des abge- 
scMossenen Intervalls O, 1. 

Satz  2. Die Wahrscheinlichkeit innerhalb eine8 bestimm~en Kollek- 
tivs ist eine ]iir alle Punktmengen des Merkmalraums de/inierte, additive 
Mengen/nnktion, d. h. es gilt 

(2) W~t + W , - -  Wa+B, 

wenn die Mengen A und B keine gemeinsamen Punkte haben und A + B 
dhre V ereinigungsmenge bedeutet. 

Die Menge M aller Punkte, die mindestens einem Element als Merk- 
mal zugeordnet sind, oder iiberhaupt als Merkmale auftreten k6nnen, 
heiBe die Merkmalmenge. Sie ist niemals leer, kann den ganzen Merk- 
malraum umfassen und sich auf zwei einzelne Punkte reduzieren. Immer 
gibt es mindestens zwei nicht leere Teilmengen yon M, denen je unend- 
lich vie1 Punkte entsprechen und unter diesen mindestens eine, fiir die WA 
von null verschieden ist. - -  Die Gesamtheit der Wa-Werte fiir alte 
Punktmengen A des Merkmalraumes bildet die Verteilung; es geniigt 
dabei, nur sotche A zu betrachten, die Teilmengen yon M sind. Man 
kann sich die Funktion W~t unter dem Bilde einer (tells stetigen, tells 
unstetigen) Verteilung der Masse 1 fiber die Punkte yon M vorstellen. 

Wenn die Merkmalmenge M aus nut zwei Punkten a und b besteht, 
pflegt man W, als die Wahrseheinlichkeit fiir das ,,Eintreffen yon a", 
W~, als die fiir das ,,Nieht-Eintreffen yon a", das Kollektiv seIbst als 
eine ein/aehe Alternative zu bezeiehnen. Aus der Definition yon Wa er- 
gibt sich, da$ in diesem Falle W, + W b -~ 1 und allgemein: 

S'atz 3. Pier ]ede Menge A,  die sdmtliche Punkte der Merkmal- 
menge M entMilt, ist W A = 1; ]iir jedes A,  das keinen Punkt  mit M 
gemein hat, ist Wa = 0. Hingegen gilt die Umkehrung nieht, d.' h. WA ~ 0 
ist nieht immer gleichbedeutend mit ,,UnmSgliekkeit", Wa = 1  nicht 
immer mit ,,Sieherheit" yon A s). 

s) Diese scheinbar nicht unwesentliche Abweiehung gegeniiber der iibliehen 
Theorie ist tats~chlieh ganz unerl~lieh (und sehon gelegentlioh ausgesprochen), wenn 
man irgendwelehe F~l]e steP,get Verteilungen in Betracht zieht. Z. B. hat in der 
Gau~schen Fehler~heorie jede FehlergrS~e die Wahrscheinlichkeit mill, abet jede 
FehlergrSBe ist mSglieh. 
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Forderung If. Regellosigkeit der Zuordnung. Seien A und B 
zwei Punktmengen des Merkmalraumes ot~ne gemeinsame Punkte und 
(tie nach (1) 9ebildeten Grenzwerte W~ und W~ nicht beide null. Aus  
der Folge aller Elemente (e) yon K streichen wit z,~tn(ichst alle ]ene, die 
kein zu A oder z~ B geh6riges Merkmal au/weisen, und versehen 
die iibrigen mit den Indizes 1 ,2 ,  3, . . .  Aus der so entstandenen unend- 
lichen Folge werde nine u,~endliche TeiI/olge (e'j dadurch ausgew(ihlt, 
daft i~ber die Indizes der auszuwdhlenden Etemente ohne Benutzung ih~'er 
Merkmalunterschiede ver/iigt wird; dann soUen innerh alb der Teil/olge (e') 
die nach (1) gebildeten G~enzwerte W~ und W~ e~istieren "and der 
Bedingung 

] P 

13) W ~  : Wl~ ~ W j : W ~  

geniiqen. 

Als einfache Ver/ahren der Auswahl zur Bildung yon Teilfolgen im 
Sinne dieser Forderung, d. i. ,,ohne Beniitzung der Merkmaluntersehiede 
der auszuw~hlenden Elemente", kommen folgende in Betracht: 

a) Durch nine arithmetische Vorschri/t k'ann nine unendliche Folge 
natiirlicher Zahleu fiir die Indizes der auszuwiihlenden Elemente festgc- 
legt werden; z.B. alle Zahlen yon 101 an, jede dutch ti teilbare Zahl, 
alte Zahlon, dcnen eine Primzahl vorangeht. 

b) Dut'ch die Zuordnung der Merkmale innerhalb nines anderen 
Kollektivs K '  kann cine unendtiche Zahlenfolge bestimmt werden; z. B. 
alle Zahien r:, fiir die das Elemen~ e', von K '  e i n d e r  gegebenen Pm)kt- 
menge A '  angeh6riges Merkmal aufweist. 

c) Dutch die Zuordnung der Merkmale innerhalb des betrachteten 
oder nines zweiten Kollektivs in Verbindung mit einer arithmetischen 
Vorschri/t 1/i]3t sich nine Auswabl vornehmen; z. B. alle geraden Zahlen 2 ~, 
fiir die das Element e, von K selbst ein bestimmtes Merkmal afifweist. 

Diese einfachen Auswahl-Verfahren k6nnen an einer Elementenfolge 
auch wiederholt und in verschiedener Kombination angewendet werden; 
z. B. : Man bildet (e') aus (e) dureh SSreiehung jedes zweiten Elementes, 
beh~lt dann nur die Elemente e' ,  fiir die das Element E,  eines anderea 
Kollektivs das Merkmal A besitzt, und gewinnt so (e"),  behiilt wieder 
nur diejenigen e" fiir die das lVlerkmal yon E,  nach B iMlt usf. Wir 
bezeichnen jede solehe Auswahl, die ohne Beniitzung der Merkmalunter- 
sehiede der auszuwithlenden Elemente eine unendliche Teilfolge erzeugt, 
als eine ,,zulKssige" Auswahl. Die Forderung II  besagt dann, dalt durch 
eine ,,zuliissige Auswahl" die Verhi~ltnisse der Grenzwerte W nicht ge- 
iindert werden. 
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Eine den Forderungen I und If geniigende Zuordnung zwisehen den 
Elementen einer unendlichen Folge (den Zahlen der natfirlichen Zahlen- 
reihe) und den Punkten des k-dimensionalen Raumes nennen wit eire 
zu]allsartige. Wit kSnnen daher auch sagen: Ein Kollektiv ist eine un- 
endliche Folge yon Elementen mit zu]allsartiger Zuordnung yon Merk- 
malen an die einzelnen EIemente. 

Der wesentliehste Inhalt der Forderung II wird erkennbar, sobald wir 
den Sonderfal] ins Auge fassen, dal~ die beiden Mengen A und B zur Ver- 
einigungsmenge die ganze Merkmalmenge M besitzen. Es folgt dann aus 
Satz 3 in Verbindung mit (2), dal3 

t r t 

W~-~-WB : W a + W ~ - I ,  
daher aus (3): 

(4) w ,  w '  ' 

d.h. die neue Verteilung ist der urspriingliehen gleich. Nun wird hier 
die Teilfolge (e') der Forderung II unmittelbar dutch eine zul~ssige 
Auswahl aus der urspriinglichen Elemenffolge (e) gebildet. Da abet jede 
weitere zulgssige Auswaht aus (e ')  aueh eine zul~ssige Auswahl aus (e) 
ist, so mul~ man sehlie~en, dal~ wenn die Zuordnung der Merkmale inner- 
halb (e) den Forderungen I und II genfigt, dies aueh ffir die Zuordnung 
innerhalb (e') gilt, mit anderen Worten: die durch zulgssige Auswahl ent- 
standene Elementenfolge (e') bildet wieder ein Kollektiv mit. der gleiehen 
Verteilung wie das ursprtingliche. Wit haben so den 

Satz  4. Wird aus der Elementen/olge (e) eines Koltektivs K eine 
unendliche Teil[olge (e') durch Auswahl ohne Benutzung der Merkmal- 
unterschiede der auszuwr Elemente gebildet und das Merkmal 
]edes Elementes unver?indert gelassen, so entsteht ein neue8 Kollektiv K ' ,  
dessen Verteilung der des Kollektivs K gleieh ist. 

So kann man beispielsweise aus einem Kollektiv zwei neue gewinnen, 
indem man einmal alle Elemente mit geradem, dann die mit ungeradem 
Index fiir sich nimmt; naeh Satz 4 sind die Wahrseheinlichkeiten innerhalb 
der neuen Kollektivs gleieh denen innerhalb des urspriingliehen. Es leuehtet 
ein, dal3 ein solehes Verhalten nur m6glieh ist, wenn die Zuordnung der 
Merkmale keinem arithmetisehen Gesetz folgt, also ,,regellos" ist (vgl. u. 
Satz 5). Denkt man an die Anwendung bei Gliiekspielen, w o e s  ein seit 
altersher verfolgtes Problem ist, durch ein ,,Spielsystem" seine Gewinnst- 
chaneen zu verbessern, so kann man unsere Forderung II aueh als das Axiom 
yon der Unmdglichkeit eines Spielayatems bezeiehnen. 

Das in Sa~z 4 beschriebene Veffahren der ,,Auswahl" ist nur das 
einfaehste Beispiel flit die Ableitung neuer Kollektivs aus gegebenen. 
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Wir werden in den w167 4 und 5 weitere Einzelf~lle und den systematischen 
Aufbau dieser Ableitungen kennen ternen und jedesmal zeigen, wie man 
die Verteilung des neu gebildeten Kollektivs aus denen der gegebenen be- 
rechnen kann. In diesen Berechnungen und der Untersuchung der damit 
zusammenh~ingenden Fragen erblicken wir die ausschlie[Jliche Aufgabe der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, und erhalten so folgende 

Formulierung der Fragestelhmg. Aus gegebenen Kollektivs Iasse,~ 
sich in viel/acher Weise, z .B.  durch Trans/ormation der Merkmale, durch 
Kombination der Elements, verschiedene Auswahl oder Zusammen/assung 
us/., neue Kollektivs ableiten; es ist die Au/gabe der Wahrseheinlichkeit,- 
rechnung, aus den gegebenen Verteilungen der l~rspr~tngliehen Kollektivs 
die der abgeleiteten zu berechnen. 

Wir fiigen noch zur ngheren Erlguterung der mit II geforderten 
,,Regellosigkeit der Zuordnung" folgendes hinzu. Man kSnnte nach einem 
Beispiel einer der Forderung II geniigenden Zuordnung fragon, etwa indem 
man eine voltstgndige Angabe verlangt, die gestattet, zu jedem Index ~ 
das dem Element e, zugeordneto Merkmal explizite zu finden. Dem- 
gegeniiber erkl~ren wit: 

Satz  5. Ein Kollelctiv wird dutch seine Verteilung vollkommen be- 
stimmt; die vollstgindige A~gabe der Zuordn~tng im einzelnen ist nicht 
mdglich. 

Denn durch eine endliche Aufzi~hhmg kann dm Angabe der Zuordnung 
deshalb nicht erschSpft werden, weft -- wie schon oben festgesteltt 
mindestens zwei Punktmengen A und B ohne gemeinsame Punkte be- 
stehen, denen je unendlieh viel Elemente entsprechen. Es bleibt also 
nur die MSgliehkeit der Angabe dutch eine Redmungsvorsehrift, etwa 
x~. : / ~ ( a ) ,  x - 1, 2, 3, . . . ,  k, we die f~ reelle, ffir alle positiven ganzen , 
definierte Funktionen bedeuten. Seien nun A und B zwei Punktmengen 
der genannten Art und iiberdies WB > 0. L~l]t man in den Gleiehungen 

(5) /'~(,:) = a,, a = 1, 2, . . . ,  k. 

die a~ alle Koordinatenwerte der Punkte yon A durchlaufen, so wird 
(lurch (5) eine unendliche Folge yon Zahlen a bestimmt, die eine Teil- 
folge (e') der Folge (e) naeh dem ersten der drei oben angefiihrten hus- 
wahlverfahren liefert. Fiir diese TeilIolge wiire aber W~ = 0, weft in (e') 
kein Element mit ainem nach B fallenden Merkmal vorkommt. Darin 
liegt wegen WB :> 0 ein Widerspruch gegeniiber Forderung II bzw. Satz 4. -- 
Analog besteht folgender 

Satz  6. Die Zuordnung der Merkmale innerhalb zweier Kollektivs 
mi$ f.eicher Verteilung (also auch mit derselben Merkmalmenge) ist an 
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unendlich viel Stellen verscl, ieden. (Fiir Kollektivs mi~ ung]eicher Ver- 
teilung ist die Aussage trivial.) 

Sei im Merkmalraum der beiden gegebenen Kollektivs B eine Punkt- 
menge, fiir die Wt~ z 0, und A die Komplementiirmenge yon B. Aus der 
E/emen~enfolge (e) des ersten Kollektivs bilden wit nach dem zweiten der 
angefiihrten Auswahlverfahren eine Teilfolge (e'), indem wir nut diejenigen 
Elemente e, voJ~ (e) beibeha]ten, fiir die das Elemen~ yon gleichem Index 
E,, des zweiten gegebenen Kollektivs einen Punkt vo~ A zum Merkmal 
hat. Wfiren die Zuordnungen innerhalb (e) und (E) nur an endlieh viel 
~tellen verschieden, so kSnnten in (e') hSehstens endlich viele Elemente 
mit einem Punkt von B als Merkmal vorkommen. Dann w~ire aber fiir 
l e') wieder W~ ~= 0 im Widersprueh zu Forderung II und Satz 4. 

In gleicher Weise beweist man, mit Riieksicht auf die dritte der obel~ 
angefiihrten drei Arten ,,zul~ssiger" Auswahl: 

Satz 7. Die innerhalb eines Kollektivs bestehende Zuordnung ld[3t 
sich nicht dutch eine im einzelnen angebbare Trans/ormation aus der 
Zuordnung innerhalb eines andern Kollektivv herleiten. 

Durch die Forderungen I und II und die sie erl~iuternden Siitze 1 
his 7 wird das, was wir im Aufbau der Wahrscheinlicbkeitsrechnung urrter 
Kollektiv verstehen, und zugleich unser Wahrscheinlichkeitsbegri// voll- 
st~ndig bestimmt. Satz 5 besagt, daf~ man die ,,Existenz" yon Kollektivs 
nieht dutch eine analytische Konstruktion nachweisen kann, so wie man 
etwa die Existenz stetiger, nirgends differenzierbarer Funktionen naehweist. 
Wir miissen uns mit der abstrakten logischen ExisSenz begnfigen, die allein 
darin liegt, dal~ sich mit den definierten Begriffen widerspruehsfrei operieren 
liiBt. Auf die Frage der Zweckmdl~igkeit der Definitionen kommen wir 
im fo[genden Paragraph zuriick. 

w 2. Die Beziehungen zur ErTahrungswelt. 

Den im w 1 definierten Begrifien des Kollektivs, der zufalIsartigen 
Zuordnung und der Wahrscheinlichkeit entsprechen in der Erfahrungswelt 
ganz bestimmte beobachtbare Erscheinungen, als deren Abstraktion oder 
Idealisierung jene Begriffe getten wollen. Der Zusammenhang zwischen 
unseren Definitionen und der Wirklichkeit ist derselbe wie der zwisehen 
geometrisehgn Begriffen wie KSrper, Fli~che, Linie usf. und den ihnen 
entsprechenden Gebilden des empirischen Raumes. 

Als erstes Beispiel eines ,,empirischen" Kollektivs betrachten wir den 
folgenden Fall. Es sei ein KSrper, der mebr oder weniger genau die 
Gestalt eines kleinen Wiirfels besitzt, an seinen seehs ebenen Seitenfliiehen 
mit den Zahlen 1 his t3 beschrieben. Der K6rper wird in einen Becher 
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gelegt und aus diesem auf den Tisch geworfen; sobald er zur Ruhe gelangt, 
erscheint eine der sechs Zahlen auf der Oberseite. Wir nennen jeden der- 
artigen Wurf ein Element und die dabei sichtbar werdende Zahl das 
Merkmal dieses Etementes. Der Merkmalraum ist also hier eindimensional 
und die Merkmalmenge besteht ~us den seehs Punkten mit den Koordinaten 
1, 2 , . . . ,  6. Zwei Erfahrungstatsaehen sind durch unziihlige Beobachtungen 
an liingeren Serien yon Wiirfen festgestellt: 

Die Erfahrung lehrt erstens, daB, sobald nur die Zahl der Wiirfe him 
reichend grog ist, die relative Hdiu/igkeit jedes der sechs Merkmale att- 
rth'hernd konstant bleibt. Man macht die Beobachtung gew6hnlich an 
einem sog. ,,riehtigen" Wiirfel, d. h. bei einem, der mSglichst genau, nach 
Gestalt und Massenverteilung, die Wiirfelsymmetrie besitzt, und bei dem 
sieh daher aus Symmer jede der sechs Konstanten gleieh, also 
vom Betrage ~ herausstellen mug. Aber auch mit Wiirfeln, die dieser 
Bedingung nicht entsprechen, sind Versuche angestellt worden, die unsere 
Behauptung bes~iitigeng). Wie grol~ die anniihernd konstant bleibenden 
relativen Hgufigkeiten sind, ist fiir uns bier ganz gleichgiiltig; es geniigt, 
dalt man in dem Verlauf der Hiiufigkeitszahlen bei wachsender Zahl der 
Wiirfe immer ein Verhalten erkennt, das in der Annahme der Existenz 
eines Grenzwerte8 far eine ins Unendliche ausgedehnte Wurfreihe einen 
angemessenen Ausdruck finder. 

Die zweite Erfahrung, die wir heranziehen, um auch die zweite an 
ein Kollektiv gestellte Forderung zu begriinde~L besteht darin, da[~ die 
anniihernde Konstanz der relativen H/iufigkeiten bei geniigend grotler Be- 
obaehtungsreihe /ortbesteht, und zwar mit unverhnderten Werten der Kon- 
stanten, sobald nicht alle Wi2r[e, sondern z. B. nur jeder dritte, oder alle 
yore !01. an betrachtet werden, oder jene, die etwa dutch einen zweiten 
Wiirfel ,,ausgelost" werden. Abet nicht nur dies, man weil~ auch, dal] 
das H~ufigkeitsverhdltnis zweier Merkmale bei einer solchen Auswahl un- 
ver/indert bleibt, wenn man alle Wiirfe, die andere als diese beiden Merk- 
male aufweisen, von vornherein aus der Betrachtung ausschliel~t. Mit 
andereu Worten heist das: die Chaneen zweier Spieler, die etwa auf die 
Zahlen 1 und 6 setzen, gndern sieh nieht, wenn sic, ohne die Wurfergeb- 
nisse vorher zu kennen, aus der Gesamtheit aller Wiirfe irgendeine - 
geniigend groBe -- Gruppe yon Wiirfen herausgreifen. In einer besondern 
Form (der Nichtbeaehtung der bis zu einem gewissen Zeitpunkt vergange- 
nen Spiele)l iegt  ja diese Erkenn~nis ]eder praktischen Anwendung des 
Wahrscheinlichkeitsbegriffes zugrunde. Diesem allgemeinen Erfahrungs- 

~) Z. B. die Versuche yon R. Wolf ,  vgl. E. Czuber ,  WahrscheinIichkei~rechnung, 
1. Bd. 3. Aufl., Leipzig 1914, S. 167. 
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ergebnis der Unabhdngigkeit der Chancen yon einer ,,zul~issigen" Auswahl 
aus der Gesamtheit der Spiele haben wir in unserer Forderung II Aus- 
druck gegeben. 

Unsere Definition der Wahrseheinlichkeit hat nichts gemein mit der 
yon Lap lace  herriihrenden, heute allgemein verwendeten, die von der 
Betrachtung sog. gleichmSglicher F~lle ausgeht. Nach Lap lace  ist die 
Wahrscheinlichkeit der Quotient zweier endlieher Zahlen, der ,,dem Ereignis 
,gfinstigen Fiille" durch alle ,,gleichmSglichen" FMle. Bei einem richtigen 
Wiirfel bilden die sechs Seiten ebensoviel gleiehmSgliche Fiille, und die 
Wahrscheinlichkeit, die Zahl seehs zu werfen, wird daher 1 : 6 ,  die Wahr- 
scheinlichkeit, eine gerade Zahl zu werfen, gleich 3 : 6 .  Der Fall eines 
]alschen WiJrfels ist dieser Definition iiberhaupt nieht zug~inglich, eben- 
sowenig wie irgendeine Aufgabe der Statistikg~). Im Rahmen unserer Ent- 
wicklungen erseheint die Zuriickfiihrung auf gleichmSgliehe Fiille, soweit 
sie fiberhaupt durchfiihrbar und sachgem~l] ist, als ein ganz spezielles Bei- 
spiel einer Berechnung yon Wahrscheinlichkeiten im Sinne der in w 1 for- 
mulierten allgemeinen Aufgabe (vgl. w 4, Satz 17). 

Die Feststellung, ob ein Wiiffel ,,riehtig" ist, bzw. wie grog die 
Wahrscheinlichkeiten W1, We, . . . ,  W 6 seiner einzelnen Seitenfliichen sind, 
1st nach unserer Auifassung so wenig eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung wie die Messung der Gesehwindigkeit eines bewegten KSrpers 
eine Aufgabe der theoretischen Meehanik. Derartige ,Feststellungen sind 
Sache des Versuches und kSnnen mit grSl~erer oder geringerer, jedenfalls 
begrenzter, Genauigkeit erfolgen. Eine Aufgabe der Wahrscheinliehkeits- 
reehnung liegt erst dann vor, wenn gewisse Wahrscheinlichkeiten gegeben 
oder als gegeben vorausgesetzt sind und andere berechnet werden sollen. 
So kann man beispielsweise in unserm Wfirfelproblem, sobald fiir die W~ 
bis W 6 bestimmte Zahlen (mit der Summe I) angenommen wurden, nach 
der Wahrseheinlichkeit dafiir fragen, zweimal hintereinander die Zahl 6 zu 
treffen. Die theoretisehe Mechanik beantwortet eben auch nicht die Frage, 
wie sich ein bestimmter KSrper zu einer bestimmten Zeit bewegt (obwohl 
man v o n d e r  a~tronomischen Mechanik aus zu diesem Fehlschlul] verleitet 
werden kSnnte), sondern sie lehrt, aus gegebenen Anfangsgeschwindigkeiten 
usw. den Zustand zu einer bestimmten Zeit zu berechnen. Ebenso hiingt 
etwa die Wahrseheinlichkeit dafiir, dal] die yon einem festen Pur~k~ in 
einem Kreis yore Radius a gezogene Sehne l~nger als a V-3 ausf~llt 
(Ber t randsches  Problem), yon den Annahmen ab, die fiber die Wahr- 
scheinliehkeit des Sehnenziehens gemaeht werdenl~ Hier liegt, wenn 
verschiedene Resultate auftreten, so wenig ein Paradoxon vor, wie in der 

9~) Vgl. hierzu L. v. Bortkiewicz 1. c..z~)~, S. 109ft. 
lo) Vgl. z. B. E. Czuber, loc. cir. 9) S. 116. 
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Geometrie, die flit den Fl~icheninhalt eines rechtwinkligen Grundstiickes 
verschiedene Werte liefert, sobald man die Seitenliingen verschieden an- 
nimmt. Diese Unbestimmtheit ist nicht nur einer besondern Klasse yon 
Problemen eigentiimlich (wie man oft meint, nur den Fiillen stetiger Wahr- 
scheinlichkeit), soadern ausnahmslos bei allen Aufgaben der Wahrschein- 
liehkeitsrechnung nachweisbar. Nur die historische Entwicklung der Wahr- 
seheinlichkeitsrechnung aus der Theorie der G]iiekspiele, we man dureh 
Heranziehung des Symmetrieprinzipes die Unbestimmtheit scbeinbar be~ 
heben kann, hat diesen Sachverhalt verdunkelt I L'/. 

Bei jeder Anwendung der Wahrscheintiehkeitsrechnung auf ein kern 
kretes Problem ist -- wie in jeder naturwissenschaftliehen Theorie - ein 
zweimaliger Ubergang zwischen Theorie und Wirklichkeit zu vollziehen. 
Man mut~ erstens die Ausga, gswerte der Rechnung, in unserm Fall die 
Verteilungen der gegebenen Kollektivs, feststellen und zweitens aus den 
Rechnungsergebnissen Schliisse auf den Verlauf der guBeren Erscheinungen 
ziehen. Beide Aufgaben liegen aul]erhalb des eigentliohen Gedankenkreises 
der WahrscheinlichkeJtsrechnung. Wit k6nnen aber je nach der Art des 
Uberganges drei hauptsgehliehe Anwendungsgebiete unterscheiden, die wit 
nach ihrem vorwiegenden Inhalt  als die Theorie der 6:lis die statisti- 
schen und die paysikalischen Problemgruppen bezeichnen. 

Am einfachsten liegen die Verh~iltnisse bei dem an letzter Stelle ge- 
nannten, jiingsten Anwendungsgebiet, dem in der theoretiachen Physilr 
Hier geh5ren die Ausgangswerte der Wahrscheinliehkeitsberechnung, z.B. 
die Annahme der GleiehmSglichkeit jeder GeschwindigkeitsgrSBe fiir alle 
Molekiile eines ira ganzen ruhenden Gases, zu den hypothetisch eingefiihrten 
Teilen des physikalisehen Brides und die Bereehtigung der Einffihrung wird 
an den Ergebnissen der Theorie gepriift. Aber nicht die unmittelbaren 
ResuItate der Wahrscheinlichkeitsberecbnung erfa]~ren eine KontrolIe durch 
die Beobachtung -- es wird z. B. nicht gepriift, ob wirklich einmal die 
Maxwel l sche  Gesehwindigkeitsverteilung eintrit~ -- sondern nut Folge, 
rungen, die erst durch bestlmmte Hypothesen mit den ermittelten Ver- 
teilungen verkniipft sind. Es grenzt hier gewissermal]en an keiner der 
beiden Seiten die Wahrscheinliehkeitsuntersuchung unmittelbar aa die 

11) Bei stetigen (sog. geometrischen) Verteilungen hEngt es auch noch vonder Wahl 
des Koordinatensystems ab, was man als ,Gleiehverteilung ~ bezeichne~ will. Man ksnn 
z.B., wie G. P61ya, Sitzungsb. der Wiener Akademie Abt, II a, 126, 1917, S. 319-328 
fiir die Verteilung der Geraden im Raum es tut, die Anwendung dieser Bezeiehnung 
an die Erfiillung gewisser plausibler Forderungen kniipfen: mit der Frage, welehe 
Verteilung in einem konkreten Fall wirklich vorliegt, haben derlei Untersuehungen 
nichts zu tun. 
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Wirklichkeit: Hypothesen von physikalischer Natur liegen dazwischen. -- 
Gewisse physikalische Erscheinungen, wie die der Brownschen Bewegung, 
gehSren jedoch nicht hierher, sondern in den Ideenkreis der Statistik, wie 
iibrigens eine immer wachsende Zahl physikalischer Theorien allmiihlich in 
den Bereich der eigentlichen statistischen Untersuchungen hiniibergreift. 

Als statistische Probleme der Wahrscheinlichkeitsrechnung in engerem 
Sinne lessen wit alle jane Aufga.ben zusammen, bei denen die Ausgangs- 
werte der Rechnung dutch tats~chliche Abz~hlung gewonnen (oder minde- 
stens kontrolliert) werden. Ein gel~ufiges Beispiel flit die bier auftretenden 
Kollektivs ist folgencles: Elemente sind alle M~nner eines bestimmten, 
zeitlich und riiumlieh abgegrenzten Gebietes, die ein gewisses Alter be- 
sitzen; des Merkmal eines Eiementes ist 0 oder 1, je nachdem der Be- 
treffende das n~ichste Lebensjahr noch erlebt oder nieht. Die Gr6Be W 1 
(n~mlich WA fiir eine auf den Punkt 1 sich reduzierende Punktmenge A) 
heil3t die ,,Sterbenswahrscheinlichkeit" fiir des ins Auge gefaBte. Alter. 
Als abgeleitetes Kollektiv kann etwa dieselbe Elementenfolge mit den 
Merkmalen 0, 1 fiir die Alternative: Erleben oder nicht Erleben eines be- 
stimmten hSheren Alters, angefiihrt werden. Natiirlich kann W 1 nicht 
als Grenzwert, sondern nur als Bruch mit endlichem, wenn auch sehr 
grol~em, Z~hler und .Nenner festgestellt werden und ebenso wird das 
Resultat der Rechnung, das einen Grenzwert liefert, n~herungsweise auf 
eine endliche Gesamtheit angewendet. Sehr deutlich tritt in dem tatsiich- 
lichen Veffahren des Versicherungswesens die Rolle unserer zwei~en Forde- 
rang yon w 1 zutage: Denn man ermittelt W 1 dutch Beobachtung an einer 
~rol~en Gruppe erledig~er Versicherungsf~lle (die Eine Teilfolge yon Ele- 
menten) und sieht das Ergebnis auch als giiltig an fiir die Gesamtheit 
der noch unerledigten (andere Teilfolge von" Elementen). Dal3 jedesmal 
nur mit endlichen Folgen operiert werden kann, bedingt eine Ungenauig- 
keit, die gleichzustellen ist etwa den Verh~ltnissen in der praktischen 
Geometrie, wo man z.B. die Basislinie einer Aufnahme nur mit be- 
schrAnkter Genauigkeit messen und das erreclmete Resultat nut mit einer 
bestimmten Genauigkeitsgrenze aui~ die Wirklichkeit iibertragen kann. Eine 
weitere Analogie liegt auch darifi, dal~ die Theorie in beiden Fiillen zu 
Siitzen fiihrt, die iiber die Zul~issigkeit und Genauigkeit der Ubertraguag 
Aufschlult geben. 

Die meisten Sehwierigkeiten hat man in dem ~ltesten und urspriing- 
tichsten Anwendungsgebiet der Wahrsoheinlichkeitsrechnung, in der Theorie 
dec" Gli~ckspiele, gefunden. Man hat hier gemeint, fiir die ,,GleiehmSglich- 
keit" der sechs Seiten eines Wiirfels apriorische Erkenntnisquellen heran- 
ziehen zu mfissen und damach auch versucht, diese Anschauungsweise au~ 
alle anderen Gebiete der Wahrscheinliehkeitsreehnung auszudehnen. Allein 
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es ist klar, dat~ die Gleichheit der sechs Wahrscheinlichkeiten I~] bis W~ 
nicht~g anderes als eine Forderung ist, durch die ein ,,richtiger" Wfirfel 
definiert wird. Ob die Forderung in einem bestimmten Fall erfiillt ist, 
also yon der Richtigkei~ eines Wiirfels. kaun man sich nicht anders iiber- 
zeugen, ats indem man eine groi~e Zahl N yon Wiirfen ausffihrg und die 
Quotienten N,~ : N untersucht. Denn selbsg wenn die vSllige Homogenit~t 
des Materials gesichert erscheint, bliebe es immer ungewil3, welchen Einflul3 
die kleinsten Abweichungen yon der Gestalt.ssymmetrie, die sich eben der 
Kleinhei~ wegen der unmit~elbaren Beobacbtmlg entziehen, bei fortgesetzter 
Steigerung von _N" auf das Ergebnis der Wiirfe ausiiben. Der einzige 
Unterschied gegeniiber der Prpblemgruppe der Statistik besteht darin, da~ 
es sich alert um physische Objekte handelt, die von vornherein vollsthndig 
gegeben sind, w~ihrend man die Objekte der Gliickspiele kiinstlich hersteltt 
und dabei so einzurichten sucht, dal3 die in der Rechnung angenommenen 
Verteilungen mSglichs~ genau realisiert werden. Haben wit oben die 
st~tistische Problemgruppe m]t der Good,isle verglichen, so miissen wir 
jetzt an die geometrische Untersuchung abstrakt definierter K6rper denken; 
.iiir die Erforsehung der Eigensehaften einer Kugel odor eines Ikosaiiders 
ist es eben ~611ig gleiehgfiltig, ob bzw. mit welcher Ann~iherung man der- 
artige Gebilde materiell ausfiihren kann. 

Eine besondere Klasse mathematischer Fragen, die in neuerer Zeit 
unter Verweudung der Ausdrucksweise der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
zur Sprache gebracht wurden, miissea wir aus unseren Betrachtungen aus- 
schlieJ~en. Es handelt sich da um Elementfolgen, die der Forderung I, 
aber nicht der Forderung II geniigen, also Grenzwerte der relativen H:,iufig- 
keiten aufweisen, ohne da]  die Zuordnung zwischen Elementen und Merk- 
malen zufallsartig odor regellos ge~mnnt werden kann. Hierher gehSrt 
z. B. die sog. Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer Null an der 
fiinften Dezimalstelle der gemeinen Logarithmen aller ganzen Zahlen. 
Solange man etwa nur die Zahlen 1--10000 betrachtet, bietet die An- 
ordnung der Ziffern an der 5. Stelle tats~chlich das ungefghre Bild eines 
empirisehen Kol.lektivs und man kana aueh die Satze der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung n~herungsweise darauf anwenden. Faint man aber die gauze 
unendliche Folge der Logarithmen ins Auge, so trit~ eine leicht einzu- 
sehende systematische Anordnung asymptotisch ein, die der Forderung II 
unmittelbar wider,prieht. Etwas )~hnliches liegt vor bei den yon B orel  u. a. 
untersuchten Fragen (z. B. fiber das Auf~reten einzelner Ziffern in den 
unendlichen Dezimalbrfichen der irrationalen Zahlen), we das Erfiilltsein 
oder bTicht-Erfiilltsein der Forderung II  ohne Bedeutung ist~). Die erste 

, ~s) Borel, Rendic. d. Circ. Mat. di Palermo 27 (1909), S. 247. Es handelt sich 
hierbei durehwegs um Aufgaben, die in unserer Ausdrucksweise (w 4) als ,,Mischungen" 

Mathemat, ische Zeitschrift. V. 
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Folge der unbeschr~nkten Einbeziehong solcher F~ille in den Aufgaben- 
kreis der Wahrscheinlichkeitsrechnung w~re es, dal~ das Mu|tiplikations- 
gesetz der Wahrscheinlichkeiten (flit das Auftreten von zwei aufeinander- 
folgenden Nullen usw. ) nicht mehr a]lgemeine Geltung h~itte. Da man 
seit jeher gewShnt ist, mit dem Begrif[ der Wahrscheinlichkeit die Vor- 
stellung der Zu[dlligkeit (und damit der Geltung des Mul~iplikationssatzes 
in dem angedeuteten Sinn) zu verbinden, so kSnnte man hier hSchstens 
von ,,uneigentlichen Wahrsclteinlichkeiten" sprechen. Besser w~ire es ffei- 
lich, den schon ohnehin dutch mancherIei Vieldeutigkeiten belasteten Ge- 
brauch des Ausdruckes ,,Wahrscheinlichkeit" nicht noeh weiter auszu- 
dehnen ~'~). 

w 3. Die Yerteilungen. 

In w 1 habea wir die Wahrscheinlichkeit WA fiir das Auftreten eines 
zu A gehSrigen Merkmals innerhalb eines bestimmten Kollektivs als e ~  
(nach Satz 1) beschr~nkte, nieht-negative Mengenfunktion kennen gelernt, 
die nach Satz 2 von additivem Charakter ist. Wir kSnnen jetzt hin- ~ 
zuffigen, dal3 -- zufolge dieser Eigenschaften -- W~ im Sinne der 
C a r a t h ~ o d o r y s e h e n  MaBtheorie eine, im allgemeinen nicht regul~ire, Mal3- 
funktion is~, fiir die ]ede Punktmenge Messbarkeit b'esitzt. Daraus folgt, 
und nur yon dieser Eigenschaft der Mal~funktionen sell hier Gebrauch 
gemacht werden, daB, wenn die Reihe der Punktmengen A~, A.~, A s . . .  
zum Limes die Punktmenge A hat, auch die Zahlenfolg~ W~,, W~,, W ~ , . . .  
gegen W~ konvergiert. 

Es ist wesentlich bequemer, start mit  einer Mengenfufiktion mit  
einer gewShnlichen Punktfunktion zu tun zu haben. Wit  wollen daher 
die Verteilung innethalb eines Kollektivs, d . i .  die Gesamtheit al~er Wahr- 
scheinliehkeitswerte, dutch eine Funktion W(x~, x.2, . . . ,  xk) t ie r  k Merk- 
malkomponenten oder kfirzer geschrieben dutch W(~),  we ~" den Vektor 
mit den Komponenten x~, x~, . . . ,  x k bezeichnet, datstellen, und zwar wi~ 

zu bezeiehnea Mind, d. h. im wesentliehen um die Auswertung eines bestimmten In- 
tegrales (Ermit~lung des Inhaltes einer Puaktmenge). ~nsere Forderung II spielt 
bei derartigen Atffgaben keine Rolle. Speziell die Frage nach der Wahrseheinlich- 
keit daffir, daft in einem Dezimalbrueh alle Ziffern gleich oft auftreten (vgl. ~ueh 
Rademaeher ,  diese Zeitsehr. Bd 2, S. 306 and Bd. 3, S. 317 sowie G. Faber,  
Mathem. Annalen 69 (1910) S. 372-443) l~ t  sich vollst~ndig im Rahmen unserer 
Misehttngsaufgaben" formulieren. Vgl. auch die Ful3note iv). 

~) Bei F. Hausdorf f ,  Grundztige der Mengenlehre, Leipzig 1914, S. 417 er- 
a~eint das D'or~, Wahrseheinliehkeit" sehleehthin als Bezeiehnung fiir den Quotie~ten 
des MaBes einer Punktmenge dureh das Mal3 einer Menge, in der sie enthalten ist. 
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folgt. Es soll W I2) den Wert yon WA bedeuten fiir jene Punktmenge A, 
d'~ren Punkte die Koordinaten ~,, ~.,,, s~, ~ . . . ,  ~ besitzen, fiir die 

(5) ~ ~ x ,  ( z =  l ,  2, . . . ,  k) 

Mi~ anderen Worten: W ( 2 )  ist die WahrschemIichl:eit dafiir, dab die 
ers'~e Merkmalkomponente hSehstens den Wert x,, die zweite hSchstens 
den Weft x , , . . . ,  die k-re h6chstens den Wert x~. besitzt. Wit nennen 
W ( 2  ) die Verteilungs/unktion oder auch kurz die Verteilung und haben 

Satz 8. Die Verteilungs/unlction W(,X), die n~r Werte des ab- 
geschlossenen Intervalls O, 1 annehmen kann, ist hinsichtlieh ]eder der 
k Vari~tbler~ x, ,  x: . . . . .  x k rnonoton, nicht abnehmend u~M t~albstelig n.qch 
oben; sie hat /iir x,-- Xz . . . .  -- x~= - - e c  de.n Weft null, /iir x ~ : x ,  
. . . . . .  xj, =-on den Wert I. 

Die drei Eigenschaften 

(7) 0 < W ( ~ ) _ _ < J ,  W ( - ~ , - - ~ c . . . - ~ )  ,~, W ( o ~ , ~ . . . ~ ) : - 1  

gehen unmittelbar aus Satz I bzw. Satz 3 hervor, 'denn die zu 
W ( - - c x ~ . . . - - ~ )  gei~Srige Punktmenge A ist nach (6) leer, die zu 
W(cc . . .  ~'o) gehSrige umfafat den ganzen Merkmalraum. DaB W (X) bei 
Wachsen einer Koordinate nicht abnehmen kann, folgt daraus, daft die 
zu W [ 2 )  nach (ti) gehSrige Punktmenge stets grSl$er wird, wenn x~ zu- 
nimrnt. ,,Nach ob~n halbs~etig" endliet~ heil3t (,in~. monoton, Funktion, 
wenn sie an jeder Ul~st(,ti~.~lr ihrem oberen (;renzwert gleich ist. 
Dies gilt fiir unser W ( 2 )  zufolge des Gleiehheitszeichens in (5), well 
dadurch die am Rand des Gebietes etwa konzentrierten Wahrscheinlich- 
keitswerte, die Unstetigkeiten yon W bedingen,.mit in die PunktmengeA 
einbezogen sind; genauer, well die dutch (6) definierte Menge der Limes 
der analog mit den Vektoren 2 (*), Y,('~), Z Is). .. gebildeten Mengen ist, sobald 
jede Komponente der ~l*), Z('-,), ~(:~)... gegen die b'~treffende Komponente 
yon y: yon oben konver~iert. 

Wit haben jetzt die Aufgabe, zu zeigen; wie sich WA fiir verschie- 
dene Annahme yon A durch W(Z) darstellen l~il]t. Sei zuniichst eiu 
,,halboffenes Intervall" durch die beiden Vektoren a und b, fiir die a~ ~ b~ 
gilt (z ~ 1, 2 , . . . ,  k), gegeben, also A als Oft der Punkte mit den Ko- 
ordinaten ~,, ~ ,  . , . ,  ~k durch 

(s) 

bestimmt. 

(,.)') 

a . <  <=b. . . . .  , k )  

Man sieht hier ohne weiteres, da~ im eindimension~len Falle 

Wa = W ( b , ) - -  W(a,~,  
5* 
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im Fa]h, k '2 

19"1 W.l W(b I, b~, |V(a I, b,t W ,b  1, a., ) W~a~. a, ,  

gilt. Allgemein haben wir 

Satz  ~. Besteht A aus allen Punkten des nach IS) dutch , und h 
bestimmten .,halbo/]enen" Intervalls, so ist 

( I0)  Wa ~ - ~  +--- W ( x ~ , x : , . . . , x k ) .  

wobei [ur jedes xy entweder a~ oder b, zu setzen, das Vorzeichen positiv 
bei gerader, neffativ bei ungerader Anzahl yon a-Werten zu nehmen und 
die Summe iiber alle 2 k mdglichen Kombinationen yon a- und b-Werten 
zu erstrecken ist. Der Beweis 1/iBt sich durch vollst~indige Induktion aus 
(9') und (9") gewinnen. 

Bezeichnen wir den husdruck (10). in Anlehnung an den Gebrauch 
der Differentialrechmmg als die ,,k-re, nach jeder Variablen einmal ge- 
nommene Differenz" yon W (Z): 

 1o') . . . . .  

so k6nnen wir noch hinzufiigen: 

Sa tz  10. Besteht A aus den Punkten van endlich oder abz(ihlbar 
unendlieh vielen halbo//~nen Intervallen, die dutch die Vektorp~are 5~ , Iq ; 
a~, b. . , , . . ,  bestimmt sind, ~o gill 

(I1) WA - \~  ~ W ( ~ ) ,  
t 

die Summe i~ber alle ~-Werte erstreekt. Der Beweis folgt unmittelbar 
aus Satz 9 in Verbin~lung mit Satz 2. 

Sei nun A eine besehr~nkte Punktmenge des Merkmatraumes, dann de- 
finieren wir als ,,Uberdeckung yon A dutch Intervalle yon der Weite ~ "  
die folgende Punktmenge Az. Wir clenken uns den ganzen k-dimensio- 
nalen Raum dureh Parallele zu den Koordinatenebenen, deren Abstand 
hSehstens Oz ist, in lauter halboffene Intervalle "zerlegt. Unser A~. soll 
aus den Punkten aller jener endlich vieler Intervalle bestehen, die einen 
oder mehr Punkte mit A gemein haben. Diese Intervalle seien dutch die 
Folge der Vektorpaure ~,, b,(t--=-1, 2, 3, . . . )  b~stimmt und ~, sei ein 
dem t-ten Intervalt angoh6riger Punk~ yon A. Bezeichnet jetzt f(Z) eine 
beliebige stetige Funktion yon ~, die' in allen Punkten yon A definiert 
is$, so sehreiben wit im Sinne der St ie l t~esschen Integralde]inition, falls 
der Limes auf der linken Seite existiert: 

(12) lira ~X~f(~,)D~-,~, W ( ~ ) =  f f ( ~ ) d W ( ~ )  
~). = 0  , (A)  
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wobei flit ~>~. ~>~. ~>:~ . . . .  eine beliebige ge~en null konvergierende Zahlenfolge 
zu setzen und die 8umme links bei jedem ~ iiber alle zur l?berdeckung A 
~eh6rigen Tei[e zu erstreeken ist. [st f besehr~nkt, so kann~12~ niche 
2rSl~er sein als das Produkt x~)n tI ' l  m dw ~,here Sehranke yon [' .  also 
auch nicht grSfler als diese Schranke ~ell)~t. lhe Existenz des Limes wird 
in die.~em Fall g e n a t l  so  naehgowlosen, v~le | t t  (toJll de.- el l l l l ln lPl lSlOllaIOlt  

St i e l t j e s schen  Integral:, 
1st A nicht heschrankt, ~) I>ddet man etn,, I%loc he,chranl, ter. ge~cn 

A konvergierender Punkimengen und dvtimert demgemalJ ,~ls .,uneigeni- 
liehes" S t i e l t j e s - In t eg ra l  den ~o ent,-tehenden ilri,nzwert tier rcchten 
Seite yon t12 ~. Umfal~t in~besondere A all,, Punkte des Merkmalraumes 
so nennt man den (12) ,, in bezug au/die  Verteilung il' genommem'n Mittd- 
wert (auch Durehsehnitt, mathematisehe Hoffnung),t~n ]". 

Wir betraehten zuniiehst den Fall f 1. 1st A eme abgeschlo,~sene 
Menge, so haben die Uberdeekungen A~, A.~, A.~ . ,. bei gegen null gehender 
Intervallweite ~-h, {)~,, Oa-. ,  die ~{enge A zum Limes. Es besteht d a h e r  
nach der eingangs dieses Paragraphen erw/ihnten Eigonsehaft vm~ W,4, 
mit Riieksieht auf Satz 10 der 

S a t z  I I. Ist A eine b eliebige abgesc]dossene l'unktmenge des 
Merlcmalra.umes, z. B. ein regular begrenztes C, ebiet einschliefilleh alle~ 
Randpunkte, so v.ird II'a dutch das uber A erstreckte Ntielt jesscbe 
I ntegral der l'erteihtngs/unktio~ W, .i) darg,,stellt. 

, 1:~ || '.t .J "dWi~.~, 
I.t) 

u'obei (12) [event. mit der Erganzung ] ,r  nicbt beschrankt~ A! ~ds 1)~* 
/initia1~ des Integrales gilt. 

Mit den vorstehenden Siitzen ~.~ 1 [ wolten wir dm Frage nm'h der 
Darstellung yon WA dutch die Verteiluugsfunktion W(2) ais erledigt an- 
sehen. Wir gebrauchen nun noeh die Definition f 12 l, um das, was man 
gew6hnlieh als ,,Mittelwert", als ,,Streuung" und als ,,hShere Momente" 
einer Verteilung bezeichnet, allgemein zu erkliiren. Wir verstehen unter 
Mittelwert der dutch W(2)  gegebenen Verteilung den Vektor, dessen 
Komponenten dutch die iiber den ganzen unendlichen Merkmalraum er- 
streekten S t i e l t j e s s c h e n  Integrale 

(14) a .  =J'Z .dW(~. )  (~ 1,2 . . . . .  Ir 

be~timmt werden, vorausgesetzt, daft die Integrale existieren, Nach der 
oben eingefiihrten Bezeiehnung ist a .  niehts anderes als der in bezug auf 
W genommone Mittelwert yon x.. Stellt man sich WA unter dem Bild 
einer Massenverteilung vet  (also so, da]~ iede Punktmenge A die Masse 
IV~ besitzt), so sind die a~,  a,., . . . . .  % nichts anderes als die Koordinaten 
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des Schwerpunktes (well die Gesamtmasse gleich l). Analog entsprechca 
die Trdgheits- und Deviationsmomente der Massenverteilung den Kompo- 
neaten der Streuung : Wit verstehen unter der Streuung einer durch W (2) 
gegebenen Verteilung die Matrix (4as Vektorgebilde zweiter Stufe), deren 
Komponenten durch die wieder fiber den ganzen Raum erstreckten Integrale 

( 1 5 )  = - -  - -  a .)dWl  )" = 1 ,  2 . . . ,  

definiert sind, wofern die In~egrale existieren. Es bedarf danaeh kdiner 
besonderen Erkl~rung, was man unter den Momenten hSheren Grades 
versteht, wenn wit bemerken, dab der Mittelwert das Moment ersten, 
die Streuung das auf den Mittelwer~ bezogene Moment zweiten Grades 
darstellt. 

In der Wahrseheinliehkeitsrechnung hat man es ausschlieBlich mit 
Verteilungen zu tun, iiir die Mittelwert und Streuung existieren und ~iad- 
lich sind. Wir begniigen uns mit der Feststel.lung: 

Satz  12. Wenn die Stieltyesschen Integrale 

(16) f $:dW(~) (z = 1, '2 , . . . ,  1~1 
(A} 

erstreekt i~ber einen Raum A, dessen Koordinaten ~ den Bedingungen 
: ~,[ > X ger~q2gen, mit wachsendem X > 0 sgirntlich gegen null gehen, 
so besitzt die dutch W (5) gegebene Verteilung einen Vektor 5 als Mittel- 
weft und eine Matrix ~ als Streuung, deren Komponenten dutch (14) 
und (15) gegeben 8ind. - 

Wenn man sich yon vornherein grunds~tzlich auf solche Probleme 
besehrhnkt, wie sie bisher in der Wahrseheinlichkeitsrechnung behandelt 
zu werden pflegten, so kann man den Begriff der Ver~eilung bedeutend 
enger fassen, als es bier geschehen ist, freilich nicht mehr in einheitlicher 
Form. Bekanntlich besitzt eine monotone Funktion iiberall, h5chstens 
mit Ausnahme einer Nultmenge yon Punkten, einen Differentialquotiefiten 

(17) W'(s dd~ W(~)..., dxk'- 

Die Spezialisierung, die wir jeezt vornehmen wollea, fiihrt auf folgende 
zwei Typen yon Yerteilungeh, die allein iiir die bisherigen Fragestellungen 
in der Wahrseheinliehkeitsreehnung in Betraeht kommen: 

a) Geomelrisehe Verteilungen. Die Verteilungsfunktion W(s  besitzt 
i~berall eine endIiehe Abl'eitung 

die im ganzen Raum beschrdnk$ ist i ~r nennen w(~) die Wahr~chein- 
liehkeitsdichte an der Stelle Z~. 
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b) A r i t h m e t i s c h e  V e r t e i l u n g e n .  Die Verteilungsfunktion W (2) hat 
in (mindestens zwei) P u n k t e n  m i t  g a n z z a h l i g e n  K o o r d i n a t e n  - -  bzw. den 
Punkten eines andern Punktgitters oder irgendeiner endlichen odor ~bz~hl- 
baron Punktmenge - -  x l ,  x~,  x s . . .  end l iche  (eventuell im Limes verschwin- 
dende) Spr i~nge  m ( 21), ro (2. , ) ,  m ( x-:~ ) . . . nach s~mtlichen Koordinatenrich- 
tungen und weist an allen Punkten, doren Koordinaten keinen dot ausge- 
zeichneten Werte besitzen, die erste A b l e i t u n g  n u l l  nach jeder Richtung auf; 
wir nennen m(Z~) die E i n z e l w a h r s c h e i n l i c h k e i t  des Punktes i , .  

Der erste Fall liegt z .B .  vor beim Be r t r andschen  Problem dos 
Sehnenziehens (w 2), wo ei ne Funktion w(a)  als Wahrscheinlichkeitsdiohte 
ffir das Ziehen einer Geraden unter dem Winkel a gegen eine feste Achse 
gegeben sein mui3 (fibliche Annahme w (a)== konst. ~ 1:2~).  Fiir arith- 
metische Verteilungen sind in w 2 verschiedene Beispiele aus dem Gebiet 
der Gliieksspiel-Aufgaben angefiihrt worden~4). Die s Theorie der 
Glficksspiele kannte nut arithmetische Verteilungen; dahor wird in der 

Regel die Wahrscheinlichkeitsreehnung nut auf den Begriff der Einzel- 
wahrscheinlict~eit aufgebaut, insbesondere auf den speziellen Fall nur 
zweier ausgezeiehneter Punkte (einfache Alternative). Die ,geometrischen, 
odor wie sis oft heii]en, kontinuierliehen, Wahrscheinliohkeiten pflegt man 
dann hinterher als sine Begriffs-Erweiterung einztdfihren. B a c h e l i e r  hat 
den umgekehrten Weg eingeschlagen und versucht, die ,,diskontinuierliche" 
Wahrscheinlichkeit aus der kontinuierlichen herzuleiten~). Die Unter- 
seheidung der beiden F~ille ist, wie wit geseheu haben, / i i r  d ie  G r u n d -  

l egung  der  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s r e c h n u n g  i2berhaupt  un,wesent l ieh.  Nur 
worm man fiir die Definition der Wahrscheinlichkeit auf sog. ,,gloiehmSg- 
liche F~ille" zuriiekgehen will, entsteht sine gewisse Schwierigkeit bei den 
geometrisehen VerteilungenU). Wie der ,,geometrischo" Fall in der Me- 
chanik der Kontinua, der ,,arithmetisehe" in der Punktmeehanik seine Ana- 
logie finder, so kSnnte man auch noch F~lle von Verteilungen ,,liings 
Linien" odor ,,lgngs Fls allgemein in Betracht ziehen. Die hier vet- 
liegemen, im Grundo sehr einfaehen Verhgltnisse sind vielfaeh auch da- 
~lureh verveirrt worden, da~ man bei der Durchfiihrung gewisser Problems 
fiber arit~metisehe Verteilungen stotige Funl~ionen, als N~iherungen flit 
arithmetisehe Ausdriicke (S t i r l ingsehe  Formel fiir die Fakult~ten) ve~- 
wendete: 

I4) Hierbbi,ist die Anzahl der Sprungstellen stets elne endliche; indem wir such 
abz~ihtbar unendlioh wele zulassen, sehlieBen wlr such die yon Borel a.'a. O. is) aufge- 
worfenen Fra~estel]ungen ~ soweit nioht die oben erwi~hnten Bedenken entgegen- 
stehen - -  sin. 

~) L. Baeh~l~er, Calcul des Proba~ilit~s, Paris 1912. ,V~I. ,. E. Czuber,.lcc. 
sit. 9 S. 275. 
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Die in den Siitzea 11 und 12 gegebenen allgemeinen Formetn spe- 
zialisieren sich fiir die F~lle arithmetischer und geometrischer Verteilung 
in leicht ersich~licher Weise. Wir sprechen die Resultate in den folgenden 
beiden Siitzen aus: 

Sa tz  13. Besitzt die geometrische Verteilung eines Kollektivs die 
im ganzen Raum beschriinkte Wahrscheinlichkeitsdichte w(Z) ,  so wird 
die Wahrscheinlichkeit ]i~r das Au/treten eines zu A gehSrigen Merk- 
males dutch das k-/ache Integral 

(18a) w a =  f w ( 2 ) d X  
(A) 

dargestellt, das iiber alIe Punkte der Punktmenge A zu erstrecken ist. 
Der Mittelwert ~ bzw. die Streuung ~ der Verteilung hat zu Kompo- 
nenten die i~ber den ganzen $1aum zu nehmenden Integrale: 

(18b) a ~ : = f x ~ w ( X ) d X ,  s~.~. .... f ( x , - a ~ . ) ( x ~ - - a , . ) w ( 5 ) d X ,  
(z, 2 : 1, 2 , . . . ,  k) 

der Durchschni~t (die mathem. Ho//nung ) einer Funktion f ( s ) den ebenso 
zu bildenden Weft 

(18c) f f(x) w(~)dX, 
wo jedesmal d X  das gaumelement dx  1, dx.,., . . . ,  dx  k bezeichnet -- wo/ern 
diese Integrale konvergieren. 

Sat  z 14. Beeteht die Merlonalmenge eines .Kollektivs mit 
arithmetischer Verteilung aus den endlich oder abzg~hlbar unendlich 
vielen Punkten ~,(~), ~(~)', ~(s) . . .  mit den ginzelwahrsoheinlichkeiten 
Iv(s m(s w(s . . . ,  so wird die Wahrscheinlichkeit /i~r das 
Au/treten eines zu A geh6rigen Merkmals dutch 

( 19 )' = Z w  r 
(0 

dargestellt, wobei die Summation iiber alle ]ene t zu erstrecI~en ist, 
deren X(') der "Punktmenge A angeh6rt. Der Mittelwert ~ bzw. die 
Streuung :~ der Verteilung hat die Komponenten 

(o (0 1, 2 , . . . ,  k) 
und der Durchschnitt (die mathem. Ho//nung) einer ~unktion f ist 

wobei die Summation sdmtliche t umjassen muff - -  wo/ern diese Summen 
l~onvergieren. 
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Wir werden im folgenden stets von der einheitlichen Bezeichnungs- 
weise der S t ie l t iessehen Integrale Gebra.uch machen, sobald wir allge- 
meine Eigenschaften der Verteilungen behandeln. 

w 4. Die einfachen Operationen. 

Mit Satz 4 des w 1 ist bereits ein Verfahren zur Ab}eitung neuer 
Kollektivs aus gegebenen eingefiihrt worden. Bei diesem Verfahren: das 
wir auch zu den einfachen Operationen reclmen und spezielt als die 
, ,A~swahl" bezeichnen, besitzt das neue.Kollektiv dieselbc Y[erkmalmenge 
wie das urspriingliche, w~hrend die Elemente selbst durch eine ,,zul~issige'" 
Auswahl aus der Elementenfo]ge des gegebenen Kollektivs hervorgehen. 
Nach Satz 4 bteibt bei der ,,Auswahl" die Verteilung unver:~tndert; Bei- 
spiele sind,schon aagefiihrt women. 

Insgesamt kennen wir vier verschiedene einfache Operationen: die 
, ,Ausu,~ld",  die , ,Misvhung" ,  die , ,Te i lung"  und die , ,Verbindung":  
Die drei ersten gehen yon einem einzigen gegebenen Kollektiv aus, die 
Verbindung setzt zwei gegebene Kollektivs oder ein Kollektiv und eine 
Sehar yon soldhen als gegeben voraus. 

Aus einem Kollektiv K, dessen Merl<malmenge aus mehr als zwei 
Punkten besteht, leitet man durch J~lischung ein Kollel<tiv K '  wie folgt 
ab. Die Elemente yon K '  sind dieselben wie die yon K, abet ihre 
Merkmale 5' sollen andere sein, und zwar sollen sie d~rch eine eindeutige, 
nicht eindeutig umkehrbare, Transformation 

(20) . 2 ' =  f ( ~ ), . . . , 2---  q (2 ' )  (q mehrdeutig ) 

aus den Merkmalen Z der Elemente yon K hervorgehen. Man kaml auch 
sagen, dab dig Merkmalmenge M yon K in Teilmengen ~ zerlegt ist, 
deren jeder  ein Punkt 5' sings neuen Merkmalraumes (der auch yon 
anderer Dimension sein kann) entsprieht. Es werden so gewissermaBen 
alle jene Elemente, de~en Merkmale zu demselberL ~ gehSren, ,,gemischt". 
Man sieht sofort, dab die neue'Zuordnung zwischen Elementen nnd Merk- 
malen den beiden Forderungen I and II geniigt. Denn einma[ hat man 
zufolge des Bedeutung yon W~ nach (1): 

= 

wenn W~' die Wahrscheinlichkeit innerhalb des neuen Kollekt~ivs bezeiehnet 
and A die (lurch Transformation naoh der zweiten der Gleichungen (20) 
a u s  A t hervorgehende Punktlpenge ist. i~erner ist die Forderung II  hin- 
siehtIich irgend zweier PunkCmengen A', B '  fiir das neue Kollektiv iden- 
tisch mit derselben Forderung ~iir das urspriingtiche hinsich~lieh der tran~- 
formierten-Mengen A, B. Wir haben also 
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Sa tz  15. Jedes Kollet~tiv K mit der Verieilung W (Z) und einer 
aus mehr als zwei Punkten bestehenden Merkmalmenge M bestimmt eine 
endliche oder unendliche Anzahl neuer Koltektivs K',  die dutch ,,M ischung" 
aus K hervorgehen : die Elemente ( e' ) yon K'  8ind die Elemente ( e ) you K, 
abet alle ]ene e I haben das gleiche Merlcmal ~', deren ursprgs 
Mer]cmal ~ einer bestimmten, nicht durchwegs aus einem Punkt be- 
stehenden Teilmenge ~ yon M angeh6rte; der Zusammenhang yon ~ und ~' 
hat "die Form (20),  we F eine eindeutige, ~ eine nicht durchwegs ein- 
deutige Funl~tion bezeichnet. Die neue Verteilung geht aus der alten 
dutch (21) hervor, wenn A die Vereinigungsmenge aller ~ ist, deren ent- 
8prechende Punkte ~' zu A '  gehSren, oder durch 

(22) W ' ( ~ ' ) =  f dW(~) ,  
(X~ 

wenn X au8 allen Punkten ~ besteht, /i~r die 

(221 ) t~(~) <=x: (, = 1, ., . . . .  , kl). 

Als Grenzfa]l der Mischung oder als ,,uneigentliche Mischung" miissen 
wir noch das Auftreten einer ein-eindeutigen Transformation der Merk- 
male zulassen, die natiirlich keine wesentlich neuen Kollektivs liefert. 

Beispiele von Mischungen: 1) K besteht aus den Wiirfen eines 
Wi~r/elpaares, deren ~ zweidimensionales Merkmal die beiden geworfenen 
Allgenzahlen bilden; in K '  haben dieselben Elemente zum Merkmal die 
S u m m e  der geworfenen Augenzahlen. In leicht verstiindlieher Bezeieh- 
nung l~) ist  

' ~ , I v  == (23') m~-'- ~.~, mit z, 2 = 1 , 2 , . . . , 6 ;  ~+~-~x-- 2 ,3 , . . . ,12 .  
,~r ), 

2) Elemente yon K und K t sind die durch einen festen Punkt im Innern 
eines Kreises" in der Ebene gezogenen Geraden. Das Merkmal einer Ge- 
raden ist innerhalb K ihr Winkel mit einer festen Aehse, innerhalb K'  
die Zahl null od'er eins,,je nachdem die Kreisselme auf der Geraclen kiirzer 
oder ]hnger ausf~illt als die Seite des dem Kreise eingesehriebenen gleieh- 
seitigen Dreieckes (Ber t raadsches  Problem). Es ist 

(23") w;= f w(~)d~, 
(al 

wenn w (a) die Wahrscheinlic~k~itsdiehte im ersten Kollektiv bezeictmet 
und das Integral fiber jenen Wertbereich A der a erstreckt wird, der mit 
Riioksieht auf den ~ewii~tten Fixpunkt ei.ne Sehne griil~er als r V3"argibt. 
3) Elemente yon K .und K '  sind die gege~ eine Scheibe blindlings ~abger 

zo) Hier und im folgenden ist, we MiBverst~ndnisse nicht entstehen k~nnen, das 
gauzzahlige Argument der Funktionen re, m I usf. als Index gesohrieben. 
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gebenen Schiisse, Merkmal eines Schusses innerhalb K die Koordinaten x, y ,  
innerhalb K '  die Enffernung r des Einzelschusses yon der Scheibenmitte. 
Aus der gegebenen Wahrscheinlichkeitsdichte w(x ,  y) rechnet sich die 
gesuchte w'(r )  wie folgt: 

2-r 

w'(r )  -- r j 'w(rcosq~, r sinq~) d e .  
0 

Diese drei Beispiele repr~sentieren die typisehen F~ille yon Mischungen, 
die in dem Bereich arithmetischer und geometriseher Verteilungen vor- 
kommen. Wir forraulieren die Ergebnisse allgemein in 

Sa tz  16. Aus einem Kollektiv mit arithmetischer Verteflung geht. 
dutch Mischunq stets wieder ein solches hervor; die n~uen Einzelwahr. 
scheinlichkeiten iv' rechnen sich aus den gegebenen m nach der Gleichung 

( 2 4 ' 1  = 1, 2 . . . .  ) 
It.) 

we die Sum~ne ~ e r  alle ~., zu erstrecken ist, die verm6ge der Translor- 
marion (20) . in  ~'~ iibergehen. Aus  ~inem Kollektiv mit  geometrischer 
Fertailung "kann eines mit  arithmetisvher Fertailung e~stehen, wobei 

= f ( )dX 
(A} 

zu setzen ist, wenn die Integration 4ber aUe ]ene 5-Werte erstreckt wird, 
die sich in den Wert ~2" trans[ormieren. Endlich kann in letzterem 
Falle auch ein Kollektiv mit geometrischer Verteilung gebildet werden 
mit dem Ergebnis 

(24'") = f 
wenn ~ durch eine ein-eindeutige Transformation in die k,' 4:- lc" Variablen 

' ' . x' " " x~f, i~be~:ge/i~hrt, damit das ttaumelement xl, xo, . ., k', und xl,  x.~, . . . ,  
d X  in d X ' - d X "  zerlegt (we d X  p= dx;dx,~. . .dx~,)  und dann i~ber alle 
Werte der "x" bei ]esten x p integf@rt wird~). 

Ein besonderer Fall clef Mischung sol'l noch im Hinbliek auf seine 
historische Bedeutang fiir die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
hler hervo~gehoben werden. M~n hat es oft, namentlich in der Theorie 
der Gl/ickspiele mit  arithmetischen Ver~eitungen zu ran, bei denen alle 

~) Ein Beispiel flit eine Mischung, die weder zu den arithmetischen noch. zu 
den g~ometrisvhe)a F~illen geh~r~, ist das yon Borel, Hausdor f f ,  Feber  ~n'3 
Rs, demseher  behandelte Problem, vgl. Fuflnote 1~). Elemente siud je ein hell,big 
herausgegriffe'ner echter Dezimalbruch, "sein Herkmal zun~chst seine GrSl]e, dann aber 
- a ls  Er~ebnis dot Misohung -- die Zahl 0 oder 1, je nachdem in seiner Entwicklung 
alle Zitiern 0 bis 9 gleieh oft vorkommen "oder niche. Die LSsung, soweit sie Sache 
der Wahrseheinlichkeitsreehnung ist, wird duroh Satz 15, G1. (22) gegeben. 
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Einzelwahrscheinlichkeiten untereinander gleich sind ~gleich m6gliche 
F~ille). Wird aus einem derar~igen Kollektiv dutch Mischung eine ein- 
fache Alternative gebildet, indem man yon den n Merkma|pnnkten n 1 < n 
zusammenfai3t und ihnen den Punkt 1 des neuen (linearen)Merkmalraumes 
zuordnet, den iibrigen n o = n -- n I abet den Punkt 0, so wird naeh (24') 
m; =--n~ m - - n x : n .  Wit kSnnen so als einen Satz ausspreehen, was in 
der iiblichen Darstellungsweise I~lsehlich als De/inition der Wahrschein- 
liehkeit an die Spitze gestellt wird: 

Sa tz  17. ~,nts~eht ein Kollelctiv, das eine ein/ache Alternative dar- 
stell$, dutch Misehung aus einem Kollektiv mif  gleieh/Srmiger arith- 
me$iecher Ve~eilung, so ist innerhalb des neuen Kolle~ivs dis Wahr- 
scheinlichlceit ]i~r das ,,Eintre[/en dee Ereignieses" gleic.h dem Quotienten 
aus der Anzahl n~ der ,,dem Ereignis gi~nstigen Fdlle" dutch dis (Tesamt- 
zutd n d e r  ,,gleichmSglichen Fdlle". 

Die Bedeutung der in diesem Satz verwendeten neuen Ausdriieke geht 
aus der Ableitung eindeutig hervor. Ohne diese und die vorausgegangene 
Definition des K611ektivs ~usw. h~itte die Erkl~irung des Quotienten n~:~ 
als Wahrscheintiehkeit keinen exakten Sinn. 

Wir wenden uns nun zu der dritten der oben angefiihrten einfachen 
Operationen, der Teilung oder Auseonderung. Hier bleiben beim Uber- 
gang yore gegebenen Kollektiv K zum neuen K '  die Merkmale der Ele- 
mente unveri~ndert, abet K '  besteht nut aus jenen Elementen yon 'K ,  
deren ,~Ierkmal einer bestimmten eigenttichen Teilmenge M '  der Merl~mal- 
menge M yon K angehSrt. Von M '  setzen wir nut voraus, dal3 es aus 
mindestens zwei Teilmengen besteht, denen ]e unendlieh viel Elemente 
entsprechen. Dann folg~ unmittelbar aus der Erfiillung der Forderung II 
dutch K,  dal~ ftir die neue Elementenfolge und, ihre Zuordnung sowoht I 
als I I  besteht. Man braueht, um sieh hiervon zu iiberzeugen, nur M'  als 
Vereinigungsmenge der in der Forderung,II auftretenden Mengen A und B 
anzusehen. Bezeichnen wir jetzt mit A'  eine be]iebige Teilmenge yon 
M',  so ist W~, naeh (3) proportional W:a, ~und wegen WM,----1 kann 
der Proportionalit~.tsfak~r nut 1 :Wjz, sein. Wit haben also :~ 

Sa tz  18. Jedes '.Kollektiv K mit elner alas mehr ale ,zu,,~i Pun~etq, 
bestehenden Merkmal~enge M und tier Yerteitun9 W(~)  be~$imm~ einr 
endliche oder unendliehe AnzahZ neuex Kollektive K' ,  die dutch ,,Td/zzag" 

d ' " K '  oder , ,4useon erung a.ua K hervorgehen: die ~l~mente (e') yon 8/rid 
alle jene ElemenSe yon .K, deren Mer]cmal einer be~timmten, aus qninde- 
8ten8 zwei Teilmengen mit  je unendlich vi$1 Ele~nenten beetehenden, eigent- 
lichen Teilmenge M '  yon M angehSrt; die Merl~ale  der Elemente bleiben 
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K'  �9 unverdndert, so daft M'  die Merkmalmenge yon ist. Die neue | 'er- 
teilung 9eht aus der alien dutch 

(25) 
It~t. 

hervor, wenn A die Durchschnitt~m~enye yon A '  und M" bezeichnet, oder 
dutch 

{z) 

(25') W ' , y ' I  .{' dn'(.: ~ 

(M '~ 

went, im Nenner i2ber alle Punkte yon M', im ZaMer tiber alle Punkte 
yon M',  /4r die ~, ~ x, ( , =: 1, 2 . . . . .  k) ist, integriert wird. 

Beisp ie le :  1) K besteht aus den Wiirfen eines Wiirfels, deren Merkmal 
die Augenzahl 1 . . .  6 ist. Die drei geradzahligen Merkmale 2, 4, 6 werden 
zur Teilmenge M '  zu~ammengefatlt, die K '  bestimmt. Man erhiilt ~") 

�9 ~ t m~ p w e 
( 2 6 ' )  1~4----- m , + m , + ~ '  to4 = m ~ + m , + w ~ '  ms ::  ros+ m , + ~ '  

( 

d . s .  die Wahrseheinlichkeiten dafiir, daft ein Wurf die Zahl 2, bzw. 4. 
bzw. 6 ergibt, wenn man ,,sehon weifl", daft das Ergebnis ein gerad- 
zahligea ist. 2) Ein Element yon K bestehe darin, daft aus einer Menge 
yon Urnen, die schwarze und weifle Kugeln in endlich viel verschiedenen 
Mischungsverh~iltnissen x I enthalten, eine Urne willkiirlieh herausgegriffen 
und daraus dreimal gezogen wird. Das Merkmal eines solehen Elementes 
sei zweidimensional, und zwar sei die erste Komt)onenle das |)etreffende 
Mischungsverhiiltnis x 1 der Urne, das zweite die (zwischen 0 und 3 liegende) 
An~hl x~ der gezogenen weiflen Kugeln: gegebene Verteihmg lv(x~, x.:). 
Die Merkmalmenge M'  des neuen Kollektivs K '  bestehe aus allen Punkten 
z 1,s. z mit x ~ = 2 .  Man hat 

(,) 

wema zx (') mit t ~ 1, 2, 3 . . .  die einzelnen mSgtiehen Werte des MiachungB. 
v e r ] ~ l ~  bezeichnet. 

In tier iiblichen Ausdrucksweise der Wahrscheinlichkeit~reehnung spricht 
in. dvm Falle des ersten Beispiels yon einer ,,Wahrscheinlichkeit 

a ~ o n "  oder ,,Wahrscheinbichkelt au/ Grund der Er/ahrung", well 
~ die Wahl~heinlichkeit be~leutet, das Ergebnis 2 zu erhalten, ,,nachdem 
man achon wr dal~ dab Ergebnis ein geradzahliges ist. Im Falle des 
zweitea Beispids spricht man gar von einer ,,Wahrscheinliehkei~ der Ur- 
~ h e n " ,  indem man die Frage damn formuliert, mit welcher Wahrschein- 
lichkeit das Ziehungserge'bnis % = 2 (d ,  h.  2 weiBe Kugeln in 3 Ziigen) 
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der ,,Ur~ache" x~ ') zugeschrieben werden darf. Man sieht, dab die Ver- 
wendung derartiger Bezeichnungen, vor allem abet die Abtrennung der 
hierhergeh6rigen Probleme,von den iibrigen und ihre Zusammenfassung in 
besondere Kapitel der Wahrscheinlichkei~srechnung der Sachlage nicht an- 
gemessen ist. Um die spezie~le kufgabenstel~ung, die im zweiten Beist~iel 
vorliegt (Verminderung der Zahl der Merkmalkomponenten), kurz zu kenn- 
zeichnen, werden wir sie gelegentlich als ,,Teilung durch Festlegung ein- 
zelner Merkmalkomponen~en" oder kfirzer als ,,Festlegung" bezr 
Wir fassen die aus (26') and (26") hervorgehenden und die analogen 
Ergebnisse flit geometrische Verteilungen zusammea in 

Sa tz  19. Aus einem Kollektiv mit arithmetischer Verteitung geht 
dutch Teilung wieder ein solches hervor; die neuen Einzelwahrscheinlich- 
keiten si, nd ]i~r einen Punkt  5, der neuen Merkmalme~ge M'  

(27')  = ( , = 1 ,  2, 

wobei die Summe im Nenner iiber alle Punkte ~ zu erstrecken ist, die 
zur Merkmalmenge M '  geh~en. Entsteht M~ dutch ,,Festlegung" ein- 
zelner Komponenten yon ~, so kdnnen diese Komponenten ira 2]lerkmal 
des neuen Kollektivs weggelassen werden. Ist die Verteilung des Ausgangs- 
kollektivs geometrisch, so ist es br geeigneter Festset'zung yon M '  auch die 
des dutch Teilung abgeleiteten, dessen Wahracheinlichkeitsdichte in einen~ 
Punkt  yon M" dann 

(27") w'(5)  = ~'~(~) 
(M ') 

betr~gt, wobei die Integration im 1Venner i~ber M '  erstreekt werden muff. 
Die vierte ujnd letzte der einfachen Operationen geht in ihrer ein: 

facheren F o r m ,  in der sie ,,Verbindung una~hdngiger Kollektivs" heiten 
soll, yon zwei gegebenen Kollektivs aus. Die be.idea seien mit  K p un~ 

' e' ' bzw. " " e~' undihre  K"  bezeiehnet, ihre Elemente mit el, .~, e~ . . .  e~, e.~, . . .  
Merkmale Z' l~zw. 5" seien k'- bzw. k"- dimensional. ~" Die Elemente 

K '  K "  e 1, e 2, ez.~. der Verbindung von and sind die paarweise Ver- 
bJndung der Elemen~e yon K '  and K",  fl~mlich e~ die Verbindung e~, e~, ] ~" 
dann e~ die Verbindung ~ ,  e~'. usw. Das Merkmal ~ der e,, e.~.., ist 
k ----- k' + k"- dimensional, .uad zwar bes~ehen die k Komponent~n des ~ierk- 
mals yon e~ aus den k' Koniponenten d~s Merkmals von e; und den k" Kom- 
ponenten des Merkmals yon e~'. Die neue Merkmalmenge M is~ da~:nach 
das ,,Produk~'" der hIengen M '  and M", '  ~W~ miissen zeigen, 4a$  die neu 
definierte Zuordnung der~:Fd~derungeh I ,  and I I  geniigt und" ~n welgher 
Weise sich die Verteilung.Wa ahs den Verteihin~en' W~, and" W~',; rbchnet: 
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Es sei A das ~  k 1'' ' " , ,roau ~ v o n A  undA , d.h.  dieMenge derPunkte des 
k-dimensionalen Raumes, deren Koordinaten durch Aneinanderreihung der 
Koordinaten der Punkte von A'  und A" in allen m6gliehen Kombina~ione~i 
entstehem Unter den ersten N Elementen yon (e') befinden sieh N~, 
Elemente mit einem der Menge A' angehSrigen Merkmal. Dureh diese 
Elemente wird naeh dem zweiten der in w 1 angefiihrten Verfahren ,,zu- 
l~siger" Auswahl aus der Elementfolge (e") eine Teilfolge ausgewiihlt, 
innerhalb weleher -- wenn sie ins Unendliehe fortgefiihrt wird -- die alte 
Verteilung von fortbesteht. Seien unter den genannten 2~A, ersten 
Elementen der aus (e") gebildeten Teilfolge _N~'., soloher Elemente, deren 
Merkmal nach A" fiillt, dann ist also 

(28') lira ~V~',,_ =- W.~',, : 

andr~rseits gilt fiir das erste Kollektiv K'  definitionsgemiil3 

T# 

(28") tim 2~A' ' 

Nun ist abet N~,, niehts anderes als die Anzahl derjenigen unt~r den 
ersten N Elementen yon K, deren erste k' Merkmalkomponenten zu A', 
deren restliehe k" Komponenten zu A" gehSren, so dal~ also ihr neues 
Merkmal Z" gerade einen Punkt yon A bildet. Wir haben daher nach (1) 
und den vorstehenden Gleichungen (28') und (28"): 

N2,, ,, 5a" lira . . . . .  W.'I'- W.4,,. (28) W~ ~--- lira -N" Y ' 
/ 

~VA,= :r 

Damit isg gezeigt, dag die neue Zuordnung der Forderung I geniigt, und 
gleiehzeitig die Berechnung 'der neuen Verteilung grundsiitzlich erledigt. 
Denn mkn kann jeden einzelnen Punkt ~ des neuen Merkmalraumes als 
das Produkt je eines Punktes 5' bzw. 5" der Merkmalriiume yon K'  
bzw. K" ansehen, indem man 

t t  � 9  

setZ$. 
Dat~ "auoh die:Forderung II  yon der neu definierten Zuordnung erfiillf 

wird, folgt darafiB, Aal3 ~ede ,,zulass ge Auswahl aus den (e) auch ein~ 
,,zulr~ssige" &uswaKl aus den (g') bzw. (e") bedeutet. Denn wenn die 
Merkmale x~ der auszuwiihlenden e~. nicht beniitzt werden sollen, so heis das, 

P tP dal~ die Merlrmale .~' und Z~" der e~. und e~, aus denen siehe~ zusammen- 
se~zt, nicht verwendet Werden diirlen. Innerhalb der Teil{olgen der e~' 
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und e~" bleiben aber die Grenzwerte W' und W" nach Sate 4 unver~indert, 
somit ~indert sich auch W nach (28) nicht. Geht man start yon der 
Gesamtheit aller Elements (e) nut yon. jenen aus, deren Merkmal einer 
yon zwei Teilmengen A und B angehSrt, wie es Forderung II  vorschreibt, 
so besteht diesetbe Zuriicldiihrbarkeit aul die Auswahl g~s (e') bzw. (e"). 
Wir haben somit 

Sa tz  20. Zwei Kollektivs K '  und K"  mit den Element/olqen (e'~ 
und (e"), den Verteilungeu W' und W" sowie den k'- bzw. k"- 
dimensionalen Merkmalen ~' und ~" bestimmen als ihre ,,Verbindung" 
sin neues Kollektiv K: seine Elements ( e ) sind die loaarweise Zusammen- 
]azsung ]e sines Elementes yon ( e') mit dem gleichlau[enden Element yon 
(e"), die Merkmale ~ bestehen aus den k' Komponenten yon ~' und den 
k" yon 2" nach Gleichung (29) und die neue Verteilung ist dutch (28) 
oder duc'eh 

(80) w ( ? )  = 

gegeben, bei dem dutch (29) /estgelegten Zusammenhang zwischen ~, 2' 
und ~Jl. 

Die Gleichung (30) ist, wie man leicht erkennt, nut  sin spezieller 
Punkten ~, <~ x, (t = 1, 2 . . . . .  k ')  und ~," ~ x, Fall yon da d e n  

( t = l ,  2 , . .  als bzw. eben die Punkte St ~ x, (~=~1, 2 . . . . .  k) 
als A entsprechsn. 

' B e i s p i e l e :  1) K'  und K" bestehe j e a u s  den Wiirfen mit  einem 
Wiirfel, dis Einzslwahrseheinliehkeiten seierp ~*) m~' . . .  mg bzw. m~' . . ,  rag'. 
Die Verbindung hat zum Element sin Paar gleiehzeitiger (oder irgendwie 
aufeinander bezogener)Wiirfe mit jedem der beiden Wiirfel, das Merkmal 
ist zweidimensional und wird dutch das beim Doppelwurf erscheinende 
Zahlsapaar clargestellt. Marl finder ohne Sehwierigkeit 

(31') m~,;, = m~'. rb~', (r ,  Z = l ,  2 . . . . .  6) 
t 

als die Walarseheinlichkeit dafiir, mit dem ersten Wiirfel ~, mit dem 
zweiten ~ za treffen. 2) _K' und K "  bestehe aus je einer Folge yon blind- 
lings gegen eins Scheibe abgegebensn Schiissen; w~ (x, y) bzw. w, (x, y) 
sei die Wal~.rscheinliekkeitsdichte, flit das Treiien einer bestimmtsa Stelle 
x y  der Scheibe. Die.u ha~ das 4dimensioaale Merkmal xly  ~ 
x, y, und die neue Wahrseheinliehkeitsdichte dafiir, dat3 sin Selaul] der 
ersten Folge nach x 1 Yl, sin Sehul~ der zweiten nach x~. yo falls, ist 

(a") 4, y,). 
Wit kSnnen daher aIIgemein erkl~ren~: 

S a t e  21. Die Verbindung zweier Kollek~ivs mit arithmetischer Ver- 
$eiluny lie/err wieder sin solehes, und ~war ist die Einzelwahrscheinlich- 
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keit m (5) eines Punktes ~, dessen k =  k ' -~ k" Koordinaten gleich den 
k" Koordinaten yon ~' und den k" yon ~" sind: 

( :~2') ro (5) - -  ~ , '  ( ~ ' ) .  ro"(~"). 
Die Verbindung zweier Kollektivs mit geometrischer Verteilu~g lie]err 
eben/alls ein solches wieder, und zwar ist die neue Wahrscheinlichkelts- 
dichte bei analoger Bedeutung von 2, Z', ~" gegeben durch 

(32 ") w (5) --= w' (2 ' ) .  w" (2"). 

Wit haben nun nut noch eine etwas allgemeinere Art der Verbindung 
zu bespreehen, bei der neben dam einen Kollektiv K'  mit dam k'- 
dimensionalen Merkmal 5 '  und der Ver~eilung W'(2 ' )  eine Schar yon 
Kollektivs mit der ]c"-dimensionalen Verteilung W"(2" ;  5') gegeben ist, 
also so, dal~ das Merkmal yon K'  (oder eine Funktion desselbeQ als 
Parameter. in der Verteilungsfunktion der Schar auftritt. Die Verbindung 
�9 )vird jetzt ebeaso definiert wie friiher, nur iait dem Beisatz, dab das 
Element " e ~ e., das mit ~ zu dam neuen Element e~ verbunden wird, jenem 
Kollektiv der Schar zu entnehmen ist, flit das der Parameterwert gerade 
gleich dam Merkmal yon e~ ist. Die Uberlegungen, die zu den S~itzen 20 
und 21 gefiihrt haben, bleiben ganz unge~ndert un4 wir erhalten 

Satz 22. Ein Kollektiv K '  mit den Elementen (e') und der Ver- 
teilungs/unlction W'(Z')  sowie eine Schar yon .Kollektivs K",  in deren 
Verteilu~gs/unktion W"(2";  .~') das MerIcmal yon K '  als Parameter au/- 
tritt, bestimmen ale ihre ,,Verbindung" ein neues Kollektiv K mit der 
Verteilung W(i:): die Elemente ( e ) yon K slnd die paarweise Zusammen- 
]assung ]e eines Elementes e'~ yon K'  mit  dam gleichstelligen Element e: 
~les~enigen Kollektivs der Schar K" ,  dessen Parameterwert mit dam Mark- 
real yon e" i~bereinsiimmt; die neuen Mer]cmale werden wie in Satz 20 
gebildet, die neue Verteilungs]unlction ist 

(~') 

(~8) w(~) = f w" (~"; ~')dW' (~'), 

alas Integral e~'st/reckt itber alle ~', liar die ~[ ~ x', (~ == 1, 2 , . . . ,  /~'). 
Sind die gegebenen Verteilungen arithmetisch bzw. geometrisch, so gilt 
vlasselbe /i~r die abgeleitete, und zwar ist im erstdn Ealle: 

(33') ~ (~)= ~' (~'). ~"(~"; ~') 
und im zweiten: 

(38") ~ (~ )=  w'(~'), w"(~"; ~'). 
Um ein Beispiel~ffir eine derartige ,,Verbiadung abh~ingiger Kollektivs" 

zu geben, kniipfen wit ~n das oben besproehene zweite Beispiel der Teilung 
~n. Wean eine Urae a sehwarze und b weil~e Kugeln enth~lt, so' nimmt 

Mathema~ische Zeitsch~ift. V. 6 
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man in der Regel an, dab die Wahrscheinlichkeit eines schwarzen Zuges 
a:(a--~-b), die eines weiSen b :(a-4-b)  ist. Haben wir nun wie oben 
eine Menge yon Urnen mit versehiedenen Mischungsverh/~ltnissen a : b -~ x~, 
derart, dab die Wahrscheinlichkeit eine Urne mit bestimmtem x~-Wert 
anzutreffen, m' (xl) betr/~gt, so ist damit ein Kollektiv K '  gegeben. Das 
zweite Ko1Iektiv habe zum Element einen dreimaligen Zug aus der Urne 
uad zum Yferkmal die ZahI % der gezogenen weil~en Kugeln. Die Wahr- 
scheinlichkeit, gerade x~ weige zu ziehen, ist yon xl abh~ngig, und zwar 

q - ~ /  ~ , r  

Die Verhindung der beiden Kollektivs liefer~ die Wahrscheinlichkeit 

~(x,, .o.)= ~'(x~) ~"(.~; .,) 
dafiir, d~l~ ein Zug einerseits x~ weiBe Kugeln ergibt, andrerseits einer 
Urne mJt dem Misehungsverhiiltnis x~ entstammt. Dieses iv war in der 
oben behandelten Aufgabe der Teilung als gegeben vorausgesetzt. 

Mit den vier Operationen der Auswahl, Mischung, Teilung und Ver- 
bindunr deren Definitionen ]tier noch einmal iibersiehtlich zusammen- 
gestellt sind, ist die Oesamtheit der einfachen, d. h. nieht welter zuriiekfiihr- 

U b e r s i e b t  der  e i n f a e h e n  Ope ra t i onen .  

I Gegeben [ Neue Neues 
Elemente Merkmal 

Mischung 

Teilung 

Vcrbindung 

Neue Verteflung 

I 

1 Kollektiv K ~ (e') = zulll,S-] 
!sige Auswahll ~' = �9 W~, = ]VA, 

(t), ~, W a ' aus (e) ' 

1 Kollektiv K i Transforma- 
(e),  54 W x ( e ' ) = ( e )  ition ~'---f(~) 

( e ' )  = iene 
(e), deren ~ ~l 

Merkmal M '  = ~ 
angehSrt 

1 Kollektiv K 
(~), ~, w~ 

A ' =  Transform. yon A 

A = Durehschnitt A' M'  
t I I  

2 Kollektivs K ,  2~ 
(e'), (e"); ~', ~"; 

wi,,w~:, 

1 Kollektiv ~K ~ und 
1 Schar )~" 

(e'), (~"); ~', ~" 
W' (~'), w"(~"; ~') 

e~ -- Zusam- 

menfassung 
PA yon e~ tund e~ 

= Z u s a m -  I 
menfa~sung 
yon ~t und ~t, 

w, = w~,.wjj, 

w(~) = f w"  (~',; ~')dw' (~') 

baren Ableitungen neue~ Kollekfivs aus gegebenen ersehSpft, wenn man 
siimtliehe Probleme, die bisher innerhalb der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
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behandelt wurden, in Betracht zieht. Ob unsere Definition des Kollektivs 
noch wesentlich anderen MSglichkeiten iiberhaupt Raum 1El]t, muB zu- 
n~chst unentschieden bleiben, darf aber als unwahrseheinlich gelten. Jeden- 
fMls kSnnte man die Wahrscheinlichkeitsrechnung in dem Urafang, in dem 
sie heute zur LSsung konkreter Probleme bereit steht, auch in der Weise 
aufbauen, dal] man an Stelle unserer Aufstellungen yon w 1 die en$- 
sprechend ]ormulierten Sdtze 14 bis 22, also De/initionen ]iAr die Aus- 
wahl, Mischung, Teilung und Verbindung, treten l~l]t. 

w 5. Zusammengesetzte Operationen. 

Die ErSrterung tier zusammengesetzten Operationen, dutch die neue 
Kollektivs aus gegebenen abgeleitet werden, umfaBt den gesamten Inhalt 
der'Wahrseheinlichkeitsrechnung; es ist daher selbstverstiindlich, daI~ wit 
bier nut wenige, besonders charakteristische Beispiele hervorheben kiinnen. 
Zun~chst ist der folgende Satz ohne weiteres einleuchtend: 

Satz  23. Die Wiederholung eider Auswqhl, Mischung oder Tel- 
lung liefert wieder eine (ein/ache) Auswahl, bzw. Mischung oder Tel- 
lung; die Wiederholung einer Verbindung zweier unabhdngiger Kollektivs 
[i~hrt zu einer ,,mehrfachen" Verbindung oder ,,Verbindung dreier Kol- 
lelctivs", bei der die drei gegebenen Verteilungsfunktionen als Faktoren 
eines Produlctes, das dec neuen Verteilung gleich ist, auflreten.. 

Der letzte Tell des Satzes l~l~t sich leicht auch auf den Fall der 
Verbindung abh~ngiger Kollektivs (w 4, Satz 22) ausdehnen. 

Unter den zahlreiehen MSgliehkeiten einer Zusammensetzung zweier 
verschiedener Grundoperationen sind besonders zwei erw~hnenswert: Eine 
(mehrmalige) Auswahl und darauf folgende Verbindung der dutch Aus- 
wahl gebildeten Kollektivs, sowie eine Teilung dutch Festlegung einzelner 
Merkmalkomponenten (Satz 19) nach voraufgegangener Mischung, dutch 
die die Verteilung hinsichtlieh dieser Komponenten zu einer arithmetisehen 
gemacht wurde. Der erste Fall liegt z. B. vor, wenn nach der Wahr- 
soheinlichkeit gefragt wird, mit einem Wiirfel in zwei aufeinander folgen- 
den Wiirfen eine bestimmte Kombination x-~ zu werfen. Hier werdea 
zuexst alle Wiirfe mit ungeradem, dann die mit geradem Index ,,ausge- 
w~hlt", ,Wix haben folgenden, einer etwas allgemeineren Fragestellung 
ge~echt werdenden 

Satz 24. Werden aus einem Kollektiv K mit der Verteilung Wa 
dutch verschiede~e zuldssige Auswahlen die Kollektivs K' und K" ge- 
bildet, so ist die Wahrscheinlichkeit ]i~r das Au]treten der Merl~mal- 

K'  K" Kombination A-B oder B-A innerhalb der Verbindung yon und 
6* 
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gleich WA. W~. Sind A ,  B,  C . . .  einander ausschliefiende Teilmengen 
der Merlcmalmenge, so lie/err die Entwicklung yon 

(34) t W~ W~ ~- Wc ~' . - t -  - - - I  3 

die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Kombinationen A - B ,  A-C us/. 

Man kann hier -- mit einer gewissen Ungenauigkeit -- yon einer 
Verbindung eines Kollektivs ,,mit sich selbst" sprechen. Die Ausdehnung 
des Satzes auf mehr als zweimalige Auswahl und zugehSrige mehrfache 
Verbindung (hShere Potenzen des Klammerausdruckes (34)) liegt auf der 
Hand. 

Als Beispiel fiir den zweiten oben angefiihrten Fall einer zweifachen 
Zusammensetzung (aus Misehung und Teilung) kann folgendes gelten: 
Elemente des gegebenen Kollektivs K seien die blindlings gegen eine 
Seheibe abgegebenea Sehiisse und es sei die (auf die Fl~ehe bezoge~ae) 
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir einen Scheibenpunkt mit den Polarkoordina- 
ten r, ~o gleich w(r, q~). Gefragt wird nach der eindimensionalen Wahr- 
seheinlichkeitsdichte vf( r )  dafiir, dab ein Schu•, yon dem man schon 
weil~, dal3 er im ersten Quadranten liegt, in die Entfernung r trifft. Man 
nimmt zun~ehst eine Y[ischung vor, indem man allen Scheibenpuakten, 

flit die 0 J ~ ~ 2- bei beliebigem r, die Punkte (r, 1) und allen anderen 

die Punkte (r, 0) eines neuen Merkmalraumes zuordnet. Hierauf teilt man 
nach Satz 19, indem man die zweite Merkmalkoordinate auf den Weft 1 
festlegt und sie dann in der Angabe des Resultates wegl~Bt: 

~g 

'2 

w'(r) ~ " ~.~ -= konst, f rw(r ,  ~)dq~. 
- -  I )  
2 

f d r f r w ( r , ~ ) d ~  

Man sieht, da~ die Reiheniolge der beiden einfachen Oper~tionen 
bier vertauseht werden kSnnte; dadurch wiirde auch vermieden, da~ man 
als Zwisehearesultat mit einer Verteilung zu tun hat, die nach uaseren 
Definitionen in w 3 weder arithmetisch noeh geometriseh ist. Von der in 
Satz 19 behandelten ,,Festlegung einzelner Koordinaten" (als Sonderiall 
der Teilung) unterscheidet sieh die jetzt in Rede stehende zusa/nmen- 
gesetzte Operation nut ~dadureh, da~ nieht ein fester We~" fiir den 
Winkel q~, sondern ein Wertbereieh vorgegeben ist. Wit sprechen daher 
aueh hier yon einer ,,Festlegung" und erhalten: 

Satz  25. Au8 einem Kollektiv K mit dem k-dimen~ionulen Merk- 
real 5 und der Verteilung W (~) entsteht dutch ,,Festlegung der k z < k 
Komponenten x~, x.~ . . . . .  xk, yon Z au/ eine bestimmte k~-diraensionale 
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Punktmenge A~" ein neues Kollektiv K':  die neuen Elemente (e') sind 
aUe ]ene Elemente yon K,  in deren Merkmal die ersten k~-Komponent~n 
der Menge A~ angeh6ren, dab neue Merkmal besteht aus den re~tlichen 
k' - k -  k~ KompoTqenten yon Y; die neue, k'-dimensionale Verteilung 
ist bestimmt durch 

(35) 11~', - konst . f  d W (.~) dX~ dX ' ,  
(A~, A') 

wenn das Integral hinsichtlich der ersten kx Koordil~aten ig~er At ,  hin- 
sichtlich der iibrigen ziber A '  erstreckt, und konst, aus der Bedingung 
Iu ~-1,  we M'  den k'-dimensionalen Gesamtraum (bzw. die Pro]ektion 
der urspriZnglichen Merkmalmenge M a u /  diesen ) bezeichnet, bestimrn t wird. 

Diese Operation der ,,Festlegung" ist deshalb wich~ig, well sie dem 
Spezialfall der Mischung, bei der kt Komponenten des Merkmales aus- 
geschieden werden,* gewisserma/~en dual gegeni~berateht. Das eine Mal ver- 
schwinden die Komponenten dadurch, dai~ es auf ihren Wert fiberhaupt 
,,nicht ankommt", das andere Mal dadurch, da13 ihre Werte bis zu einem 
gewissen Grade bekannt sind. Der zweite Fall geht in den ersten fiber, 
wenn A 1 alle Werte umfaflt, deren die x~, x~ . . . . .  xk~ fiberhaupt iiihig sind; 
das konst, vor dem Ir~tegralzeichen in (35) wird dana 1. Wir begegnen 
der Dualit~it der beiden Operationen wieder bei der Definition der ,,Fal- 
tung" und der ,, Kreuzung ", wie bei den beiden Gesetzen der groflen Zahl 
und schliefilieh bei den beiden Fundamentalsdtzen der Wahrscheinlich- 
keitsreehnung, die an anderer Stelle en~wiekelt wurden~). 

Wit wenden uns nun zu Zusammensetzungcn aus mehr als zwei ein- 
/achen Operationen und stellen die Besprechung yon zwei speziellert Pro - 
blemen, die in der Literatur viel behandelt wurden, voran. Beim so- 
genannten Petersburger Problem liegt eine Verabredung zwisehen zwei 
Spielern A und B vet, wonach A den Betrag f ( m ) ~  2 "-~ erhalten soil, 
wenn beim Ior~gesetzten Werfen einer Miinze die Wappenseite zum ersten- 
real im m-ten Wurf erscheint. Die ,,mathematische Hoffnung" fiir A 
betr~gt nach der iiblichen Auifassung 

1 �9 1 -~ 1 1_ (36)  + . . .  + �9 9 

Da es abet of[enbar widersinnig erscheint, dal3 die Gewinnaussichten fiir A 
einen unendlieh grol~en Einsatz rechtfer~igen sollten, hat sehon J. B e rn o u 1 li 
eine diesem Fall angepa/~te Theorie der ,,moralisehen" Hoffnung (ira Gegen- 
satz zur ,,mathematisehen") entwiekelt, die uns bier nicht zu besch~itigen 
braueht ~s). Fiir uns liegt die Sache so, dal~ bier zun~ehst fiberhaupt kein 

~s) vgt. z.B. das l~eferat bei E. Czuber, loc. cir. 9), S. 269. 



86 R.v. Mises. 

Kollektiv de/iniert, d. h. keine bestimmte, ins Unendliche fortsetzbare 
Folge yon Einzelspielen verabredet ist: Ein einzelner Wurf kann des 
Spiel nicht darstellen, da er ja kein den Gewinn entscheidendes Merkmal 
aufweist. Maa' gelangt nur in der Weise zu einem Kollektiv und damit 
zur MSgliehkeit einer Anwendung des Wahrseheinliehkeitsbegriffes, da$ 
man yon vornherein festsetzt, ein Spiel bestehe aus einer bestimmten Zahl 
yon n Wiirfen. Wit haben dann im Sinne von Satz 2#, und der bei- 
gefiigten Bemerkung eine n-malige A~swahl  aus dem yon den Einzelwiirfen 
gebildeten Kollektiv und darauf folgende n-/ache Verblndung. Jede Kom- 
bination yon n Wurfergebnissen hat die Wahrscheinlichkeit 2 -n, wenn 
Sehrift- und Wappenseite als gleich wahrscheinlieh (also lu = ~) an- 
genommen werden. Das den Gewinn entscheidende Merkmal eines ge- 
samten Spielergebnisses ist die Nummer m des Wurfes, bei dem zum 
erstenmal Wappen erseheint, wobei wit noch willkiirlieh m = 0 fiir ein 
Ergebnis yon lauter Schriftseiten festsetz~n wollen." Da es bei m ~ l 
jedesmal 2 n-m verschiedene Kombinationea gibt, fiir die die ersten m Stellen 
unver~inder~ bleiben, so ist die Verteiluug unseres dutch Mischung hervor- 
gehenden endgiiltigen Kollektivs nach Sate 17 dureh 

(86') f r =l, 2 . . . .  

gegeben und die ,, mathematisehe Hoffnung" des Gewinnes ist nach (19e): 
~t n 

a0 ~ ~ i ~o 
(86") + 2" 

m=0 ~1 

wenn a o der ftir des Ergebnis m ~ 0 verabredete Gewinn f(0) ist. An diesem 
Resultat ist niohts mehr zu beanstanden. -- Natiirlieh kann das Spiel auch 
andezs festgelegt werden, z. B. so, dal~ nach n Wiiffen A fiir jede yon einem 
Wappenwu~ gefolgte ,reine Oruppe" yon m Sohriftergebnissen, die inner- 
halb des Spieles auftrat, den Betrag 2 ~ erh~lt. Hierbei ergibt sioh die 
mathematisehe Hoffnung oder der , ,gereehte" Einsatz fiir A entspreehend 
h6her, n~mlich gleich 

a~ ( n - - m - -  1 ) +  -n~- + -+-- 
m=o - 2 8 2 n ' 

well die Erwar~ungszahl a~, der ,,reinen Gruppen" zu m innerhalb einer 
Serie von n Wiiden (n -- m ~ 1) 2 - ~ - s  ~ 2 -m-1 betrggt. 

Dieses Problem der , ,reinen Gr~upTen", das K. Marbe  in den Mittel- 
punkt seiner Kritik tier Wahrseheinliahkeitsrechnung gestellt hat19), ist 

~) K. Marbe, Naturphilosophische Untersuohungen zur Wahrscheinlichkeits- 
lehre, Leipzig 1899; feraer: Die GleichfSrmigkeit in der Welt, Miinchen 1916 sowie 
Mathemat. Bemerkungen z. m. Buch ,,Die GleichfSrmigkeit i. d. Welt", ~Miinehen 1916. 
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alas zweite spezielle Beispiel wiederholter Zusammensetzung, das wit hier 
kurz betrachten wollen. Das Ausgangs-Kollektiv K bestehe etwa aus den 
aufeinanderfolgenden Geburteneintragungen in ein Standesamtsregister, 
deren Merkmal 0 oder 1 sei, je nachdem eine weibliche oder m~nnliche 
Geburt vorliegt. Die zugehSrigen, gegebenen Einzelwahrscheinliekkeiten 
seien p, q mit p - k q =  1. Man bildet zun~ichst n neue Kollektivs 
K~, K.., . . . .  , _K dutch verschiedene Auswahlen,  indem man die rood n 
kongruenten In'dizes zusamrnenfal]t, und dann aus diesen K1, K , , . . . ,  K,, 
dutch Verbindung ein weiteres Kollektiv K 0 mit n-dimensionalem Merk- 
real. Die Merkmalmenge yon K o besteht aus den 2 n Eekpunkten des 
Einheitswfiriels, und jedem entsprieht die Einzelwahrseheinliehkeit p" qn_,, 
wenn unter seinen Koordinaten genau a verschwinden. Schliel]lich wird 
dutch Mischung aus K o das endgiiltige Kollektiv K '  gewonnen, bei dem 
als Merkmal die Zahl x der in der Koordinatenfolge enthaltenen reinen 
Gruppen zu m (d. s. ununterbrochene Folgen yon genau m Nullen ,oder 
Einsern) auftritt. Beikleinem n kann man die 2 n versehiedenen Koordi- 
natenfo]gen unmittelbar fibersehen und daher die nach (24') erforderliche 
Addition leicht durehffihren, z. B. fiir n-----5, m =-2 werden die Wahr- 
seheinlichkeiten innerhalb K' :  

ro'(O) = p:' q- qr, + 2T~_q~(p .q_ q) -t- 4 p q ( p  3 -t- q~) = 1 -- pq  -- 5p~q  "-, 

(37) r o ' ( 1 ) = 6 p ~ q ~ ( p + q ) ~ - ~ 6 p ' - q  ~, 

to'(2) = 2 p"- q~-(p -4- q) + p q (  p~ + q:~) -=: pq  -- p~ q"-. 

Damit ist die Aufgabe grundshtzlich erledigt, wenn auch die nume- 
risehe Berechnung der to' bei groBem n auf diese Weise nieht mSglieh 
ist. Es lassen sich abet in allen Fiillen verh~iltnism~iBig einfache Formeln 
fiir den Mittelwert, die Streuung und, wenn nStig, auch die hSheren Mo- 
mente der dutch die to' bes~immten Verteilung angeben"~ Ein groBer Tell 
der iiberaus umfangreichen Literatur fiber diesen Gegenstand geht mangels 
einer klaren Definition des betraehteten Kollektivs g~nzlich in die Irreg'). 

Wit kommen nun zur allgemeinen Definition der beiden n-faoh zu- 
sammengesetzten Operationen, die" -- im Limes ffir n = m -- den Gegen- 
stand der Fundamentals~tze und der im folgenden abzulei~enden Gesetze 

'~o) VgI. R. v. Mises, Marbes GleichfSrmigkeit in der Welt und die Wshrsehein- 
liehkeitsreehnung, Die Naturwissensehaf~en 7 (1919), S, 168 ft. 

~a) Z. B. H. Griinbaum, Isolierte und reine Gruppen, Wiirzburg 1904. ~ber 
die gesamte Literatur vgL L. v. Bortkiewicz ,  Die Iterationen, Berlin 1917. Hier 
und in den weitlgufigen Aufstellungen yon H. Bruns, Abh. d. meth.-phys. K1. d. 
Kgl. sgehs. Ges~ d. Wiss. 29, 1906, S. 577, stimmen die Ergebnlsse mit den im Text 
gegebenen Andeutungen fiberein. 
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der grot]en Zahl bilden. B e i d e r  Faltung handelt es sich um eine Ver- 
bindung yon n unahh~ngigen, k-dimensionalen Kollektivs und darauf- 
folgende Mischu~g, dutch die das Merkmal wieder auf ein k-dimensionales 
reduziert wird. Bei der Kreuzung haben wit eine Verbindung yon n Kol- 
lektivs mit kt, ke . . . .  , k~-dimensionalem Merkmal, die alle von einem 
k-dimensionalen abh~ngen, mit diesem, und daratfffolgende Festlegung, 
die nut das k-dimensionale Merkmal iibrig l~t]t~ 

Ein Beispiel fiir die lineare Faltung bildet etwa 'die Frage nach 
dot Wahrscheinlichkeit dafiir, aus n Umen, die, nebeneinander aufgestellt, 
beliebig bezifferte Lose enthalten, in einmaligom Zug eine bestimmte 
Summe x zu ziehen. Sind ~,(x,) die EinzelwahrscheinlichkeiCen fiir die 
Ziehungsergebnisse x, in den verschiedenen Urnen (n ~ t ,  2 , . . . ,  n), so 
wird die Frage beantwortet dutch 

wie man dutch Verbindung yon (24') und (32') erkennt. Allgemein gilt 
mit Riicksicht aaf (22) und (30): 

Satz  26. Aus  n Kollektivs C~, C~, t . . . .  C~ mit den k-dimensionalen 
Merkmalen xl, Y~, . . ' ,  x~ und den Verteilungs]unktionen P 1 (~) ,  V,, (X'.,), 
. . . ,  V,~(~) lgfJ$ sich dutch ,,lineare _Faltung" ein neues Kollektiv K,, 
mit k-dimensionalem .M erkmal ~ und der Verteilungsfunktion W~, ( ~) ab- 
lelten: die Elemente yon K,~ sind die Zusa/mmen]assung der gleichlau/en- 
den Elemente yon C~. . .  C, und dab Merlcmal eines solchen Elementes 
die lineare Funktion tier .Merkraale seiner Bestandteile : 

(ss)  �9 :~ h~"~ (e~ - ct-~"~j+ h~'~) ( ~ .  - c.~-~"'~+. . .  + h 2  ) (~-,, - ~,,-'*~'j 

mit h[ n) und c[ ~) als Konstanten; die neue Verteilung wird durch 

(~9) ~2(x)-- f f . . .  fr~(x~)d,V,_,(Z,_,)dr,_:(~,_4.., dV~(~,) 
bestimmg, wober ]i~r ~,~ der Weft aus i38), also 

-(.) 1 _ ~n)) h(n} .- (n) ~] (as ' )  ~ , , = ~ , ~  + ~ [ ~ - ~ " > ( ~ , ~  . . . . .  - . _ , ~ x ~ _ ~ - ~ . _ . ~  

zu setzen und iiber alle Werte der Variablen ~ bi~ x--,~_~ zu integrieren 

t bz(v. ~ ,  so nennen Wit die O~eration eine ,,Summen- ist. Sind h 
4 

bzw. Durch~chni#sbildung ". Sited alle gegebenen V erteilungen ar 
bzw. geometrisch, ~o gilt neben (39) 

( ~ 9 ' )  ~,, (~)  = . Z ' ,  (~) ~ ( ~ ' , )  �9 �9 �9 , , , (~ ' , , ) ,  

~-) Vg]. hierzu ~ilch ,,Fundamengals~itze ", S. 76 und 91. 
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]:)ZW. 

(ag") 

wenn die Summation bzw. Integration analog wie oben, nach Einsetzen 
/i~r ~.,, aus (38'), iZber alle 2~ . . .  2,_l-Werte bei /estem ~. erstreckt wird. 

Bildet man das St ie l t jessche Integral (39) nach der in (12) ge- 
gebenen Definition, so kann eine Unbestimmtheit beim Grenziibergang 
dadurch entstehen, dab Y,~ (~) nicht stetig ist. Es ist leicht einzusehen, 
dab man der Definition in w 3 jetzt die Bestimmung hinzufiigen mull, 
dab der obere Grenzwert der Summe rechts in (12) zu nehmen ist, damit 
W,(~) in (39) eine nach oben halbstetige Funktien wird. -- 

Ein Beispiel ffir die lineare Kreuzung liefert die Fragestellung der 
Fehlertheorie nach der WahrscheiMichkeit einer aus Beobachtungen ge- 
/olgerten Armahme fiir den ,,wahren Weft" einer GrSBe. Es liege eine 
unbegrenzte Zahl linearer Strecken, die l verschiedene Lingen xl, x., . . . .  , x z 
besitzen, vor, und es betrage die Wahrscheinlichkeit dafiir, gerade eine 
Strecke yon der L~nge x~ anzutreffen, y~(x~), so dal~ 

l 

= 1 .  

2 = 1  

Ein zweites Kollektiv habe zu Elementen die wiederholten Messungen 
eiaer und derselben Streeke yon der Liinge xi und zu Merkmalen das je- 
weilige Hessungsergebnis. Die Wahrseheinliehkeit eines bestimmten Er- 
gebnisses y ,  ist natiirlich abh~ngig yon dem Wert der L~nge x x und sei 
durch qJ (y, -- xi) gegeben, wobei man y,  -- x̀ 1 den ,Fehler"  der Messung 
und ~v die ,,FehIerfunktion" nennt. Wieder gilt, und zwar bei be- 
liebigem x;. : 

m 

Ein neues Kollektiv, das aus den beiden gegebenen (genauer: aus dem 
ersten Kollektiv und der Sehar der zweiten) gebildet wird, hat Elemente, 
die bestehen: 1. aus dem Herausgreifen einer der vorliegenden S~recken; 
2. aus der Vernal/me einer Messung dieser Strecke. Merkmat sind die 
L~nge xx o.nd d as Messungsergebnis y,. Es liegt bier genau der Fall des 
Satzes 22 (Verbindung abh~ngiger Kotlektivs) vor, und die Wahrsehein- 
liehkeit, mit tier eine ,,wahre" L~nge xz und eine ,,gemessene"'y~ zu 
cr~ar~en sind, ist naeh (33'): 

( 4 o ) '  y . )  = - 

Fragen wit jetzt naeh der Wahrscheinlichkeit Iv (xx) dafiir, dab bei be- 
kanntem Messungsergebnis yl die wahre L/s x;. sei, so haben wit ira 
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Sinne yon 8atz 19 eine Teihmg und speziell eine Festlegung der zweiten 
Koordinate, woraus folgt [nach (27')]: 

~ (x~.) ~ (y~ -- ~.) 
(41) m(x~) = t (). =-1, 2 . . . .  , l) 

Z w ( x ; . )  ~(y~--x~) 

Die Auigabe wird grunds~tzlich nicht gdindert, wenn start einer Messtmg 
deren n vorgenommen werden und nach der Wahrscheinlichkeit ~(x~) 
gefragt ist, daft x einen bestimn~ten Weft bei gegebenen n Messungs- 
resultaten besitz~. Wit kSnnen, indem wir Yl, Y~ . . . .  , y,, fiir die n ge- 
gebenen Werte und ~ol, cp~ . . . .  , ~ fiir die einzelnen :FeMerftmk%ionen 
schreiben (die ja nicht bei allen Messtmgen gleich sein miissen) atnsetzen: 

( 4 2 )  = k o n s t .  �9 - -  x , . ) .  Vo(Y  - -  . . . ,  - 

(2 = 1, 2 . . . .  , l) 

mit dem Beisatz, dal~ konst, aus der Bedingung 

l 

) .=1 

zu bestimmen sei: In der herkSmmlichen Fehlertheorie pflegt man V~ Ifir 
alle i~ Betracht kommenden x-Werte als gleich anzusehen, so dal~ ~v(xx) 
ganz aus dem Ansatz (42) herausffilltl Uberdies werden die weiteren 
Schliisse stets unter der Annahme, daI~ auch alle Fehlerftmktionen gleich 
sind, durchgdiihrt. Wit iormulieren das allgemeinere P~oblem der ,,linearen 
Kreuzung" und seine aus Satz 22 und Satz 19 folgende LSsung in. 

Sa tz  27. Gegeben seien ein Kollektiv C mit  der k-dimensionalen 
Verteilung V( Z) und n yon O abh6ngige Kollektiw (Scharen yon Kollektivs) 

C1, G~ , . . ., O,~ mit den Verteilungs/unktionen VI (Z~; L ) ,  V~ (Z~; y~), . . . ,  
V,,(Z~, y,) ,  wo die k-dimensionalen Parameter :g~. dutch lineare Be- 
ziehungen 

mit  ~ verkni~p/t sind, sowie /i~r ]eden der Merkmalrdiume yon C~, C~, 
. . . .  C, eine Pun~menge A~, A~, . . . ,  A~; d/arch ,,lineare Kreuzung" ent- 
steht hierau8 eirt neues Kollektiv K,~ mit der Yerteilungs/unlction W~(X): 
es hat zu Elementen ]ene Zusammen/assungert einez Elementes vort O mit 
den gleichlau#nden und gteichem Z-Wert en~yre~henden Elementen yon 
C~ his C,~, /is die x~ , x~, ..., ~ der betreHenden Punktmengen A~ , A~, ..; , A ,, 
angeh6rt und zu MerIcmalen die Werte yon ~; die neue Verteilung ist 
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alas Integral 9enommen /iir alle ~ ~ x, ( t ~ 1, 2, . . . ,  k ) , wobei 

(45) f~. (9~) fdV~ (5~.; ~ )  ( ~ - -  I, 2 . . . . .  n) 
(A~} 

u~ /  konst, aus der Bedingung W ~ ( ~ ) ~ - 1  zu bestimmen ist. Haben 
die C~, C: . . . . .  G,~ durchwegs arithmetische Verteilung und reduzieren 
sich die A~. au/ Einzelpunkte 2~ ~ ~., so wird aus (44) 

ist i~erdies die Verteilung yon C geometrisch, so wird es aueh die yon K ,  : 

(44")  w, (~) = konst, t3x (~, ; ~ -~ h, ~) I0 e (~.; % -1- h.., Y) " . 1~,, (if,,; b , ,+ h ,5)  v (y). 

Im engeren Anschlul~ an die iibliche Ausdrucksweise der Wahrsehein- 
lichkeitsreehnung lautet die Fragestellung dieses Satzes wenn c~ ~ 0 und 
h~. = 1 fiir alle ~ angenommen wird, so: Man hat n Erseheinungsreihen, 
die alle yon einer ,,Ursache" 5 abh~ngen, deren ,,a priori-Wahrscheinlich- 
keit" dutch V(~) gegeben ist; gefragt wird nach der ,,a posteriori-Wahr- 
seheinlichkeit" yon ~, gefolgert aus n Beobachtungen, die an den n Er- 
scheinungsreihen (x =~ 1, 2 . . . .  , n) angesteIlt wurden und 5~ ~ ~. (bzw. 
~ angehSrend A~) ergeben haben. Wit wollen demgemii~ im Falle 
h~ ~ 1, c~ ~- 0 die lineare Kreuzung als ,,Riickschtu[3 aus den n Beobach- 
tungen A~ an den Kollektivs C. auf die Wahrscheinlichkeit des Merkmals 5; 
yon C "  bezeiehnen. Die dutch (45) definierten f~. sollen die ,,yon den 
Beobachtungen herrtihrenden Bewertungen der Wahrseheinliehkeit yon Y:" 
heiSen. 

w 6. Die Gesetze der grol~en Zahl. 

Der Ausdruck ,,Gesetz der gro~en Zahl" wird in der neueren Lite- 
ratur in sehr verschiedenem Sinne gebraucht. Bisweilen versteht man 
darunter den allgemeinen Er/ahrungssatz~'~), ~lal~ bei gewissen Ersehei- 
nungsreihen (wie den Wiirien mit einer NIiinze usw.) die relative H~ufig- 
kei~ des Auftretens der einzelnen Merkmale nach einer geniigend gro]en 
Zahl yon Wiederholungen anniihernd konstant bleibt. Diese Bepbachtung 
ist es, wie in w 2 dargelegt, die uns mittelbar zu der ,,Forderung I"  in 
der Definition des Kollektivs und der Wahrscheinlichkeit gefiihrt hat. Ein 
derartiges Erfahrungsresul~at ist jedenfalls im mathematischen Sinne nicht 
beweisbar. 

P o i s s o n ,  von dem die Bezeichnung herriihrt und auf dessen Aus- 
fiihrungen in der •inleitung zu den ,,Recherches sur ]a Probabilit6 des 

~) So H. Bruns, Wabrscheinlichkeit~reehnung und KollektivmaBlehre, Leipzig 
1906, S. ~3. 
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Jugements ''''~) sich die erwiihnte Auffassung stiitzt, hag abet zweifellos 
einen bestimmten analytischen Satz, mit dessen Beweis sich ein Grol]teil 
seines Buehes besch~f~igt, unter ,,Gesetz der grol~en Zahl" verstanden. 
Der yon Poisson bewiesene Satz besagt: wenn aus n Urnen, die in be- 
liebigen Mischungs-Verh~ltnissen schwarze und weil~e Kugeln enthalten, je 
einmal gezogen und die relative H~ufigkeit s:n der schwarzen Ziehungsergeb- 
nisse beobacheet wird, so geht die Wahrscheinlichkeit W, dafiir, daft s : n in 
der N~ihe eines bestimmten, von den Misehungs-Verhiiltnissen abhiingigen 
und voraus berechenbaren Wertes liegt, mit wachsendem n gegen 1. 
Daraus sehliefit Po i s son  mit Recht, dal~ bei zweimaliger Wiederholung 
eines solchen Serienversuchs ,,sehr nahe und hSchstwahrscheinlich die 
Gleichung s ' : n ' ~  s:n stattfinden ''''a) werde. Hier handelt es sieh also 
um eine bestimmte, innerhalb der Wahrseheinliehkeitsrechnung mit 
deren NIittelu beweisbare Aussage, die mit der oben angefiihrten, beim 
Aufbau des Wahrscheinlichkeitsbegriffes wesentlich verwendeten Erfahrungs- 
tatsaehe wohl vertrdglich, abet nicht identisch ist. Dal~ fiber die logisehe 
Stellung des Poissonschen Satzes Unklarheit bestehen mu~, sola~ge die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht anf logisch einwandfreier Grundlage 
aufgebaut wird, ist leicht versts 

Wit werden im folgenden die eben angedeutete Aussage yon Poisson 
(die eine Verallgemeinerung einer yon B e r n o u l l i  herriihrenden ist)'mi~ 
einer bestimmten Erweiterung und Pr~izisierung, zu der unsere prinzipi- 
ellen Aufstellungen uns in Stand setzen, als das ,,erste Gesetz der gro/3en 
Zahl" aussprechen und beweisen. Dagegen bezeichnen wir das dariiber 
hinausgehende, ebenfalls yon Po i s son  ge[undene, Resultat fiber die asym- 
p~otisohe Form der Verteilungsfunktion Wn, das mitunter aueh noch in 
die Aussage des Gesetzes der gro~en Zahl einbezogen wird, (einschlie$lieh 
der analggen Erg~nzungen) als den ,,ersten Fundamentalsatz der Wahr- 
scheinliehkeitsrechnung", ~i t  der Formutierung und dem Beweis dieses 
Satzes haben wir uns in einer vorausgehenden Arbeit besch~ftigt~6). 

In der Ableitung des ersten Gesetzes der gro~en Zahl folgen wir 
dem iiberaus einfaehen, yon Tschebysche f  und A. A. Markof f  ''7) vor- 
gezeiehneten Weg und stellen den folgenden H_ilfssatz reran: 

Satz  28. Bei der Summenbildung aus zwei oder mehreren Ver- 
teilungen mit endlichen Mittelwe.rten und Streuungen addieren 8ich die 
Mittelwerte und Streuungen. 

2~) Paris 1837. 
2a) Deutsche Ausgabe yon C. H. S ehnuse, Lehrbuch der Wahrscheinliehkeits- 

reehnung and de'ren wiehtigsten Anwendungen, Braunschweig 1841, S. 110. 
~6) Fundamentalsi~tze, S. 70ft. 
~) Vgl. A. A. Markoff, Wahrseheinlichkeitsrechnung, deutsch v. H. Liebmann, 

Leipzig 1912~ S. 58. 
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Was unter Summenbildung zu verstehen ist, wurde in Satz 26 
definiert. Haben wit ~ =: 2 Verteilungen und die Dimension der Merk- 
male k = 1, so besagt der Satz 28: Es sei die Wahrscheinliehkeit, bei 
der Ziehung aus einer Urne hSchstens den Wer~ x I zu erhalten, durch 
die Verteiltmg Vl(x~) mit dem Mittelwert a, und der Streuung s~ (w 3) 
gegeben, die analoge Wahrscheinliehkeit fiir eine zweite Urne dutch V~ (x.a) 
mit  dem Mittelwert a.,, nnd der Stcuung s~"; dann hat die Wahrschein- 
lichkeit W 2 (x), bei einem Doppelzug hSchstens die Summe x zu bekom- 
men, den Mittelwert b~ ~ a~ q - a  a und die Streuung r: = s: ~ s~. 

Um den Satz gleich allgemein zu beweisen, fiihren wit die n k-di- 
mensionalen Verteilungen Vl(gq) , V,,(2~) . . . . .  V,~(2,,) ein, deren Mittel- 
wert- und Streuungskomponenten nach (14) and (15) dutch 

(46) a(2) = f x ( ' ) d V .  (~), s ':,~,) = f (z(,, - a2 , ) ( x ( , ) -  a~Z))dV,,(Z); 
. . . .  (,,=1,2 . . . .  

definiert sind. Die einzelnen Koordina~enrich~ungen sind dabei durch 
obere Indizes gekennzeichnet, die Integrale fiber alle ~-Werte zu er- 
streeken. Die Wahrscheinliehkeit dafiir, dab die 8umme der t- ten Kom- 
ponenten der n Ziehangsergebnisse hSehstens x(') wird (~ = 1, 2 . . . . .  k . 
is~ nach (39) mit  (38') gleich 

Um bier die ,-re Komponente des NIittelwer~es i~,, zu bilden, 

(48) b("= f f l  

ha~ man eine n/c-faehe Integration fiber alle Komponenten yon 
x,  x z, x.~ . . . .  , xn-l '  vorzunehmem An Stelle yon Z kann man abet als 
neue Integrations-Variable Z~ ~--- Z -- Yq -- ~ -- . . .  -- Y:n-1 einfiihren, wobei 
die Substitutions-Determinante den WeFt 1 hat. Es wird sodann 

(49) b(~)= f (x['~-~-x(2 *) @...  @ x(f)dV~(Z~)dVe(Z.z).., dV,~(Z,,) 
and hieraus naeh Trennung der Variablen, da jedes fdV,~(Z,,)=--1 

k 

(50) b(,:'= f x(,)dV,(x,,)+ f x~,,dV..,(~)-[-... ,-L ",,>'dV,,3.~,, (z,,)=-- 
= a(?) + a~') §  § a~f. 

Geh~ man in ganz gleieher Weise bei Bereehnung des Integrals 

vor, so hat man beim Vbergang zu (49') analog dem yon (48) zu (48 ')  
den ausdruek 
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- - o < >  - 

n 

- Z (~2 _,,,~I_I~., ~I~.>~ 
~.,/x= 1 

dem Produkt tier Differentiale dV~(~).., dV.(Y.,,) voranzusetzen. Die 
einzelnen Summandea der Doppelsumme haben nun entweder ungleiche 
untere Indizes ~ # ~t und liefern dana nach Trennung der Variabten zu 
r("~) den Beitrag n 

worin wegen der ersten Gleichung (46) jeder Faktor verschwinde$, oder 
sie haben gleiehe Indizes /x = ~ und ergeben dana: 

(,) (4 9 ")  r~" ~1= f (x~') --  a[O)(x~ ~) --  a ~z))d V~ ( ~ )  -t- �9 �9 �9 + f (xa -- a c') (x~;') --  a CZ')d V c Y~,, ) 

= s~', ~) + s I,, z~ § + s (', ~') 

Damit  ist Satz 28 in vollem Urafang bewiesen und wir kSnnen sofort 
die allgemeine Aussage des ersten Gesazes der grofien Zahl  anschliel~en: 

S a t z  29. Wenn in einer unendlichen zVolge k-dimensionaler Ver- 
teiluncen V i ( Z l ) ,  Vo . (Z~) , . . .  die Komponentgn der Streuungen endliche 
Schranken besitzen : 

(50)  ] s~" ~) [ < S"~'), (t, ~ =  1, 2 . . . . .  k; n - - - -1 ,2 ,3  . . . .  ) 

so ji~hrt die Durchschnittsbildung aus den ersten n dieser Kollekt iw zu 
einer Verteilun 9 W , ( ~ ) ,  die sieh mit  wachsendem n mehr und mehr u m  
ihren Mittetwert konzentriert: es gibt zu beliebig klein vorgegebenen ~ und 
ein no, so daft liar n > n o die Wahrscheinliehkeit da/4r, daft der Dureh- 
schnitt �9 der n Einzelbeobachtungen in den Bereich 

(5o') I ~ - / ~ w . ( ~ ) l  < ~ 

/dllt, gr6fler als 1 --e wird. 

Um dies einzusehen, iiberlegen wit uns nut, da$ die Durchsehaitts- 
bildung, mi~ der w i r e s  jetz~ zu tun haben, aus der im vorigen Sa~z be- 
handelten Summenbildung hervorgeht, wean man in den friiheren Formeln 
Z, durch n 5  erse~zt. Fiihrt man das in (48)  und (49) dutch, so erh~l~ 
man an Stelle von (48")  und (49")  die Beziehungen 

a ,  ~.) ..t. o (6 2) =f_ ,:.) 
( 5 1 )  b:  ) a~')'4-a(~'}+'" "+a~) ..(,,i) "'~ --~, . . . + s ~ '  

fiir die Komponenten des Mittelwertes und der Streuung tier neuen Ver- 
teilung. Aus der zweiten Gleiehung (51) folgt abet mi~ Riieksieht auf (50):  
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(~, 4) 
(52), '~r~ ''~), ~ S('~j, l imr ,  = 0 ,  

n 

d. h. ]ede Streuungskomponente yon W geht mit wachsendem n gegen null. 
DaB dies mit der Aussage yon Satz 29 gleiehbedeutend isr sieh~ man 
leicht ein: Dutch Gleichung (50') wird eine Kugel vom Radius 0 um den 
Sehwerpunkt der Verteilung W, als Mittelpunkt abgegrenzt. Von der 
Verteilung W n entfalle W~' auf das Inhere, W',' = 1 -- W" auf den Au~en- 
raum und die Oberfl~iche der Kugel. Dann liefert W~' zur Summe der 
Streuungskomponenten r~ 1' 1~ . (2, ~) . r~. kl -t-r~ + . .  + mindestens den Beitrag 
.~ W:, well fiir alle Punkte, die nicht zum Innern der Kugel gehSren, 
(x(l~ -- b(1)) ~" + (x (2) -- b(2~) ~ + . . .  + (x (k~ -- b(k~) ~" ~ e ~" sein muB. W~ihlt 
man daher 

S(L ~) + S(~, 9) + . . .  + S(L k) 
(53) no > Qg x 

so hat man fiir n > no: 

tr S (1,1) , 8(k, k) t tt 
(53') 02W,8 ~ ~-" '+ <O~e, W n = : l - - W n >  l - - e ,  

w. z. b. w. 

Die Poissonsche 2kussage is~ in Satz 29 enthalten und geht aus 
diesem hervor, wenn wit k ~  1 setzen und die Merkmalmengen aller 
Verteilungen V~ auf die beiden Punkte 0 und 1 reduzieren, denen nicht ver. 
schwindende, aber sonst boliebige Wahrscheinliehkei~en p~, q~ (~ = 1, 2, 3 . . . .  ) 
entspreehen. Mittelwert b, und Streuung r~ des n-ten Durehsehnittes 
sind dann dutch 

1 0. 2 

gegeben. Das Bernoul l i sche  Theorem besehr~inkt sich auf den Fall 
durchwegs gleieher p, q. Unsere Verallgemeinerung besagt, wenn wir nut 
den Fall k = 1 und durchwegs arithmetische Verteilungen ins Auge fassen, 
dab die,Urnen beliebig verschiedenartige Lose enthalten dtirfen, in Ver- 
teilungen, die lediglich der Bedingung e~ < S unterworfen sin& -- Auf 
weitere aus Satz 29 hinsichtlich geometrischer Verteilungen zu ziehende 
Fotgerungen, die ~iir die Fehlertheorie usw. yon Bedeutung sind, gehen 
wir hier nicht ein. 

Dagegen soll, wie sehon erwiihnt, dem Satz 29 als ,,zweite~ GeseSz 
der groflen Zahl" eine analoge Aussage betre~tend die lineare Kreuzung 
yon unendIieh viel Verteilungen zur Seite gestellt werden. Kniipfen wir 
an die am Schlu~ ,yon w 5 gegebene Formulierung an, so lautet der neue Satz 
etwa so: l~an hat !nnerhalb jeder einzelnen von n Erseheinungsreihen eine 
bestimm~e Beoba~htung gemacht, durch die einem bestimmten Wert g der 
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,,Ursache" "2 die grSl~te Wahrscheinlichkeit erteilt wird; dann geht die 
Wahrseheinlichkeit dafiir, dal~ "2 in beliebig enger Umgebung yon ~ liegt, 
mit wachsendem n gegen 1. Um die Analogie des ,,zweiten Gesetzes der 
grol]en ZahI" mit dem ersten auch s hervortreten zu lassen, stellen 
wit den folgenden analytischen Satz voran, der jetzt die analoge Rolle 
spielt wie oben Satz 28: 

Bei der Multiplikation vo~ zwei oder mehr l~un/dionen f~ (2), die 
nile im Punkte ~ ~ 0 einen reguldren Scheitel in der HShe 1 besitzen, 
addieren sich die ersten und zweiten Ableitungen in ,2-~ O. 

Dabei heil3t ,,regul~rer Scheitel" eine Stelle, in der sich die Funktion 
regut~r verh~ilt, die ersten Ableitungen naeh jeder Koordinate verschwinden, 
die zweiten eine negativ definite cluadratische Form bilden. Man beweist 
den Satz leicht durch direkte Differentiation des Produktes oder indem 
man sich iiberlegt, dab f~ mit log nat f~ an der Scheitelstelle ia den ersteu 
beiden Ableittmgen iibereinstimmt; beim log gilt abe~ das Additionsgesetz 
fiir die Ableitungen ieder Ordnung, da man die Taylorschen Entwiek- 
lungen einfaeh addieren daft. -- Als ,,eigentlicher Scheitelpunkt" einer 
positiven Funktion soll eine Stelle bezeichnet werden, deren Ffinktionswert 
ein absolutes Maximum darstellt, das an keiner andern Stelle erreicht oder 
auch nut als Grenzwert approximiert wird. 

Unter Verwendung dieser und der am SchluB yon w 5 eingefiihrten 
Bezeichnungen kSnnen wir nunmehr das zweite Gesetz der gro/3en Zahl 
wie folgt formulieren: 

Satz  30. Wenn die Verteilung V ( Z )  eines Kollektivs C an der 
Stelle "2 ~ ~ endIiehe Ableitung ( WahrscheinliehIceitsdichte) v( ~) au/weist 
und in der unendlichen ]Folge der yon C abhdngigen Koltektivs 0~ , ~ ,  Cs ., . 
mit den Verteilungen V~ ("2~;"2), V~(5~;"2)... dutch bestimmte Beobach- 
tungen (Festlegung der ~ -Wer te  au/ bestimmte Punktmengen A~) ,,Be- 
wertungen" f~(5)  yon ~ entstehen, /is die 

= 

wo F ( Z )  /4r Z ~ ~ einen eigentlichen und f ( Z )  einen reguldren Seheitel 
in der Hdhe 1 besftzt, so ]is der R~ck~chlufl aus den ersten n Beob- 
achtungen au/ die Wahrscheinlichkeit yon ~ zu einer Yerteilung V~(~) ,  
die sich mit wachsendem n mehr und mehr u m � 9  ~ konzentriert: es 
gibt zu beliebig Idein vorgegebenen e und ~ ein n o, so daft /i~r n > n o 
die ,,a pc steriori"- Wahrseheinliehkeit duller, daft der Weft der ,, Ursache" 

in den Bereich 

(54') - < e 

/~i~tt, grdfler ats 1 -  e wird. 
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Der Beweis ist sofort erbraeht, wenn wir yon Sagz 27 ausgehen mad 
den eben angefiihrten Hilfssatz fiber die Addition der zweiten Ableitungen 
bei der Multiplikation yon Funktionen mit gemeinsamem 8eheitel zu I-Iilfe 
nehmen. Die Gleiehung (44) des Satzes 27 l~l~t sieh mit h~ = I, ~ = 0 
auch so schreiben: 

f h f~(~) dV(~) ( 5 5  eonst .  �9 L (;,)- (dr" 
(A) ~.=i  

Derm die versehiedenen Konstanten im Nenner kSnnen rait Riieksieht au~ 
die noch unbestimm~ gelassene Konstante vor dem Integralzeichen uu- 
bedenklieh hinzugeffigt werden. Da/~ ferner fiber eine beliebige Punkt- 
menge A des Z-Raumes integriert wird, hat nur zur Folge, daft wit eben den 
dem A entsprechenden Weft yon W, .erhalten: Die Behauptung des Satzes 30 
geht dahin, "dal~ (55) tiir jedes A, das den Punkt Z = ~ nieht enth~lt, im 
Limes fiir n = ~ versehwindet. 

Zuniiehst is$ zu sehen, dal~ die Konstante vor dem Integralzeichen, 
die aus der Bedingung zu bestimmen ist, dal~ W, Iiir jedes feste Gebiet A 
hSehstens gleieh 1 sein kann, nicht sthrker als mit Vn t ins Unendliche 
w~chst. Denn flit ein hinreiehend kleines, den Punkt ~ ~ g einschliel~endes 
Gebiet A kann man d V(5) : v (5) dutch das k-dimensionale Volumetement 
dz(~), dx(:) . . . . .  do: (k) ersetzen, so dal~ zufolge (54) das Integral (55) minde- 
stens den Wert 

(55') f f"(~.)dx(1)dxl"-).., dan;) (x) 
annehmen mull Unterwirft man bier den Integrationsraum der Ahnlieh- 
keitstransformation ~ ~ ' V n ~ ,  so geht (55') fiber in 

d . . .  

whhrend die (in bezug auf die neuen Variablen genommertea) ersten .Ab- 
leitungen des Integranden sich mit 1 : l / n ,  die zweiten mi~ 1 :n ,  die 
dritten mit 1 : l / n  s usf. multiplizieren. An der Stelle 5 = g hat somit 
tier Integrand ffir jedes n deu Wer~ 1, die ersten Ableitungen null and naeh 
dem Hilfssa~z konstante zweite (sowie gegen null gehende hShere logarithmi- 
sehe)" Ableitungen. Das Integral einer solehen Funktion fiber ein den Punkt 
~- = ~ einsohliel~enc~ez Ia~egrationsgebie~ kann nieh~ null werden, womit gezeigt 
ist, dal~ konst, in (55) nioh~ starker als mit ~/n k ins Unendliehe gehen kaun. 

Nehmen wit jetzr ffir A eiae beliebige Punktmenge,' die den Punkt 
= ~ nieh~ enehi~lt, so hat nach (54 ~) Wna die obere Sehranke 

~-(~) 2 ' ~  

(A) 
MaChoma~ische goitsehrift. V. 7 
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Da/~ in Z --- g einen ,,eigentlichen Scheitelpunkt" vonder  HShe 1 besitzt, 
ist F ~ x  in A gleich einem Betrag ~ < 1, so dab der Ausdruck 

) 

mit wachsendem n gegen null geht. Damit ist abet Satz 30 in vollem 
Um[ang bewiesen, denn da W~ fiir den Gesamtraum den Weft 1, fiir 
jedes den Punkt ~ - ~  g ausschlieBende Gebiet, wie eben gezeigt, den 
Grenzwert 0 besitzt, mul~ es flit einen dureh Beliebig kleines ~ be- 
stimmten Bereieh (54')  gegen 1 gehen. 

Ein spezielles Resultat, das in Satz 30 enthalten ist, betrii~t den 
Gegenstand des Lap l aee -Bayes schen  Theorems: Aus einer Urne, die im 
unbekannten Misehungsverh~iltnis x : (1 -- x) schwarze und wei/~e Kugeln 
enth~lt, werden in m Ziigen ma sehw~rze Kugeln gezogen; wie grol] ist 
die Wahrscheinliehkeit dafiir, dal~ x bei a lieg~ ? Wenn wit di~ m Ziehungen 
in n Gruppen teilen, innerhalb deren 
a : (1 -- a) besteht, w~hrend der Umfang 
tragen mag, so haben wir, wenn alle 
a priori gleich wahrscheinlich gel~en fiir 

(57) f (x) = 

jedesmal das Ziehungsverhgltnis 
der Gruppen m~, m 2 . . . .  , m.  be- 
x-Werte zwischen 0 und 1 als 
O . < x <  1: 

/ 

- -  x )  1 -  a]  ~ "  ( a  = 1, 2 . . . .  , n )  

und unser 8atz besag~, dab die gesuchte Wahrscheinlichkei~ gegen 1 geh~, 
wenn n mit m ins Unendliche w~ehst und die Umgebung yon x ~ a fest- 
gehalten wird -- und zwar auch bei einer beliebigen Annahme tiber die 
,,a priori-Wahrseheinlichkeit" fiir x. Man kann auch dis willkiifliehe Grup- 
pen~eilu~g umgehen, wenn man die Bedingung (54) des Satzes 30 dahin 
erweitert, dal] nut 

_ 

seiff muff, wobei m mit n ins Unendliche geht, iV and f die friihere Be- 
deutung haben. 

Einer Erg~nzung bedarf Sate 30 nut flit den -- streng genommen 
unmSglichen -- Fail, clafl alte ~-Wer~e yon - - e o  his oo a priori gleich 
wa.hrscheinlich sein sollen. Es gibt dann kein V (~) uncl man hat in (55) 
anstelle yon d ]7 (~) : v (g) das Volumelement dx  m. dx I'~) . . .  dx (k) zu se~zen. 
Damit Sate 30 bestehen bleibt, muff jeCzt noch verlang~ werden, dab iv (~) 
und damit jedes f~ (~)  in~ Unendlichen hinreichend verschwindet. 

In drei Richtun~n geh~ under zweites Gesetz der gruffen Zahl iiber 
den Inhalt des Lap laee -Bayessehen  Theorems (sower dieses eineAus- 
sage iiber die Konzen~ration der Ver~eilung darstellt) hinaus. Es kann 
erstens fiir die ,,Ursaehe ~"  eine bdiebige ,,a priori-Wahrsehelnlichkei~ " 
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bestehen; zweitens kSnnen die Urnen au•er schwarzen und weiBen beliebig 

viel verschiedenen Kuge]sorten in ~r x 1 : x  2 : . . .  : x  T, 
enthalten; endtich kSnnen die ,,Einzelbeobachtungen" aus Gruppen yon 
Ziehungen in beliebigem U~ /ang  bestehen, wofern nur jede Gruppe das- 
selbe Wertsystem der xl, x. 2 . . . . .  x~ als das wahrscheinlichste bewertet. 
Andere Erweiterungen ergeben sieh, wenn man die Merkmale der Einzel- 
versuche statt  auf genaue Werte nur auf je einen Wertbereich A~ fest- 
gelegt" denkt, dann indem man geometrische Verteilungen in Betracht 
zieht usf. --  Wie dem ersten Gesetz der gro~en Zahl entspricht auch dem 
zweiten ein ,,Fundamentalsatz", d.h. eine Aussage fiber den asymptotischen 
Verlauf yon 14~, die ffir den eben besprochenen speziellen Fall im sog. 
Lap l ace -Bayes schen  Theorem mit enthalten istes). 

SchlieBlich ist zu bemerken, dab auch das' zweite Gesetz der groBen 
Zah], gleich dem ersten, inhaltlich mit dem allgemeinen Effahrungssatz, 
der in unserer Forderung I Ausdruek land, nahe verwandt, abet natilrlieh 
nicht identisch ist. Die drei s aber doch deutlieh unterscheid- 
baren Aussag~n lassen sich wie folgt charakterisieren. Wenn wir aus einer 
Urne mit schwarzen und wei]en Kugeln in n Zfigen s sehwarze gezogen 
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haben und die relative H~ufigkeit s : n  feststellen, so besagt 
1) unsere Forderung I bzw. die Definition der Wahrseheinlichkeit, 

dab bei unbegrenzter VergrSl~erung yon n d e r  Quotient s : n  gegen einen 
festen Wert geht, der eben die Wahrscheinliohkeit eines schwarzen Zuges 
heist (und naeh iiblieher Annahme dem Misehungs-Verh~ltnis in der Urne 
entspricht); 

2) das erste Gesetz der groBen Zahl, daB, wenn wir die Versuchs- 
serie mit derselben Urne unendlich oft wiederholen, bei groBem n nahezu 
jedesmal (bei n ~ o o  ,,fast immer") der gleiche oder ein fast gleieher 
Wert yon s : ~  herauskommt (und zwar der dem Misehungs-Verhiiltnis 

entsprechencle); 
3) ds zweite Gesetz der grol]en Zahl, daB, wenn wit unendlieh 

viele gleiches s : n ergebende Versuchsserien mit beliebigen Urnen betrachten, 
bei gro~em n nahezu jedesmal (bei ~ :~ co ,,fast immer") der Grenzwert 
yon s :n fiir die betref[ende Urne (also nach der iiblichen Annahme auch 
das Misehungs-Verhiiltnis in ihr) gleich oder fast gleieh dem beobachteten ist. 

as) Fundamentalsgtze, S. 98ff. 

(Eingegangen am 15. Mgrz 1919.) 


