
SUR UNE MI THODE DIRECTE DU CALCUL DES VARIATIONS 

Par M. L e 0 n i d a  " r 0 n e l l i  (Parma). 

Adunanza del ~ dicembre tg~ 4, 

La re&bode pour d6montrer qu'une fonction r6elle et continue f ( x )  atteint, dans 

un intervalle (a, b), sa plus petite, valeur ~) consiste: 

i ~ dans le choix d'une suite x ,  x~, . . . ,  x~, . . .  pour laquelle f ( x )  tend vers 

la limite inf6rieure de f ( x )  clans l'intervalle (a, b); 

2 ~ dans la d6monstration que, s i x  est un des points limites de cette suite, on 

a, en vertu de la continuit6~ 

( I )  lim f ( x ) = f ( x |  

C. ARZEL k 8), avait essay6, en 1897, d'6tendre cette m&hode, de l'Analyse ordinaire 

au Calcu[ fonctionne[, tachant pr~cis6ment de l'appliquer au c~l~bre probl~me de DI- 

RICHLET. Ses efforts n'eurent pas de succ~s, mais son id6e 6tait f6conde et devait 

triompher. 

M. HIL~RT r eut, en I9OO, le grand m~rite de montrer que la m~thode tir~e 

de la th6orie des fonctions continues usuelles permet d'6tablir effectivement l'existence 

de la solution du probl~me de DtRICHLET. Mais les deux formes sous lesquelles il pr6- 

sente la m~thode n'atteignent pas l'essence vraie et profonde de la m6thode elle-m~me. 

x) Les principaux r~sultats de ce M~moire ont ~t~ ~nonc~s dans deux Notes ins~r~es aux Comptes 
Rendus hebdomadaires des s6ances de l'Acad~:mie des Sciences It. CLVIII (x914) , pp. i776-i778 , 
I983-I985]. 

~) Nous suivrons dans ce M~moire la terminologie de l'~ Encyclop3die des Sciences Mathdmatiques 
pures a appliqudes ~J [II 3, PP. 316-318; II 31, p. I ; - -voir  aussi CH. J. DE LA VALL~E PoussI~, Cours 
d'.4nalyse, 3 e ~dition, t. I (Paris, Gauthier-Villars, I914), pag. 129] ; au lieu de maximum, minimum, 
extremum, nous dirons done toujours maximd, minimd, extr~md, et nous conjuguerons les verbes maximer, 
minimer, extr~m~r. 

z) C. ARZELk, Sul principio di DIRICHL~.T [Rendiconto delle sessioni delia R. Accademia delle 
Scienze dell'Istituto di Bologna, nuova serie, vol. I (I896-97), pp. 71-84]. 

4) D. HILBERT, Ueber alas DtRICHLr~T'scbe Prinzlp [Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung, Bd. VIII (i9oo), pp. t84-188/, (]ber das Dlalcar~.TSChe Prinzi p [Festschriff zur Feier des 
i5o j~thigen Bestehens der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu G6ttingen (Gt3ttingen, Igor), pp. i-27]. 

Reud. Circ. Mafem. Paltrmo, t. XXXIX (l o sere. i g t ~ ) . -  Stampato il 14 apriie t91 $. 3o 
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I1 montre, d'abord, qu'une suite minimante s), choisie parmi les surfaces admises, 
a au moins une surface limite. En s'appuyant, ensuite, sur la solution connue d'avance 
d'un cas particulier du m6me probl~me [probl~me ~ im Kleinen ~ 6)], il prouve que la 
surface limite r~sout le probl~me. Dans la seconde forme de la m6thode il obtient ce 
m~me r6sultat, en se servant de propri~t~s tout /t fair inh6rentes ~t la nature lin~aire 
du probl~me. 

Ainsi, donc, M. HILBERT ne fait jamais explicitement appel /t la continuit6 ou ~l 
ce minimum de continuit6 qui, dans le cas des fonctions f ( x ) ,  permet de justifier l'~- 
galit6 ( I )  et donne mdme la seule raison de l'existence du minim6. C'est pour cela 
que la v~ritable essence de la m~thode reste cach6e, de m~me que le champ d'applica- 
tion en reste, forc~ment limit6 ~). 

Une telle limitation flit remarqu6e aussi par M. HADAMA~D S) qui donna, de son 
c6t6, une autre m&hode directe pour la d~monstration de l'existence du minim6. Ayant 
consid6r6 une surface Z = f ( x ,  y) et un de ses points M, il observe que, si l'on part 
de M en suivant toujours la ligne de la plus grande pente de la surface, dans le sens 
des ~ d6croissantes, on rink par arriver ~t un point minimant. I1 en tire un proc~d6 
d'approximations successives qui a l'avantage de donner aussi le moyen pour d&erminer 
effectivement le minimant. Mais la m&hode rencontre parfois des difficult~s, "m~me dans 
le cas consider6 par M. HADAMARO 0). En outre, elle ne peut s'appliquer si la fonction 
(ou les fonctions), d'ofi d~pend l'int6grale ~t minimer, est obli#e ~t varier darts un champ 
borne. Dans ce cas, le minimant peut exister sans satisfaire enti~rement ~t l'~quation 
diff~rentielle correspondante, car il pent avoir des arcs sur la fronti~re qui borne pr~- 
cisement le champ oO doit se trouver l'~16ment variable ,o). 

M. Lr~ESGUV., en reprenant, dans sa Th~se "),  la m6thode de M. HtL/3ERT, a 

s) C'est-lt-dire une suite telle, que celle des int6grales respectives tend vers la limite inf6rieure 
que l'on doit d6montrer ~tre un minim6. 

6) C'est-~-dire probl~me relatif ~ des champs - -  par exemple, circulaires - -  suffisamment petits. 
7) Ce que nous avons dit s'applique aussi aux proc~d6s employ~s par MM. B. LEVI, FUBIm, Lr- 

BESGUE pour resoudre le probl~ne de DIRICHLET et par M. BOLZA et M. CARATH~ODORY en d'autre 
cas. Dans le cas des int~grales curvilignes, si l 'on admet la r~solubilit* et l'unicit~ de la solution du 
probl~me er fin Kl*inen ~J et que l 'on se borne ~ des champs ce extremal.convex J~, le probl~me de minimer 
se r~duit A celui d'une fonction continue ordinaire. C'est it M. HADAMARD d'abord, et/t M. SIGNORINI, 

ensuite, qne l 'on doit cette remarque. 

8) j .  HADAMARD, a) Mdmoire sur le probl~me d'analyse relatif d Vdquilibre des plaques glastiques 

encastrdes [M~moires prfisent~s par divers savants /l l'Acad6mie des Sciences de l'Institut de France et 

imprim~s par son ordre, t. XXXIII, n ~ 4 (I9o8), pp. i-zz8j et b) Sur une mdtbode de calcul des variations 

[Comptes Rendus hebdomadaires des s~ances de l'Acad6mie des Sciences, t. CXLIII (2 e semestre x9o6), 

pp. l i27-I x29]. 

9) Cfr. le M6moire cit6 s )a ) ,  IV* Partie, ~ 4. 

io) Notre critique s'adresse aussi aux m~thodes de M. HILBERT. 
x t) H. LEBESGUE, Intdgral, Longueu~, ,'tire [Annali di Matematica pura ed applicata, serie III, 

tomo VII 09o2),  pp. 231-359]. 
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P 
montrfi que dans le cas de l'intbgrale . / f ( x ,  y )ds ,  avec f ( x ,  y ) >  k > o, elle s'ap- 

plique d'une faqon enti~rement analogue ~t celle valable pour les fonctions continues. 

II &ablit ainsi, dans ce cas, l'existence du minim& Mais, au point de rue des propri&~s 

du minimant et de sa d6termination, il reste ~t d~montrer que ce minimant satisfait ~t 

l'~quation d'EurEg, et cela sans supposer d'avance le problbme r~solu e im KIeinen J~. 

En r~fl~chissant sur les m&hodes pr&~dentes, nous nous sommes convaincus que la 

m&hode valable pour les fonctions continues ordinaires peut effectivement sous certaines 

conditions (qui comprennent comme cas particulier celles de M. LEBESGUg) se transporter 

en entier dans le Calcul fonctionnel, et qu'elle peut se compl&er de mani~re ~t donner 

directement les propri~t~s analytiques des solutions. Cette convinction nous a dirig~s 

d~s le premier travail que nous avons publifi sur le Calcul des Variations ~), bien 

que, alors, nous ne fussions pas encore parvenus ~l nous d~barasser tout ~t flit de la 

supposition que le problbme &ait r6solu ~c im Kleinen )~. II nous est possible, li present, 

de vaincre cette difficult~ et d'exposer la m&hode sous sa forme d~finitive. 

I1 faut partir de cette remarque fondamentale, due fi M. BIngE: (( Ce qui permet 

d'aflirmer la v~rit~ de l'~galit~ ( I )  ce n'est pas route la continuitY, mais une seule des 

deux parties, dans lesquelles elle peut se partager, c'est4t-dire la semi-continuit~ inf~- 

rieure ~. Or l'obstacle le plus difficile ~i vaincre pour atteindre notre but c'est que les 

int~grales du Calcul des Variations ne sont pas, g~n~ralement, des fonctions continues 

des ~l~ments sur lesquels elles agissent ~a). Cet obstacle vient en partie ~t disparaitre, 

si nous rempla~ons la continuit~ par la semi-continuit~ inf~rieure. II disparait m~me 

tout ~t fait pour une classe trbs &endue de probl~mes, en vertu du th~or~me suivant: 
Lorsque certaines conditions de rggularitg sont satisfaites, l'intggrale en question est 

tou]ours une fonction semi-continue de l'dlgment sur lequel elle agit ; et l'on a, prgcisgment, 
une fonction semi-continue infdrieurement ou supgrieurement, suivant que le problkme est 

rggulier-positif ou rggulier-ndgatif ~). 

1a) L. TOU~LLI, Sui massimi e minimi assoluti del calcolo delle variazioni [Rendiconti del Circolo 
Matematico dl Palermo, t. XXXII (2 ~ semestre i9ii), pp. 297-337] ; Sul caso regolare nel Calcolo delle 
Yariazioni [Ibidem, t. XXXV (i ~ semestre i913), pp. 49-73]; etc. 

xa) L. TONELLI, Sulle funzioni di linee [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, vol. XXIII, 
I ~ semestre I914, pp. 28-33]. 

x4) Nous nous bornons aux int~grales portant sur des courbes planes. Si la courbe en question 
a des coordonn~es, en fonction de l'arc, toujours continues avec leurs d6riv6es des deux premiers 
ordres, nous pouvons facilement d~duire notre proposition d'une autre de M. LmDEBERG {J. W. LIND~BERG, 
Ober einige Fragen der I"ariationsrechnung [Mathematische Annalen, Bd. LXVII (19o9) , pp. 34o-3541t, 
dont r~cemment M. E. E. LEvi a donn~ une nouvelle d6monstration {E. E. LEVI, Sopra un teorema del 
Calcolo delle gariazioni del sig. LmDEBERG [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXXVII 
(i ~ semestre 1914 ), pp. 245-248]}. Dans le cas g~n~ral auquel l'on est forcement amen~, la proposition 
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Dans cette proposition se trouve la vraie raison du succ~s des m&hodes de M. HIL- 
BERT et des autres Auteurs que nous avons rappel6s dans la note 7). 

Naturellement lorsqu'on passe des fonctions f ( x )  aux fonctions de lignes et de 
surfaces, il se pr~sente une autre difficult& Si l'intervalle (a, b), oil varie x, est fini, 
la suite minimante: xl,  x2, . . .  , admet au moins un point limite, tandis que l'on 
n'est plus stir de l'existence de l'6ltment limite lorsque la suite minimante n'est plus 
compos& de hombres, mais de lignes ou de surfaces. I1 faudra, en ce cas, admettre, 
non seulement la r6gularit+ du probl6me, mais aussi d'autres conditions qui nous assu- 
rent de l'existence de l'+16ment limite. M. HILBERT a montr+ le premier que, l'int~grale 
du probl6me de DtRICHLET satisfait pr&is6ment ~l ces conditions suppl~mentaires. 

Une lois d~montr~ l'existence du minimant il reste /l &ablir ses propri&~s analy- 
tiques. Ici encore ce sont les conditions de rdgularitd que nous avons invoqudes plus baut 
qui nous montrent que le minimant est une extrdmale en tous ses points intCrieurs au 
champ considdrL 

Dans le prtsent M6moire nous exposons notre m&hode pour le cas de l'int~grale 

(2) f ( x ,  y, y ' )dx  

et nous tenons ~ faire observer que nous ne nous servons jamais des propositions de 
la th6orie des 6quations diff6rentielles, pas m6me l~t off nous d6montrons que les arcs des 
courbes extr6mantes, int&ieures au champ considbr6, satisfont ~ l'6quation diff6rentielle 
d'EuLER. Nous nous plaqons donc, ~ un point de vue tout ~. fait oppos6 ~ celui de 
M. SERGE BERNSTEIN, dont le M~moire: Sur les gquations du calcul des variations ,s) 
contient encore, parmi de tr~s int~ressants r~sultats, des cas particuliers des propositions 
d'existence que nous allons &ablir. 

Le probl~me que nous traitons dans ce travail est celui qui a &~ &udi6 aussi par 
M. HADAMARD x6). Cet Auteur d&ermine, ainsi que nous l'avons dit plus haut, la so- 
lution du probl~me par des approximations successives et obtient, par des hypothC:ses 
suppl~mentaires, une limite sup&ieure de l'approximation, ~t chaque pas du proc~d& 
Nous, au contraire, en nous plaqant sous des hypotheses un peu plus g~n~rales, nous 
atteignons notre but, m~me dans le second des deux cas &udi~s par M. HaDAMARD, 
Off sa m&hode rencontre des difficultts. Quant ~t la plus grande extension des hypo- 
theses, nous rappelons bri~vement qu'il nous est possible de nous passer tout /tfait de 

la condition que l'ordre d'infini de f ( x ,  y, y'), pour tY'[ "-> oo, doive &re fini, et aussi 

en question est d6montr6e dans nos M~molres :s) of~ se trouve aussi la d6monstration pour le cas 
des courbes de respace. 

Si l'on consid&e l'int~grale . / j ( x ,  y)ds, ( f ) k  ) o ) ,  la semi-continuit6 peut s'&ablir g~om&ri. 

quement; c'est ce qu'a montr6 M. LEBESGUE [1. C. *~)]. 
zS) S. BERNSTEIN, Sur le$ dquations clu calcul des variations [Annales Scientifiques de l't~cole 

Normale supi:rieure, III ~ s&ie, t. XXIX (Igxz), pp. 431-485]. 
16) I. c. S). 
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qu'il nous est donn+ de remplacer l'in~galit~ f c:, ~ o par f,,~, "x o. En outre, nous 
pouvons supposer borng le champ de variabilitg de ye t  imposer aux fonctions y - - y  (x) 
des conditions dgterminges, en considgrant le problbne de minimg par rapport ?t des classes 
spgciales de fonctions et, en particufier, par rapport ',i toutes les fonctions donnant une 
valeur constante ~t une int+grale de la forme 

(3) M(x, y)dx + N(x, y)dy. 

On a, de cette faqon, la solution d'une classe importante de probl~mes isop6rim&riques. 
La m&hode permet encore de r~soudre l'autre probl6me isop~rim6trique qui s'obtient, 
en 6changeant entre elles les deux int~grales (2) et (3). 

Rappelons enfin, que notre m6thode ~chappe compl~tement ~t la critique adress6e 
par M. CARArnf~O~ORV aux m&hodes de M. HILBERT et :i celles qui en d~rivent, en 
tant qu'elles se fondent sur le principe de la possibilit6 d'effectuer une infinit6 d~nom- 
brable de choix arbitraires ~7). 

CHAPITRE I. 

La semi-continuitd infdrieure. 

x. Soit f (x,  y, y') une fonction finie et continue avec ses d6riv6es partielles des 
deux premiers ordres dans tout le champ 

t a L x L b ,  
(.4) --oo < y < + o %  

I - - o o < y '  < +oo. 

Soient, en outre, v6rifi~es les deux hypotheses suivantes: 

f~,2-'- c3~,~ ~ o, pour tous les points du champ (A); I) 

II) f >  - N ,  pour tous les points du champ (A), et f(x,  y, y ' )>  ly'lX+~m(y), 
pour tousles points du champ partiel 

l a Z x Z b ,  
(.4'3 y < + 

[y'l M 

ZT) Cfr. L. TONELLI, SuZ valore di un certo ragionamento [Atti della Reale Accademia delle Scienze 
di Torino, t. XLIX (I913-I9X4) , pp. 4-I4]. 
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&ant ~ ~ o et re(y) une fonction continue toujours positive ( ~  o) telle que 

lyl'+ m(y) - -  % 
I y II*.-->r 

2. Nous consid6rerons toujours, par la suite, des fonctions y = y(x) d6finies dans 

l'intervalle (a, b), absolument continues suivant la d+finition de M. VITALI .9), telles que, 

pour chacune d'elles, il existe, d&ermin~e et finie, l'int~grale (au sens de M. LEI3ESGUE) 

] ( y ) - -  jo f[x,  y(x), y ' (x)]dx 

en convenant de poser f - - o  off y'  (x) n'&iste pas d&ermin~e et finie. 

3. Nous allons d6montrer que l'in@rale ](y)  est une fonction semi-continue infd- 
rieurement de la courbe dont l'gquation e~t y - -  y (x) (a L x / b). C'est-h-dire, nous 

allons d~montrer qu'&ant donn~e une fonction Yo ~-yo(X) (n. 2) et ayant pris un 
nombre ~ ~ o arbitraire, il est possible de d&erminer un ~ tel que, pour route fonc- 

tion y - -  ),(x) (n. 2) satisfaisant dans tout l'intervalle (a, b) ~ l'inSgalit~ 

]y(x) - -  yo(X)] < ~  
on ait 

(4) ](Y) > ](Yo) - -  ~. 
Nous remarquons d'abord que l'in~galit~ pr&~dente est certainement satisfaite par toutes 

les fonctions y - -  y (x) pour lesquelles on a ](y)  ~ J(Yo)" Nous pouvons, donc, nous 

borner aux s qui satisfont fi l'in~galit~ 

(5) J(Y) ( J(Yo)" 
La diff6rence entre les deux int~grales de cette in~galit~ peut s'&rire 

J ( Y ) - - J ( y o ) - -  [ f (x ,  y, y ' ) - - f ( x ,  yo, y;)]dx 

et, puisque y e t  Yo sont des fonctions absolument continues, y' et y'o sont en m~me 
temps d&ermin&s et finies presque partout [V. la note ,9)], de sorte que nous pou- 
vons n~gliger les points exceptionnels clans le calcul de la derni&e int~grale. 

Nous d~signons par E~ l'ensemble des points de (a, b) off Yo' est finie et satisfait 
~t l'in~galit+ lY'o] ~ r (r  &ant un nombre entier positif). Nous disons que cet ensemble 

,8) C'est-a-dire lira [y]*+am(y) = oo. 

z~) G. VITAt.I, Sulle funKioni integrali [Atti della Reale Accademia deUe Sr di Torino, 
Vol. XL (I9O4-9o5), pp. Io2IqO34]. Nous rappelons cette d4finifion. On dit qu'une fonction f(x) est 
absolument continue clans (a, b) si, &ant donn6 un hombre positif or, arbitraire, on peut toujours d&er- 
miner un autre hombre i z~  o tel que l'on air [ y  {f(13i)- f(~i)}l ~ ~, o/1 la somme est &endue ~t 

un ensemble quelconque d'intervalles (,; ~i) de (a, /1), sans parties communes, ayant une m4sure totale 
plus petite que ix. Nous rappelons aussi, qu'en vertu de la continuit4 absolue, f(x) admet la d6riv4e 
]'(x) finie presque partout [r pour tous les points de (a, b) sauf pour un ensemble de m4sure 

nulle] et l'on a f(x~)--f(x~)~ f'(x)dx. R&iproquement toute fonction, qui est une int~grale, 

est absolument continue. 
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I 
a une m6sure re(E,.) qui tend vers zero avec - - .  En effet, dans le cas contraire, les 

r 
mesures re(E,.) ( r - - i ,  2, . . . )  seraient toutes sup&ieures ~. un nombre "~ ~> o et il y 
aurait des points communs fi tous les E ~o), ce qui est impossible, ne pouvant la Y'o 
&re finie pour ces points. I1 s'ensuit, ~ cause de l'absolue continuit6, que l'int6grale 

I 
de f[x, yo(X), y'o(x)] &endue ~t E tend vers zero avec - -  et que, si nous indiquons r r 

par C~ le compl6mentaire de E par rapport ~t l'intervalle (a, b), on a 

(6) [x, Yo (x), Y'o (x)] d x ~ f(x, Yo, Y'o) d x. 

Consid6rons maintenant l'int6grale 

f f[x, y(x), y' (x) ]a  

En vertu de II), nous avons 

et 

X.  

/ (x ,  y')dx ~ -  Nm(E~),  Y, 

f(x, y, y')dx ~ (x, y, y ' ) d x -  Nm(E). 

]~tant, en outre, Nm(Er),,.-,. o, on a pour r, suffisamment grand 

f(x, y, y')dx > f(x, y, y ' ) d x - - - - ,  
. 5 

r I 

/ ~ f(x, Yo, y')dx < f(x, Yo, Y'o) dx + - 7 ,  
I 

et par cons6quent 

f r)f(X' 2 ] ( Y ) -  ](,Yo) > y, y ' ) - - f (x ,  Yo, Y'o)l dx - - - - %  5 

et cela pour route fonction y(x) du n. 2. 
4. D'aprbs la formule de TAYLOR~ on a presque partottt 

f(x, y, y')--" f(x, y, Yo)+ (Y'--Y'o)fy( x, Y, Y')+-;(Y'--Y'o)'f,'~( x, Y, Y') 

off Y' indique une valeur d&ermin&, comprise entre y" e y'. Puisque le premier membre 
de l'in6galit6 pr&6dente est int6grable dans l'ensemble Cr. , il en sera de m&ne pour le 

second. Le premier terme de ce second membre est int6grable ainsi que fy,(y, y, Yo); et 
comme cette fonction est born& dans C ,  il s'ensuit l'int6grabilit6 de (y'~y'o)f,,(x, y, Yo)" 
On conclut qu'il existe l'int6grale de (y ' - -y 'o ) ' fy , , (x ,  y, f )  dans C .  Nous pouvons 

ao) Ces points formeraient un ensemble de mesure ~ ~. [Voir CH. J.-DE LA VALLI~E PousslN, 

1. c. 2), pag. 67]. 
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ainsi ~crire 

f tf(x, l(y) - l(yo) + -5 --~ ~ y, y'o) -- f(x, yo, y'o)ldx 

fcr ' I fc C '"2e rX ;')dx, + (Y' - -  Yo)f/(x, y, Y'o) d x + y (Y' - -  Yo) Iy,, k , Y, 
I r l  

La derni~re int~grale, ~t cause de I), n'est certainement pas n6gative, de sorte qu'on 
peut la supprimer. Ayant ensuite 

f(x, y, y'o)--f(x, Yo, Y'o)=(Y--Yo)fy( x, Y, Y'o) 
off y- est une valeur comprise entre Yo et y, si l'on suppose toujours verifi6e l'in~galit+ 

(7)  [y (x)  - -  Yo (x)l ~ I, 
on peut &rire 

! ~  > _ oNi(b -- a) --[- f,(y,- y'o)fy,(x, y, y'o)dx J(v) -- J(Yo) + 5 

en d~signant par co la valeur absolue maxim~e de y - -yo  dans rintervalle (a, b) et par 
N, celle de fs(xyy') clans le champ 

(A") 

Nous avons aussi 

l a L x L b ,  
yo(X)-  i L y ~ yo (x)--[- i, 

ly'l L r , .  

] ( y )  - I(yo) + ~ �9 + ~' N, (b - -  a) 5 

> "~rl, ( y ' -  y'){fy,(x, y, y ~ ) -  fy,(x, Yo, Y')t dx + fc, ,(Y'--Y')L'(x '  Yo, y')dx 

_ ,,~/[ (y' - -  y;)(y -- yo)fy,y(X, -f~ y;)dx + fc , , (Y'--  f~ Yo, Yo) dx 

> - ,o N~ ly'l d x + r, (b -- a) -[- (Y' - -  Y o ) f y '  ( , Yo Y') d x 
f l  

off N~ indique la valeur absolue maxim+e de f.,,y dans le champ (A"). 
Soit, maintenant, G l'ensemble des points de (a, b), off ron a [y' (x)l ~ M, et 

C(G) son compl~mentaire, dans les points duquel on a, ,h cause de II), 

I X 
lY'[ < ly'l '§ "(  ~ - n f ( ,  Y, Y'), 

off m est le minimb de re(y) dans le champ [ a / x L b ,  yo(X)--r~y/yo(X)'-[-x].  
On a a|ors 

b I X 
ly'Id x < Mm(G).-l--ff f c , S (  , y , y')dx < M(b--a)+--~[J(y).-]-N(b--a)], 

et par (5) 
fb  ( I ) I ly'ldx < M + - f iN  (b -- a) q- -fi](Yo)" 
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On a done 

5. Nous allons d~montrer que l'int~grale qui reste tend vers z~ro avec co [valeur 
absolue maxim~e de y ( x ) -  yo(X)]. Posons 

g(x)--fy,[X, yo(X), y'(x)], dans C,. 
g(x) = o, dans le compl+mentaire de Cr. 

II vient 

f f (9) (Y' -- Yo)f~,( x, Yo, y')dx -- (y' yo)g(x)d. . 
r I 

Remarquons que notre proposition serait d~j~ d~montr~e si g(x) &ait finie et continue 
en m~me temps que sa d~riv~e. En effet, on aurait, dans ce cas, en int~grant par parties, 

f (y' - -  y;)g(x)dx = [y(b) - -  yo(b) -- y(a) + yo(a)]g(b) 

- f f [ y  (x) - yo(x) - y (a) + yo (a)]g' (x)d x, 

f b(y, Y'o)g(x) dx Z 2 o  l[g(b)[-]- f big, (x)[ dx I . 

Mais notre fonction peut n'avoir pas de d~riv~e et m~me n'6tre pas continue. Ce 
qu'il y a de stir c'est qu'elle est born~e en valeur absolue [ ~  N3, si N 3 d+signe la 
valeur absolue maxim6e de fy(x, y, y') dans (A")] et quelle est int6grable. 

Consid6rons le polyn6me d6fini par MM. DE LA VALL~E Poosst~ et LANDAU 

k ' I 

en supposant que l'on air o ~ a ~ b < ~, hypoth~se bien 16gitime, parce qu'on peut 
y satisfaire par un changement de variable. D'aprbs M. F. Rmsz "'), 

P (x) g(x) 
~10~..-> oo 

presque partout dans l'intervalle (a, b). It y a, en outre, ]P,,(x)] __L N ,  ,~ cause de 
[ g ( x ) [ / N 3 ,  quel que soit x dans (a, b) et quel que soit n. 

Si nous rappelons l'in6galit~ de ScrtWARZ g6n+ralisbe ~)  

f: (,o) (x)9(x)dx L_ [f(x)l'dx [~(.,c)l dx (p>,), 

a t )  F. RIESZ, Uber die Approximation einer Funktion durcb Polynome [Jahresbericht der Deutsd~en 

Mathematiker-Vereinigung, Bd. XVII (r9o8), pp. 196-211]. 
aa) F. RIESZ, Untersucbungen iiber Systeme integrierbarer Funktionen [Mathematische Annalen, 

Bd. LXIX (r9Io) ,  pp. 449-497]. 

Rend. Circ. Ma~em. Palermo, t. XXXIX (~o sere. zg~5).--Stampato il t4 aprile 1915. 3~ 
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nous avons 

( y ' - -  y 'o)g(x)dx--  ( y ' - -  ' P _ - -  - -  . Yo) .(x) L lY' y'ollg(x) P.(x)ldx 
a 

[ f a b  , i+0 t  [- /~ b ,§  , x + a  

~-- lY'--Y:l'+'dxJ LJo m(x)-P"(x)l+ ax] . 
Comme on a, en outre .a) 

__i __i ..L 

( , ,~  [f~,:,+,,,x]'_~[f~,:,,,x]'+[f~,+,,,x]' 
il vient 

...2_ I ._L_I 

[ f ' ]y' -- y','+~ dxf+~L [~'[y'['§ dx]'§ [ f '  ,Y'ol '+~' dx] '+~ 
et, en vertu de II), 

ou, de (s), 

(aO > I ) ,  

I_.L.. [ ]+~ I N ( b  - -  a) / M'+'(b --  a) + - - ~  I (y )  + --m 

+[M'+~(b--a).--l--~J(yo)-it--~fN(b--a)] '+~ 

d 2  b - - a  M ' + ~ + T N  +W/(yo . 

On a done 

f b  f_.. b(y, __ Y'o) P,,(x) dx (y' - -  y ' )g (x )dx  -- d. 
....L_t a 

_~ [(+_ a~ (~,+~ + -~ ~)+ ~:.off +. [ f ) -  ~,'~+~ q-. 
Puisque nous avons 

Ig - -  t.I d Igl + IP.I L 2 N, ,  

et &ant presque partout ~ -  P.I ~ o, il s'ensuit, d'apr~s un th~or~me bien connu 

sur l'int~gration des suites, 

f 
b pj+~ 

_ a dx . -~o .  

Par consequent, si n e s t  suffisamment grand, 

f b  f ~  d x ~ (y' - -  y 'o)g(x)dx--  (y' --y~)P,,,(x) < -f- : 

cela pour toutes nos fonctions y = y (x) (n. 2) qui satisfont aux in~galit~s (5) et (7). 

P (x), &ant un polyn6me, a la d~riv& finie et continue, de sorte que l'on a, 

,3) I. c. ~'). 
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d'apr6s ce que nous avons remarqu6 plus haut 

f ~(y' - -  y'o)P ( x ) d x ~ o .  

Donc, pour tout co suffisamment petit, nous avons 

f ~( xl 2 
y' - -  y'o)g(x)d . < ~ 

5 
et, en vertu de (8) et (9) 

] (Y) --  ] (Yo) -[- ~ > o, 

ce qui d6montre la semi-continuitd inf&ieure de l'int6grale ]. 
6. De la proposition que nous venons d'&ablir nous d6duisons, presque imm6- 

diatement, cette autre. Soit y(x)  une fonction absolument continue dans (a, b). Nous 
ne savons pas si elle appartient gt celles d u n .  2. Supposons qu'il existe une suite 

y , (x) ,  y~(x), . . . ,  y . (x) ,  . . .  

de fonctions du n. 2 tendant uniform6ment vers yo(X) et que l'int6grale J(y , )  demeure, 
quel que soit n, inf&ieure ~t un nombre fixe I. Nous allons d~montrer que yo(x) donne 
une valeur dgterminde et finie Zt rintggrale J, c'est-~-dire que yo(X) est une des fonctions 
consid#ges au n. 2. Soit, en effet, E l'ensemble des points off l 'on a ly'o(X)l ~ r  (r en- 
tier positif). A cause de l'int6grabilM de y~,(x), il vient m(Er) ,,.--> o. En outre, si C(Er) 

~ o o  

d+signe le compl6mentaire de E ,  l'int6grale 

]cr(Yo) = f,j(x, Yo, y'o)dx 

est d&ermin6e et finie, parce que la fonction sous le signe ./" ~t une valeur absolue 

toujours inf6rieure ~t un nombre fixe. Remplaqons dans la d6monstration du nombre 

pr6c6dent J(Yo) par Jc,(Yo) et J(y )  par J ( y . ) ;  iI s'ensuivra que, er &ant pris arbitrai- 
rement, il nous sera possible de d&erminer un entier n, tel que, si n ~ n , ,  on aura 

] (Y,) > Jc, (Yo) - ~ 
d'ofi 

/G(yo) < 2I ;  

et cette in~galit6 sera vraie quel que soit r. l~tant ]c~(Yo) une fonction qui crolt avec 

r, s i r  ~ M, il s'ensuit que la limite de 

f c  f (X ,  yo, y ' )dx  
(Er 

pour r ~-~ ~ ,  existe d&ermin~e et finie ( ~  2I) ,  c'est-~l-dire, qu'il existe 

f b.f( x, Yo, Y:) d x. 
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C H A P I T R E  I I .  

Exis tence  du min im6 absolu.  

7. Soient P~ et P~ deux points de coordonn~es respectives (a, p.), (b, p~). Consi- 
d~rons toutes les fonctions y - ' -y  (x) du n. 2 satisfaisant aux conditions 

(I2) y ( a ) - " p . ,  y (b) - - 'pb  , 

c'est-~-dire, ayant des courbes repr6sentatives qui passent par P. et Pb" 
Soit i la limite inf6rieure de l'int6grale J(y)  ~tendue A toutes les possibles fonc- 

tions y(x)  que nous venons de consid~rer. A cause de la semi-continuit~ inf6rieure de 
J, nous pouvons "4) choisir, parmi nos fonctions, une suite 

(~3) y,(x), y,(x), . . . , y . ( x ) , . . .  

tendant vers la limite i, sans recourir au principe de la possibilit6 d'effectuer une infi- 
nit~ d~nombrable de choix arbitraires. Pour cela, il suftit que nous consid+rions l'en- 
semble des y (x): 

x ~ satisfaisant aux conditions (I2);  
I 

u ~ v6rifiant l'in~galit~ ] (y )  ~ i -a t- - -  ; 
n 

3 ~ ayant, partout, leurs nombres d6riv~s finis; 
et que nous choisissions, dans cet ensemble, rensemble partiel des y(x)pour  lesquelles 
tousles nombres d~riv~s restent, en valeur absolue, toujours inf~rieurs ou ~gaux au 
double de la limite inf~rieure de la valeur absolue maxim~e des hombres d~riv~s de 
chaque y (x). Dans cet ensemble partiel, qui est form+ par des fontions ggalement con- 
tinues, comme il r~sulte du crit6re d'$gale continuit+ de C. ARZELA, on peut prendre, 
d'apr6s les num~ros 2 et 5 de ma Note, cit~e plus haut, une fonction d~termin~e y. (x). 

A cause de la construction de la suite ( i3)  , on a que 

(I4) ] (y . )  ,,.-,. i. 

8. Nous allons d6montrer que les y,,(x) ont au moins une fonction limite. 

Si nous d+signons par El"~.~t l'ensemble des points off l'on a lY'] __~ M et par y, 
une valeur de y. qui minime la fonction m [y.(x)], nous pouvons ~crire, d'apr6s IF), 

J(y . )  > - -  N(b  - -  a) + m(y . ) l ( . , l y . I  

et aussi 

] (y . )  ~ - -  N ( b -  a ) +  m( f , ) l  l'bIy'.l~+~dx'-- - -  M '+~ ' (b -  a)l . 
I d a  I 

~4) I, c. ~7). 
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En vertu de l'in6galit~ de SCHWARZ g~n&alis& (Io), nous avons 

[ s  'ld y__~( s  ' y., x b - -  a) = y ....  @ d x 

et, par consequent, puisque l'on a 

ly;[ d x ~ y,, - -  p. 

off y. indique la valeur absolue maxim& de y. ,  

r  > _ - -  , )  + mr I_ ,,),(;. - -  - - -  ")I 
et  

i -q- ~-  -F N(b --  a) ~ m Cy-.) (b - -  

On volt aussi que y. ne peut pas tendre vers l'infini, parce que, dans le cas contraire, 

le produit m(y.)y~ ~' demeurant toujours inf&ieur ~t un nombre fixe, m(].) devrait 
-'+@ m E. ~ devraient tendre vers l'infini [comme tendre vers z&o; par cons~quenty, et y. . kY..) 

il r&ulte d'apr6s II)] ce qui ne peut pas &re, puisque l'on a y-'+= m ( L ) ~ y  '+~m(L ). 
Nous concluons que toutes les fonctions y. sont +galement born+es, c'est-s 

que l'on peut d&erminer un hombre positif Y tel que, quel que soit n e t  quel que 
soit x de l'intervalle (a, b), on a 

lY,,(x)l < Y. 

9. Soit m le minim+ de re(y) pour tousles y en valeur absolue ~ Y. 
I1 r~sulte de II): 

f b M'+~'( b tl(y.) + N(b -- a)t , ly:l '+~ d x < - -  a) + m-~ 
I 

et de (x4): 

0 5 )  Zbly',,l'+~'dx < (b--  a)(M'§ q-- -~N)  + C, 

off C est un nombre positif convenablement choisi et ind~pendant de n. Nous aurons, 
si x, et x= sont deux abscisses qudconques comprises entre a et b (extremes indus) 

f ~ f  dx lY, (x3 --  y,, (x,)[ -- y' , 

et en vertu de (Io) (oCa l'on posera f - -  b , - - y ' ,  p - -  i + +  ) 

x +~ - 'l'+~d , y . ( x . ) -  y. (x,), l , x, - - . ,  Lj.,.. ,y., x]_ 

<,x,_ a)(M'+~ + + q'" 
< Alx= - -  x l '+= 
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off d est un nombre positif indbpendant de n e t  de x, et x 2. Cette inbgalit6 montre 
que toutes les fonctions y.(x)  sont 6galement continues dans l'intervalle (a~ b) et qu'el- 
les ont~ par cons6quent, au moins une fonction limite y~(x) A laquelle tend uniform6- 
ment une suite tir6e, d'une faqon particulibre, de 03) .  Nous pouvons, pour simplifier, 
supposer que toutes les fonctions de la suite (I3) tendent uniform6ment vers y=(x). 

xo. La fonction y=(x) satisfait 4videmment aux conditions 02) .  Nous nous pro- 
posons de d6montrer qu'elle est absolument continue, c'est-A-dire que, ayant choisi d'a- 
vance un hombre positif ~ quelconque, il est possible de d6terminer 8 de fa~on que, si 

(XI,' XI2)' (X21' X22)' ~ " " 7 (X.el' X$1)' sont des intervalles de (a, b) (sans parties com- 
munes) dont les longueurs ont une somme moindre que ], on ait 

{yoo(x.2) -- y~(x,,)t ~ ~, 

cela quel que soit s. 

Posons ( b -  a) M'+~-Jr- 7n  ' n t- C = B e t  d~signons par e. un ensemble 

mesurable quelconque de points tels que l'on ait pour eux 

nous aurons, d'un c6t6, d'apr~s 05) ,  

f[y'l'+~dx < lyT+~dx < B, 

de l'autre 

lY.I - -  [y'[ ]y'l~dx > -7-j<]y.ldx, 

d'ofi 

0 6 )  y,'[dx < 2 

cela est vrai quel que soit n et pour tous les  ensembles e.. En outre, s ie ' .  d6signe 
un ensemble mesurable quelconque tel que, pour tous ses points, 

I l _  

NA ~ , 
on aura 

2- 

f, ,' 0 7 )  [y'.idx < m(.) .  

Soit ~ < ~ .-~-.  Nous aurons 

s 2 ~'-2 r2 fen I + f l  ~-- r = ,  ly"(x':)-Y"(X")l~----,=, ly;'ldx= y'ldx Y"ldx 
' ell 

en d6signant maintenant par e. et e' ceux des ensembles pr&6dents dans lesquels se 
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d&ompose l'ensemble des points de tousles intervalles (xr~ , Xr2 ). Des inbgalit~s ( i6)  
et (I7)  , en remarquant aussi que m(e')<~ ~, nous tirons 

! 

s ~ ~ $ 

= tY,, (xr~) - -  Y. (x,,)] < T + "~ < T + T = e" 

Puisque cette in~galit~ subsiste quelque soit n, on aura pour n ~.- 

(x,2) - ( x , , ) / / , ,  

! 

. - -  et pour tout s. vraie pour tout ~ < 2-B 2 

L'absolue continuit~ de y~ (x) est, ainsi, tout ~l fait &ablie ~s). Nous pouvons doric 
F X affirmer que la d~riv& y~ ( ) existe d&ermin& et finie presque partout et que l'on a 

(x) = + y- (x)dx. 

Ix. Comme l'int~grale J(y,,) demeure, d'apr~s (I4), toujours inf~rieure .i un 
nombre fixe, il s'ensuit, en vertu de la proposition d u n .  6 qu'il existe aussi l'int~grale 
](y~) d&ermin& et finie. La fonction ) ,  (x) est donc une de nos fonctions (n. e). 

I~. Si nous nous appuyons ~ la semi-continuit~ inf~rieure d~montr& au Cha- 
pitre I, nous pouvons affirmer que, puisque 

](y~) < ](y,,) + 

pour tout ~r positif arbitraire et pour tout n plus grand qu'un indice n~ qui d~pend de 
r on dolt avoir 

J(y~) < lira J(y,,) + ~r - -  i + ~r 

J(y=)  / i. 

Or i est la limite inf&ieure de l'int~grale correspondant aux fonctions y (x) d u n .  2 
qui satisfont aux conditions 02) ,  donc 

= i ,  

I .  wr r c'est-~t-dire la fonction y - - y =  (x) donne le minim+ absolu pour lint%tale J par rap- 
port ~ toutes les fonctions que nous consid&ons dans ce chapitre. Nous pouvons, ainsi~ 
~noncer la proposition suivante. 

Les conditions I) et II) (n. I) grant ve'rifie'es, il existe at~ moins une fonction y =),  (x) 
minimant l'intggrale 

f3( ] (y )  --- x, y, y') d x 

parmi toutes Ies fonctions absoIument continues qui satisfont aux conditions 

y (a) - -  p., y (b) - -  Pb. 

2s) L'existence d'une fonction limite y~(x) pour la suite (t3) et la continuit6 absolue de cette 

Yoo pouvaient se d6duire aussi d'un th6or~me g6n~ral d~montrcr par M. RIESZ [1. c. "aa), ~ 7]' 
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C H A P I T R E  I I I .  

L ' 6 q u a t i o n  d ' E u l e r .  

13. Nous nous proposons maintenant d'~tablir que la fonction y---y= (x) est une 
extr+male, c'est-s qu'elle satisfait ~t l'+quation d'EULER relative ~t l'int+grale ]. Nous 
supposerons dans les n ~ suivants, que la condition I) soit %riffle de la faqon sui- 

vante: pour chaque point (xy-) du champ consid+r6, il n'existe pas d'intervalles de va- 

leurs de y' off la f~ . , , (xyy ' )  soit toujours nulle. Nous appellerons I ') la condition I) 
ainsi pr~cis+e. 

Nous allons d~montrer, d l'appui des hypotbkses I'), 11), que s'il existe Ies intdgrales 

f , ( x ,  y~,  y ' ) d x ,  ,(x, y~,  y ~ ) d x  

et si ron a tou]ours 

s 0 8 )  {O~fy(X, y=, y ' )  + ~' fy,(x,  y,,, y' ) l dx  - -  o ,6) 

oit co est une fonction quelconque ayant une dgrivge co' finie et continue dans tout l'in- 
tervalle (a, b) et satisfaisant ?t la condition o~ (a) - -  o~ (b) - -  o, la fonction y --" y~ (x) 
a partout la ddrivle finie et continue et satisfait ?t l'gquation d'EULER 

d 
f~ - -  Txfy ,  --- o. 

Intbgrons par parties le premier terme de l'int~grale (i8). Nous avons 

0 9 )  co' = ,(x, y~, y ' ) -  (x, Yoo, Y o 

et, appliquant le lemme de Du Bols REr~to~qo, nous avons presque partout 

y ' ) -  .~=fy(x,  y=, y ' ) d x  - -  C, (~o) f,,(x, Y=, 

off C est une constante. 
On peut justifier ainsi l'application du lemme de Du Bols REYMO~qD, d+montr+ 

presque toujours sous des conditions bien plus restrictives que celles off nous nous 
sommes plac+s. Nous remarquons d'abord que toute int~grale admet, presque partout, 
la fonction ~t int+grer comme d6ri%e. Nous choisissons, ensuite, deux points arbitraires, 

26) On verra darts la suite (n ~ 30) que, si l'on a toujours fy, 2 > o et si f~, (x, y~ ,  y ' )  est int~grable, 

sera int6grable f / (x ,  y~, y'~) aussi et la condition ( i 8 ) s e r a  satisfaite. Dans le cas des int6grales 

f �9 
sous forme param&rique Fds avec F ~  o, F~ > o, les conditions du th6or~me que nous allons dck 

montrer sont aussit6t v~rifi~es. 
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d'abscisses %, % ( ~  < %), dans lesquels la d&i%e de l'int~grale 

' ~ y d x  x (0 .I X ,  . y a ,  X~ ~ : o '  

est pr&isdment la fonction sous le s i g n e f .  Soit a un nombre arbitraire < % 
d 

et aussi . (  b - -  %. 
D~finissons la fonction o, de la mani6re 

oJ - - - ' o  

OJ = a - - X + ~  2 

On a alors, d'apr&s (19) 

suivante 

dans (a, %) et (%-Jl-a, b), 

,, (~, + ~, ~), 
,, (~,, ~ + a ) ,  
,, (~,=, ~= + a). 

t ,,_gj r,+,i �9 
et, en divisant tout par ~, on a ~t la timite (8 ~ o) 

f ~ . f , (  L,[~, ,  y~(%), y : (z , ) ]  - -  x, y~, y : )dx  

=f,,[~, ,  y~(~), y ' ( ~ 0 ] -  (x, y~, yDax. 

I4. De l'absolue continuit~ de y,o (x) et de l'~galit~ (2@ %rifi& presque partout, 
nous d~duisons que, sauf tout au plus un ensemble ~ de mesure nulle, la d&iv& y" 
est d&ermin& et finie de sorte que dans C(l~) [ensemble compl~mentaire de ~-~] la 

(20) est v&ifi& partout. Soit x un point quelconque de a. Nous. disons que, si un 

point quelconque x de C(q)  tend vers x, y" (x) tend vers une limite unique et finie. 
I~crivons (9.0) sous cette forme 

f?, (=) f,,(x, ) , ,  y;) = c + (x, y~, y,)ax. 

Lorsque x tend vers x en demeurant toujours dans C(a) ,  le second membre de 
cette Ogalit~ tend vers une limite d6termin& et finie. II dolt, alors, en Otre de m~me 
pour le premier membre. Nous disons que les limites d'ind&ermination de ),'~ pour 

x ,,.-> x sont finies [x demeurant toujours dans C(a)] .  
En effet, puisque l'on a 

f (x ,  y~, y . ' . ) = f ( x ,  y~, o ) + y ' y . , , ( x ,  y~, y'), 

off y '  est une valeur d&ermin& comprise entre o et y~, il vient, d'apres II), pour 
tousles points off ly'[ ~ M 

t . X ~ " - -  y~L,(,  y~ y') =f(x,  y~, y ' ) - f ( x ,  y~, o) > m, ly'l '+= N 
off m, est le nombre d~fini au n. 9 et N4 d6signe le maxim6 de f[x,  y~(x), o]. A 

Rtud. Circ. 3lafem. Palermo, t. X X X I X  ( l  o sere. t g t $ ) . - - S t a m p a t o  il t 4 apr i le  I9z5.  32 
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1 I cause de I'), oll a ) = f / ( x ,  ) , ,  ) , ' ) >  y 'L , ( x ,  y~, ),') et par cons6quent 

y ' f / ( x ,  y~, 3") > m, [y'l '+~ - -  N 4 . 

Cette in6galit6 montre que, si y" ~ --]- ~,  on a aussi f / ( x ,  y~, y )  ~ --k oo. Donc 
les limites d'ind5termination l, L de y sont finies. Ce point 6tabli, il s'ensuit, d'apr6s I'), 
que les limites l, L doivent ~tre 6gales. En effet, comme nous devons avoir 

f / I x ,  yo~(~), l] = f / [ ~ ,  )%0 (x), L] 

nous devrons avoir aussi pour tousles ~ compris entre o et I, 

f , , , [~,  y~ (x-), l + ~(L - -  1)] = o, 

ce qui est contraire ~ l'hypoth6se I'). 

Posons, maintenant, pour tout x de l'ensemble l], 
f l X y~(x)- . - , .y~(  ) 

x.m->r 

off x fait toujours partie de l'ensemble C (~), et posons pour tousles x de C (~) 

r X ) =y'  (x). 
Le raisonnement que nous avons fait tout ~ l'heure prouve qu'on a, pour tous les 
points de (a, b), l'6galit6 

f / ( x ,  y' , y ' ) - -  C 27 f , (x ,  y ' ,  y : )dx  

et que la ~" y~ (x) est finie et continue dans tout l'intervalle. Or puisque y '  e y" ne dif- 
f6rent que dans un ensemble (f~) de mesure nulle et que l'on a 

y~ (x) = y~ (a) + y (x) d x, 

on aura aussi 

f y~ (x) = y~ (a) + ~' (x)dx.  

Cela prouve que f~ (x) est vraiment la d6riv6e de ) ,  (x) dans tousles points de 
(a, b). Donc nous pouvons conclure que y~(x) a une d6riv6e finie et continue dans 
tout l'intervalle (a, b) et que sur cet interval/e se v&ifie l'6galit6 (2i). En d6rivant 

( 2 0 ,  on a 
J 

~ x f / ( x  , ),~, y ' ) - - f y ( X ,  y=, y') .  

Par cons6quent notre proposition du n. 13 est tout ~ fair d6montr~e. 
x5. A l'aide du raisonnement bien connu de M. HILBnRT on prouve que, dans 

les points off f / ,  > o, existe aussi, finie et continue, la d6riv6e seconde y: (x), de sorte 
que l'6quation d'EuLER peut s'6crire 

y" f /~-[ -  y ' f / :  - l- f /~ - -  fy - -  o. 
16. Nous avons un cas, off sont satisfaites les conditions du th6or6me d u n .  13 

si les deux hypoth6ses suivantes sont en m~me temps, v6rifi6es: 
I ~ que la I ')  soit satisfaite; 
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20) ~7)que l'on ait toujours f ~ -  N e t  que la partie principale de f, pour 
[Y'I ~ o% soit ~ tant au point de vue du calcul de la fonction elle-m~me qu'~ celui 
de ses d&iv~es-- P(xy).13,'[ '+~ ,s) oO l'on a ~ ~ o et P e s t  une fonction finie et 
continue avec ses d~riv&s partielles des deux premiers ordres. En outre, soit toujours 

P > o  et 

y Yl lylm~_~o ~ :~ 

off my d6signe le minim~ de P pour toutes les abscisses de l'intervalle (a, b) et pour 
toutes les ordonn&s en valeur absolue ~ lyl. 

Nous d/signerons par H') cette condition, qui remplace II). 
, X Nous remarquons, d'abord, que les fonctions f~[x, y~(x), y~( )], fy,[x, y~(x), y' (x)] 

sont int~grables. En effet, leurs parties principales, pour lY'I " - " %  sont respectivement, 

P ( x ,  y~o) ly'~[ '§ + P(x, y~)ly'~l ~, 

et l'on a, pour route la courbe y - -  Yo~ (x) et pour un certain hombre positif H, 

IPy( x, y~)l ly'ool ' ~  "< H.P(x,  y~)ly'[  '§ 

P(x, y~)ly'o~l ~ < P(x, y~)lly ' l  ~§ + I t. 

De l'int~grabilit6 de f il dSconle donc celle de fy, fy,. 
XT. Passons maintenant ~ l'bgalit6 ( i8)  et consid&ons une variation co(x) telle 

qu'elle-m~me et sa d6riv6e co' soient dans l'intervalle (a, b) finies et continues et que 
l'on ait, en outre, co ( a ) =  o~(b)= o. 

Si nous posons 
y,(x) --- y~(x) -q- to~(x), 

cette fonction y~ (x) r~sulte absolument continue. Nous d~montrerons que pour y--Yt  (x) 
l'int~grale f e s t  finie. Nous savons que l'int~grale 

f bP(xy~)ly'd'+~dx 

est finie et qu'elle est plus grande que i) ly'l~+~dx, off p d&igne le minim~ de 

P(xy)  dans un voisinage de la courbe y = y ~ ( x )  lequel contienne y - - y , ( x ) .  Si, 
maintenant, nous d~signons par 11 le maxim~ de la fonction P(xy)  dans le m~me voi- 
sinage, nous aurons 

-V(xy,)ly'l '+= < n l y ' l  '+= 

a~) Cfr. HXVAMXgV, 1. c. S)a) ,  pag. 90. 

aS) Pr6cis~ment, ayant fix6 un nombre positif Y, on dolt pouvoir d~terminer deux nombres po- 
sitifs M, M,, de sorte que, pour toutes les lYq ~ M e t  pour toutes les x de l'intervaUe (a, b) et les 
y d e - - o o  ~ + o o ,  on ait 

I f(x, y, y') 
2 < P(x y)ly'lX§ < M~ 

ainsi que, pour les m~mes valeurs de y' et de x, et pour les lYl L L l'on ait 

If~.( x, y, y')l <M. IP.~(xy)llYl ~+~, lfy,(x, y, y')[ <M,.P(xy)ly'l ~. 
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et nous en d6duirons qu'il existe l'intbgrale 

[laquelle r~sulte 
fa b I I+~ d P(xy,) y~ x 

< P(xy~)[y'~l'§ 

Appliquons l'in~galit~ (II) ,  en d~signant toujours par E, l'ensemble des points 
o~ lY'l ~__ r: 

fC(Er) 

Donc, l'int6grale 

f c (  i i w i + ~  e(xy,)ly,I dx = IP'+*y' -[- e'+~to'l'+~dx 
E,) 

i i 

IlL l I'+-T Ply~lX+~dx n t- t P[o~'l'§ 
Er) (E r) 

I I 

[If. 1s P ' , + ~ , d x  } - -  Z_ Y~ t -1- t Plo'l'+~dx . 

, , + ~  , 1 + ~  d x xy t , x = lim xy~ 
rl~..~oo ( E r 

est finie et, par cons6quent, il en est de m~me de 

f)( J(y,) "- x, y,, y,)dx. 

18. Cela pos~, remarquons que, puisque pour t = o il doit y avoir le minim& 
de J(y,), on dolt avoir aussi 

d j  ---o. 
(22) [d-}-(Y')],=o 

Nous avons 

fa 
b 

J(Y,) - - l ( y o ) - -  { f i  x, Y,, Y l ) - - f (  x, y=, y ' ) t  dx 

s - - t  {of,(x, y~ nt-tO o, y" n t - tOxo' )+o' fs , ( . . . ) ldx  

que nous pouvons &rire 

(23) 

](Y,) -- /(Yo) f b  i - -  {Ofy(X, Yoo, Y'~)+ o~'fy,(x, Yoo, y'oo)ldx 
t / a  

~b 

+ j ,  [o{Jy(x, y~ + tOxo , y' + tO oo') --fy(X, y~, Y')I 

+ ,o'{f~,(x, Yo. + t O o ,  y'~. + t0 o, ' ) --f~,(x,  y~, y' )t]dx. 
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Consid&ons la seconde int~grale de cette ~galit~: nous avons 

fEr[ tOl fy(X .31_ t0xO), ) , '  NI_ tO o;)--f,.(x, y ' )} -J - -o /{ . . .} ]dx  Y~ Y~, 

= f [o) 'y(x ,_~ y~ + t O o ,  y' +tO,o')+o, ' fe(x , y~ + t 0 %  y'~ +t%,o')]dx 

- - J E  [o/.,(x, y . ,  y')+o~'f,,(x, y~, 
t ~  

y' )]dx. 

Choisissons le hombre r, tel que pour r ~ r, la derni~re int6grale de cette 6galit6 
g 

soit en valeur absolue ~ - ~ - ,  r &ant arbitrairement petit. Pour r ~ r ,  la seconde 

int~grale de la m~me 6galit~ r&ulte en valeur absolue inf6rieure ~t/~ Q{lY'I + I~ *+=dx, 
r 

o~ Q est un nombre positif convenablement choisi, et cela pour tousles t tels que 
It[ < x. [C'est une consequence de l'in,bgalit~ lY).+ tO o,'1 < [y'[ + I,o'[ et de l'hypo- 
th~:se II')]. Or, puisque l'on a, en vertu de l'in~galit6 ( I I )  

fErI'y" [ "37 [~'[/~+~'dx ~/ I t fE  [)'r~.[ '+a dxl ~+c* 

on aura, pour tous les r ~ r , ,  

/ i  'i+" II+T "+ c~ d x 
# E r ,..! 

~[,,,/,(x, y~ + to,,,, y'~ + t o , , , ' ) +  o,'f,,(x, y~ + tox,o , y' + t0xO,)]dx 

L Q_. [y'l'§ + 

I 
le second membre tendant vers zero avec - - ,  nous aurons, pour une certaine valeur 

r 
r 2 (et pour toutes les successives) et pour tousles t tel que Itl < r, 

.,Ef E~ yo + ,o,o, y' + Y' )t + o't...IJax]  < 2,.3 

Consid6rons la m~me int~grale &endue ~t l'ensemble C(E,.). Puisque, dans l'en- 

semble C(E)  on a lY'~J < q ,  l'int6gra|e en question, pour t suffisamment petit, r& 

sulte en valeur absolue < ~--. On a donc, pour tous l e s t  tel que Jt I < t,, 
3 

f~ .}]dx [c0{fy(x, y~ + tO o, y'o. + tOxCO')--fy(x, y~, Y')I + ~ < '; 

, &ant arbitraire, l'6galit6 (23) montre qu'il existe la d&iv6e [ d j ( y , )  1 laquelle 
kl . J .  d f - ~ O  

nous est donn6e pr~cis6ment par l'int6grale 

~ b{ofy(x, y| y ' ) +  o'fy,(x, yo., y'~)ldx. 
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En vertu de l'~galit~ (22) cette int~grale est nulle. Par le th~or~me d u n .  13, nous 
pouvons donc conclure que: 

Les hypotheses I'), II') r v#ifides, cbaque fonction y (x) (n. 2) minimant rintr 
grale J, a partout la d#iv~e finie et continue et satisfait it rr diff#entielle d'EtrLER. 

f y -- dd----jy,--- o. 

19. La condition II ' )  entralne n6cessairement l'exclusion des s f(x,  y, y') 
d'ordre infini (pour lY'] ~'~ oo). Revenons maintenant ~. la condition II) pour &udier, 
en g~n~ral, la marche des fonctions y - -  y (x), qui miniment f par rapport ~t l'~quation 
d'EULER. Pour ~viter, dans la suite, des discussion trop longues, nous supposerons 
qu'au lieu de la I), se trouve v+rifi+e la condition 

I") L,=> o. 

En nous servant du r6sultat du nombre pr~c6dent, nous montrerons d'abord que la 
courbe minimante satisfait A l'~quation diff~rentielle d'EOLER, si ses limites sont suffi- 

sament voisines et si, en outre, le rapport entre la difference des ordonn~es de ces li- 
mites et celle des abscisses correspondantes reste born~e; de l~t nous passerons ensuite 
au cas g6n6ral. 

20. Soient R un nombre positif ~ M e t  Y un autre nombre positif quelconque. 
Consid6rons la fonction F(x, y, y') d~finie de la fagon suivante: pour tout syst~me 
de valeurs x, y, y' satisfaisant aux conditions 

a ~ x ~ b ,  - -  o~ < y  < + o o ,  [ y ' l ~ R  

ou ~ ces autres 

a L x Z b ,  lyl~ 2Y, - - ~ < y ' < + ~  
o n  a 

F(x, y, y ' )=y(x,  y, y'). 

En outre, on donne, pour toutes les valeurs pr~c6dentes de x et pour toutes les 
valeurs de y et de y' satisfaisant aux in+galit~s lyl < 2 Y, ly'l > R, une d~finition de 
la fonction F qui r+pond aux conditions suivantes: 

I)  les d~riv~es partielles Fx, F.,., Fy,, Fxy, , Fy,s, F?, . ,  existent toujours finies et 
continues (aussi pour lYl --- 2 r et ]Y'I - -  R);  

2) on a F < f ;  

3) on a F/2~>o; 
4) F, est toujours >~ly ' l  '§ m~r 29) [m~r ~tant le minim~ de re(y) pour lylZ__2 r ] ,  

et l 'on peut d~terminer un nombre R, ~ R tel que l'in~galit~ ly'l ~_/L entralne 

F - - - l y ' [  '+~ pour tout x de (a, b) et pour tout y de ( 3 Y 3 Y )  
m 2 Y  ' 2 ~ " 

Cela est possible d'une infinit~ de mani~res. 

29) Rappelons qu'en vertu de II), on a pour les points (x, y, -I- R), f >  [y'[1+~m(y). 
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2I .  Consid4rons l'6quation des extr4males 

F : - -  Fy,x--y'F,, , 
y tt 

F y !  2 

et la fonction de x, y, y', qui apparalt dans le second membre de cette m~me ~quation. 
Soit D la valeur absolue maxim~e d'une telle fonction par rapport ~t tous les points 

du rectangle A (a . ~  x/_~ b, lyl d @ I1) et a tous les y' tds que ly'l d R,. Comme 

dans le m~me rectangle et pour ly'l ~ R, subsiste l'~galit~ F - - [ y T  § m2~ et, par con- 
s~quent, l'autre ~galit~ 

Fy - -  F/x ~ y' F/y 
E y t  2 - -"  O, 

on conclut que toute extr~male demeurant compl~tement dans A satisfait ~t l'in~galit~ 

ly"l d D et aussi a l'autre 

(24) ]y'(x ) - -  y ' ( x  )1 d Dl:q- x[  

avec a L x , < x ~ / b .  

22. Choisissons dans A deux points: Po(xoYo), tel que l'on ait a / x  o ~ b, ]Yol - / Y ,  

et P (x ,  y), tel que x o ~ x et 

y -  yo > R + D (~ -- Xo). 
X - -  X o 

En vertu de la d~finition de la fonction F et de ce que nous avons ~tabli au 

n. I2, il existe au moins une courbe [ y - - y ( x ) ]  qui joint les points Po, -P, et qui 

f minime l'int~grale F(x, y, y')dx. En outre, d'apr~s les conditions I ' )  et 4) et d'apr~s 
x o 

le r~sultat du n. I8, t ous l e s  arcs de cette courbe int&ieurs ~i A sont des arcs d'ex- 
tr~males et ils ont, en tout leurs .points, les d&iv~es y' et y" finies et continues. Con- 
sid~rons une des courbes minimantes, dont nous venons de parler. Sa partie, qui com- 

mence en P o e t  qui reste toute dans ~, aboutira ~ un point Po(xo, Yo) (qui peut coin- 
cider avec P)  pour lequel on aura 

Y o - - Y o > R + D @ o _ X o ) .  
X ~ ~ X ~ 

Dans cet arc (arc d'extrbmale) il y a, alors, un point d'abscisse x' off l 'on a 

y'(x') > R -t" D ( x o -  Xo). 

Mais comme l'on a, d'apr6s (24), 

y'(Xo) > y'(x') -- D(x' - -  Xo) > y'(x') - -  D ( ~  - -  Xo) 
on a aussi 

y' (Xo) > R. 

Si nous prenons dans l'arc d'extr6male consid6r6 un point PI suffisamment voisin 

de Po, nous aurons que tout l'arc Po~ (qui demeure toujours dans A) reste en dehors 
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et au-dessus de l'angle qui a pour sommet Poet pour c6t& les droites y--yo=+__R(x--Xo). 

De m~me, l'on trouve un arc d'extr&nale PoP~, qui minime Fdx et qui, en de- 

meurant toujours dans ~, reste tout en dehors et au-dessous du m~me angle. Nous 
pourrons supposer ~gales les abscisses de P, et P2 et les d&igner par x o J r  d, suppo- 

R 
sant d > o et < 2-D" 

28. Prenons maintenant, un point quelconque P(xy) int~rieur ~ l'angle de sommet 
R 

Po et de cdt& y - -  Yo -= ! T - ( x  - -  Xo) (en entendant par partie int&ieure celle qui 

contient la parall~le i l'axe des x), c'est-t-dire prenons un point P tel que l'on ait 

Y- -Yo L R  
X ~ X  o - -  2 

et, en outre, x o ~ x / x  ~ -~-d. Soit C[y--- y(x)]  une courbe minimant fFdx qui 

joint Po et P. Si elle n'&ait pas route enti~re comprise entre les deux arcs d'extr+male 

POP,, POP,, Aont nous venons de parler, on pourrait consid+rer la courbe C, com- 

pos6e des deux arcs Po P', P'P, dont le premier appartient ~ l'extr~male Po P, ou 

PoP, et le second ~ C, P' ~tant le dernier des points de C qui apparfiennent ~t l'une 

ou l'autre des deux extr~males PoP~, PoP~" Les deux courbes C et C~ donneraient la 
m~me valeur h l'int6grale de F et la C,, comme courbe minimante int&ieure ~t ~ se- 
rait une extr~male et aurait une ordonn& y, avec les d&iv&s premiere et seconde 
finies et continues. En d+signant alors par x' une abscisse (qui existerait certainement) 

R 
telle que y ' (x ' )= T-' C, &ant int&ieure 2t ~i, on aurait d'apr~s (24) 

R lY', (x) --  y' (x')] < D. d < -~--, 

[y'(x)[ < R. 

Cette in6galit6 prouverait que C, ne pourrait avoir r6ellement des points communs 

avec PoP, ou PoP~, parce que, sur ces extr6males la d+riv6e, pour x - - X o ,  est en 
valeur absolue > R. On en conclut, par cons6quent, que la courbe C est comprise 

entre Po P, et PoP, et qu'elle aussi est une extr+male et satisfait ~ l'in6galit6 [y'(x)l d R .  
II s'ensuit encore, en vertu de la d6finition m6me de F, que C est aussi une extr6male 

pour I f d x  et que l'on a 
Q I  

Voyons, maintenant si elle minime l'int6grale de f.  Consid6rons une autre courbe 
possible C,, qui joint Po et P;  nous avons 
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et, /t cause de la condition 2) du n. 20, 

fcFdX ~ f fdx; 
2 t l  C 2 

donc 

Mais nous pouvons aller plus loin. Si les points de (Xo, x) pour lesquels la d~- 
riv~e de l'ordonn~e Y2 de C 2 est plus grande en valeur absolue que R forment un 
ensemble de mesure non nulle, on a 

/ F d x <  f fdx 
2 t l  C 2 

et par consequent 

f/ x<r.x 
*I C 2 

Si done, il existe l'~galit~ f f d x - - f f d x ,  l'ensemble, dont nous venons de 
ac2 

parler, est de mesure nulle. Mais comme nous pouvons le n~gliger, les conditions du 
th~or~me d u n .  r 3 sont satisfaites et C= est une extr6male. Ce n'est pas tout. Puiselue 
la d~riv6e Y'2 est toujours, en valeur absolue, ~ R, C 2 est comprise route enti~re entre 

les deux arcs Po P, et Po P2 et, par consequent, elle aussi est int~rieure A a. D~signons 
par y l'ordonn~e de C et posons ay--y2(x)--y(x), ay'--y'=(x)--y'(x). Nous 
aurons 

y2, yg )dx -  f(x, y, y ' ) d x -  tay.f:(x, y, y') + ay'f,,(x, y, y')ldx 

I fx l  ~ - -27 .  '+'7 taYf'2(x'Y+OaY'Y'+OaY')+2~y'ay'f# (" " ) - I - a - ' 2 "  " �9 y i x , 2 ( , . . . ) l d x ,  

et puisque y=y(x) est une extr~male, la premiere int~grale du second membre dispa- 
rait et il reste 

f(x, y~, y ' )dx-  f(x, y, y')dx 

I f : - - 2  , --9,2 -- -2- {ay fy=(...) + 2ayayf,.,(...) + ay f v2(...)}dx. 
=Xo 

D~signons par �9 un nombre positif plus grand que les maxim~s des valeurs ab- 

solues de fy2 et f;y pour tous les points (xy) de a et pour tout y' tel que lY'I / R; 
indiquons, ensuite, par ? le minim~ ( >  o) de f,,= pour les m~mes valeurs de x, y, y'. 

II vient, alors, 

/[/ - - 2  - - , 2  

ay f,,(...) + 2.~yay'f,v,(...) + a s f~.,~(.. .)ldx 

fo 
~ 2  

> / -  * . ~ 2  - 2 .  lay.,afl + ~ay Idx. 

Reud. Circ..'~Iratem. Palermo, t. XXXIX (l ~ sere. ~gH) . - -S tampa to  il 14 aprile 19t 5. 3~ 
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Comme nous avons • = Ay'dx, en nous appuyant sur l'in6galit~ de SCHWARZ, 

nous obtiendrons 

( f )  - -  F y  '~ d x, ay'd  L(x 
x o 

-~y'dx < (x - -  Xo) " "dx < d" ~dx 
io, Xo  ~ Xo  

6rant x -  x o ~ d. De mdme, toujours par suite de l'in~galit~ de SCrlWARZ, 

ay.ay' x~L ~dx. "dx < "dx. 
r ~ x o io, X o  nr X o  

Done 

f fx - - 2  7 - - - 7 2  

t,Xy f v~(...)+2ayay'f,.y,(.. .)+Ay fy,~( . . . ) tdx>(ed--2d~--OdO A-fy"dx. 
x o 

A n i, .ous .omb e a + + .ous 

los( >fo?( x, 72, y~)dx x, y, y')dx. 

I1 reste, par consequent, d~montr+ que tout point int~rieur ~t l'angle de sornmet Poet  
R 

de c6t& y - -  Yo - -  -[- -y-(x - -  Xo) , dont l'abscisse est comprise entre Xo et x o -1- d, 

peut dtre joint avec Po par une extr+male, qui minime l'intbgrale de f et, plus pr&i- 
s~ment, qui la rend plus petite que toute autre courbe [y = y ( x ) ]  joignant les m~mes 
points. 

Rappelons que Res t  un nombre positif que nous avons fix~, ~t notre choix, plus 
grand que M, tandis que d d~pend de R. 

2 4. Ayant fix+ R, existe-t-il un m~me d pour tous les points Po possibles, tels 
que [Yol / Y? Consid&ons le rectangle a ~ x ~ b' ~ b, [y] L Y, et un de ses points 
P(x, y). Soit d le plus grand nombre positif tel que chaque point int&ieur au triangle 

R = 
born~ par les droites ~ - -  y - -  -q- S-- (x - -  x), x = x -I- d (x et y, coordonn6es de P) 

puisse &re joint avec P par une extr6male qui minime l'int~grale de f et qui est le 
seul minim& D+signons par i(d) la limite inf&ieure de d par rapport ~ tousles points 
P du rectangle d6fini plus haut. Soit Po(xoyo) un point tel que, dans tous ses voisi- 
nages arbitrairement petits, la limite inf&ieure de d soit i(d). En indiquant par n u n  

nombre positif plus petit que b - -  Xo, consid~rons les points P (x o - -  "~, Yo -t- ~ Y), 
I P,(xo -~- "~, Yo + ~- Y), en convenant de remplacer ici l'abscisse a, ~t l'abscisse x o - -  n, 

si l'on a x o- -~  ~ a .  I1 existe une courbe C, [y = y  (x)], minimant l'int6grale "/x~247 
Xo--'tl 
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qui joint P, avec P=. En vertu du raisonnement dun .  8, nous pouvons &rire 

~" ' + T m ~ ' ( 2 " ~ ) ~  ' 

6rant la diff6rence entre le maxim6 et le minim6 de l'ordonn6e y de C,. Et comme 

/ r~o+~ , I ) 
y, y,)ax z_ I yo + T r, o ax, 

t~ X o - - "  ~ *g X o _ "  ~ ~, 

C, 6tant une minimante pour l'int~grale de F, on a aussi [si nous d&ignons par F le 

maxim6 de F (x, Yo -[- ~- Y, o) dans (a, b)] 

fo :~ y, ~ 2~. y')dx 

et, par consbquent, 

I m2~ (2\y~ '+~. ~(2F.J- 2N--~ ,n~yMI+~) > --ff - -  

I1 s'ensuit que ~ tend vers z&o avec ~. 

Nous convenons de choisir -t~ tel che l'on ait ~ ,~ ~-Y. La courbe C, est, alors, 
comprise tout enti~re dans A et, en vertu d u n .  18, die est une extr6male. En outre, 

�9 I elle a toutes ses ordonn~es ~ Yo-[-~- Y" 
De m~me, on aura une extr6male C2 qui minime l'int~grale de F, qui joint les 

deux points P: (x o m "~, YO --  ~- r )  et P' (x o n t- -~, Y o -  -~ Y), et qui, enfin, demeure 
I tout enti6re dans • e t a  toutes ses ordonn~es ~ y o - - ~  Y" 

Nous supposerons (ce qui nous est toujours permis)~ que l'on ait 

~ < ~ - ,  "t~ < - -  i-~- IA  C , ~ < 4 ( 2 _ { _ R  ) .  

Soient P(xy) un point quelconque du cercle (Po, ~-~), P'(x', y') un autre point quel- 
R 

conque int6rieur au triangle dont les c6t6s sont les droites y -  y - - - ! - ~ - ( x -  x), 

x --  x-]-  ~--. Ce triangle est tout entier compris entre les courbes C, et C,. I1 existe 
2 

certainement une courbe C, joignant les points P, P', comprise entre C et C~ et qui 
minime l'int6grale de F. Cette courbe C, 6tant ainsi A l'int6rieur du rectangle A, est 

une extr6male et satisfait A l'in6galit6 (24)et, par cons6quent, A ]y'(x)]< ~ + + D ~ < R .  
/ t  x p 

De m~me qn'au n. pr&~dent, nous conduons que l'extr6male C minime aussi ./_ fd  x 
w~x 

et donne le seul minim6. 
I1 est donc prouv6 que 

I i(d) ~ T~ > o. 
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2 5. Ce que nous venons d'&ablir quant au triangle consid&8 de sommet P, nous 
pouvons l'&ablir aussi pour le triangle sym&rique par rapport au re&ale sommet P, de 
sorte que nous pouvons en tirer, comme conclusion, la proposition: 

Soient vgrifiges les h),poth;:ses I")  et II). 
Si Y e t  R sont det~x nomhres positifs, pris d'avance arbitrairement, on peut dgter- 

miner un hombre d ~ o tel que, si P (x , ,  ),~), P=(x=, y=) sont deux points quelconques 
du rectangle a L x L b, lyJ ~ Y qui satisfont aux condilions 

Ix~ - -  x~J < d, Y' - -  Y' < R, 
X a ~ X 

on peut toz@urs ~oindre P a v e c  P~ par une extrgmale, et ttne seule, donnant ~ l'intg- 
grale de f(x,  y, y') une valeur plus petite que route autre courbe [y - - y  (x), du n. 2] 
joignant les mSmes points. 

26. Cela pos~, soit Xo une abscisse de l'intervalle (a, b) pour laquelle la d&iv& 
y~ (Xo) soit d&ermin~e et finie. Choisissons le hombre R de l'~nonc~ pr&~dent ~gal ~t 
z ly '(xo) I. II existe un arc de la courbe y - - y = ( x ) ,  qui comprend comme point int& 
rieur [Xo, y=(Xo)] et qui demeure: : ) d a n s  l'angle complet dont les c6t& sont les 
droites de coefficients de direction -~R  qui passent par [Xo, y=(Xo)]; 2 ~ darts le cerde 
de centre [Xo, y~(Xo)] et de rayon ~gal au nombre d du th~or~me d u n .  pr&~dent. 

" En vertu du th~o- " " deux abscisses de cet arc telles que x' o ~ x o ,~  x o. Soient X o , x o 
r~me rappel6 ci-dessus la y - - y = ( x ) ,  dans l'intervalle (xo, x'o'), dolt &re une extr~male, 
parce que, dans le cas contraire, elle ne pourrait minimer l'int6grale .L De m~me, la 
pattie de y --" y=(x) correspondante ~ (x ' ,  Xo) doit &re aussi un arc d'extr~male. En 
outre, les deux arcs en question ddvent  appartenir ~t la m&ne extr~male, parce que 
l'arc de y ~ y~(x)  qui correspond ~ (x' o, x"3o:, satisfait aux conditions du th6or~me 
d u n .  ~3, ayant en tous ses points, ]a d~riv& finie et continue, saul, tout au plus, au 
point x o , o~ les d&iv&s ~ droite et ~t gauche sont finies et respectivement continues 

droite et ~t gauche. Nous en concluons que chaque point de (a, b), pour lequel 
y - - - y ~ ( x )  a la d&iv& finie, est int&ieur (darts le sens strict) ~ un intervalle o~ la 

fonction susdite est une extr~male. 
Soit (X'o, x~) le maxim~ d'intervalles pareils qui entourent Xo. Les intervalles tels 

que (x'o, x'o') constkuent, tout au plus, une infinit~ d~nombrable, et les points de (a, b) 
qui ne sont int&ieurs ~ aucun de ses intervalles, forment un ensemble ferm& 

Un tel ensemble est de mesure nulle, parce que ses points son seulement ceux o~ 
la d&iv& y'~. n'existe pas ou, si el]e existe, n'est pas finie. I! s'ensuit que la courbe 
y - - y ~ ( x )  est compos&, tout au plus, d 'une infinit~ d~nombrable d'arcs d'extr~males, 

dont la somme des longueurs nous donne toujours la longueur totale de la courbe. 
Nous nous proposons de voir si dans les points exceptionnels (points de ~)  il 

existe la d&iv~e y'=. 
�9 7. Soit P (x ,  y=(~)] un point de ~2: d~montrons que pour ce point y~(x) a la 

d&iv& ~t droite (finie ou non). Dans l'hypoth~se contraire~ les deux d~riv~es ~ droite, 
l 'une sup&ieure, l'autre inf&ieure, r&ultent distinctes~ et nous pouvons choisir une droite 
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passant par P et de coefficient de direction fini et compris entre les deux d&iv&s dont 
nous venous de parler. Sur a, ,'i droite de P, il y a une infinit6 de points de y--y~.(x), 
qui ont comme point limite le m6nle point P. Choisissons pour le hombre R du th~o- 
r~me d u n .  25, le double du coefficient de direction de 8 et prenons, sur cette droite, 
un point P'  appartenant ~ y-.~y~(x) et assez proche de P, pour que la diff&ence entre 

son abscisse et x soit plus petite que d (voir th~or~me rappel~). L'arc PP' de y = y ~ ( x )  

est, alors, une extr~male, y--yo~(x)  aurait donc pour x - - x  sa d~riv~e/t droite finie, 

ce qui est contraire ~l notre hypoth~se. Nous en concluons que pour x - - x  il existe 
effectivement la d6riv& ~t droite de y~(x), finie ou non, et qu'il en est de m~me pour 
eelle it gauche. 

Nous disons que ces deux d&iv&s sont ~gales. En effet, supposons-les distinctes 
et consid6rons d'abord le cas off l 'une d'elles par exemple celle ~. gauche, est finie. 
l~tant ), la d6riv~e ~t gauche, posons R - -  2 ~. dans le th~or~me du n. 25. Choisissons, 

d 
ensuite, sur y - - y ~ ( x )  deux points P , ,  P= d'abscisses x - - ~ ,  x + , ,  avec ~ < T '  de 

sorte que leurs ordonn~es satisfassent ~. l'in~galit6 

D'apr~s le th6or&me que nous avons d~j~t rappel6, il r6sulte alors que l'arc PT"P= 
de y =yo~(x) est une extr~male, ce qui ne peut pas arriver, P appartenant ~l ~. Reste, 
:i pr6sent, le cas off les deux d&iv6es, ~t droite et ~l gauche, sont, l 'une et l'autre, infi- 
nies et n6cessairement de signe contraire. I1 est possible, dans ce cas, de choisir deux 
points P ,  P= de la courbe y = y~(x)qui  ont les ordonn~es 6gales et les abscisses 

l 'une plus petite, l'autre plus grande que x et aussi pros de x que l 'on veut. Le th6o- 

r~me que nous avons souvent rappel~, nous dit que l'arc P ~ ,  de y = y=(x)  est une 
extr6male, ce qui est contraire ~t l 'hypoth6se d'apr6s laquelle P appartient ~ ft. Nous 
concluons qu'r P la d&iv& y '  existe bien d6termin6e (et infinie); et nous pouvons, 
enfin, 6noncer la proposition suivante: 

Les bypotbbses I") ,  ll) grant vgrifiges, toute fonction absolument continue qui minime 
J, admet partout une dgrivge bien dgterminge, finie ou non. Saul, tout au plus, un en- 
semble fermi ~, de mesure nulle, cette dgrivge est finie et continue, l'gquation d'EULER 
est satisfaite et il existe la ddrivde seconde finie et continue. 

~8. Nous ne savons pas si l'ensemble exceptionnel de l'6nonc6 pr6c6dent peut 
r&llement exister. Ce qui est dit au n. 3 du Mbmoire de M. S. BeR~ISTrtI~, que nous 
avons d6j~t cit~ ao) le ferait supposer. Quoi qu'il en soit, nous &ablirons des cas im. 
portants off un tel ensemble ne peut pas exister. 

Supposons que la d&iv6e partielle fy soit int6grable sur toute la courbe y--Yoo (x), 

ao) 1. c. xs). 
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c'est-Ldire que l'int~grale 

f ~ / : ( x ,  y~, y ' ) d x  

soit finie, quel que soit l'intervalle (a, x). Cette condition, que nous dgsignerons par 
I I I ) ,  est sfirement satisfaite, si f est ind@endante de y ou bien si, comme fonction 
de y, f a une d&iv~e toujours born~e en valeur absolue, ou, encore, si l 'ordre d'infini 

de fy n'est pas plus grand que celui de f .  
Soit x o un point de (a~ b) n'appartenant pas ~l Fensemble L~ du nombre pr~c+dent, 

X p tt et soit ( o, Xo) le plus grand intervalle contenant xo, off y ' - - y =  (x) est une extr~male. 

Nous disons que x o - - a  et x " - - b .  En effet, si l 'on a x" ~ x ~ x, ~ x~', la d~riv~e 
y '  existe finie et continue dans tout (x~ ~ x,), extremes compris, et l'+quation d'EuLER 
est satisfaite: 

d 
:,=TxL,. 

En l'int~grant, on a 

Yo~, y=) x=f~,[x , ,  y=(x,), y ; (x~)] - - f / [x , ,  y=(x,), y'~(x,)], 

et comme~ en vertu de III#)~ 

i? x_ 
xzI~..>.Xo z.l Xto 

t t X lorsque x, tend vers Xo, le deriv6e f / [ x ,  Y~o(x), y~( ,)], tend vers une limite d6- 
termin6e et finie. 

r t X Ainsi qu'au n ~ 14 nous prouvons, a present, que la limite de y~ ( , ) ,  existe et est 
t r finie pour x =.-~Xo, c'est-s que la d6riv4e y '  (Xo) est finie. Nous prouvons, de cette 

' ' la d6riv6e devrait ~tre fagon, que x o = a, parce que, dans le cas contraire, pour x o 
^ H b ,  infinie. De meme, nous prouvons que x o - -  

29. Un autre cas, off l'ensemble i] ne peut pas exister, c'est celui off est v6rifi6e 
la condition : 

IIIb) pour tout champ born6 du plan (xy) on peut d6terminer deux constantes 
positives Q,, Q~, telles que pour tous l e s  points du champ l'on air 

f . , - - f y '~- -Y ' f / ,  < Q , y " q _ Q .  
Jy, , [ 

Pour d~montrer que la d6riv~e y'o~(x')est finie et que l'on a, par consequent, 
x" = a, il suffit appliquer le lemme suivant: 

c< Si, pour tout x satisfaisant aux conditions a / x  < b, la s y - - y  (x):  
I ~ est finie et continue avec ses deux premieres d~riv~es y'(x), y " ( x ) ;  
2 ~ verifie l'in~galit~ lY"[ < Q, Y" + Q~, Q~ et Q,  ~tant deux constantes positives; 
3 ~ est born6e en valeur absolue; 

alors sa d~riv~e y' (x) reste aussi born+e en valeur absolue ,~ a~). 

8z) p. PAn,/LEV~, Le:ons sur la tbiorie anaIytique des iquations diffdrentieUes professdes d Stockholm 
(Paris, A. Hermann, I897), pag. 56o, et S. BERNSTEIN, I. c. zS), pag. 433. 
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Cette proposit ion peut se d6montrer  de cette mani~re. De l'in6galit6 [y"l(Q,y'~+Q~ 

on d~duit [ y " [ < Q , ( y  + C ~) o ~ C =  ~ . 

a) Soit x un point int#ieur ~t (a, b) off l 'on a y '  (x )  > o. I1 vient 

[y" (x)l < Q, [ y ' ( x )  -[- C] = , y "  <(  Q, (y '  -[- c ) ' ,  

Y" < Q~(y' + c), 
y ' + C  

y' 
log (x)  + C y'(x3 + c < Q~[y(x) - - y ( x )  + C(x - -  x)], 

&ant x, la derni~re racine de y '  qui pr&6de x ou bien a, s'il n 'y  a pas de ces racines. 

De la derni6re in~galit+ on tire 

y ' (x)  + C < [y'(x ) + C]e ~ 

y'(x)  < - -  C + [ly'(a)l + C]e ~ < 

avec IF ind~pendant de x. 

b) Si pour  x on a y ' ( x ) < o ,  on aura y"(x)~>--Q,[f=(x)+C']>--Q.,[y '(x)--C] =, 

y'  
log ( x ) -  C y,(x,) - c < Q~[y(x) - - y ( x )  - -  C(x - x)] 

y'  (x )  > C - -  [[y ' (a)[  + C]e-O-,IYl'l-'l*,'-c~b-~ - -  ~. 

Donc il y aura toujours 

l y ' (x ) l  < ~'. 

8o. De ce qui pr&~de nous pouvons conclure:  

Les bypothkses I") et H) eant vdrifides et gtant vgrifide, en outre, l'une ou l'autre 
des deux H I )  (n. 28), III~) (n. 29), toute fonction qui minime J admet les ddriv&s 
premiere et seconde finies et continues dam tout (a, b) et satisfait partout a l'dquation 
diffdrentielle d'EULER aa). 

31. Nous  avons aussi cette autre proposi t ion:  

Dans les hypothkses du thgor~me du n. i8 ou bien dans ceUes du thdorkme pr&ddent, 
il existe toujours, au moins, une extrdmale qui joint les dettx points P ,  Pb. 

a2) En s'appuyant d'un c6t~ sur une proposition de M. DARBOUX [G. DARBOUX, Ler sur la 
th~orie ggp~grale des surfaces et les applications gdomgtriques du CalcuI i,~finitgsimal, IIF Pattie (Paris, Gauthier- 
Villars, 1894), pag. 83, et O. BOLZA, Vorlesungen iiber Variationsrecbnuug (Leipzig, G. B. Teubner, I9O9), 
p. 438] sur les maxim~s absolus,  et de l'autre sur un tMor6-ne de M. CA~TOR relatif aux ensembles  

d'intervalles distincts d'une droite, on peut dans les condictions que nous venons d'~noncer, ~tablir 
facilement que, ayant fix+ le point Pc, par chaque point de la droite x = b, sauf tout au plus par 
ceux d'un ensemble d~nombrable, il passe toujours une seuZe courbe y = y (x) (n ~ 2) qui le joint avec 
P= et qui minime J. Darts le casque la variation seconde de ], d~barass~e des termes en 82 y e t  ~2y,, 
soit toujours positive, non nulle [Cfr. HADAMARD, 1. c. S)a), IV e Partie, ~ 3] l'ensemble exceptionnel 
disparait et l'on a toujours l'unicitr du minimant. 
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CHAPITRE IV. 

G6n6ralisations. 

82. Ce qui pr&bde a &6 &abli dans l'hypothbse que le champ, off se trouvent 
les y = y (x) soit celui qui est d6fini par les in6galit6s (A) (n. I). Supposons main- 
tenant que les y (x) ne puissent pas varier de - -oo ~l + o% mais qu'elles doivent se 
trouver dans un champ ferm6 (tel qu'il contienne tous ses point limites se trouvant ~i 
distance finie). On volt, tout de suite, que ce que nous avons dit dans les Chapitres I 
et II peut se r~p&er 6galement dans les condictions actuelles, de sorte que, dans ce 
cas aussi, nous pouvons &ablir l'existence du minim6 pour J, par rapport aux courbes 
y = y ( x )  ( d u n .  2) qui joignent deux points donn6s. Quant aux r~sultats du Cha- 
pitre III, ils subsistent ici, pourvu qu'ils soient appliqu6s non pas ~i toute la courbe 
minimante, mais seulement ~. celles de ses parties qui sont int#ieures (darts le sens 
strict) au champ consid6r& 

88. En passant du cas des limites fixes ~. celui des limites mobiles on peut obtenir 
une autre g6n6ralisation. En effet, la m&hode que nous avons suivie nous permet d'af- 
firmer l'existence du minim6 de J, m~me si les courbes en question ont les limites 
Po, P , ,  variables sur deux lignes donn6es (ou sur deux ensembles ferm6s) telles que 
l'une d'elles soit toute renferm& darts un champ born& Plus g~n~ralement encore, 
l'existence du minim6 r~sulte &ablie aussi dans le cas off les y - - y ( x )  (du n. 2) 
appartiennent ~. une classe d&ermin& telle que: 

I ~ chaque courbe air, au moins, une ordonn& inf6rieure en valeur absolue ~i un 
hombre fixe; 

2 ~ chaque courbe du n. 2 qui est limite des courbes de la classe, appartienne ~t 
la classe elle-m~me. 

Une application imm6diate de cette proposition peut se faire au probl6me isop&i- 
m&rique dont nous avons parl6 /t la fin de l'introduction, et cela d'une fa~on analogue 
,:tce que nous avons d~ji fait dans notre Note: ,c Sul problema degli isoperimetri ~, aa). 

Bologna, ottobre i9i  4. 
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a8) L. TONELLI, Sulprobleraa degli isoperimari [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, vol. XXII, 

i ~ semestre i913, pp. 424-430]. Au sujet de ce probl6me is9p6rim&rlque voir aussi: J. HA~)AMARD, 
Sur quelques questions de calcul des variations [Annales scientifiques de l't~cole Normale Sup6rieure, 

III e S6rie, t. XXIV 0907),  pp. 2o3-23 t], et J. HADAMARD, La construction de "V~rEIERSTRASS et l'existence 
de l'extremum clans l~ probl~rae isopdrim3trique [Annali di Matemafica pura ed applicata, serie III, t. XXI 
(I913), pp. 2ji-287]. 


