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SUR UNE METHODE DIRECTE DU CALCUL DES VARIATIONS *).

Par M. Leonida Tonelli (Parma).

Adunanza del 13 dicembre 1914,

La méthode pour démontrer qu’une fonction réelle et continue f(x) atteint, dans
un intervalle (4, b), sa plus petite, valeur *) consiste:

1°) dans le choix d’une suite x , x,, ..., x,, ... pour laquelle f(x, ) tend vers
la limite inférieure de f(x) dans lintervalle (a, b);

2°) dans la démonstration que, si x, est un des points limites de cette suite, on
a, en vertu de la continuité,

0 Jim fx) = f(x,)

C. ArzerA ?), avait essayé, en 1897, d’étendre cette méthode, de PAnalyse ordinaire
au Calcul fonctionnel, tichant précisément de lappliquer au célebre probléme de Dr-
RICHLET. Ses efforts n’eurent pas de succés, mais son idée était féconde et devait
triompher.

M. Hicert *) eut, en 1900, le grand mérite de montrer que la méthode tirée
de la théorie des fonctions continues usuelles permet d’établir effectivement Pexistence
de la solution du probléme de DiricHLET. Mais les deux formes sous lesquelles il pré-
sente la méthode n’atteignent pas l'essence vraie et profonde de la méthode elle-méme.

) Les principaux résultats de ce Mémoire ont été énonceés dans deux Notes insérées aux Comptes
Rendus hebdomadaires des séances de P'Académie des Sciences [t. CLVII (1914), pp. 17761778,
1983-19851.

) Nous suivrons dans ce Mémoire la terminologie de VU« Encyclopédie des Sciences Mathémaliques
pures et appliguées » (11 3, pp. 316-318; I 31, p. 1; — voir aussi Cu. J. bE LA VALLEE PoussiN, Cours
&' Analyse, 3¢ édition, t. I (Paris, Gauthier-Villars, 1914), pag. 129]; au lieu de maximum, minimum,
extremum, nous dirons donc toujours maximé, minimé, extrémé, et nous conjuguerons les verbes maximer,
minimer, extrémer. .

3) C. ARzeLA, Sul principio di DiricuLer [Rendiconto delle sessioni della R. Accademia delle
Scienze dell'Istituto di Bologna, nuova serie, vol. I (1896-97), pp. 71-84].

4) D. HiLserT, Ueber das DiricHLETsche Pringip [Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung, Bd. VIII (1900), pp. 184-188], Uber das DIRICHLETsche Pringip [Festschrift zur Feier des
150 jihigen Bestehens der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen (Gottingen, 1901), pp. 1-271.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXIX (19 sem. 1915). — Stampato il 14 aprile 1915. 30
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I montre, d’abord, qu’une suite minimante ®), choisie parmi les surfaces admises,
a au moins une surface limite. En s’appuyant, ensuite, sur la solution connue d’avance
d’un cas particulier du méme probléeme [probléme « im Kleinen » °)], il prouve que la
surface limite résout le probleme. Dans la seconde forme de la méthode il obtient ce
méme résultat, en se servant de propriétés tout 4 fait inhérentes 4 la nature linéaire
du probléme.

Ainsi, donc, M. HirerT ne fait jamais explicitement appel 4 la continuité ou 3
ce minimum de continuité qui, dans le cas des fonctions f(x), permet de justifier I’é-
galitt (1) et donne méme la seule raison de Dexistence du minimé. C’est pour cela
que la véritable essence de la méthode reste cachée, de méme que le champ d’applica-
tion en reste, forcément limité 7).

Une telle limitation fut remarquée aussi par M. Hapamarp ®) qui donna, de son
coté, une autre méthode directe pour la démonstration de I'existence du minimé. Ayant
considéré une surface y =f(x, y) et un de ses points M, il observe que, si 'on part
de M en suivant toujours la ligne de la plus grande pente de la surface, dans le sens
des z décroissantes, on finit par arriver 2 un point minimant. Il en tire un procédé
d’approximations successives qui a ’avantage de donner aussi le moyen pour déterminer
effectivement le minimant. Mais la méthode rencontre parfois des difficultés, ‘méme dans
le cas considéré par M. Hapamarp °). En outre, elle ne peut s’appliquer si la fonction
(ou les fonctions), d’oti dépend lintégrale & minimer, est obligée 4 varier dans un champ
borné. Dans ce cas, le minimant peut exister sans satisfaire entiérement 4 I’équation
différentielle correspondante, car il peut avoir des arcs sur la frontiére qui borne pré-
cisement le champ ot doit se trouver I'dlément variable *°).

M. LeBesGuE, en reprenant, dans sa Thése '*), la méthode de M. Hitserr, a

5) Cest-d-dire une suite telle, que celle des intégrales respectives tend vers la limite inférieure
que l'on doit démontrer étre un minimé.

6) Clest-d-dire probléme relatif & des champs — par exemple, circulaires — suffisamment petits,

7) Ce que nous avons dit s’applique aussi aux procédés employés par MM. B. Levi, Fusini, Le-
BESGUE pour resoudre le probléne de DiricHLET et par M. Borza et M. CARATHEODORY en d’autre
cas. Dans le cas des intégrales curvilignes, si 'on admet la résolubilité et I'unicité de la solution du
probléme « im Klsinen » et que on se borne 4 des champs « extremal-convex », le probléme de minimer
se réduit & celui d’'une fonction continue ordinaire. C’est 3 M. HADAMARD d’abord, et 4 M. SIGNORINI,
ensuite, qne I'on doit cette remarque.

8) J. HADAMARD, a) Mémoire sur le probléme d'analyse relatif & Véquilibre des plaques lastiques
encastrées [Mémoires présentés par divers savants 4 PAcadémie des Sciences de DInstitut de France et
imprimés par son ordre, t. XXXIII, n° 4 (1908), pp. 1-128] et b) Sur une méthode de calcul des variations
[Comptes Rendus hebdomadaires des séances de ’Académie des Sciences, t. CXLIII (2¢ semestre 1906),
pp- I127-1129].

9) Cfr. le Mémoire cité 8) a), IV® Partie, § 4.

19) Notre critique s’adresse aussi aux méthodes de M. HiLsirT.

L1y H. LeBesGUE, Intégral, Longueur, Aire [Annali di Matematica pura ed applicata, serie III,
tomo VII (1902), pp. 231-359].
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montré que dans le cas de lintégrale f f(x, y)ds, avec f(x, y) > k> o, elle s’ap-
¢

plique d’une fagon enti¢rement analogue 4 celle valable pour les fonctions continues.
Il établit ainsi, dans ce cas, I'existence du rinimé. Mais, au point de vue des propriétés
du minimant et de sa détermination, il reste & démontrer que ce minimant satisfait 3
Péquation d’EULER, et cela sans supposer d’avance le probleme résolu «im Kleinen ».

En réfléchissant sur les méthodes précédentes, nous nous sommes convaincus que la
méthode valable pour les fonctions continues ordinaires peut effectivement sous certaines
conditions (qui comprennent comme cas particulier celles de M. LEBESGUE) se transporter
en entier dans le Calcul fonctionnel, et qu’elle peut se compléter de maniére 4 donner
directement les propriétés analytiques des solutions. Cette convinction nous a dirigés
dés le premier travail que nous avons publié sur le Calcul des Variations '*), bien
que, alors, nous ne fussions pas encore parvenus 4 nous débarasser tout 4 fait de la
supposition que le probleme était résolu «im Kleinen ». Il nous est possible, 4 present,
de vaincre cette difficulté et d’exposer la méthode sous sa forme définitive.

Il faut partir de cette remarque fondamentale, due 4 M. Bare: « Ce qui permet
d’affirmer la vérité de 1’égalité (1) ce n’est pas toute la continuité, mais une seule des
deux parties, dans lesquelles elle peut se partager, c’est-d-dire la semi-continuité infé-
rieure ». Or l'obstacle le plus difficile 4 vaincre pour atteindre notre but c’est que les
intégrales du Calcul des Variations ne sont pas, généralement, des fonctions continues
des éléments sur lesquels elles agissent ). Cet obstacle vient en partie & disparaitre,
si nous remplagons la continuit¢ par la semi-continuité inférieure. Il disparait méme
tout & fait pour une classe trés étendue de problémes, en vertu du théoréme suivant:

Lorsque certaines conditions de régularité sont satisfaites, intégrale en question est
toujours une fonction semi-continue de I'élément sur lequel elle agit; et Pon a, précisément,
une fonclion semi-continue inférieurement ou supérieurement, suivant que le probleme est
régulier-positif ou régulier-négatif '+).

12) L. ToNELLL, Sui massimi e minimi assoluti del calcolo delle variazioni [Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo, t. XXXII (2° semestre 1911), pp. 297-3371; Sul caso regolare nel Calcolo delle
Variazioni [Ibidem, t. XXXV (1° semestre 1913), pp. 49-731; etc.

13) L. ToNELLL, Sulle funzioni di linee [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, vol. XXIIIL,
1° semestre 1914, pp. 28-33].

I4) Nous nous bornons aux intégrales portant sur des courbes planes. Si la courbe en question
a des coordonnées, en fonction de l'arc, toujours continues avec leurs dérivées des deux premiers
ordres, nous pouvons facilement déduire notre proposition d’une autre de M. LINDEBERG {]. W. LINDEBERG,
Uber einige Fragen der Variationsrechnung [Mathematische Annalen, Bd. LXVII (1909), pp. 340-3 54]%,
dont récemment M. E. E. LEv a donné une nouvelle démonstration {E. E. LEv, Sopra un teorema del
Calcolo delle Variazioni del sig. LINDEBERG [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXXVII

(1° semestre 1914), pp. 245-248]}. Dans le cas général auquel 'on est forcement amené, la proposition
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Dans cette proposition se trquve la vraie raison du succés des méthodes de M. Hir-
BERT et des autres Auteurs que nous avons rappelés dans la note 7).

Naturellement lorsqu’on passe des fonctions f(x) aux fonctions de lignes et de
surfaces, il se présente une autre difficulté. Si lintervalle (a, b), ol varie x, est fini,
la svite minimante: x,, x,, ..., admet au moins un point limite, tandis que I'on
n’est plus sir de l'existence de Iélément limite lorsque la suite minimante n’est plus
composée de nombres, mais de lignes ou de surfaces. Il faudra, en ce cas, admettre,
non seulement la régularité du probléme, mais aussi d’autres conditions qui nous assu-
rent de Pexistence de I'élément limite. M. HILBERT a montré le premier que, I'intégrale
du probléme de DiricHLET satisfait précisément 4 ces conditions supplémentaires.

Une fois démontré I'existence du minimant il reste 4 établir ses propriétés analy-
tiques. Ici encore ce sont les conditions de régularité que nous avons invoquées plus haut
qui nous monirent que le minimant est une extrémale en tous ses points intérieurs au
champ considére.

Dans le présent Mémoire nous exposons notre méthode pour le cas de intégrale

@ [ 165 3 vy

et nous tenons 4 faire observer que nous ne nous servons jamais des propositions de
la théorie des équations différentielles, pas méme 14 ol nous démontrons que les arcs des
courbes extrémantes, intérieures au champ considéré, satisfont 4 I’équation différentielle
d’EuLer. Nous nous plagons donc, 2 un point de vue tout 4 fait opposé 3 celui de
M. Serce BernstEIN, dont le Mémoire: Sur les équations du calcul des variations *°)
contient encore, parmi de trés intéressants résultats, des cas particuliers des propositions
d’existence que nous allons établir.

Le probléme que nous traitons dans ce travail est celui qui a ét¢ étudié aussi par
M. Hapamarp *®). Cet Auteur détermine, ainsi que nous I'avons dit plus haut, la so-
lution du probléme par des approximations successives et obtient, par des hypotheéses
supplémentaires, une limite supérieure de I'approximation, 4 chaque pas du procédé.
Nous, au contraire, en nous plagant sous des hypothéses un peu plus générales, nous
atteignons notre but, méme dans le second des deux cas étudiés par M. Hapamarp,
ol sa méthode rencontre des difficultés. Quant 4 la plus grande extension des hypo-
theses, nous rappelons briévement qu’il nous est possible de nous passer tout 4 fait de
la condition que P'ordre d’infini de f(x, y, y"), pour |y'| »> oo, doive étre fini, et aussi

en question est démontrée dans nos Mémoires '2) ol se trouve aussi la démonstration pour le cas
des courbes de I'espace.

Si PPon considére l'intégrale f f(x, y)ds, (f> k> 0), la semi-continuité peut s’établir géométri-

quement; c’est ce qu'a montré M. LeesGuE [l c. T™)].

15) S. BERNSTEIN, Sur les équations du calcul des variations [Annales Scientifiques de l’Ecole
Normale supérieure, III® série, t. XXIX (1912), pp. 431-485].

16) 1. c. 8),
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qu’il nous est donné de remplacer Dinégalité fpgp >0 par f,. 2 o. En outre, nous
pouvons supposer borné le champ de variabilité de y et imposer aux fonctions y = y(x)
des conditions déterminées, en considérant le probléme de minimé par rapport & des classes

spéciales de fonctions et, en particulier, par rapport 3 toutes les fonctions donnant une
valeur constante 4 une intégrale de la forme

) [bM(x, y)dx 4 N(x, y)dy.

On a, de cette fagon, la solution d’une classe importante de problémes isopérimétriques.
La méthode permet encore de résoudre I'autre probléme isopérimétrique qui sobtient,
en échangeant entre elles les deux intégrales (2) et (3).

Rappelons enfin, que notre méthode échappe complétement 4 la critique adressée
par M. CaraTHEODORY aux méthodes de M. Hiserr et 4 celles qui en dérivent, en

tant qu’elles se fondent sur le principe de la possibilité d’effectuer une infinit¢ dénom-
brable de choix arbitraires 7).

CHAPITRE L

La semi-continuité inférieure.

I. Soit f(x, y, y") une fonction finie et continue avec ses dérivées partielles des
deux premiers ordres dans tout le champ
S a L xZLb,
—oo ]y + 0,
— o0 <y < oo

Soient, en outre, vérifiées les deux hypothéses suivantes:

(4)

D fy.= gy—f, 0, pour tous les points du champ (4);

II) f> — N, pour tous les points du champ (4), et f(x, y, y)> |y'"**m(y),
pour tous les points du champ partiel

a L x Zb,

) — o0y < 4o
IxM

17) Cfr. L. ToNELLY, Sul valore di un certo ragionamento [Atti della Reale Accademia delle Scienze
di Torino, t. XLIX (1913-1914), pp. 4-14].



238 LEONIDA TONELLL

étant « > o et m(y) une fonction continue toujours positive (> o) telle que
e m(y) = e ).

{y|p>00
2. Nous considérerons toujours, par la suite, des fonctions y = y(x) définies dans
lintervalle (a, b), absolument continues suivant la déinition de M. ViTaur '), telles que,
pour chacune d’elles, il existe, déterminée et finie, I'intégrale (au sens de M. LEBESGUE)

T6)= [ 115 30, y @ld

en convenant de poser f= o ol y'(x) n’éxiste pas déterminée et finie.

3. Nous allons démontrer que Pintégrale J(y) est une fonction semi-continue infé-
riewrement de la courbe dont Véquation est y = y(x) (a L x L b). Cest-d-dire, nous
allons démontrer qu’étant donnée une fonction y, = y (x) (n. 2) et ayant ptis un
nombre ¢ > o arbitraire, il est possible de déterminer un ¢ tel que, pour toute fonc-
tion y = y(x) (n. 2) satisfaisant dans tout lintervalle (s, &) a l'inégalité

on ait ly(x) — y, (%) <o
(4) J() > T(y,) — o

Nous remarquons d’abord que I'inégalit¢ précédente est certainement satisfaite par toutes

les fonctions y = y(x) pour lesquelles on a J(y) >\ J(y,). Nous pouvons, donc, nous
borner aux fonctions qui satisfont 4 I'inégalité

(5) J(y) <J(.)-

La différence entre les deux intégrales de cette inégalité peut s’écrire

IO =103 = [T 3 7) =G 30 101

et, puisque y et y, sont des fonctions absolument continues, y’ et y, sont en méme
temps déterminées et finies presque partout [V. la note )], de sorte que nous pou-
vons négliger les points exceptionnels dans le calcul de la derniére intégrale.

Nous désignons par E, I'ensemble des points de (a, ) ou y! est finie et satisfait
a Pinégalité |y/| X 7 (r étant un nombre entier positif). Nous disons que cet ensemble

18y (:’est-z‘x-direyliglm [y]"+%m(y) = oo.

19) G. VritaLl, Sulle fungioni integrali [Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino,
Vol. XL (1904-905), pp. 1021-1034]. Nous rappelons cette définition, On dit qu'une fonction f(x) est
absolument continue dans (a, b) si, étant donné un nombre positif ¢, arbitraire, on peut toujours déter-
miner un autre nombre > o tel que on ait [Z{ fB) — f(ai)}\ <o, ol la somme est étendue 3
un ensemble quelconque d’intervalles («; B;) de (4, ), sans parties communes, ayant une mésure totale
plus petite que . Nous rappelons aussi, qu’en vertu de la continuit¢ absolue, f(x) admet la dérivée
J'(x) finie presque pariout [c’est-d-dire, pour tous les points de (a, ¥) sauf pour un ensemble de mésure

nulle] et Fon a f(x,) — f(x,) = f : f'(x)dx. Réciproquement toute fonction, qui est une intégrale,
*1

est absolument continue.
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. 1 .
a une mésure m(E)) qui tend vers zero avec -—. En effet, dans le cas contraire, les
r

mesures m(E,) (r =1, 2, ...) seraient toutes supérieures 4 un nombre 5 >o et ily
aurait des points communs 4 tous les E, ), ce qui est impossible, ne pouvant la y]
étre finie pour ces points. Il s’ensuit, 4 cause de l'absolue continuité, que lintégrale

de f[x, y,(x), y.(x)] étendue & E, tend vers zero avec »:- et que, si nous indiquons

par C le complémentaire de E, par rapport 4 lintervalle (o, &), on a
b

©) 75 5.0 9@z [ 300

Considérons maintenant Pintégrale

ff[x: y(x)a y'(x)]dx.

En vertu de II), nous avons

fE £, 3, y)dx X — Nm(E),

et
[ 1 5 0ds [ £ 5 y)dx — Nn(E)

Etant, en outre, Nm(E,)) »> o, on a pour r, suffisamment grand
>0

¢ )
L1 x> [ s yix =

b [}
ff(x, Vo3 Yo)OX <f JICEN yl,)dx-i-—s—,
a Cr,

et par conséquent
T = 100> [ 4565 3 ) =505 30y yDbdx — -0,
C’x

et cela pour toute fonction y(x) du n. 2.
4. D’apres la formule de TAYLOR, on a presque partout

f@& 3 y)=f 9 9+ O = 3@ 3 3) + 30" — 30 fy (% 35 5)
ol y' indique une valeur déterminée, comprise entre y! e y'. Puisque le premier membre
de I'inégalité précédente est intégrable dans 'ensemble C, , il en sera de méme pour le
second. Le premier terme de ce second membre est intégrable ainsi que f.(y, y, y,); et
comme cette fonction est bornée dans C, , il s’ensuit Iintégrabilité de (y'—y,)f..(x, 5, ¥,)-
On conclut qu’il existe 'intégrale de ();’ — ¥ Sy (% ¥, y") dans C, . Nous pouvons

29) Ces points formeraient un ensemble de mesure >\ 9. [Voir CH. J.-DE 1o VALLEE Poussin,
L. c. 2), pag. 671
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ainsi écrire

OB AR I CEBAES CRREN L

vC'l

' ' ' I ’ \2 )
-I-fc (" =y ) (x5 s yo)dx-l-—z—fc (Y — ) fy2 (%, 35 ) dx

La derniére intégrale, 4 cause de I), n’est certainement pas négative, de sorte qu'on
peut la supprimer. Ayant ensuite

FG 3, 90) — f(% 305 30) = — yo)fy(x7 3’-’ ¥o)
ol y est une valeur comprise entre y, et y, si I'on suppose toujours verifiée I'inégalité

(7 ) =y LT,

on peut écrire
J0) = J0) +3 o> —oNG =)+ [ 0 = 5fso 3 2dx

en désignant par « la valeur absolue maximée de y —y, dans lintervalle (a, b) et par
N, celle de f (xyy') dans le champ

a L x ZLb,
(4") 3

Nous avons aussi

yo(x) — 1 éy éyo(x) + I,
Iy'| érx'

J0) = 1)+ 2o+ oN,(b— )
> [0 =0l 3 30 = Fy o b5+ [ 07 =30y 300 )
= [0/ =00 =35 5 x4 [ O =3y 3 3

b
>—oN{ [ iz +r,¢—a)

+/c (' =3y (% Yor 35)d%

o N, indique la valeur absolue maximée de f,, dans le champ (4").
Soit, maintenant, G l'ensemble des points de (a, b), oti on a |y'(x)] < M, et
C(G) son complémentaire, dans les points duquel on a, 4 cause de II),

] < Iy Eet < = 3 3,
ot m est le minimé de m(y) dans le champ [a.Zx b, .yo(x)—Iéyéyo(x)-{-I].

On a alors
f yldx < Mm(G) RiCY? y)dx < MG —a)+—-[J5)+NE—a),

et par (5) , ) 1
[ dn < (M4 N)E =D+ 700
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On a donc
G POV =J00+ oo 6= (NN N NN ) NI
)Z > fc ' =), (% 555 y) 8.

5. Nous allons démontrer que Pintégrale qui reste tend vers zéro avec o [valeur
absolue maximée de y(x) — y, (x)]. Posons

g(x) =fy' [x? Yo (X), y::' (x)]’ dans Crl
g(x) = o, dans le complémentaire de C, .
Il vient

S [0 =85 300 s = [ — e

Remarquons que notre proposition serait déjd démontrée si g(x) était finie et continue
en méme temps que sa dérivée. En effet, on aurait, dans ce cas, en intégrant par parties,

[0 =080 =10) = 5,6 — 5@ + 7, ®
~ [ O =5 = @+ 1, @i
[ = 0e@is 2206+ [ 6ds

Mais notre fonction peut n’avoir pas de dérivée et méme n’étre pas continue. Ce
quil y a de sir c’est qu'elle est bornée en valeur absolue [ N, si N, désigne la
valeur absolue maximée de f,(x, y, y") dans (4'")] et quelle est intégrable.

Considérons le polynéme défini par MM. pE Lo VaLLée Poussiy et LANDAU

Pw="[t@l—q—Tin (3= [ —wra)

k3

en supposant que l'on ait 0 <Ca <& <1, hypothése bien légitime, parce quon peut
y satisfaire par un changement de variable. D’aprés M. F. Riesz *'),

P,(x) »> g(x)
presque partout dans lintervalle (a, b). Il y a, en outre, |P,(x)] L N,, 4 cause de

lg(x) L N,, quel que soit x dans (4, b) et quel que soit #.
Si nous rappelons l'inégalité de Scrwarz généralisée *?)

z(f lf(x)l"dx]_;_ L[ |@<x>|%dx]&;— 0>,

31y F, Rigsz, Uber die Approximation einer Funktion durch Polynome [Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung, Bd. XVII (1908), pp. 196-211].
23y F, Rigsz, Unfersuchungen iber Systeme integrierbarer Funktionen [Mathematische Annalen,
Bd. LXIX (1910), pp. 449-497]-
Rend. Circo Matem. Palerme, t. NXXIX (1© sem. 1915). — Stampato il 14 aprile 1915. 31

(10) [reeeas
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nous avons

[0 =0sas— [ = yp.yd
<[ [~ y;r“'dx]&a- [ Pﬂ(x>l#dx]m-
Comme on a, en outre *) . A

<[ furas]+[[wras] e>n

(11) :l/);|f+,{,|pdx]
[ —meeas] "2 fiesas] [ oeas]

il vient
et, en vertu de II),

b
£ [y = ylle () — P, (0 d

g

1

[0 -+ L0+ 5Ne—a]"

1

[0 — ) TG+ 5 N — a)]m

m

ou, de 5k

22— (4 + - N) + %](yo)]m-
On a donc

[ o =ms@is— [ —0P.x

I

2ofo— (a4 EN)+ 200 [ [l - pm]—

m

Puisque nous avons

lg—P| Ll + Pl L2N,,

et étant presque partout |g — P | »> o, il s’ensuit, d’aprés un théoréme bien connu
Hp->00

sur Dintégration des suites,

b 1+0
f|g-P,,|°‘dx»o.

=00

Par conséquent, si #, est suffisamment grand,

[0 =6z — [ =P, x| <=

cela pour toutes nos fonctions y = y(x) (n. 2) qui satisfont aux inégalités (5) et (7).
P, (x), étant un polyndme, a la dérivée finie et continue, de sorte que lon g,

23) |, ¢. 39),
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d’aprés ce que nous avons remarqué plus haut

b
[ =p, @i zo

Donc, pour tout w suffisamment petit, nous avons

b , , ‘ 2
[ —etds <o

et, en vertu de (8) et (9)
J) TG+ >0

ce qui démontre la semi-continuité inférieure de lintégrale J.

6. De la proposition que nous venons d’¢tablic nous déduisons, presque imme-
diatement, cette autre. Soit y(x) une fonction absolument continue dans (a, b). Nous
ne savons pas si elle appartient & celles du n. 2. Supposons qu’il existe une suite

PN NS C) IR A C) S

de fonctions du n. 2 tendant uniformément vers y (x) et que l'intégrale J(y,) demeure,
quel que soit #, inférieure 4 un nombre fixe I. Nous allons démontrer que y (x) donne
une valeur déterminée et finie & Uintégrale ], Cest-d-dire que y (x) est une des fonctions
considérées au n. 2. Soit, en effet, E, ensemble des points ou Pon a |y, (x)| 7 (7 en-
tier positif). A cause de l'intégrabilité de y!(x), il vient m (E)) »> o. En outre, si C(E))
désigne le complémentaire de E,, lintégrale e

Je,(0) = f(x, ¥, y0)dx
C(E,)

est déterminée et finie, parce que la fonction sous le signe f 4 une valeur absolue

toujours inférieure 4 un nombre fixe. Remplagons dans la démonstration du nombre

précédent J(y,) par J¢ (y,) et J(y) par J(y,); il s'ensuivra que, ¢ étant pris arbitrai-
rement, il nous sera possible de déterminer un entier 7, tel que, si # > #_, on aura

J() > T (9) —
]C,,(yo) < ZI;

et cette inégalité sera vraie quel que soit 7. Etant J¢,(3,) une fonction qui croit avec

d’oli

ry si r > M, il Sensuit que la limite de

f( 3oy yo)dx

C{E,)

pour 7 =»> o, existe déterminée et finie (< 27), C’est-d-dire, qu’il existe
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CuariTre IL

Existence du minimé absolu.

7. Soient P, et P, deux points de coordonnées respectives (a, p,), (&, p,). Consi-
dérons toutes les fonctions y = y(x) du n. 2 satisfaisant aux conditions

(12) y(a) = p., y(8) = py»

C’est-3-dire, ayant des courbes représentatives qui passent par P, et P,.

Soit i la limite inférieure de lintégrale J(y) étendue 4 toutes les possibles fonc-
tions y(x) que nous venons de considérer. A cause de la semi-continuité inférieure de
J, nous pouvons ?*) choisir, parmi nos fonctions, une suite

(13) ¥.(5) 3, (%) ey ¥, ()

tendant vers la limite 4, sans recourir au principe de la possibilité d’effectuer une infi-
nité dénombrable de choix arbitraires. Pour cela, il suffit que nous considérions I'en-
semble des y(x):

1°) satisfaisant aux conditions (12);

2°) vérifiant Dinégalité ](y)éu-?‘;

3°) ayant, partout, leurs nombres dérivés finis;
et que nous choisissions, dans cet ensemble, 'ensemble partiel des y(x) pour lesquelles
tous les nombres dérivés restent, en valeur absolue, toujours inférieurs ou égaux au
double de la limite inférieure de la valeur absolue maximée des nombres dérivés de
chaque y(x). Dans cet ensemble partiel, qui est formé par des fontions édgalement con-
tinues, comme il résulte du critére d’égale continuit¢ de C. Arzerd, on peut prendre,

d’aprés les numéros 2 et 5 de ma Note, citée plus haut, une fonction déterminée y, (x).
A cause de la construction de la suite (13), on a que

(14) J(y.) =2 i

8. Nous allons démontrer que les y, (x) ont au moins une fonction limite.
Si nous désignons par E';} I'ensemble des points ou I'on a |y/| X\ M et par y,
une valeur de y, qui minime la fonction m[y,(x)], nous pouvons écrire, d’aprés 1II),

J5)> = NG —a)+n() [, bireds

et aussi

100> = NG~ + (| [ i — w6 — 2.

a4) |, ¢. 17),
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En vertu de l'inégalit¢ de Scuwarz généralisée (10), nous avons

b 1+2 b
[ [ax] "2 ay [ly1-=ax

et, par conséquent, puisque l'on a

b =
[inidx 5=,

ol }:»ﬂ indique la valeur absolue maximée de y,,

J0)> = N —a) 4 n() =0, — )™ — M2 — o)

et

it + NG —a)>m(3)

(b — a)a(yn P — M (b —a)

On voit aussi que }’n ne peut pas tendre vers Iinfini; parce que, dans le cas contraire,

le produit m(y,)y;™ demeurant toujours inférieur 4 un nombre fixe, m(y,) devrait
tendre vers zéro; par conséquent y, et y:** m(y,) devraient tendre vers Iinfini [comme
il résulte d’apres II)] ce qui ne peut pas étre, puisque Pon a y**m(y,) Ly *m(y,).

Nous concluons que toutes les fonctions y, sont également bornées, Clest-A-dire,
que l'on peut déterminer un nombre positif ¥ tel que, quel que soit # et quel que
soit ¥ de Pintervalle (4, b), on a

|yn (x)| < Y‘
9. Soit m, le minimé de m(y) pour tous les y en valeur absolue £ V.
Il résulte de II):

[lirax <M= — 0+ G0 + NG — o
et de (14):
(15) f ly. [ dx < (b — a)(M‘*“ + mLN) +C,

ol C est un nombre positif convenablement choisi et indépendant de 7. Nous aurons,
si x, et x, sont deux abscisses quelconques comprises entre @ et b (extrémes inclus)

) =5l = | [ .,

et en vertu de (10) (01‘1 Pon posera f=1,9 =y, p=14 —:c—)

1

N xy 140
|yn(xz) - y,,(xl)l é Ixz —_ xl]”“[ Iy;|1+adx]

<h—s[e—a(ue ) + c]lla

< Alxz - xl‘m
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o A4 est un nombre positif indépendant de n et de x, et x,. Cette inégalité montre
que toutes les fonctions y,(x) sont également continues dans lintervalle (4, b) et qu’el-
les ont, par conséquent, au moins une fonction limite y,(x) 4 laquelle tend uniformé-
ment une suite tirée, d’une fagon particulit¢re, de (13). Nous pouvons, pour simplifier,
supposer que toutes les fonctions de la suite (13) tendent uniformément vers y,(x).

10. La fonction y,,(x) satisfait évidemment aux conditions (12). Nous nous pro-
posons de démontrer qu’elle est absolument continue, c’est--dire que, ayant choisi d’a-
vance un nombre positif ¢ quelconque, il est possible de déterminer § de fagon que, si
(x5 %, (Fay Xy -y (%, %,,), sont des intervalles de (4, b) (sans parties com-
munes) dont les longueurs ont une somme moindre que 3, on ait

5

310 = nx 0 £ 5

I

cela quel que soit s.
Posons (b — a) (M i %N) + C = B et désignons par e, un ensemble

mesurable quelconque de points tels que I'on ait pour eux

) B\*
|y, > (2_5) ;

nous aurons, d'un cOté, d’apres (15),

b
[reax < [Cpedx <3,

ot (12 | a ! [ 2B '
[ireax= [iylyrae> 22 [iy)a
d’ol‘l n " n

(16) [z < -

cela est vrai que| que soit # et pour tous les ensembles ¢,. En outre, si e, désigne
un ensemble mesurable quelconque tel que, pour tous ses points,

B\*
(%)

) [ irilax < (—?)émce;)

1

Soit 3 < (%) —:— Nous aurons

de l'autre

on aura

DAXCRESREN P LA SRR of (IS IS AT

en désignant maintenant par e, et ¢ ceux des ensembles précédents dans lesquels se
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décompose 'ensemble des points de tous les intervalles (x, , x,,). Des inégalités (16)
et (17), en remarquant aussi que m(e,) < 8, nous tirons

S

St = <+ () st L=

Puisque cette inégalité subsiste quelque soit #, on aura pour # »> oo

s

2 49. (%) — 3. (54

r=1

Lz

€

1
o
. €
vraie pour tout & < (EF) .~ €t pour tout s.

L’absolue continuité¢ de y_(x) est, ainsi, tout 4 fait établie **). Nous pouvons donc
affirmer que la dérivée y! (x) existe déterminée et finie presque partout et que l'on a

Yo (%) = 3., (@) + ./jy;, (x)dx.

11. Comme Dlintégrale J(y,) demeure, d’aprés (14), toujours inférieure & un
nombre fixe, il s’ensuit, en vertu de la proposition du n. 6 qu’il existe aussi l'intégrale
J(y..) déterminée et finie. La fonction y, (x) est donc une de nos fonctions (n. 2).

12. Si nous nous appuyons i la semi-continuité inférieure démontrée au Cha-
pitre I, nous pouvons affirmer que, puisque

J(3.) <J(y) + o

pour tout ¢ positif arbitraire et pour tout # plus grand qu’un indice #, qui dépend de
6, on doit avoir

J() <lim J(y,)+o=i+o
J(y.) £

Or i est la limite inférieure de lintégrale correspondant aux fonctions y(x) du n. 2
qui satisfont aux conditions (12), donc

J() =4
cest-a-dire la fonction y =y, (x) donne le minimé absolu pour lintégrale ] par rap-
port i toutes les fonctions que nous considérons dans ce chapitre. Nous pouvons, ainsi,
¢énoncer la proposition suivante.

Les conditions T) et IL) (n. 1) étant vérifides, il existe au moins une fonction y =y (x)
minimant Uintégrale

b
OEN WEERITE
parmi toutes les fonctions absolument continues qui satisfont aux conditions

y@ =p, y@®=p,.

25) L’existence d’une fonction limite y,, (%) pour la suite (13) et la continuité absolue de cette
¥, pouvaient se déduire aussi d’un théorme général démontrer par M. Riesz {l. c. #2), § 71.
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CuariTre IIL

L’équation d’Euler.

13. Nous nous proposons maintenant d’établir que la fonction y =1y, (x) est une
extrémale, C’est-d-dire qu’elle satisfait 4 I'équation d’EuLEr relative 4 P'intégrale J. Nous
supposerons dans les n® suivants, que la condition I) soit vérifite de la fagon sui-
vante: pour chaque point (xy) du champ considéré, il nexiste pas d’intervalles de va-
leurs de y' o la f,,(xyy") soit toujours nulle. Nous appellerons I') la condition I)
ainsi précisée.

Nous allons démontrer, & Pappui des hypothéses "), II), que s'il existe les intégrales

b b
JRACEREALES FACENEALE

et si Uon a toujours

(18) S8, 30 32+ 00505 3, Az =0 )

of © est une fonction quelconque ayant une dérivée o' finie et continue dans tout lin-
tervalle (a, b) et satisfaisant & la condition w(a) = w(b) = o, la fonction y = y_(x)
a partout la dérivée finie et continue et satisfait a I’dquation d’EULER

d
f.v ——-ny,:o.

Intégrons par parties le premier terme de Pintégrale (18). Nous avons

(19) f v ify'(x, Yous Vi) — f xfy (% Yous Vu)

et, appliquant le lemme de Du Bois Revymonp, nous avons presque partout

(20) ACEREATS WACEREATIE

ot C est une constante.

On peut justifier ainsi lapplication du lemme de Du Bors Revmonp, démontré
presque toujours sous des conditions bien plus restrictives que celles ol nous nous
sommes placés. Nous remarquons d’abord que toute intégrale admet, presque partout,
la fonction & intégrer comme dérivée. Nous choisissons, ensuite, deux points arbitraires,

dx=o

36y On verra dans la suite (n® 30) que, si Pon a toujours fyra>oetsi f,(x, 3., 9;,) est intégrable,
sera intégrable fyr(x, y,,, ¥,,) aussi et la condition (18) sera satisfaite. Dans le cas des intégrales

sous forme paramétrique f Fds avec F> o, F, > o, les conditions du théor‘eme que nous allons dé

montrer sont aussitdt vérifides.
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d’abscisses « , «,(x, <)), dans lesquels la dérivée de I'integrale
f (')' fy’(x’ .)’oc? y;)—./‘.fy(:g y;o’ y;)dx dx

est précisément la fonction sous le signe f . Soit 8 un nombre arbitraire < a, — a

et aussi << b—a, .
Définissons la fonction » de la maniére suivante

o =0 dans (@, a) et (2, 4 9, b),
0o =273 » (2,493 ),
0=x—a » (2, @ - ),

wzs—x—l_“z » (0(2, d2+8).
On a alors, d’aprés (19)

[ = roeyi= 7= 1o

I

et, en divisant tout par 3, on a 4 la limite (3 =»> o)
IAEAER O By IVACEREALE
A RN o I NCPAEATE

14. De Pabsolue continuité de y_(x) et de 'égalité (20), vérifibe presque partout,
nous déduisons que, sauf tout au plus un ensemble @ de mesure nulle, la dérivée y.
est déterminée et finie de sorte que dans C(Q) [ensemble complémentaire de ] la
(20) est vérifie partout. Soit x un point quelconque de . Nous disons que, si un

point quelconque x de C(€) tend vers x, y. (x) tend vers une limite unique et finie.
Ecrivons (20) sous cette forme

(21) ol 1r 1) = C+ f F L 9., YA,

Lorsque x tend vers x en demeurant toujours dans C(Q), le second membre de
cette égalité tend vers une limite déterminée et finie. Il doit, alors, en étre de méme
pour le premier membre. Nous disons que les limites d’indétermination de y! pour
x »> x sont finies [x demeurant toujours dans C(Q)].

En effet, puisque l'on a

f ¥ur 3) =f(% y., o)+ y;.fy’(‘x’ Yoo s ;')7
oll y' est une valeur déterminée comprise entre o et y., il vient, d’aprés II), pour
tous les points ot |y, | > M
y;of:v'(x7 .yw’ ;’_’) :f(x7 yoo’ y;) —f(x, y:::) o) > ml Iy:nII_Hz - N4
ol m, est le nombre défini au n. 9 et N, désigne le maximé de f[x, y,(x), 0] A

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXIX (19 sem. 1915). — Stampato il 14 aprile 1915. 32
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cause de 1), on a y, fi(%, v,y yo) > Yo fu (% Yo y.) et par conséquent

Yufy (% Yoy 32) > |y ™ — N,
Cette inégalit¢ montre que, si y, »> t oo, on a aussi f,(x, y,., y..) »> =+ co. Donc
les limites d’indétermination I, L de y., sont finies. Ce point établi, il s’ensuit, d’aprés I'),
que les limites /, L doivent étre égales. En effet, comme nous devons avoir

fy' [;7 Yoo (;)a ] :f,v' [;> Yoo (x) L]

nous devrons avoir aussi pour tous les 3 compris entre o et I,

fyal® 3. () 1+ 3L — D] =0,
ce qui est contraire 4 hypothése I").
Posons, maintenant, pour tout x de ensemble Q,
% () =3
XX

ol x fait toujours partie de Pensemble C (), et posons pour tous les x de C (Q)

Yoo () = ¥, (%)-
Le raisonnement que nous avons fait tout 4 I'heure prouve qu'on a, pour tous les
points de (a, b), Pégalité

@mxdb=6+fnmndbw

et que la y) (x) est finie et continue dans tout lintervalle. Or puisque y. e y. ne dif-
ferent que dans un ensemble (Q) de mesure nulle et que Pon a

=150+ [ nix

on aura aussi
n@=r@+ [ 3.

Cela prouve que 5:1 (x) est vraiment la dérivée de y_(x) dans tous les points de
(a, b). Donc nous pouvons conclure que y_ (x) a une dérivée finie et continue dans
tout lintervalle (4, &) et que sur cet intervalle se vérifie égalité (21). En dérivant
(21), on a

d ) )
d—";f_y’(x’ yoc7 yoo) :fy(x’ ym7 yoo)'

Par conséquent notre proposition du n. 13 est tout & fait démontrée.

15. A laide du raisonnement bien connu de M. HiLerT on prouve que, dans
les points ot f,,, > o, existe aussi, finie et continue, la dérivée seconde y,, (x), de sorte
que P'équation d’EuLER peut s’écrire

1" r f—
y f_v" +yfy’y +fy'x —fy = 0.
16. Nous avons un cas, ol sont satisfaites les conditions du théoréme du n. 13

si les deux hypothéses suivantes sont en méme temps, vérifides:
1°) que la I") soit satisfaite;
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2°) °7) que Pon ait toujours f > — N et que la partie principale de f, pour
|y'| »> oo, soit — tant an point de vue du calcul de la fonction elleméme qu’a celui
de ses dérivées — P(xy).|y'|""™ **) ot 'on a « > o et P est une fonction finie et
continue avec ses dérivées partielles des deux premiers ordres. En outre, soit toujours

P>oet

m'ly|1+a »> 0

’
[y (B>
ou m, désigne le minimé de P pour toutes les abscisses de Pintervalle (a, b) et pour
toutes les ordonnées en valeur absolue £ |y|.
Nous désignerons par II') cette condition, qui remplace IT).
Nous remarquons, d’abord, que les fonctions f[x, y,,(x), y.(®)], f,[%, y.(*), y(x)]

sont intégrables. En effet, leurs parties principales, pour |y'| »> o0, sont respectivement,

‘Py (%, Yeo) |yl £ P y.)[y.0%

et Uon a, pout toute la courbe y = y_(x) et pour un certain nombre positif H,
Py (x5 )l lyel™* < H.P(%, y) |yl
P(x y )yl <P(x y Uyl + 1.
De Pintégrabilit¢ de f il déconle donc celle de £, £,/

17. Passons maintenant & I'égalité (18) et considérons une variation o(x) telle
qu'elle-méme et sa dérivée w' soient dans l'intervalle (a, b) finies et continues et que
on ait, en outre, w(2) = w(b) = o.

Si nous posons

9:(1) = ¥ (%) + to (2),
cette fonction y, (x) résulte absolument continue. Nous démontrerons que pour y=y,(x)
intégrale J est finie. Nous savons que I'intégrale

b
[ Pertiras

est finie et quelle est plus grande que p f ly'['**dx, ou p désigne le minimé de

P(xy) dans un voisinage de la courbe y = y_(x) lequel contienne y = y,(x). Si,
maintenant, nous désignons par I le maximé de la fonction P(xy) dans le méme voi-
sinage, nous aurons

P(xy)lyal" <y~

27) Cfr. HapaMarp, L c. 8) 4), pag. 90.

28) Précisément, ayant fixé un nombre positif ¥, on doit pouvoir déterminer deux nombres po-
sitifs M, M,, de sorte que, pour toutes les |y'| >x M et pour toutes les x de lintervalle (a, b) et les
y de =0 4 o0, on ait

I < f(x7 y’ y’)
2 T PEYT

ainsi que, pour les mémes valeurs de y' et de x, et pour les |y] £ ¥, Pon ait

1 25 9Ol <MAP I Hfy (s 3 YN <M PGy ly'|*

<M,
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et nous en déduirons qu’il existe Iintégrale

b
[ PGyl

[laquelle résulte

<3 Pyl d )

Appliquons Pinégalité (r1), en désignant toujours par E, I'ensemble des points
ol [yl| > 7:

P(eylyfds = [Py 4 PRt
)

CIE,)
2[|[f Phipeas
C(E,) C(E,)

b I'i'_a b
z__/[g‘/‘ Ply.[**dx +t§f Plo'[**dx

b
Ply)lyl™dx=1lim [ P(xy)|y|**dx
a > J C(E)

C(E,
I

l+¢]x+a
_r_
H—a]x-m

™
+t

P[m"”“dx

Done, lintégrale

est finie et, par conséquent, il en est de méme de

159 = [ 16y 3 Y

18. Cela pos¢, remarquons que, puisque pour = o il doit y avoir le minimé
de J(y,), on doit avoir aussi

(a2) [7700] =o

Nous avons

J0) =16 = [ 16 30 30— 1o 12 sk
= t‘/:b{wf_v(x, ¥ + 10,0, yi; 10,00 o'f, (.. )l dx
que nous pouvons écrire
O L A S AT SRS R T

Dt [ttt 3.+ 8.0, 52 10,00 — £ 30, 3%
+ "”{fy'(x’ Yo 1+ 19,0, 5, 410, 0") "‘fy'(xy Yooy Yo )t]d .
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Considérons la seconde intégrale de cette égalité: nous avons
f [wzfy(x7 yao + texw’ }’; + texm') _f_y(x’ yw’ y;)} + wl% e }]dx
Ef

=-/E [wfy(x7 yoo + texw? yc’» + texw’) + w’f:v'(x’ yoo + tex‘”’ y;o + texw')]dx
- f [0f,(3 70 1) + 0 fu (5 305 y)]d5:

Choisissons le nombre r tel que pour r > r la derniére intégrale de cette égalite

. g o .
soit en valeur absolue <7 ¢ étant arbitrairement petit. Pour r > r , la seconde
2 I

intégrale de la méme égalité résulte en valeur absolue inférieure 4 f Qflye| + ||t +*d x,
Ef

oti Q est un nombre positif convenablement choisi, et cela pour tous les # tels que
[t| < 1. [Cest une conséquence de linégalité |y, 40, 0| <[y, |+ |o'| et de Ihypo-
these II')]). Or, puisque P'on a, en vertu de Pinégalité (11)

1"

’ )40 'I I+ l_—+_a S I
Joappryeax < [) fpurcad 4} [ s
l f [0f, (% 3, 4 19,0, 3, +F 10,07) + £, (%, .. + 19,0, 5l -+ 10 0")]dx

on aura, pour tous les r > 7,
cofif a4 [ a7
E, E,

I :
le second membre tendant vers zero avec ~~» nous aurons, pour une certaine valeur

r, (et pour toutes les successives) et pour tous les ¢ tel que [#] < 1,
! ’ ’ ' 25
!4/5‘ [(o%fy(x’ y°°+texw7 Y +t9xm)_—fy('x7 yw’ym)}+w{"'}]dx‘<—3—'

Considérons la méme intégrale étendue 4 ensemble C (E,)- Puisque, dans len-
semble C(E, ) on a |y, | <r,, lintégrale en question, pour ¢ suffisamment petit, ré-

sulte en valeur absolue << —;- On a donc, pour tous les # tel que |¢] < ¢,

J 0,05 5o+ 10,0, 5+ 10,60 = £, (5, gy SR F o' fldn

<z

¢ ¢tant arbitraire, I'égalité (23) montre qu’il existe la dérivée [Ild-t J (y,)] , laquelle
nous est donnée précisément par Pintégrale =

S5, 30s 9D+ 0 30y bR
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En vertu de Pégalité (22) cette intégrale est nulle. Par le théoréme du n. 13, nous
pouvons donc conclure que:

Les hypothéses I'), 11"} étant vérifides, chaque fonction y(x) (n. 2) minimant I'inté-
grale J, a partout la dérivée finie et continue et satisfait & Péquation différentielle d’EULER.

d
fy —_ 'd—‘xfy: = 0.

19. La condition II') entraine nécessairement l'exclusion des fonctions f(x, y, y")
d’ordre infini (pour |y’| »> o). Revenons maintenant 4 la condition IT) pour étudier,
en général, la marche des fonctions y = y(x), qui miniment ] par rapport & équation
d’Euter. Pour éviter, dans la suite, des discussion trop longues, nous supposerons
qu'au lieu de la I), se trouve vérifice la condition

I”) fy,2 > 0.

En nous servant du résultat du nombre précédent, nous montrerons d’abord que la
courbe minimante satisfait 4 I'¢quation différentielle d’EuLer, si ses limites sont suffi-
sament voisines et si, en outre, le rapport entre la différence des ordonnées de ces li-
mites et celle des abscisses correspondantes reste bornée; de 12 nous passerons ensuite
au cas général.

20. Soient R un nombre positif >> M et ¥ un autre nombre positif quelconque.
Considérons la fonction F(x, y, y') définie de la fagon suivante: pour tout systéme
de valeurs x, y, y' satisfaisant aux conditions

aLxLbh —oly<l4ow ||ILR
ou a ces autres
aLxlb, PIN2Y, —ely<4w
F(xr b }") =f(x7 Y )")'

En outre, on donne, pour toutes les valeurs préctdentes de x et pour toutes les
valeurs de y et de y' satisfaisant aux inégalités |y] < 2 ¥, |y’| > R, une définition de
la fonction F qui répond aux conditions suivantes:

1) les dérivées particlles F,, F,, F, F., F,
continues (aussi pour |y| = 27Y et |y'| = R);

2) on a F<f;

3) on a F,.> o;

4) F, est toujours >=|y'|"**m,y, *) [m,, étant le minimé de m (y) pour |y| L2 Y],
et Pon peut déterminer un nombre R, > R tel que linégalité |y'| >\ R, entraine

3Y 3Y

F = |y'|"**m,y, pour tout x de (a, b) et pour tout y de (—-——2——, > )

on a

y, F.ia, existent toujours finies et

Cela est possible d’une infinit¢ de maniéres.

29) Rappelons qu’en vertu de II), on a pour les points (x, y, + R), f> {y'|"+*m(y).
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21. Considérons I'équation des extrémales
’

y F_\'_Fy’x_yFy’y
F,,

et la fonction de x, y, y', qui apparait dans le second membre de cette méme équation.

Soit D la valeur absolue maximée d’une telle fonction par rapport a tous les points
du rectangle A(a Lx b )L Y) et 4 tous les y' tels que |y'| £ R,. Comme

dans le méme rectangle et pour |y } N\ R, subsiste I'égalité F = |y’|
séquent, l'autre égalité

.m,y €t, par con-

'
Fy—Fy'x_—y F_V'}'
E,.
on conclut que toute extrémale demeurant complétement dans A satisfait 4 Pinegalite
ly"| £ D et aussi a lautre

(24) y'(x) =y (AN LD
avec a L x, < x, L b.
22. Choisissons dans A deux points: P, (x,7y,), tel que I'on ait 2 Zx, <5, |y,| LY,

:0,

xl - x1|

et P(x, y), tel que x, < x et
1=% yo >R—|—D(x—x)
X —

En vertu de la définition de la fonction F et de ce que nous avons établi au
n. 12, il existe au moins une courbe [y = y(x)] qui joint les points P,, P, et qui

minime l'intégrale f F(x, y, y")dx. En outre, d’aprés les conditions I') et 4) et d’aprés

le résultat du n. 18, tous les arcs de cette courbe intérieurs 4 A sont des arcs d’ex-
trémales et ils ont, en tout leurs .points, les dérivées y’ et y" finies et continues. Con-
sidérons une des courbes minimantes, dont nous venons de parler. Sa partie, qui com-
mence en P et qui reste toute dans A, aboutira & un point P (x_, y.) (qui peut coin-

cider avec P) pour lequel on aura

2=Jo > R4 D(x, — x,).
— xo
Dans cet arc (arc d’extrémale) il y a, alors, un point d’abscisse x’ ol I'on a
y,('x’) > R + D(-;o - xo)'
Mais comme P'on a, d’aprés (24),
Y (x) >y () = D' — %) >y (x) — D(x, — x,)

on a aussi

’
y (xo) > R
Si nous prenons dans l'arc d’extrémale considéré un point P, suffisamment voisin
PG . .
de P, nous aurons que tout I'arc P P, (qui demeure toujours dans A) reste en dehors
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et au-dessus de I'angle qui a pour sommet P, et pour cotés les droites y—y, ==+R(x—x,).

X

N 2
De méme, l'on trouve un arc d’extrémale P, P,, qui minime Fdx et qui, en de-

*o

meurant toujours dans A, reste tout en dehors et au-dessous du méme angle. Nous
pourrons supposer égales les abscisses de P, et P, et les désigner par x, - d, suppo-

R
sant d > o et <5_D—'
23. Prenons maintenant, un point quelconque P(xy) intérieur 3 'angle de sommet
P et de cotés y — y, =+ 2£(x — x,) (en entendant par partie intérieure celle qui
contient la parallele & 'axe des x), c’est-d-dire prenons un point P tel que lon ait

y_y04£

e 3
X — X, 2

et, en outre, x, < x £ x, -} d. Soit C[y = y(x)] une courbe minimant f Fdx qui

joint P et P. Si elle n’était pas toute entire comprise entre les deux arcs d’extrémale
P/:Pn P/:Pz, dont nous venons de parler, on pourrait considérer la courbe C, com-
posée des deux arcs P:I”, P/’?’, dont le premier appartient 3 l'extrémale P:P, ou i
Ii?’z et le second 4 C, P’ étant le dernier des points de C qui appartiennent 4 I'une
ou lautre des deux extrémales P/j’l, P:-l\’z. Les deux courbes C et C, donneraient la
méme valeur 4 lintégrale de F et la C , comme courbe minimante intérieure 4 A se-
rait une extrémale et aurait une ordonnée y, avec les dérivées premitre et seconde
finies et continues. En désignant alors par x’ une abscisse (qui existerait certainement)

telle que y! (x") = ij—, C, étant intérieure 4 A, on aurait d’aprés (24)

, o R
9, () — 5. < D.d < -
ly, () < R

Cette inégalité prouverait que C, ne pourrait avoir réellement des points communs
P A~ .,
avec P P ou P P,, parce que, sur ces extrémales la dérivée, pour x = x_, est en
valeur absolue > R. On en conclut, par conséquent, que la courbe C est comprise
g Cge - . . . .
entre P P, et P P, et qu’elle aussi est une extrémale et satisfait & I'inégalité |y’ (x)| <R.
Il s’ensuit encore, en vertu de la définition méme de F, que C est aussi une extrémale

fCFdx = fcfdx.

Voyons, maintenant si elle minime l'intégrale de f. Considérons une autre courbe
possible C,, qui joint P, et P; nous avons

[Fdxédex
JC C,

pour f fdx et que 'on a
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et, 4 cause de la condition 2) du n. 20,

f Fdx 2 | fix;
CZ C2

donc
/fdxé /fdx.
C v C,

Mais nous pouvons aller plus loin. Si les points de (x,, x) pour lesquels la dé-
rivee de P'ordonnée y, de C, est plus grande en valeur absolue que R forment un
ensemble de mesure non nulle, on a

ﬁdex<‘/czfdx
fcfdx<fczfdx.

Si donc, il existe I'égalité f fdx = f fdx, Pensemble, dont nous venons de
o' C C,

et par conséquent

parler, est de mesure nulle. Mais comme nous pouvons le négliger, les conditions du
théoréme du n. 13 sont satisfaites et C, est une extrémale. Ce n’est pas tout. Puisque
la dérivée y! est toujours, en valeur absolue, £ R, C, est comprise toute entiére entre
les deux arcs P:I’I et P/j’z et, par conséquent, elle aussi est intérieure 4 A. Désignons
par y Pordonnée de C et posons Ay =y, (x) — y(x), Ay’ = y.(x) — y'(x). Nous
aurons

S 1G i 3Dax = [5G 3 e = [arf s 0 y) F 45FiC 3, Yl

+ %fxﬁ\_y’f_u(x, y 404y, ¥+ 03y) 2853y, ( )+ B (e W

et puisque y =y(x) est une extrémale, la premicre intégrale du second membre dispa-
rait et il reste

6 3o ydax = [ 3, y)ix
= %_[x{rjzfyz(' )+ 2aydy /(G )+ A—_y'zfy;z(. O«

Désignons par @ un nombre positif plus grand que les maximés des valeurs ab-

solues de f. et f. pour tous les points (xy) de A et pour tout y' tel que |y'| £ R;

indiquons, ensuite, par ¢ le minimé (> o) de f.,. pour les mémes valeurs de x, y, y".
Il vient, alors,

X

RCIECP R MEPE v S TE

> f {— 0.4y — 20y Ay|+ o8y {dx.

Rend. Circ. Maiem. Palerme, t. XXXIX (10 sem. 1915). — Stampato il 14 aprile 1913. 33
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X
Comme nous avons dy = f Ay'dx, en nous appuyant sur l'inégalitt de ScHwarz,
X,

0

5= ([ o) ce—s [ 500

0

/Ty’dx<(_"_—?@_f A—y'zdx<d“/“A_)7’2dx

o} [e]

nous obtiendrons

étant x — x, £ d. De méme, toujours par suite de I'inégalité de ScHwarz,

f |Ay.Ay’|dx_éfol_yzdx./mﬂ’zdx<d/xﬂ’zdx.

fxgry’fyz(...)+szAy'f”,(...)-;-ry"fy,,(...)}dx>(ep—-qu>_<pd2)fxzq"dx.

[]

Donc

Ainsi, si nous choisissons le nombre d << — 1 1/1 + %, nous avons

fo(x’ Y2 }’i)dx>/:f(x, y, y)dx.

Il reste, par conséquent, démontré que tout point intérieur 4 I'angle de sommet P, et
A R . .
de cotés y — y, = + —E—(x — x,), dont I'abscisse est comprise entre x, et x, - d,

peut étre joint avec P, par une extrémale, qui minime lintégrale de f et, plus préci-
sément, qui la rend plus petite que toute autre courbe [y =y (x)] joignant les mémes
points.

Rappelons que R est un nombre positif que nous avons fixé, 4 notre choix, plus
grand que M, tandis que d dépend de R.

24. Ayant fixé R, existetil un méme d pour tous les points P possibles, tels:
que |y,| £ Y? Considérons le rectangle a £ x L b < b, |y| LY, et un de ses points
P(x, y). Soit d le plus grand nombre positif tel que chaque point intérieur au triangle

borné par les droites ;-— y =1 —Ij—(i —x), x=x -+ d (x et y, coordonnées de P)

puisse étre joint avec P par une extrémale qui minime lintégrale de f et qui est le
seul minimé. Désignons par i(d) la limite inférieure de d par rapport 4 tous les points
P du rectangle défini plus haut. Soit P,(x,y,) un point tel que, dans tous ses voisi-
nages arbitrairement petits, la limite inférieure de d soit i(d). En indiquant par n un
nombre positif plus petit que & — x_, considérons les points P, (xo —n Yo+ Y),
1’2(360 + 0 ¥, + Y), en convenant de remplacer ici P'abscisse 4, 4 I'abscisse x, — =,

XM
si 'on a x,—n <Ca. Il existe une courbe C, [y =y (x)], minimant 'intégrale Fdx,
xo—'n
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qui joint P, avec P,. En vertu du raisonnement du n. 8, nous pouvons écrire

*o+N Xo+M
f Fdx > — 22N+ —;-mzy f ly'|""*dx — M‘*"’znZ

o~ o= 5

I+% 1 I I+0
> —n(2N+m, M )—|—7mﬂ.6n—)a3 ,

d étant la différence entre le maximé et le minimé de Pordonnée y de C,. Et comme

%o+ xg+1 I
F( 3, )dx £ [ F (5 5,4 27, 0)d,

%o~ Yixo—

C, étant une minimante pour lintégrale de F, on a aussi [si nous désignons par F le
maximé de F (x, Yo+ Y 0) dans (a, b)]

X0+

F(x, 5, y)dx L 2n. F

X~

et, par conséquent,

81+a

= I
n(2F 4 2N 4 m, M%) > 5
Il s’ensuit que & tend vers zéro avec u.
Nous convenons de choisir # tel che on ait 8 <<~ Y. La courbe C. est, alors
8 1 ) )

comprise tout enti¢re dans A et, en vertu du n. 18, elle est une extrémale. En outre,
elle a toutes ses ordonnées >y - =Y.

I

De méme, on aura une extrémale C, qui minime Dlintégrale de F, qui joint les
deux points P)(x, — n, y, — + ¥) et P,(x, 4, y,— ~¥), et qui, enfin, demeure
tout entiére dans A et a toutes ses ordonnées <y, — ¢ Y.

Nous supposerons (ce qui nous est toujours permis), que 'on ait
R ) ¢ Y
7‘<7)—’ n<—1+l/1+—&)—’ n<4(2+R).
Soient P(xy) un point quelconque du cercle (P,, +n), P'(x', y') un autre point quel-

. . . . — R =
conque intérieur au triangle dont les cOtés sont les droites y —y = + —;—(x — X),

— ., " : . . .
x =x -+ - Ce triangle est tout entier compris entre les courbes C, et C,. Il existe

certainement une courbe C, joignant les points P, P’, comprise entre C, et C, et qui
minime l'intégrale de F. Cette courbe C, étant ainsi & l'intérieur du rectangle 4, est

une extrémale et satisfait 4 I'inégalité (24) et, par conséquent, 4 | y'(x)|<—§—+%Dn<R.

xl
De méme qu’au n. précédent, nous concluons que l'extrémale C minime aussi f fdx
F

et donne le seul minimé.
Il est donc prouvé que

(@) 21> o.
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25. Ce que nous venons d’établir quant au triangle considéré de sommet P, nous
pouvons établir aussi pour le triangle symétrique par rapport au méme sommet P, de
sorte que nous pouvons en tirer, comme conclusion, la proposition:

Sotent vérifides les hypothéses 1'") et 1I).

Si Y et R sont deux nombres positifs, pris d’avance arbitrairement, on peut déter-
miner un nombre d > o tel que, si P (x,, y), P,(x,, y,) sont deux points quelconques
du rectangle a £ x L b, |y| L Y qui satisfont aux conditions
)’z
x

lxz—x1‘<d’ <R

on peut toujours joindre P avec P, par une extrémale, et une seule, donmant & linté-
grale de f(x, y, y') une valeur plus petite que toute autre courbe [y = y(x), du n. 2]
joignant les mémes points.

26. Cela posé, soit x, une abscisse de lintervalle (2, b) pour laquelle la dérivée
y! (x,) soit déterminée et finie. Choisissons le nombre R de I'énoncé précédent égal 4
2|y, (x,)l Il existe un arc de la courbe y =y, (x), qui comprend comme point inté-
rieur [x,, y.(x,)] et qui demeure: 1°) dans I'angle complet dont les cotés sont les
droites de coéfficients de direction 4R qui passent par [x,, y,(x,)]; 2°) dans le cercle
de centre [x,, y,,(x,)] et de rayon égal au nombre d du théoréeme du n. précédent.
Soient x!, x" deux abscisses de cet arc telles que x, <{ x, < x,. En vertu du théo-
réme rappelé ci-dessus la y=y_(x), dans l'intervalle (x,, ), doit ére une extrémale,
parce que, dans le cas contraire, elle ne pourrait minimer lintégrale /. De méme, la
partic de y = y,.(x) correspondante 4 (x., x,) doit étre aussi un arc d’extrémale. En
outre, les deux arcs en question doivent appartenir 4 la méme extrémale, parce que
Parc de y = y,.(x) qui correspond 4 (x;, x7), satisfait aux conditions du théoréme
du n. 13, ayant en tous ses points, la dérivée finie et continue, sauf, tout au plus, au
point x,, ol les dérivées 4 droite et & gauche sont finies et respectivement continues
A droite et 4 gauche. Nous en concluons que chaque point de (4, &), pour lequel
y = y,.(x) a la dérivée finie, est intérieur (dans le sens strict) 2 un intervalle ou la
fonction susdite est une extrémale.

Soit (x', x"") le maximé d’intervalles pareils qui entourent x,. Les intervalles tels
que (x, x!') constituent, tout au plus, une infinit¢ dénombrable, et les points de (g, b)
qui ne sont intérieurs 4 aucun de ses intervalles, forment un ensemble ferme.

Un tel ensemble est de mesure nulle, parce que ses points son seulement ceux ol
Ja dérivée y., n’existe pas ou, si elle existe, n’est pas finie. Il s’ensuit que la courbe
y =¥, (x) est composée, tout au plus, d’une infinité dénombrable d’arcs d’extrémales,
dont la somme des longueurs nous donne toujours la longueur totale de la courbe.

Nous nous proposons de voir si dans les points exceptionnels (points de @) il
existe la dérivée y'e.

27. Soit P(x, y..(x)] un point de @: démontrons que pour ce point y,(x) a la
dérivée 4 droite (finie ou non). Dans I'hypothése contraire, les deux dérivées & droite,
I'une supérieure, 'autre inférieure, résultent distinctes, et nous pouvons choisir une droite
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8 passant par P et de coefficient de direction fini et compris entre les deux dérivées dont
nous venons de parler. Sur &, 4 droite de P, il y a une infinité de points de y =y, (x),
qui ont comme point limite le méme point P. Choisissons pour le nombre R du théo-
réme du n. 25, le double du coéfficient de direction de & et prenons, sur cette droite,
un point P’ appartenant a y=y,(x) et assez proche de P, pour que la dlfférence entre
son abscisse et x soit plus petite que d (voir théoréme rappelé) Larc PP’ de ¥ =5..(x)
est, alors, une extrémale. y = y,(x) aurait donc pour x = x sa dérivée 4 droite finie,
ce qui est contraire 4 notre hypothése. Nous en concluons que pour x = x il existe
effectivement la dérivée 4 droite de y, (), finie ou non, et qu’il en est de méme pour
celle 4 gauche.

Nous disons que ces deux dérivées sont égales. En effer, supposons-les distinctes
et considérons d’abord le cas ot I'une d’elles par exemple celle 4 gauche, est finie.
Etant X la dérivée & gauche, posons R = 2 dans le théoréme du n. 25. Choisissons,

. . — - d
ensuite, sur y =y_(x) deux points P , P, d’abscisses x — ¢, x -4~¢, avec & < 5 de

sorte que leurs ordonnées satisfassent 4 I'inégalité

yw(7c+s)—-yw(_x—s) R
Gro—G—9 | =

D’aprés le théoréme que nous avons déja rappelé, il résulte alors que l'arc 1,’? P,
de y=y,(x) est une extrémale, ce qui ne peut pas arriver, P appartenant 2 Q. Reste,
a présent, le cas ol les deux dérivées, 2 droite et 4 gauche, sont, I'une et 'autre, infi-
nies et nécessairement de signe contraire. Il est possible, dans ce cas, de choisir deux
points P, P, de la courbe y = y_(x) qui ont les ordonnées égales et les abscisses
Pune plus petite, I'autre plus grande que x et aussi prés de x que Pon veut. Le théo-
réme que nous avons souvent rappelé, nous dit que larc 15}2 de y = y,(x) est une
extrémale, ce qui est contraire 4 ’hypothése d’aprés laquelle P appartient 4 Q. Nous
concluons qu'en P la dérivée y. existe bien déterminée (et infinie); et nous pouvons,
enfin, énoncer la proposition suivante:

Les hypothéses I'"), 11) étant vérifides, toute fonction absolument continue qui minime
J, admet partout une dérivée bien déterminée, finie ou non. Sauf, tout au plus, un en-
semble fermé Q, de mesure nulle, cette dérivée est finie et continue, I'équation d’EULER
est satisfaite et il existe la dérivée seconde finie et continue.

28, Nous ne savons pas si l'ensemble exceptionnel de I’énoncé précédent peut
réellement exister. Ce qui est dit au n. 3 du Mémoire de M. S. BErNSTELN, que nous
avons déja cité *) le ferait supposer. Quoi qu’il en soit, nous établirons des cas im-
portants ot un tel ensemble ne peut pas exister.

Supposons que la dérivée partielle f, soit intégrable sur toute la courbe y =3y, (x),

39) |, ¢. 15),
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cest-d-dire que l'intégrale

RACERSALE

soit finie, quel que soit Pintervalle (a, x). Cette condition, gue nous désignerons par
II1), est sirement satisfaite, si f est indépendante de y ou bien si, comme fonction
o) ) P Y ’
de y, f a une dérivée toujours bornée en valeur absolue, ou, encore, si ordre d’infini
b .
de f, n’est pas plus grand que celui de f.

Soit x, un point de (a4, b) n’appartenant pas 4 U'ensemble @ du nombre précédent,
et soit (x, x!) le plus grand intervalle contenant x_, ot y==y, (x) est une extrémale.
Nous disons que x, = a et x” =1b. En effer, si l'on a x <x <x, <V, la dérivée
y., existe finie et continue dans tout (x , x,), extrémes compris, et 'équation d’EuLER
est satisfaite:

d
fy:E;fy"

En Pintégrant, on a

[ F Gy g 35 = fy [ 30 (5 Yo D] = Fy %o 9o (2, 3 ()

et comme, en vertu de IIL),
f f,dx = f dx,
Il»xo
lorsque x, tend vers x,, le derivée f,[x,, y, (xl), y..(x)], tend vers une limite dé-
terminée et finie.

Ainsi qu’au n° 14 nous prouvons, 4 présent, que la limite de y (x,), existe et est
finie pour x =»>x., cest-d-dire que la dérivée y. (x.) est finie. Nous prouvons, de cette
fagon, que x. = a, parce que, dans le cas contraire, pour x, la dérivée devrait étre
infinie. De méme, nous prouvons que x” = b.

29. Un autre cas, ot 'ensemble @ ne peut pas exister, c’est celui ol est vérifide
la condition: -

IIL,) pour tout champ borné du plan (xy) on peut déterminer deux constantes
positives Q , Q,, telles que pour tous les points du champ Pon ait

J; f}x I <057+ Q.

Pour démontrer que la dérivée y. (xo) est finie et que l'on a, par conséquent,
x, = a, il suffit appliquer le lemme suivant:

« Si, pour tout x satisfaisant aux conditions ¢ £ x < b, la fonction y = y(x):

1°) est finie et continue avec ses deux premitres dérivées y'(x), y" (%);

2°) verifie Uinégalité |y"| << Q,y'*+ Q,, Q, et Q, étant deux constantes positives;

3°) est bornée en valeur absolue;

alors sa dérivée y'(x) reste aussi bornée en valeur absolue » ).

81) P. PAINLEVE, Legons sur la théorie analytique des équations différentielles professées 4 Stockholm
(Paris, A. Hermann, 1897), pag. 560, et S. BERNSTEIN, L c. '), pag. 433.
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Cette proposition peut se démontrer de cette maniére. De P'inégalité |y"'|<Q y' 40,

on dedic Iy'1 < 0.0+ € (0 2 € =1/2).
a) Soit x un point intérieur & (a, b) ot Pon la y'(x) > o. 1l vient

"< QLy@+CF, ¥y <Q0G' +C),
yll ,
m < 0,0y + ©),

y(®)+C _
log 20 < Q) — y(e) + Clx — )
étant x, la dernitre racine de y' qui précéde x ou bien a, s'il n’y a pas de ces racines.
De la dermere inégalité on tire

y;(x) + C < [y’(x;) + C] eQ;[y\x)—y(x,)-i-C(x—xx)]
Y (#) < — C+[ly ()] + Cle@bmm =l < w
avec W indépendant de x.

b) Si pour x on ay'(x)<o, on aura y"(x)>—Q [y (x)+CT>—Q [y'(x)—CT,

log 2= 0 < Q.00 —y(x) = € — )]

¥ () > € —[Jy (&) 4 CJe-ttois-toma _ g
Donc il y aura toujours
|y' ()} < W

30. De ce qui précéde nous pouvons conclure:

Les hypotheses I'') et II) étant vérifides et étant vérifide, en ouire, Pune ou Iautre
des deux II1)) (n. 28), IIL) (n. 29), toute fonction qui wminime | admet les dérivées
premiére et seconde finies et continues dans tout (a, b) et satisfait partout & Péquation
différentielle d’EuLer *).

31. Nous avons aussi cette autre proposition:

Dans les hypothéses du théortme du n. 18 ou bien dans celles du théoréme précédent,
il existe toujours, au moins, une extrémale qui joint les deux points P, P,.

32) En s’appuyant d’un cdté sur une proposition de M. Darsoux [G. Darsoux, Lecons sur la
théorie générale des surfaces et les applications géométriques du Calcul infinitésimal, III° Partie (Paris, Gauthier-
Villars, 1894), pag. 83, et O. BoLza, Vorlesungen iber Variationsrechnung (Leipzig, G. B. Teubner, 1909),
p- 438] sur les maximés absolus, et de l'autre sur un théoréme de M. CanToR relatif aux ensembles
d’intervalles distincts d'une droite, on peut dans les condictions que nous venons d’énoncer, établir
facilement que, ayant fixé le point P,, par chaque point de la droite x = b, sauf tout au plus par
ceux d’un ensemble dénombrable, il passe toujours une seule courbe y = y(x) (n° 2) qui le joint avec
P, et qui minime J. Dans le cas que la variation seconde de J, débarassée des termes en 32y et &%y,
soit toujours positive, non nulle [Cfr. Hapamarp, L. c. 8) 4), IV® Partie, § 3] Pensemble exceptionnel
disparait et Pon a toujours P'unicité du minimant.
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CuariTre IV,

Généralisations.

32. Ce qui précede a été établi dans hypothése que le champ, ol se trouvent
les y = y(x) soit celui qui est défini par les inégalités (4) (n. 1). Supposons main-
tenant que les y(x) ne puissent pas varier de — oo 4 -~ oo, mais qu'elles doivent se
trouver dans un champ fermé (tel qu’il contienne tous ses point limites se trouvant &
distance finie). On voit, tout de suite, que ce que nous avons dit dans les Chapitres I
et II peut se répéter également dans les condictions actuelles, de sorte que, dans ce
cas aussi, nous pouvons établir I'existence du minimé pour J, par rapport aux courbes
y = y(x) (du n. 2) qui joignent deux points donnés. Quant aux résultats du Cha-
pitre III, ils subsistent ici, pourvu qu’ils soient appliqués non pas 4 toute la courbe
minimante, mais seulement 4 celles de ses parties qui sont intérieures (dans le sens
strict) au champ considéré.

33. En passant du cas des limites fixes 4 celui des limites mobiles on peut obtenir
une autre généralisation. En effet, la méthode que nous avons suivie nous permet d’af-
firmer Uexistence du minimé de ], méme si les courbes en question ont les limites
P, P, variables sur deux lignes données (ou sur deux ensembles fermés) telles que
Pune d’elles soit toute renfermée dans un champ borné. Plus généralement encore,
Pexistence du minimé résulte établie aussi dans le cas ol les y = y(x) (du n. 2)
appartiennent 4 une classe déterminée telle que:

1°) chaque courbe ait, au moins, une ordonnée inférieure en valeur absolue 4 un
nombre fixe;

2°) chaque courbe du n. 2 qui est limite des courbes de la classe, appartienne 4
la classe elle-méme.

Une application immédiate de cette proposition peut se faire au probleme isopéri-
métrique dont nous avons parlé 3 la fin de lintroduction, et cela d’une fagon analogue
4 ce que nous avons déji fait dans notre Note: « Sul problema degli isoperimetri » %3).

Bologna, ottobre 1914.

LeoNnipa ToNELLL

38) L. ToNELLI, Sul problema degli isoperimetri [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, vol. XXII,
semestre 1913, pp. 424-430]. Au sujet de ce probléme isopérimétrique voir aussi: J. HADAMARD,
Sur quelgues questions de calcul des wvariations [Annales scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure,
III® Série, t. XXIV (1907), pp. 203-231], et J. HADAMARD, La construction de WEIERSTRASS et Pexistence
de Vextremum dans le probléme isopérimétrique [Annali di Matematica pura ed applicata, serie III, t. XXI
(1913), pp- 251-287].
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