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0ber lineare homogene Differentialgleichungen zweiter 0rdnung 
mit drei im Endlichen gelegenen wesentlich singul ren 

Stellen. *) 

Yon 

RICIIAP, D FUCHS in Halensee bei Berlin. 

In der vorliegenden Notiz erlaube ich mir einige Untersuchungen 
vorzulegen, die aus folgender Oberlegung hervorgegangen sind: 

Bekanntlich lassen sich die Gr~Ben a, fl, 7 der GauBsehen Differential- 
gleichung 

z ( x -  1) dy �9 3-x ~ -k [(~ -k fl -k 1 ) x  - -  7] g~  4- ~flY = 0 

so bestimmen, dab ftir ein Fundamentalsystem y~, y~ yon fntegralen der- 
selben die Koeffizienten der Substitutionen, die Yl, Y~ bei Uml[tufen der unab- 
h~ingigen Variablen um die singuUiren Stellen x = 0 und x-~ I erleiden, 
be[iebig vorgeschriebene Werte besitzen. Ich babe mir nun die Frage vor- 
gelegt, welche Gestalt eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit drei im Endlichen gelegenen und dem unendlich fernen 
Punkt als wesentlich singul~iren Stellen haben mu6, damit die Koeffi- 
zienten der Substitutionen, die ein Fundamentalsystem yon Inte~alen bei 
Uml~ufen der unabh~ingigen Vuriablen um die im Endlichen gelegenen 
singuUiren Stellen erleidet, beiiebig vorgeschriebene, also insbesondere yon 
der Wahl der singul~iren Stellen unabh~ingige Werte besitzen. 

Hierbei konnte ich die Resultate, die mein Vater (L. Fuchs., Sitzungs- 
berichte der Berliner Akademie der Wissenschaften, 1888, S. 1115 u. 
1273; 1889, S. 713; 1890, S. 21; 1892, S. 157; 1893, S. 975; 1894, S. 1117; 
1895, S. 905; 1897, S. 608; 1898, S. 477) ,,tiber lineare Differentialglei- 
chungen, derea Substitutionsgruppe yon einem in den Koeffizienten auf- 
tretenden Parameter unabh~ngig ist ~', verSffentlicht hat, benutzen und 
ebenso die Abhandlungen des Herrn Schles inger  (Crelles Journal, 
Bd. 123, S. 138; Bd. 124, S. 292; Bd. 130, S. 26) ,,Zur Theorie der linearen 
Differentialgleichungen im Anschlu6 an das l~,iemannsche Problem". 

*) Ein Auszug aus dieser Arbeit ist in den Comptes Rendus de l'Acadgmie des 
Sciences de Paris (Sgance du 20etobre 1905), t. 141, p. 555, yon Herrn Poincar~ 
vorgele~, erschienen. 
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Es zeigt sich zuniichst (Nr. 1), dab neben den vier wesentlich singu- 
l~ren Stellen, als welche O, 1, t, o~ genommen werden, mindestens eine 
scheinbar singuliire Stelle vorhanden sein muB. Dann werden (l%r. I I  
und HI) die notwendigen und hinreichenden Bedingungen ftir die in den 
Koeffizienten vorhandenen Konstanten aufgestellt, damit die Differential- 
gleichung die oben angegebenen Eigenschaften besitzt, und gezeigt (Nr. IV), 
dab diese Bedingungsgleichungen mi~einander ver~ritglich sind. Es zeigt 
sich, dab der Wer~ 2 der seheinbaren singuli~ren Stelle als Funktion yon 
t einer Differentialgleichnng gentigt, die in eine eigentiimliche Form tiber- 
geffihrt werden kann (:Nr. u VI). Hierauf wird (VII) der Zusammen- 
hang der hier gegebenen Un~ersuchungen mi~ dem Riemannschen Problem 
klargestellt und dann (Nr. u ein Spezialfall hervorgehoben, der zu 
unserer Differentialgleichung in einer iihnlichen Beziehung steht, wie die 
sogenannte Legendresche Differentialgleichung, die die Grundlage der  
Theorie der Modulfunktion bilde~, zur allgemeinen GauBschen Differential- 
gleichung. SchlieBlich wird dann noeh gezeigt (IX), dab in besonderen 
Fallen die Differentialgleichung reduktibel sein und bei gewissen Spezia- 
lisierungen der Konstanten (Nr. X) in GauBsche Differentialgleichungen 
iibergei'tihrt werden kann. 

I* 

Wenn die Substitutionsgruppe der Differentialgleichung 

d~y 

tier Fuchsschen Klasse - -  wir nehmen hier immer den Koeffizienten der  
ersten Ableitung yon y nach x als gleich Null an~ well dies ja bekannt- 
lich dutch eine einfache Transformation der abh~ingigen Yariablen stets 
zu erreictien ist~ - -  yon einem in io auftretenden Parameter unabh~ingig 
sein so]], als welchen wir ira fo]genden stets einen der singuliiren Punkte 
ansehen werden, so muB fiir ein Fundamentalsystem Yl, Y~ yon Integralen 
alas Gleichungssystem effiill~ sein*) 

Y~ = By~ + A ~ y~ 

we ~B und A rationale Funktionen yon x sind. 
Uber die rationale Funktion A hat mein Vater (Sitz.-Ber. d. Berl. 

Ak. 1893, S. 986, 987, iWr. 4 und 1894, S. 1117--1121, Nr. 5) einige 
Eigenschaftea hergeleite~, welche wit, soweit wit sie im folgenden brauchen, 

*) L. Fuchs, Si~z.-Ber. der Berl. kk. 1888, S. 1278--1'282, l~r. 11 u. 12. u 
auch meine Programmarbeit (Bism~rckgymnasium, Wilmersdorf-Berlin 1902). 
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flit Differentialgleichungen zweiter Ordnung hier kurz zusammenstellen 
wollen: 

1. Ist x ~ a ~  eine wesentlich singul~re Stelle yon (A), so ver- 
schwindet A an dieser Stelle mindestens yon erster Ordnung. 

2. Ffir die wesentlich singuliire Stelle x -~ t wird A nieht unendlich. 
3. Ffir eine scheinbar singul~re Stelle, d. h. fiir eine solche, ffir die 

die Wurze]n der determinierenden Fundamentalgleichung sich um eine 
ganze Zahl unterscheiden, ohne dal~ in den Integralen Logarithmen auf- 
~reten, kann A unendlieh werden. 

Nehmen wit also an, da~ unsere Differentialgleichung aul~er x = t 
noch die wesentlich singul~ren Stellen as, % , . . . ,  a~, a~+l----c~ besitzt~ 
so mu~ A die Gestalt haben 

A ----- (x -- as) (x - -  a~ ) . . .  ( x - -  an)A 1. 
1 

Setz~ man nun x-----z-' so geht (1) fiber in 

= B y , -  
St  oz  

Soll also x = ~ oder z -~  0 auch eine wesentlich singuliire Stelle 
sein, so muB A z  ~ ffir z = 0 mindestens yon erster Ordnung verschwinden. 
Es muB also A s fiir x----oo yon der Ordnung n -  1 verschwinden, d. h. 
es muff der Grad seines Z~hlers um n ~  1 kleiner sein als der seine~ 
Nenners. Da aber A nur fiir scheinbar singul~re Stellen unendlich 
werden kann, so miissen also neben den n - ~  2 wesentlich singul~ren Stelle~v 
mindestens n -  1 scheinbar singuliire Stellen vorhanden sein~ was mit den 
auf andere Weise gefundenen Resultaten yon Herrn P o i n c a r 6 * )  und 
~er rn  Sch le s inge r** )  iibereinstimmt. 

Es soll nun im folgenden zun~chs~ angenommen werden, dal~, auBer 
x ~ t ,  noch die singul'~iren Stellen x----0, x-----1 und x = o o  ffir die 
Differentialgleichung (A) vorhanden Mind. Sollten die im Endlichen ge- 
legenen yon t verschiedenen singul~ren S~ellen andere Werte a I u n d  a~ 
haben, so kann man es bekanntlich dutch eine einfache Transformation der 
unabhiingigen Yer~nderlichen dahin bl'ingen, dal~ diese Werte bezw. in O 
und 1 fibergehen. Dann mu~ also neben den vier wesenfiich singuli~ren 
Stellen mindestens noch eine scheinbar singul~re Sielle x-----~ ~fir die 
Differentialgleichung angenommen werden, und wir fragen uns nun: Li~t. 
sich 2 so bestimmen, da~ die Koeffizienten der Substitutionen~ die ein Funda- 
mentalsystem y~, y.~ der Differentialgleichung bei Uml~ufen um die singu- 
l~ren Stellen erleidet, beliebige yon t unabhiingige Werte besRzen? 

*) Act~ Math., Bd. IV, S. 217--219. 
**) Crelles Journal, Bd. 123, S. 168 und Handbuch der Theorie der 1in. Diffe- 

~ent~iMgl., Bd. ][I~, S. 383 und 388. 
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If. 

<A) 
WO 

Wir gehen also nunmehr aus yon folgender Differentialgleiehung: 
d~y 
dx., ~ ---- p y ,  

a b c a ~ 7 e 
P -- x -~ -~ (x 1)'-' + (x - t)' + x "~ + . . . .  + + ~ '  - -  x - i x - -  t ( x  - -  ~.) ~ x - -  

Damit die Differentialgleichung zur Fuchsschen Klasse gehiire, die 
lnt~egrale also auch im Unendlichen nicht~ yon unendlich hoher Ordnung 
~aendlich werden, mul~ noch angenommen werden, dab 

(2)  a + / ~  + y + ~ ~ 0 

sei. Wegen dot tiber die Subs~itutionsgruppe gemaeh~en Voraussetztmg 
miissen die Konstanten a, b, c, e, welche die Wurzeln der determinierenden 
Fundamentalgleichungen bestimmen, yon t unabhingig sein.*) Die ratio- 
nale Funktion A der Gleichung ( 1 ) I  wird dann bei der Annahme nut 
einer einfachen scheinbar singuliren Sblle die Gestal~ haben: 

(3)  A = x ( x -  1) M ,  

wo M eine yon x unabhKngige GrN~e bedeutet. Damit~ A fib x -~ ~. nur 
yon ersbr Ordnung verschwinde, muB, wie schon gesagt~, i eine einfache 
scheinbar singulKre Stelle sein, d. h. es mtissen sich die Wurzeln der 
de~erminierenden Fundamentalgleichung ffir x = Z um 2 unbrscheiden. 

Es is~ niimlich zufolge (1) Nr. I 

0y, 
Yi ~ 

( 4 )  = c ; 

d y  
weil der Koeffizient~ yon ~ in (A) gleieh Null angenommen worden ist~, 
m u g  

ay~ 

<5) V = 
Y~ - ~  

eine Konstante in bezug auf x sein. Es sei nun die Differenz der Wurzeln 
tier determinierenden Fundamentalgleiehung i'tir x-~ 

eine ganze Zahl g, so sind diese Werte, da ihre Summe gleich 1 is~, 

l - - g  und I + g  
2 2 

*) Vgl. L. Fuchs, S.-B. d. Bed. Ak. 1892, Nr. 3, S. 162, Satz I. 
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Is~ nun  ~ das  zu  i--g u n d  ~ das zu - - ~  
2 1 + g gehSrige Integral trod isl 2 

so ergibt sich 

( 7 )  
A =  C yt ~ c u Ot % ~  + y~y~ cn ~t c~ -Uy + c1. ~t c~ ~t / 

+ Y~ Ot Ya " 

Das einzige Glied, welches hier zu einem negativen Exponen~en ge- 
hSren kann, ist das mit y~; dieses gehiir~ zum Exponenten 1 -  g. Soil 
also 

l - - g - - - - - - - 1  
seia, so folgt g-----2. 

Wenn aber die Wurzeln yon (6) 

2 2 ~ 
sein sollen, so mu~ 

3 
( 8 )  = -i 

sein. 

III. 

Fiir die rationale Funktion A ergibt sich noch die pariielle Diffe- 
rentialgleichung*) 
( B )  @ = A ~ ~ A  1 ~ .A 

und man sieht also, dab sich unser Problem auf das folgende zuriickftihrt: 
Lassen sich ~ und M in (3)II  so bestimmen, daft die Gleichung (B) 

dutch eine rationale Funktion p der Form (2)II  befriedigt wird? 
Vergleicht man zun~chs~ die Koeffizienten yon ( x -  t) -a auf beiden 

Seiten yon (B), so ergibt sich 

2c----- --  M g t - -  1) 2c 
t - - t  

oder 

M = - 

so  dag also nun A die Gestalt hat 

t ~ Z  

t ( t -1 ) '  

(2 )  A = - -  x ( x - -  1) t - -  z 
~ - - z  ,(,--1)" 

*) L. Fuchs, S.-B. d. Berl. Ak. 1894, Nr. 7, S. 1124, G]. (5). 

Mathemati~cho Annalen. LXIXI. 20 
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Beide Seiten der Gleichung (B) werden nach Einsetzen dieses Wertes~ 
yon A und der rationalen Funktion p (siehe (1) I) echt gebrochene rat ionale 
Funk~ionen; zerlegt man diese in Par~ialbriiehe, so gibt  die u  
entspreehender Koeffizienten das folgende System yon Gleichungen: 

(3)  ~ + t~ + 7 + ~ = o ,  
OZ Z ~ t  

(4 )  0-t - -  t ( t  - -  1)  {2 ) ,  - -  1 + 2~) , (Z  - -  1 ) } ,  

(5)  z --e + ( z -  ~)' + (z - t)' + -Z + z - ~ z -  t , 

(6) Oi = t ( t - -  1) Z + 2 a  , 

(7) { } O--i= t ( t - 1 )  z - - 1  ( z - - l ) ,  , 

(8) o7 z - t z(z - / )  - (z - -  t)' z(~, - ~) 
O t  - -  t ( t  . - -  1) { r (Z - -  t ) '  -{- 2 C (~t - -  t) 8 }" , 

Die  Gleiehung (5) besag~, dab in der Umgebung yon x = ~., wie es~ 
ffir eine seheinbar singuliire S~elle notwendig ist, die Integrale der Diffe- 
rentialgleiehung (A) keinen Logari thmus enthalten. Sind niimlieh, wie  
oben gezeigt, die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleiehung 

1 3 
3 und 7~ = - -  , so geh6rt  zum E x p o n e n ~ e n ~  eint fiir x = ),, 71 = ~- 2- 

logarithmenfreies Integral  
3 

y~ = ( x -  z )~  {Co + c ~ ( x -  ),) + c.~(x - z) ~ + . . .  }, 
und es is~ dann bekanntlieh 

c d x  

wo c eine willktirliehe yon Null versehiedene Konstante bezeiehnet~ eint 
mit yx ein Fundamentalsystem bildendes Integral. Soll Y2 bei x = 
keinen Logarithmus enthalten, so ergibt sieh 

(9) 3c~ s = 2CoC ~. 

AuSerdem bestehen zufolge (A) zwisehen Co, cl, cs, wenn 

a b c a ~ + 7 
q = ~ + (z - -  :)" + (z - t)' + ~- + z -- ~ z - t 

gesetz~ wird, die Gleichungen 

3cl  = ~Co, (lO) / 8es = ~e 1 + qe o. 

(9) = d  (lo) folg  aber 
q =  ~, 

was mit der 6~leiehung (5) iibereinstimmt. 
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IV. 

Es ist nunmehr zu untersuchen, ob die Gleichungen (3) bis (8) 
voriger Nummer miteinander ver~riiglich sin& 

Zun~ichst ergibt sieh, dab 

(1) aX + #(X--  1) + r ( ~ - -  0 = ~ 
sein muB, wo u eine yon t unabh~ingige Kons~an~d bedeute~. Diese Glei- 
chung besagt, dal~ auch die Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleiehung yon (A) fiir x = oo yon t unabhiingig sein miissen. Diese 
determinierende Gleichung fiir x = co oder z = 0 lautet n~imlich 

3 
( 2 )  r ( r  - -  1) -F 2 r  ---- a -t- b -}- c + - ~  - -  a ~  - -  fl (,1, - -  1) - -  7(A - -  t ) ,  

und ihre Wurze ln  sind dana und nur dann yon t unabhiingig, wean 
aX -F fl(X -- 1) + 7(Z --  t) = ~ yon t nnabhangig ist. 

Die Behandlung der Bediagungsgleichungen kann nun weiter folgen- 
dermaBen effolgen: 

Setzt man 
a b c 

( 3 )  e = x-~ + (~ _ ~)~ + (~ _ t ) , '  

~o folgt a.~ (1) d i~ ,~  .nd (3), (5) vo~ige~ ~ m ~ o ~  

T + ~ - - I  z--t = - 0 ,  

und hieraus berechnet man: 

(4) a = ?-xz + }:t [1 +e(~t--1)][1 +e(X--t)]  --  0 Z (z --1) "(l - -  ' 

z(;~-- ~) (~--t) (5) ~= ~(%-- 1) 1 - -  1 [1 ..~_ ~ ]  [1 ..~_ ~(~__ t)] ..~_ O 
t - - 1  t - - 1  t - - 1  

x(1-- t) i - - t  [1 -~- ~it] [1 -{- s(~--  1)] ~(i-- i) (l--t) 
(6) 7 ---- t ( t - -  1) + t(t---~ 1--) - -  @ t ( t - -  1) " 

Setzt man in diese Ausdriicke ffir e seinen Wert  aus (4) III ein, so ergibt sieh: 

(P) a----- -t 4t(z--~)(~--}i - 0  t i z (z-- ,) q,-- t) ~-i --  t --  x ' 

u(;t-- t) (~--t) (2 ~- -1) '  ~(~-- 1) (~--t) 1 t ( t --  1) Id~}~ 
(R) ~2----~ t( t --1)  4t(t--1)~,(Z--1) - ~ )  t ( t - -1)  t 4 ;t (Z --1) (~t-- t) , ,d-t 

Die Entseheidung der Frage, ob die Bedingungsgleichungen (3) bis 
(8) Nr. III miteinander vertr~glich shad, kann nun in der Weise erfolgen~ 
dab diese Werte fiir a, ~, r in (6) his (8) Nr. III eingesetzt werden. 
Das Ergebnis dieser Substitutionen ist: 

20* 
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aus (6) III 

(7) 
aus (7) I l l  

(s) 
aus (8) III 

(9) 
Hierbei bedeubt: 

= o a t - - i ~  

) 1)(i t )  = o ,  

dA D(a) = o. 
dt 

(S) .D(it) d, il, [ +  1 1 _ida, 111 1 1 ] j /d~'  
=~-~+  +t----Y+~. i ~- - -~-  i + V - - - i + Y - - - i  " - -  - -  - -  \dt] 

-- '2 ~' (i-- i) (~.-- t) t 
t'(t--1)' {--(u--l)+a+b-l-c--(a-t-- i-)~) 

( _ , )  , - ,  . - , I  
+ b + (~.-- 1)' -- c (~.--t)' }" 

Die Gleichungen (7), (8), (9) werdeu gleichzeitig effiillt, wenn 
(L) D(1) = 0 
ist. 

Die Gleickungen (3)--(8) Nr. III lassen also eine Aufl6sung zu: 
it als Eunktion yon t muff Integral der Gleichung (L) sein und a, fl, T 
miissen durch ihre Ausdriicke (P), (Q), (R) berechnet werden. Dabei ergeb~ 
sich die folgenden sechs willkiirlichen Konstanten: a, b, c, u und die, beide~ 
zu der Di#'erentialgleichung 2 t~ Ordnung (L) gek6rigen Integrationskonstante~. 

(i) 

V~ 
Setzt  m a n  nun:  

'-- 4(x--1) 4- 4a 4- 4b 4- 4c = 1,'~, 

so lautet die (~leichuug (L) 

at, ~ + F2-~ + ); dt 2 Z- 

---7 ~ : i ~  k| + k l ( z _ , ) ,  - ~-_--~),j �9 

�9 ) Die Differentialgleiehung (L') besitzt, worauf ich bei anderer Gelegenheit ein- 
gehen mSchte, die festeu Yerzweiguugspunkte o, 1, t, or. In der Tat finder sie sich 
in dem speziellen Fall k o = k l ~ k t _ _ _ k ~ = 0  in den yon Herrn P a i n l e v 4  f f i rDff-  
fereu%ialgldehungen zweiter Ordnung mit festen Verzweigungspunkten aufgesteIl~n 
Tableaux (Acta MaCh. Bd. 25 z. B. Tabl. III). Darauf, dab diese Tableaux noch nach 
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Die Bedeutung der GrSBen k~,/Co, kl, k t i s t  dabei folgende: 
Lautet die determinierende Fundamentalgleichung ffir x-----0 

r ( r - - 1 ) = a ,  

und ist r~ eine Wurzel  dieser Gleiehung, so is~ aur 1 - - r  1 eine solche, 
und 2r 1 - - 1  ist die Differenz der Wurzeln. :Nun ist abet 

(2r~-- 1)2 ___ 4a  + 1 = k o. 

Demnach ist k o das Quadrat der Differeaz der Wurzeln der determinierea- 
dea Fundamentalgleichung ftir x = 0, und ebenso sind kl, k t bezw. die 
Quadrate der Wurzeldifferenzen fiir x---- 1 und x = t. 

Welter  lautet nach (2) IV die determinierende Fundamentalgleichung 
ftir x = o o  

3 
r ( r - - 1 ) + 2 r = a + b + c +  4 ~' 

also 

(2) 

so ist 

( 2 r +  1) ~-- 4a  + 4b + 4c -- 4 (~- -1 )  - - - -  k=. 

Da aber 2 r  + i die Wurzeldifferenz is~, so is~ also k~ das Quadrat dieser 
Wurzeldifferenz ffir x = r Die Differentialgleichung (L') fiir ;t lgBt sich 
nun in merkwiirdiger Weise umgesta lbn:  

Setz~ man: 

i (i-- t) ' 
@o 

wo ~ bedeubt ,  dat~ 

auf t anzusehen i st. 

Also 

a t~ = _ _  -~- 

+ 

ist 

y%(i-i) (i-t) ~ 

1 1 d~ 
Vl ( l__ l ) ( l __ t )  i - - t  dt + 

dU _ _  I d l  ~U 
d t  y•(i--1)(i--t)  d-{ + ~ "  

bei dieser Differentiation i als Konstante in bezug 

Weiter  folgt: 

1 
i- i (ell2 

\dr] 

Vi (z - 1) (1 - t) d t --~ + ~ t "  

d~u . 2 t - - 1  d u  1 
dt -2- + t ( t--  1) d t -it- 4 t ( t --  1) u 

_ i 

- - ] / % ( Z _ l ) ( % _ t ) L d t  2 o + t - - 1  d t  2 % - - 1  

~ u  2 t - -  1 ~u 1 
"~-~-'~" t ( t - -1)  Ot + 4 t ( t - - 1 )  u~ 

also wegen (L'): 

einigen Richtungen bin zu erginzen sind, hat 

\dr] ] 

schon Herr G a m b i e r  (C. IL. de l'Ac. 
des Sc. de Paris 1906, t. 142, p. 268) hingewiesen; siehe auch seine weiteren VerSffenb 
lichungen C. R. 1906, t. 142, p. 1403 u. 1497, t. 143, p. 741. 
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d2u  2 t - - 1  d u  1 ~ ' u  2 t - -  I ~ u  1 
dr '  "~ t ( t - -1)  d t  -]- 4 t (t --1) u ~--~-~-~-Jr" t ( t - -1)  ~ T ~ 4 t ( t - - 1 )  U 

1 1)( i - - t )  gt__~_l) 7 
F ~ t ,( t--~) '  (i--i), (i--t),J" 

Nun besteh~ _aber, wie leicht durch die Rechnung zu bestitigen, fib das 
elliptische Integral 

X 

fW (3)  v = (~_: ~ (~ :u 

die Beziehung 

'-d',~ 2 t -  i a]~ i I V~(x--Y)(~-t) i 
(4) -~-~-'lL t ( t - -  1) L ~  - F 4 t ( t - - 1 ) v = - - - 2  - t ( t - - 1 )  (x-- t)  ~; 

also ergib~ sich, wenn, wie oben, bei den Differentiationen ~ als Konstanb 
angesehen wird: 

a ' u  2 t - -  1 a~t 1 1 Wz (J, -- l) (;t -- ti 1 . 
(5) at '  + t(t--1) at + At(t--i) u = - - - g  t(t--1) (t--t) '  

Daher folgt 
d ' u  2 t - -  1 d u  u 

(L") dt ---~ + t(t-- i) dt + 4 t r  

ViQ,-- 1)(I-- t) Fl. t -- i t 
= ~t,(,-1), L ~- ko ~3 + k, (~-i), 

Bezeiehnet man die dutch Umkehrung dos 
2 

fi u = (~ -- i) ( ~ , - -  t) 

k t ( t --  i)7 
'(-i-:-- t2J" 

elliptischen Integrals 

enbtehende elliptische Funkfion durch 

(6) i ---- f (u ,  t), 

so dag also 

a~ = yi(~- i) (i-~) (7)  a-~ 

.mid setzt 
t i -- t t (t-- i) 

(8) •(u, t) ---- k~f(u) + k o ~-~ + k 1 f (u)--  i F kt f (u)  - - t  ~ 

wo bier der Einfachheit wegen das zweite Argument bei f weggelassen ist, 
so dab also ~p(u, t) in bezug auf u eine eindeutige doppeltperiodische 
Funktion ist, die ftir solche Werte yon u u~endlich wird, fiir die 

f (u)  =--- oo, f (u)  = O, f (u)  ffi 1 oder f (u)  ----- t 

wird; so lautet (L") 

(L"') ~'u ~t--  i ~u u i am(u, t) 
dr' -F t(t--1) ~t 4- 4t(t--1) = ~t '( t --1)  ~ ~u 
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VI. 

Man kann sich die Frage vorlegen, ftir welche rationale Trans- 
-formationen tier abh~ngigen und der unabh~ngigen Variablen die Differential- 
�9 gleichung (A) in eine Cxleichung derselben Form mit denselben wesenflich 
~ingulEren Stellen 0, 1, t, o~ tibergeht. Das Ergebnis dieser Unbrsuchung 
is~, dab folgende Transformationen yon x mGghch sind: 

t x -- t (m -- I) t 

x ~ l  x - - t  

7Jnd zwar geht tiber, bei ~1: 

x----O in ~l = oe, 

x = 1 in ~i = t, 

x-----t in ~1----1, 

x = c ~  in ~ i = O ;  
~oei ,~: 

x -- 0 in ~ -- t, 

x = l  in ~ = eel, 

x = t  in ~ = 0 ,  

x----c~ in ~ = 1 ;  
bei ~s: 

x ----- 0 in ~s = 1, 

x = l  in ~ 8 = 0 ,  

x - - t  in ~8----c~, 

x----c~ in ~ 8 = t .  

Die abhingige Variable y muB dann jedesmal noch so transformiert 
werden, dab wieder der Koeffizient der ersbn Ableitung nach der neuen 
unabhgngigen Verinderlichen gleich Null wird. Die scheinbar singulire 
;Stelle ~. geh~ dabei fiber bezw. in 

t z-~ (z-i)t 
,(10) i~-----i-, i~=i_i, i8= z - - t  

Die GrGBen ;~I, ~t~, k s mtissen demnach genau ebenso gebilde~en Differen- 
"~ialgleichungen genfigen wie 1 selbst, was auch die Reehnung unmittelbar 
liefer~, wenn man in (L') start i die Werte ;~1, ;~2, ;~s substituier~. In 
diesen Oleichungen ist nut  enbprechend der Veriauschung der singulgren 
~S~ellen unbreinander zu setzen f'fir 

ko, h, k. k| 
~n tier Gleichung fib ;t 1 bezw.: 
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in der flloichung ffir ~ bezw.: 

in der flleichung ffir ~ bezw.: 

(11) 

k=, ko, k~ ; 

k o~ k=~ k t. 

In den flleiehungen (L") und (L'") ist dann an Stelle yon u 

f ~/~ dX~ . i~- I 2, 3, 
u~ = (z~-- ~) (z;-- t) ' 

0 

welche Ausdrficke wegen 

dZ; dZ 

Vz~(z~- 1)(z~-O V~-z-s-i)(z-t)' 
iibergeffihr~ werden kSnnen in 

t 2-t 

). 2 - 1  

(12)  u~ z (z - i) (x - t) z ( z - ~ ) ( ~ . - t ) '  
0 1 

i = l ,  2 , 3  

zu se tzez l  

(~ - 1 )  t 

t 

VII. 

Das in de:- neueren Literatur vielfach behandelte sogenann~e lqie- 
mannsche Problem grfindet sich auf die Fragmente einer aus dem Nach-  
lasse Riemanns verSffentlichten hrbeit: Zwei allgemeine S~itze fiber l ineare  
Differentialgleichungen mit algebraischen Koeffizienten (Riemanns W e r k e  

.I[. Auflage, S. 379). Auf die Bedeutung der in diesen Fragmenten e n ~  
haltenen Problemstellungen hat zuerst Herr Klein  (vgl. Math. Ann. Bd. 46 ,  
S. 83) hingewiesen. Sparer hat dann Herr S c h l e s i n g e r  in einer R e i h e  
yon Abhandlungen*) dieses Problem in Angriff genommen und se ine  
L~sbarkeit gezeigt, wenn die s0gena'nnten Konvergenzbedingungen**) erfiil lL 
sin& Neuerdings hat Herr H i lber t  (Grundzfige einer allgemeinen T h e o r i e  
tier Inte~algleichungen III, GSttinger Naehrichten 1905, p. 330--337) das 
Problem ffir Differentialgleichungen zweiter Ordnung erledigt. D ieses  
Problem is~ das folgende: 

Es sell ein System yon n Funktionen Yl, Y~, Ys,'" ", Y~ gesucht werdenz 
die in der ganzen Ebene mit Ausnahme der Stellen al, %, . . . ,  a~, a~+l-----r 
eindeutig, endlich und stetig sin& An den singul~iren Stellen sollen d ie  

*) L. Sehlesinger: Zur Theorie der linearen Differentialgleiehungen im Ansch luJ~  
an das Riemannsche Problem, I, Crelles Journal Bd. 12S, S. 1S8ff.; II, Bd. 1241, 8. 2 9 2 f f . ;  
Bd. 130~ S. 26ff. 

**) a. a. O. Bd. 123, S. 147. 
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Funktionen nicht yon unendlich hoher Ordnung unendlich werden und 
sollen bei Umliiufen der unabhiingigen Ver~nderlichen um al, a ~ , - . - ,  a~ 
bezw. die vorgeschriebenen Substitutionen A1, . A ~ , . . . ,  A,~, also bei  
a o + i -  ce dann die Substitution 

A [ 1 A ~  1 A~  i . . . A-~ 1 

erleiden. 
Da die singuliiren Stellen a~, a ~ , . . . ,  % willk~irlieh vorgeschrieben 

werden sollen und ebenso die goeffizienten der Substitutionen A i, A.~,..., A~, 
die also aueh yon al,  a~, . . . ,  a~ unabhi~ngig sind, so gentigen, wie H e r r  
Schlesinger in den angegebenen Abhandlungen zeigt, die y~, y . ~ , . . . ,  y,, 

einer Iinearen homogenen Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse~ 
deren Substitutionsgruppe yon der Wahl tier singul~iren Stellen unab- 
h ~ g i g  ist. 

Die vorstehenden Untersuchungen geben nun diese Differential- 
gleichung fiir zwei Funktionen und drei im Endlichen gelegene singul~ire 
Stellen a i - - 0 ,  a s = 1, a 8 - t .  Wir wollen zeigen, dag die Anzahl der  
wiIlktirlich gebliebenen Konstanten mit der flit das Riemannsche Problem 
erforderlichen tibereinstimmk 

Die Anzahl der in A1, A2, A s vorkommenden Konstanten ist 12. 
Da man es abet stets dutch eine Transformation des Funkfionssystems so 
einrichten kann, dag die Determinaaten der Substitutionen gleich 1 
sind, was darauf hinauskommt, dal], wie wir angenommen haben, der  
Koeffizient der ersten AbleRuug in der Differentialgleichung, der das 
Funktionssystem gentigt, den Weft  Null hat, so reduziert sich die Zahl  
dieser Konstanten auf 9, wenn wit yon vorneherein annehmen, dal~ die 
Determinanten yon A i ,  A~, A s den Wert  1 haben. Nun hatte sich die 
Zahl der direkt verfiigbaren Konstanten unserer Differentialgleichung 
gleich 6 ergeben. Hierzu kommen aber noch drei Konstante dadurch~ 
dal3 man yon einem Fundamentalsystem Yl, Y~ zu einem anderen 

~i = c~i Y~ -t- c~ y~, 

ttbergehen kann. Die Zahl tier bier hinzutretenden Konstanten ist des- 
halb nur 3, weft ein den Elementen eines Fundamentalsystems hinzuo 
geftigter gerneinsamer konstanter Faktor die Substitutionsgruppe unver- 
i~ndert l~igk Wir haben also, wie es sein mug, im ganzen neun Konstanten 
zur Verftigung. 

Bei dieser Gelegenheit mSchte ich eine Bemerkung zu einer yon 
meinem Vater (L. Fuchs, Sitzungsber. der Berl. Ak. 1894, S. 1125, Nr. 8) 
aufgestellten Differentialgleiehung machen. Die dort aufgestellte Iineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit drei im Endlichen gelegenent 
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ginguliiren Stellen, deren Substitutionsgruppe yon der Wahl einer singu- 
l~iren Stelle t unabhiingig ist, hat keine scheinbar singul~re Stelle; e s  

kann also der unendlieh ferne Punkt keine wesentlich singul~re S~elle 
sein. In der Tat l~il~ sich diese Differentialgleichung in folgender Form 
schreiben: 

d 'y  % x , ' ( t - - 1 ) ' - - ( ~ , + % - - a ' ) x ( x - - 1 ) t ( t - 1 ) + a ~ ( x - - 1 ) ; t  "~ 
(1) dz  ~ ~ -  X ' ( ~  - -  1) ~ (X - -  t) ~ Y '  

we die konstanten GrSl~en a dieselbe Bedeut, ung haben wie in der Arbeit  
meines Vaters. 

Die Gleichung (1) kann mm durch eine einfache Transformation in 
eine andere mit zwei im Endlichen gelegenen Punkten und dem unendlich 
fernen P(mkt als wesenflieh singul~ren Stellen iibergeffihrt werden. 

Setzt man niimlieh 

( 2 )  l t + ~(1 - t), 
/ y = xu~ 

so geht (1) fiber in 

(3) d~u 
dz ~ Z ~ (Z - -  1) ~ U ,  

welehe Gleichung leich~ in 
gefiihrt werden kann. 

eine Gaul~sche Differentialgleiehung tiber- 

VIII. 

Wir wollen nun einen besonders interessanten Spezialfall hervor-  
heben, der yon der allgemeinen yon uns behandelten Differentialgleiehung 
eine s Spezialisierung bildet, wie die sogenannte Legendresche 
Differentialgleiehung yon der allgemeinen GauBsehen. 

Die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen der CxauB- 
sehen Differentialgleichung 

dy 
(1) x ( x - -  1) ~'y 1) 7] ~-~ , + [(~ + ~ + x - + ~/~y = 0 

die ja bekanntlich die Liisung des oben angegebenen Riemannsehen 
Problems fiir zwei im Endlichen gelegene singul~ire Stellen 0, 1 u n d  
zwei Funktionen gl, Y~ en~h~lt, sind 

bei x = 0  : 0, 1--~, ,  

bei x = l  : 0 ,  7 - - a - - ~ ,  

bei x = c ~  : a ,  #. 

Frag~ man sich, wie a, fl, 7 gewiihlt werden mfissen, damit; die 
Wurzeln fiir jede singuliire S~elle einander gleich werden, so ergibt sie]a. 

t - = l ,  a . + f l = 7 ,  a = f l ,  
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d. h. also 
1 

7 = 1 ,  a = t ~ = - ~ "  

Die Differentialgleiehung (1) lautet dann 

(2) X ( 2 - -  1) d ' y  d y  1 + ( 2 x -  1) + y = o. 

Es ist dies die sogenannte Legendresche Differentialgleiehung, die yon 
Legendre*) zaers~ aufgestellt worden ist. Diese Gleichung wird be- 
friedig~ dureh die Periodizitiitsmoduln des elliptisehen Integrals 

U Z(Z-- 1) (Z-- .~  ; 
r 1 6 2  

sie spielt bekanntlich in der Theorie der Modulfunktion eine bedeut- 
same Rolle. 

Wir fragen uns nun ebenso, welehe Form unsere Differen~ial- 
gleichung (.~) annimmt, wenn die Wurzeln der determinierenden Funda- 
mentalgleiehungen ffir alle wesentlich singul~ren Stellen 0, 1, t, oo 
einander gleich werden. 

Dami~ die Wurzeln der Gleichung 

r ( r - - 1 ) = a  
1 1 

einander gleich werden, mug a = - - T  sein; und ebenso folg~: b = - - - y ,  
1 

c . . . . . .  Damit ferner die Wurzeln der determinierenden Fundamental- 4 
gleiehung fiir x = cx) ((2)IV) 

r ( r + l ) ~ a + b + c A -  3 
1 

einander gleich werden, mu$ ~ =-X- sein. 

Da ferner naeh Nr. V ko, k~, kt, k~ die Quadrate der Differenzen 
der Wurzeln tier determinierenden Fundamentalgleiehungen bezw. ffir x = 0, 
x = 1, x = t, x = c~ sind, so mfissen diese Gr~$en hier den Wer~ Null  
haben. 

Dann geht aber zufolge (L") die Differen~ialgleiehung, der ~. als 
Funktion yon g gentig~, wenn wieder 

2 

(3) 

gesetzt wird, fiber in 

(4) 

u ---- i(z - 2) (z - t) 

d~u 2 t - -  1 d u  1 
dt ~ + t ( t - -1)  dt + 4t(~--1) u = O, 

*) Legendxe, Traitd des fonctions elliptiques, Bd. I (1825), S. 62 ft. 
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d. h. in die Legendresche Differentialgleichung, die durch die PeriodizitKts- 
moduln des Integrals (3) befriedigt wird. 

Bezeichne~ man also die dutch Umkehrung yon (3) e n b t e h e n d o  
elliptiseho Funk~ion mi~ f@0 und ihre der Differentialgleichung (4) g e -  
ntigende:a Perioden mit u~ und u~, so ist 

(5) ;t = f ( c l u  1 + c~u~), 

wo cl, c~ zwei willkiirliche Konstanten sind, so dab c ~ u l + c ~ u  ~ d a s  
allgemeine Integral  yon (4) darstelR. 

Wir  erhalten also das folgende Ergebnis:  
Die Differentialgleiehung lautei:  

dx --~ = 4 x" 4 (x - -  i)' ~ (x -- t) ~ + ~ (x --  x)' 

+u x - - ~  ~-- - i -  Y" 
Dabei isl 

= - f  z t 4 z (z - - 1 )  (z - -  t) ~ ~ - - i  , 

i[i i ] ,'(,-I) [d~ z]~, 

1 [  1 1 1 ] ~ ,( , -1) reT' 
7 --- 2- ~ - ~ + -i- + -,--~--/_ + 2- z (z --  ~) (z - ~) La d ' 

= ~ . . .  -~ z - i . ~  2 z ( z - - ~ )  (z- -~)  d-7, 

Z = f ( c l u i  + c~%), 

wenn f ( u )  die dutch Umkehrung des Integrals 
2 

(z -- ~) ix -- ~) 

ent;s~;ehende ellip~;ische FunkUon bedeul;e~ and ux und u, die 
dieser elliptisehen Funktion 

0 1 

% ---- i (x - 1) (z -- 0 ' u~ = % Vz ( z -  ~) ( z -  0 
t t 

die der Legendreschen Differentialgleiehung 
d ~ u  2 t - -  1 d u  1 

dt ~ + t ( t - -  1) dt -]" 4 t ( t - -  1) U ---~ 0 

als ein Fundamentalsystem geniigen. 
Na~iirlieh kann die Differen~ialgleiehung (A') leieh~ durch die 

formation 

(6) 
1 1 1 1 

y = x ~ ( x -  1)~  (x  - ~)~ ( x  - a)  ~ u 

P e r i o d e n  

T r a i l s -  



L i n e a r e  Differen~ialgl. zweiter Ordnung mit  drei wesentlich s ingul i ren  S~ellen. 317 

so umgewandelt werden, dab die Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleichungen fiir x----0, 1, t beide den Wert Null haben (ffir x----~ die 
Werte 0 und 2), wie dies bei der Legendreschen Differentialgleiehung 
bei 0 und 1 der Fall ist. Ftir x = ~ werden die Wurzeln dann beide 

1 
wie bei der Legendreschen Gleichung -~- Ebenso kann auch die allgemeine 

Gleichung (A) so umgewandelt werde!a, dat~ yon den Wurzeln der deter- 
minierenden Fundamentalgleichungen fiir die im Endlichen gelegenen 
singul~iren Punkte, wie bei der Gau~schen Differentialgleichung, eine den 
Wer~ Null hat. 

IX. 

Die Differentialgleichung fiir ~ kann reduktibel sein und zwar kann 
sie mit einer Riccatischen Different.ialgleichung ein Integral gemeinsam 
haben. 

Is~ niimlich r 1 eine Wurzel der determinierenden Fundamental- 
gleichung fiir x ~ 0 ,  r~ eine solche ffir x----1 und r s fiir x = t ,  so 
geatigt jedes Integral yon 

a ~ = (1  - -  2 r~) z z - ~ - (1) dt - t  + ( 1 - - 2 r l ) v ~ - - I  - t - 2 ( r l - t - r~+r3 -1 )  z(z i) 
t ( t  - -  1) 

der Differentialgleichung ffir ~ wenn 

(2) ~ = r i +  ~ +  ~ - -  2 ( ~  + ~ r~ + ~ ) ,  

d. h., wegen (2)IV, wenn 
3 

r = r l + r ~ + r s - - -  i 

eine Wurzel der de~erminierenden Fundamentalgleichung fiir x = oe wird. 
Eine einfache Rechnung zeigt, dab in diesem Falle die Differential- 

gleichung ftir y (A) lautet: 
1 

E( d* y ri r~ r s 2 
( 3 )  d x '  = x + x ~  + x - -  t x -  z 

1 

- -  ~ §  §  ( x - - z )  ~ Y' 

Diese Gleichung ist reduktibel, sie wird befriedigt durch jedes Integral yon 

1 

d y  --__ r~ r 8 2 

~dx + ~- Z Y" x ~ l  x - - t  x ~  (4) 
Da aus (4) 

1 
m - - -  

y = c, ons~ .  x r l ( x - - 1 ) r 2 ( x - - t ) r 3 ( x - - ~ , )  ~ 

folgt, so ist, wenn Cl, c~ willkiirliche Konstanten bedeuten, 
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(5) 2 -~ ~x~, ( ~ -  W~(x-~)" .  ( x - i )  
1 

+ c ~ x ~ , ( x - 1 ) ~ , ( x - ~ ) ~ , ( x - i )  

j ' ( ~  - ~) x-'r~ (~ - 1)-,~, (z - 0 -  '~' d~  
0 

das allgemeine Integral yon (3). 
Es muB nun zufolge der 

Fundamentalsystem yon (3) so 
Grundlage unserer Untersuchungen ei~ 

angegeben werden kSnnen, da~ die I~oefti- 
zienten der Substitutionsgruppe 
Fundamentalsystmm sei ~ ,  ~ .  

Setzt man nun 

yon t unabhiingig werden. Dieses 

so gehen 

Yl ---- x'' ( x -  1)~ ( x -  t)'. ( x - ) . )  ~, 

~, = ~ l f ( ~ -  i)  x - - .  (~ - 1 ) - ~ ,  ( x -  ~)-'~., 
0 

bei eirmm beliebigen Umlauf yon x Yl, Y~ bezw. tiber in 

Y, = ~y~. d- ~ y ~ , f  (x--~l)  x - ~ ,  (x - 1 ) - ~ ( x - - t ) - ~ , d x ,  
1, 

wo das Integral tiber den geschlossenen Weg L zu erstrecken is~, den 
bei dem Umlauf beschrieben hat, and ~ eine yon x und t miabh~ngige  
Konstan~e bedeute~. 

71 = c11Yl + cl~Y~, 

~ = c21Yl + q~Y~ 

wo c~. yon x unabhingige GriiBen sin(l, dann gehen bei dora Umlaufe L ,  
w e n n  

f(x- i )x- 'r .  (x - i)-'~(x-t)-'r.dx= P 
L 

gesetzt wird, ~l, ~, fiber in 

71 ---- ~ Vl -t- clg co yl P ,  

oder 
7, = ~ + C l ~ P ( c , ~ 1  - Cl~), 

da man es stets durch Mul~iplikation yon ~?l, ~ mi~ einem geme~- , amen  
Faktor so einrichten kann~ dal~ die Determinante der c~ gleich 1 wixd .  

Es sei nun 
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also die Koeffizienien der Substiiuiionen, die ~l, ~7~ bei dem 
yon t unabh~ngig sein, so mtissen cl~, c~ so gewiihl~ 

Sollen 
Umlauf erfahren, 
werden, dab 

c12t)c~ -~ ~1, cl~Bcl~ = 73, 

c~ Pc~  ~ ~'3, c.~ Pcl~ = 7~ 

wird, we 71, 7~, 7~, ~'~ yon t unabh~ingige GrSBen sind. Daraus folgr 
aber~ dab sich c~ und c~ nut  dutch einen yon t unabh~ingigen Faktor 
un~erscheiden dfirfen, und daraus~ dab die Funkiion yon t: 

P = . f ( x  --  ~,)x-~'  ( x -  1)-~= ( x -  t ) - 2 " d x  
L 

fiir jeden beliebigen geschlossenen Weg, abgesehen yon einem konstanien 
Faktor, stets denselben Weft haben muB. 

Es ist  also die notwendige und hinreichende Bedingung daftir, dab 
das Integral 

f ( x - -  i ) x ' , ( x  --  1)', (x -- t ) ' , dx  
1, 

fiber irgend einen geschlossenen Weg der x-Ebene erstreckt, abgesehen yon 
einem konstanten Fakior, immer denselben Wert hat, die, dab X der Diffe- 
rentialgleichung 

d l  = (1 + ~1) ~ 1 - -  1 
dt -7- +(I+~2) t 1 (e~ + ~ +~s+2);t(i 1) - -  t ( t  - -  1) 

genfigt. 
Wenn  el + e2 + e8 + 2 = 0 ist, so ist diese Differeniialgleichung linear. 

Ist  dies nicht  der Fall, so seize man: 

i = t(t -- I) u" 
~ + s ~ + ~  + 2  E + t, 

dana  erhiilt man fiir u die 

wenn 

geseizt wird.*) 

GauBsche Differentialgleichung 

+ + + r]d ~ -  + a ~ u  = O, 

~ =  i + e s ,  

7 ---- 2 + el + e3 

*) Hieraus folg~ z. B. die bekannte Tat;sache, dab die Integrale 

fm~'+l(x--l)~'(x--t)~'dx und fx~'(x--l)~'(x--t)~'dx 
L L 

linearen Differentialgleichungen derselben Klasse gen(igen. 
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1 
Z.B. ffir e I = e ~ = 8 ~ =  2 erhiilt man: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dal~ sich die 
Periodizitiitsmoduln des elliptischen Integrals zweiter Gattung 

1/X--(X - -  1 ) ( x -  t) d x  

nur durch einen yon t unabhiingigen Faktor unterscheiden, is~ die, dag 

~. ---- 2 t ( t - - 1 )  -g + t ,  

wo u ein beliebiges Integral der Legendreschen Gleichung 

t ( t - -  1) a'u du 1 d-V + (2t-- 1) a + -~-u= 0 
i s t .  

X. 

Es soU nun noch gezeigi werden, da$ durch gewisse Spezialisie.rung 
der Konstanten die Differentialgleichung (A) in die GauSsehe Differen~ial- 
gleichung tibergeftihrt werden kann. 

Wenn k t ----0 ist., so folg~ aus der Gleichung (L") S. 310, d ~  2. = t 
gewiihlt werden kann. In der Tat werden dana beide Seiten yon (L") 
gleich Null, da 

t 

f u = y ~  - 1)  (z  - t) 
r 

tier Legendreschen Differentialgleichung, deren linke Seite mit der linken 
Seite yon (L") fibereinstimmt, geniigt. Die Ausdriicke (e), (Q), (R) der 
:Nr. IV, S. 307, geben dann, dab fiir ~ =- t  

1 
[~]a=t= ~ - -  -- 2~ 

1 

1 
[r(z-t)]~=,= y 

ist;. Da nun e - - - - -  ~ -  f l -  y ,  also der Koeffizient yon "(A) 

3 
a b c 4= a 

p ---- ~ + ~,~ + ~,., + o,.. + 
( x  - -  JL) ( X  - -  ~) ( X - - ~ )  

+ 
x - -  1 x - z ( x  - ~) ( x  - z ) ,  

x-- ; t  
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1 folgt;, so ergibt sich, da, wie schon friiher gezeigt, aus kt = 0 c = - - X -  
ffir ~ t ~ t :  

1 1 3 1 
a b ~- -- ~" 4 ,~ ~- 

P = ~ + ( x -  1)'- + x ( x - - 1 )  - -  (x--- t i"  + ( x - t 5  ~ - ( x - - t ) "  

Die Differentialgleichung (A) lautet also 

d~y  a b 2- u 

-~lx ~- = "- + ( x -  1), + x--(;~--ii y 

trod kann durch eine einfache Transformation in die GauBsche Differen- 
tialgleichung tibergefiihrt werden. 

Ebenso kann flit k I = 0 das Integral ~. = 1 gewiihlt werden, wobei 
dann eine Differentialgleichung mit den wesentlich singul~ren SteUen 

0, t, (x) und nicht 1, 

fiir k o ----0, ~ =-0 eine Differentialgleichung mit den singuli~ren Stellen 

1, t, cx) und nicht 0 

entsteht. Endlieh ergibt sich ftir k ~ =  0 das Integral Z = ~ und daraus 
eine Differentialgleichung mi~ den singuliiren Stellen 

0, 1, t und nicht ~ .  

Diese Gleichung stimm~ mit der-in VII, S. 313--314 behandelten Glei- 
chung meines Vaters tiberein und kann also ebenfalls leicht, wie dort 
gezeigt~ in eine Gaugsehe Differentialgleichung iibergefiihrt werden. 


