Untersuchungen iiber ein Problem der Hydro-
dynamik.

(Yon G. Lejeune Dirichlet.)

(Aus dessen Nachlass hergestellt von Herrn R. Dedekind zu Zirich.)

Aus dem achten Bande der Abhandlungen der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu
Géttingen abgedruckt.

Vorwort.

Ueber die Vollendung und Herausgabe dieser Abhandlung, welche
nach dem letzten Willen des Verfassers mir dbertragen worden ist, sind einige
Bemerkungen vorauszuschicken. Das hier behandelle hydrodynamische Pro-
blem, dessen Losung aus dem Winter 1856 — 57 stammt, wurde in kurzen
Ziugen zuerst am Schlusse der Vorlesungen iiber partielle Differentialgleichun~
gen im Juli 1857 vorgetragen, und gleichzeitig wurde das Hauplresultal der
ganzen Untersuchung in den Nachrichten von der Konigl. Gesellschaft der
Wissenschaften durch eine kurze Anzeige veroffentlicht. Die vollstindige Dar-
stellung verzogerte sich aber, theils durch den Wunsch des Verfassers, den
Gegensiand in seinen Einzelheiten noch mehr zu durchforschen, theils durch -
die Beschiftigung mit andern Arbeiten, bis die plotzliche Krankheit und der
zu frihe Tod die Vollendung unmoglich machten. Unter den hinterlassenen
Papieren, die sich auf diesen Gegenstand beziehen, und die am 21. Juli 1859
in meine Hande gelangten, fand sich zunichst ein so sorgfillig ausgefihrtes
Manuscript, dafs es ohne die geringste Aenderung dem Druck ibergeben wer-
den konnte; nur ist es sehr zu heklagen, dafs auch in diesem Bruchstiick
die Einleilung, welche der Erorterung einiger allgemeiner Eigenschaften der
hydrodynamischen Grundgleichungen gewidmet war, unvollendet geblieben ist.
Aufser diesem Manuscript, welches in der folgenden Anordnung bis gegen
den Schlufs des §.3 reicht, fand sich eine grofse Menge einzelner Papiere
mit flichtig hingeworfenen Formeln ohne Text, deren Bedeutung aber leicht
zu erkennen war. Zum grofsten Theil waren es Wiederholungen des schon
Dargestelllen, und nur selten ergab sich aus ihnen ein Anbalispunkt fir die
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weitere Ausfilhrung. Indessen fiel es mit Halfe dieser Papiere nicht schwer,
die sieben Integralgleichungen erstér Ordnung aufzufinden, welche in der vor-
laufigen Anzeige der Abhandlung erwihnt sind; sie finden sich in §.5 der
folgenden Darstellung. Aufserdem wiesen zahlreiche Stellen auf den in §.8
behandelten Fall hin, wenn auch nirgends sich eine Discussion vorfand; ich
habe ihn (in §.6) mit dem andern in §.7 untersuchien zu verbinden gesucht,
der seiner Einfachheit halber auch in der schon erwihnten vorliufigen Anzeige
mitgetheilt ist. Ferner gaben, wie aus den sammtlich von mir hinzugefiigten
Anmerkungen zu sehen ist, manche Stellen des erwihnten Manuscriptes Ver-
anlassung zur Ausfihrung mehr mihsamer als schwieriger Rechnungen, die,
weil sie fur kiinftige Arbeiten wobl niitzlich sein konnen, ibren Resultalen nach
in die Abhandlung aufgenommen sind und so den §.4 bilden. Nachdem ich
sie einmal abgeleitet hatte, dienten sie mir bei einigen weiteren Untersuchun-
gen, deren Ergebnisse, so weit sie bis jetzt gelungen sind, ich in dem
Schlufsparagraphen mittheilen zu diirfen glaubte. Ich verhehle mir nicht, dafs
troiz aller auf die Arbeit gewendeten Sorgfalt und Liebe, Manches vollstin-
diger und besser hitte ausgefihrt werden konnen; allein ich wollte die Her-
ausgabe nicht noch linger verzdgern, um so weniger, da ich vertrauen darf,
dafs man dieses letzte Werk des grofsen Denkers, dem es nicht vergonnt
war selbst die Meisterhand an die Darstellung zu legen, auch in der unvoll-
kommenen Form wirdigen wird.

Zirich, 10. November 1859.
: R. Dedekind.
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Bei der Begrindung der allgemeinen Gleichungen, durch welche die
Bewegung fliissiger Korper bestimmt wird, kann man von zwei verschiedenen
Gesichtspunkten ausgehen. Nach der einen Auffassung des Gegenstandes stellt
man sich die Aufgabe, fir eine beliebige Stelle (z, y, 2) und eine beliebige
Zeit ¢ den Zustand der bewegten Masse, d. h. die Dichtigkeit, den Druck und
die drei Componenten der Geschwindigkeit auszumitteln und diese finf Grofsen
als Functionen der vier Verinderlichen @, Yy, 2, ¢t zu bestimmen. Dem ebhen
erwahnten Gesichtspunkt entsprechen die Grundgleichungen der Hydrodynamik,
welche man in allen Lehrbiichern findet und welche Euler zuerst aufgestellt
hat ). Diese Hulerschen Gleichungen liegen auch einer grofsen Abhandlung
zu Grunde, welche Lagrange mehr als zwanzig Jahre spiter in derselben
akademischen Sammlung **) veroffentlicht hat und aus welcher er spiter mit
einigen Zusitzen den Abschnitt seiner Mécanique analytique gebildet hat, wel-
cher der Hydrodynamik gewidmet ist. Der wichtigste dieser Zusitze beginnt
den erwahnten Abschnitt und betrifft eine von der KHwlerschen wesentlich
verschiedene Behandlung des Gegenslandes; Lagrange geht namlich darauf
aus, die Bewegung jedes Elementes der Flissigkeit zu verfolgen, d. h. die
Coordinaten @, y, %, den Druck und die Dichtigkeit dieses Elementes durch
seine anfinglichen Coordinaten @, b, ¢ und die seit dem Anfang der Bewe-
gung verflossene Zeit ¢ zu bestimmen. " Merkwirdiger Weise macht jedoch
Lagrange von den diesem Gesichtspunkt entsprechenden Gleichungen gar
keinen Gebrauch; nachdem er namlich bemerkt hat, dafs sie etwas complicirt
seien, formt er seine Gleichungen in die Hulerschen um, und figt dann

#) Principes généraux du mouvement des fluides (Histoire de 'Acad. de Berlin;
Année 1755). i

*#%) Mémoire sur la Théorie du mouvement des fluides (Nouveaux Mémoires de
I’Acad. de Berlin; Année 1781).
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hinzu, dafs die letzteren wegen ihrer grofseren Einfachheit zur Losung be-
sonderer Aufgaben vorzugsweise geeignet seien. Ich mufs jedoch gestehen,
dafs wir der Vorzug, welchen Lagrange den Hulerschen Gleichungen vor
den seinigen einrdumt, durchaus nicht begrindet scheint, indem jene eine
Eigenthiimlichkeit darbieten, von welcher die letzteren frei sind und durch
welche die einfachere Form mehr als aufgewogen wird.

Die Eigenthiimlichkeit, von welcher ich rede und die Lagrange vollig
ibersehen zu haben scheint, besteht darin, dafs die Coordinaten «, y, 2 nicht
unabhingige Variable im eigentlichen Sinne des Worles sind, da die Aus-
dehnung, in welcher sie gelten, die des Raumes ist, welchen die bewegte
Masse jeden Augenblick einnimmt, und folglich durch die ganze vorangegangene
Bewegung bestimmt wird. Es ist aus diesem Umstande leicht ersichtlich, in
welche Schwierigkeiten die Anwendung der Fulerschen Gleichungen auf be-
sondere Probleme verwickeln mufs, da wir jetzl wissen, was freilich zur
Zeit des Erscheinens der Mécanique analytique noch nicht erkannt war, ein
wie wesentliches Element fiir die Bestimmung von Functionen mehrerer Ver-
anderlichen, welche durch partielle Differentialgleichungen und andere der
besonderen Frage angehorige Bedingungen definirt werden, der Umfang bildet,
welcher diesen Verinderlichen zukommt. Der Vorzug der Hulerschen Form
scheint auf den Fall beschrinkt, wo die flissige Masse im Laufe der Bewe-
gung dieselbe aufsere Gestalt behalt, auf welchen Fall ibrigens auch der leicht
zuriickgefahrt wird, wo sich ein fester Korper in einer unendlichen Flissig-
keit bewegt.

Dafs die erwahnte Eigenthiimlichkeit der von Huler gegebenen Glei-
chungen Lagrange entgangen ist, hat einige Unrichtigkeiten zur Folge gehabt,
von welchen ich die wesentlichste hier erwahnen zu miissen glaube, da sie
in alle Lehrbicher ibergegangén ist und wissenschaftliche Irrthimer um so
schwerer verschwinden, je grofser die Autoritdt ist, unter deren Schulz sie
siehen. Schon Huler hatte in der oben citirten Abhandlung bemerkt, dafs
seine Grundgleichungen sich sehr vereinfachen und auf eine zuriickkommen,
wenn fir die ganze Dauer der Bewegung sowohl die drei Componenten der
Geschwindigkeit als die der beschleunigenden Kraft die nach den drei Coor-
dinaten genommenen partiellen Differentialquotienten derselben Function dieser
Coordinaten sind, und diese Bemerkung ist von Lagrange durch den wich-
tigen Zusatz vervollstindigt worden, dafs die eben ausgesprochene Voraus-
setzung immer far die Componenten der Geschwindigkeit von selbst Stait
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findet, wenn sie nur fir den Anfang der Bewegung gilt und dberdies die
Componenten der Kraft zu jeder Zeit dieselbe Bedingung erfillen *).

§. 1. :
Die Grundgleichungen der Hydrodynamik in der Form, welche Lagrange
denselben gegeben hat, sind die folgenden, wenn wir uns auf den Fall der
Homogeneitat beschrinken und die Dichtigkeit der Einheit gleich setzen:

d*x de . rd% dy d*z )\ dz dp

Xt G- VNF+ G-t =0,
1. dx _pNdr | (dy pNdy | (d'z  Ndx | dp
a. di® X> db +(dt2 Y> db + di? Z>7{7+'Jb‘ =0,

O F I LANC- )L N )

“\di? d. di® “de
dre dy dz
2o aw = b

In diesen Gleichungen sind @, b, ¢ die anfinglichen Coordinaten eines
beliebigen Elementes, so dafs also der unveranderliche Umfang dieses Systemes

*#) Hier bricht leider das Manuscript vollstindig ab, und es war nirgends eine An-
deutung iber dié weitere Ausfihrung zu finden; doch ist wohl kaum zu zweifeln, dafs
die beabsichtigte Berichtigung in Folgendem bestehen sollte. Wenn man diejenige Function,
deren partielle Derivirte die Componenten der wirkenden Krafl liefern, durch partielle
Differentiationen aus den drei ersten der von Lagrange gegebenen Grundgleichungen eli-
minirt, so erhdlt man drei Resultate, welche eine unmittelbare Integration in Bezug auf
die Zeit gestatten; bezeichnet man mit %A, B, € die drei Integralionsconstanten, welche
also nur noch von ¢, b, ¢ abhangen konnen, so ergeben sich mit Hilfe der vierten
Lagrangeschen Gleichung, welche die Incompressibilitit der Flissigkeit ausdriickt, leicht
die drei folgenden Gleichungen

dv  dw _ o dr dr dx dw du o o dy | o dy dy .
= =ttt o w T Y Rt
: du dv dz dz dz
TR T PR R

in welchen u, v, w die nach den Axen der 2, y, * genommenen Componenten der Ge-
schwindigkeit bedeuten. Aus diesen Gleichungen folgt, dafs, wenn fiir ein bestimmles
Element (@,b,c) der flissigen Masse die Werthe der drei zur Linken stehenden Differenzen
anfinglich verschwinden, dasselbe wihrend der ganzen Dauer der Bewegung fir das
niimliche Massenelement (a,b,c) gelten wird. Ist daher urspriinglich in einem von flissiger
Masse erfilllten Raume — denn nur in einem solchen kommt den Zeichen «, v, w eine
wirkliche Bedeutung zu — der Ausdruck wdx+ vdy+wdz ein vollstindiges Differential,
so wird dasselbe auch zu jeder spitern Zeit fir denjenigen Raum gelten, welcher augen-
blicklich die nimlichen Elemente der flissigen Masse enthdlt. Es haftet daher diese
Eigenthiimlichkeit der Bewegung nicht sowohl, wie Lagrange zu beweisen glaubte, an
dem absoluten Raume, als vielnehr an der Masse. — Die weilere Untersuchung der Be-
deutung der drei Integralgleichungen gehort nicht hierher.
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von drei Variabeln durch die urspriingliche Gestalt der Flissigkeit bestimmt
wird, x, y, = bezeichnen fir die Zeit ¢ die Coordinaten desselben Elementes,
p den Druck, welchen dasselbe erleidet, und X, ¥, Z endlich sind die Com-
ponenten der auf das Element wirkenden beschleunigenden Kraft. Was die
letzie Gleichung betrifft, welche die Incompressibilitat der Flussigkeit ausdrickt,
so hat das Summenzeichen in derselben nach der iblichen Bezeichnung die
Bedeutung einer Determinante. Wir werden einen Fall behandeln, in wel-
chem die beschleunigende Kraft von der Anziehung der gesammten Masse
herrithrt und die Elementaranziehung dem Quadrat der Entfernung umgekehrt
proportional ist. Bezeichnet daher V zur Zeit ¢ das Potential der Flissigkeit
fir den innern Punkt (a,y, %), so dafs also ¥ eine Function von «, y, 2 und
t ist, und bezeichnet ferner ¢ die Constante, welche die Anziehung zwischen
zwei Masseneinheiten in der Einheit der Entfernung ausdrickt, so ist

X=¢t—, Y=e%§, Z=£%z£-
Durch Substitution dieser Ausdriicke nehmen die drei ersten Gleichungen fol-
gende Gestalt an

d dx

dt* da

2 2, 2,

@ (Gata @ s et =0

*r d i’ d’z d.

T R R el ikl
Unsere Untersuchung ist auf die Voraussetzung beschrinkt, dafs die zu be-
stimmenden Functionen z, y, 2 der vier unabhingigen Variabeln «, b, ¢, ¢
die "drei ersten derselben nur linear enthalten, und wir bemerken sogleich,
dafs wir dberall in der Folge unter einem linearen Ausdruck einen solchen
verstehen werden, der kein von den Variabeln unabhingiges Glied enthalt.
Wir haben also:

dy dy | d*z dz av ., dp
‘o da T aE de  fda Tda = O

® = la +mb +nec,
(3) y = la +m'b +nc,
z U"a4-m"b+n"c,
wo die Coefficienten /, m, etc. nur von der Zeit ¢ abhingig sind und in Folge
der Incompressibilitat folgende Gleichung befriedigen mtssen
0= +im'n" = 1.
Far =0 fallen , y, 2 mit a, b, ¢ zusammen, so dafs also l=m'=n""=1,

I
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wihrend die sechs abrigen dieser Grofsen verschwinden. Differentiirt man
obige Gleichungen nach ¢, so erhalt man fir die Componemen u, v, w der
Geschwindigkeit

dx dn

="ar — dt + dt w0t @ at ¢

a dy dm/ dn!
(3°) ”“‘dt“dt o+ bt o

dz di" dm" du"

=T = wtatTaTe

Die anfanglichen Werthe der Grofsen

dl dm  dn

dtc dt° ar’

di'  dw! dn

@) T @ @

dl'  dm" dn"

dt? Tdt 0 dt
sind nicht ganz willkiihrlich, sondern es findet zwischen denselben die Be-

dingungsgleichung
dl dm' dn"
@)+, + ), =0

Statt, welche man erhalt, wenn man TE bildet und dann #=0 setazt.

~ Wir wollen nun zeigen, dafs unsere Ausdricke, in denen 9 unbekannte
Functionen der Zeit ¢ vorkommen, die Bewegung einer fliissigen Masse aus-
driicken, deren Elemente sich nach dem Gesetze der Natur anziehen, wenn
die Masse urspriinglich die Gestalt eines Ellipsoides hat, die anfiingliche Be-
wegung den Gleichungen (3°), welche 8 willkihrliche Constanten enthalten,
gemifs ist und endlich an der Oberfliche ein constanter oder nur von der
Zeit abhiéingiger Druck Statt findet. Lafst man den Anfangspunkt der Coor-
dinaten mit dem Mittelpunkt, die Axen der «, y, 2 oder @, b, ¢ mit den
Hauptaxen des Ellipsoides zusammenfallen, so hat die Gleichung der anfiinglichen
Oberfliche die Form

2 bl 2
G) Ftpte =1
Ehe wir weiter gehen, ist zu bemerken, dafs unsere Ausdriicke (3.) und (4.)
die bei der Begrindung der Gleichungen (1.) vorausgesetzte Continuitats—

bedingung erfillen, welche wesentlich darin besteht, dafs die Punkte, welche
anfinglich eine geschlossene Flache bilden, auch zu jeder spiteren Zeit eine
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solche bilden, und dafs jeder urspringlich innerhalb oder aufserhalb dieser
Flache liegende Punkt eine dhnliche Lage in Bezug auf die neue Fliche ein-
nimmt. Es ist dies eine Folge daraus, dafs zu jedem System bestimmter und
endlicher Werthe a, b, ¢ ein eben solches System von Werthen x, y, = und
wegen 8=—1 auch umgekehrt gehort.

Lost man die Gleichungen (8.) nach a, 6, ¢ auf, so erhidlt man

a = iz 41y 41"z,
(6) (b = potuy+tu’s,
¢ = v vy -+,
wo 4, A, etec. wegen 8 =1 Ausdricke ohne Nenner und die sogenannten
aus den 9 Grofsen /, m, etc. gebildeten partiellen Determinanten sind, so dafs
also z. B. A=m'n"—m'"n'. Setzt man die Werthe «, 0, ¢ in obige Gleichung
ein, so erhalt man zur Bestimmung der Oberfliche zur Zeit ¢

(1) g Gty 4Pt e (patu'y 42 g oty fo/2) =1,
so dafs also bei einer durch die Gleichungen (3.) bestimmten Bewegung die
anfanglich ellipsoidisch vorausgesetzte Oberfliche auch zu jeder spiteren Zeit
die Gestalt eines mit dem urspriinglichen concentrischen Ellipsoides hat. Man
kann noch hinzufigen, dafs Punkte, welche anfinglich ein mit der Oberfliche
concentrisches, ahnliches und #hnlich liegendes Ellipsoid bilden, zu jeder an-
dern Zeit in &hnlicher Beziehung zu der jedesmaligen Oberfliche stehen werden.
Es soll nun gezeigt werden, dafs die Ausdriicke (3.) den Gleichungen (2.)
geniigen, wenn die darin enthaltenen Functionen der Zeit, /, m, etc. gehorig
gewdhlt werden. Hierzu ist zunichst erforderlich, dafs das Potential V' der
von dem Ellipsoid (7.) begrenzten Masse fiir einen inneren Punkt («, y, 2) be-
stimmt und dann durch @, &, ¢ ausgedrickt werde. Nach einem bekannten
Satze ist das Potential eines auf seine Hauptaxen bezogenen Ellipsoides fir
einen inneren Punkt ein viergliedriger Ausdruck, der aufser einem constanten
Theile drei den Quadraten der Coordinaten proportionale Glieder enthalt. Um
das Potential fir unser Ellipsoid (7.), welches nicht auf seine Hauptaxen be-
zogen ist, zu erhalten, mifste man also durch Auflosung einer cubischen
Gleichung zu .diesen ibergehen und dann das fir das neue Coordinatensystem
geltende Potential durch z, y, 2 ausdricken. Bei der eben angedeuteten etwas

umstindlichen Rechnung stellt sich heraus, dafs das Resultat nur symmetrische
" Verbindungen der Wurzeln der cubischen Gleichung enthalt und also ohne

|
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Losung dieser Gleichung aufgestellt werden kann. Man gelangt zu demselben
Ergebnifs auf weit kirzerem Wege, wenn man sich zur Auffindung des Po-
tentials der Methode des discontinuirlichen Faktors bedient, welche unmittelbar
auf ein Ellipsoid angewandt werden kann, welches auf beliehige Axen be-
zogen ist ¥). Da jedoch der sehr complicirte Ausdruck, welchen man durch
die eine oder die andere der angegebenen Verfahrungsarten erhilt, zu unserem
Zwecke entbehrlich ist, so wollen wir uns bei der Ableitung desselben nicht
aufhalten **), Es geniigt fir uns zu bemerken, dafs das durch z, y, = aus-
gedrﬁckle Polential offenbar aufser einem constanten den Werth desselben im
Mittelpunkt darstellenden Bestandtheil eine vollstiandige homogene Function des
zweiten Grades von x, y, 2 enthalt. Dieselbe Form wird das Potential in
Bezug auf a, &, ¢ darbieten, wenn man fir », y, 2 die Ausdricke (3.) ein-
setzt. Es ist also

V = H—La*— Mb* — N¢ — 2L'bc —2M'ca— 2N'ab,

wo L, M, ... N’ selir zusammengesetzte, elliptische Integrale enthaltende Func-

tionen von /, m, ... n" bezeichnen. Da hiernachﬂ, EK, av die Variabeln
: da?® db > dec

@, b, ¢ nur linear enthalten, und dasselbe von den drei ersten Gliedern in
jeder der Gleichungen (2.) gilt, so werden diese Gleichungen unabhéngig von
a, b, ¢ nur bestehen konnen, wenn der Druck aufser einem von a, b, ¢ un-
abhéingigen Bestandtheil nur Glieder zweiter Ordnung enthdlt. Da wir nun
andererseits voraussetzen, dafs dieser Druck an der ganzen Oberfliche zu der-
selben Zeit denselben blos von dieser abhingigen Werth P hat, so mufs p

#*) Ueber eine neue Methode zur Bestimmung vielfacher Integrale ( Abhandlungen
der Akademie der Wissenschaften zu Berlin; 1839). — Unter den hinterlassenen Papieren
fand sich die folgende vereinzelle Bemerkung: ,Als einmal zwischen Jacobi und mir die
Rede von der Altraction der Ellipsoide war, mit welchem Problem der grofse Mathema-
tiker sich friiher sehr angelegentlich beschiftigt hatte, erwahnte er eines Umstandes, der
ihn sehr iiberrascht hatte, des Umstandes nimlich, dafs die Bestimmung der auf einen
dufseren Punkt ausgeiibten Anziehung auch dann nur die Losung einer einzigen cubischen
Gleichung erfordere, wenn das Ellipsoid nicht auf seine Hauptaxen bezogen sei, und legte
mir die Frage vor, wie sich die Methode des discontinuirlichen Factors in dieser Bezie-
hung verhalte. Ich konnte sogleich antworten, dafs sich bei Anwendung der eben er-
wihnten Methode dieselbe Erscheinung zeige, und Jacobis Bemerkung zugleich durch
die Angabe vervollstandigen, dafs sich fiir einen inneren Punkt gar keine cubische Glei-
chung einstelle. — Vergl. Anmerkung (1) zu §. 4.

##) Es erschien zweckmifsig, die hier und im Folgenden angedeutete, durchaus
nicht schwierige Rechnung wirklich auszufiihren; die Resultate findet man weiter unten
im §.4. - .
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offenbar die Form

haben, wo ¢ eine nur mit ¢ verdnderliche Grofse bezeichnet. Selzt man
alle im Vorhergehenden erhaltenen Ausdricke in die Gleichungen (2.) ein,
so zerfallt jede derselben in drei neue Gleichungen, indem die mit «, b, ¢
multiplicirten Glieder besonders verschwinden missen. Man hat also zur
Bestimmung der 10 Functionen der Zeit, I, m,...n", ¢ die folgenden Glei-
chungen, welche in gleicher Anzahl sind,

d*l AA 20
dt* + U + U =—2e+ 5
d d*m! d:m! 20
rre 'I' m —5 - + ”-—JZT = —2Ms -P-B—;
dn , dbn d*n" 20
naEt = ANt
d n ,d n " d*n" L
ar T gt = 2l
dm ,dm pdm! '
(a) @ T dt* + 0! G = — 2L
N Sl dci" _ M
n—ﬁ,——{- n t' +n e = —2M'¢
dn ,dn ,,dn___ '
i dt2 T G =2
tciit':l+ V' 'HN dd:': = ~3N's
' .
m g+ ' G-+ G = —2N'e
S+ im'n" =1.

Es ist leicht, die Unbekannte o zu eliminiren, indem man aus den drei ersten
dieser Gleichungen eine Doppelgleichung bildet; der grofseren Symmetrie
halber wollen .wir jedoch die Gleichungen in unveranderter Form beibehalten.

S 2
Obgleich - das eben - aufgestellte System allen Bedingungen der Auf-
gabe geniigt und ebensoviel Gleichungen “als Unbekannte enthdlt, so reicht,
streng genommen, dieser doppelte Umstand nicht aus, um die Moglichkeit der
oben angedeuteten Bewegung zu zeigen. Es ist vielmehr noch nachzuweisen,
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dafs unsere Gleichungen ausreichen, um aus den anfinglichen Werthen der

dn"

" und ihrer Derivirten %, I fir welche anfingli-

Grofsen 4, m,...n

chen Werthe die obigen Bedingungen gelten, die Werthe der Grofsen ¢,
m, ... n" fir eine beliehige Zeit ¢ ableiten zu konnen. Es kommt dieser
Nachweis offenbar darauf hinaus, zu zeigen, dafs, wenn fir eine beliebige
Zeit dic Werthe von {, m, ... n"” und ihren ersten Derivirten als endlich und

vollig bekannt ‘vorausgesetzt werden, aus unseren Gleichungen die Werthe
der zweiten Derivirten %, %, t%"; far dieselbe Zeit abgeleitet werden
konnen. Es wird genigen, die hier erforderliche Rechnung, welche durchaus
keine Schwierigkeiten darbietet, mit wenigen Worten anzudeuten. Lést man
da:l d*l drl
e At dit
Grofsen auf und verfahrt ebenso in Bezug auf die sechs ibrigen, so erhilt
man fir jede der 9 zweiten Derivirten einen Ausdruck der Form eo-f,
wo e und /£ wegen 6 =1 ohne Nenner sind und vollig bestimmte endliche
Werthe haben, so dafs alles darauf hinauskommt sich zu iiberzeugen, dass o
einen bestimmten endlichen Werth hat. Dieser Werth aber ergiebt sich aus
einer Gleichung der Form é'o+f' =0, welche man erhilt, wenn man die

die drei der Gleichungen (a), welche enthalten, nach diesen

2
eben erwihnten Ausdricke in die Gleichung fldt—f—_—O setzt, und in welcher

von ¢ und [’ dasselbe gilt, was vorhin in Bezug auf e und f bemerkt wurde,
und ¢ als eine Summe von Quadraten, die nicht gleichzeitig verschwinden
konnen, von Null verschieden sein wird *).

Es ist ibrigens hinsichtlich der Bewegung, welche durch unsere Glei-
chungen definirt wird, eine wesentliche Bemerkung zu machen, welche den
_jeden Augenblick an der Oberfliche ausgeiibten Druck betrifft. Dieser Druck
mufs in gewissen Fillen eine bhestimmte Grenze tbersteigen, wenn die Be-
wegung physisch moglich sein soll, es sei denn, dafs man unter einer in-
compressibeln Flissigkeit eine solche verstehen wollte, die, wie sie jeder
Zusammendriickung, so auch jeder sie zur Trennung sollicitirenden Kraft
widersteht. Nimmt man diese letztere Fahigkeit, wie gewdohnlich, nicht in die
Definition auf, so ist es fir die Darstellbarkeil der Bewegung darch die hy-
drodynamischen Gleichungen erforderlich, dafs der Druck in der bewegten

*) Das ausgefihrie Resultat dieser Rechnung findet man in §. 4.
25 *



192 Dirichlet, Problem der Hydrodynamik.

Masse nie negativ werde. Da nun in unserem Falle

und der eingeklammerte Ausdruck innerhalb der Masse alle Werthe zwischen
O und 1 annimmt, so besteht fir den Fall, wo die Grofse o, die im Allge-
meinen nur durch die Integration unserer Differentialgleichungen bestimmt
werden kann, zu irgend einer Zeit einen negativen Werth erhalt, die Be-
dingung, dafs P nicht unter dem absoluten Werthe von o liege. Nur wenn
o nie negativ wird, bleibt P unbeschrinkt und kann die durch unsere Glei-
chungen definirte Bewegung im leeren Raume und ohne é&usseren Druck
Statt finden.

Nur der anfingliche d. h. £ =0 entsprechende Werth von o lafst sich

ohne Integration bestimmen. Setzt man ¢ =0 in der Gleichung Tu—?:O, 0

erhalt man .
_gdm dn" o di" dl o dl dm’
&l im0 ar i at at di
a2 de T ar dm" dn' dn dlI' | . dl' dm
TR TR war

Den drei ersten Gliedern der zweiten Seite kann man die Form geben

(dl)+(dm')+ dn") (dt+dm'+ ttiirta"

wo das letzle Quadrat nach der schon frilher bemerkten Bedingungsgleichung
verschwindef. Andrerseits ergiebt sich, immer unter der Voraussetzung ¢ =0,
durch Addition der drei ersten der Gleichungen (a)
d*l | d&*wm' | d*a" 1 1 1
Fta T =AML Nt 25t it o,
und da zu Anfang @, y, 2 mit @, 6, ¢ zusammenfallen, so hat V die Form
' V = H — La*— My?* — Nz*,
so dafs also nach einem bekannten Satze
@V d*v 4V
47‘[:—‘7@7-—‘—1)’—,——-—2(L+M+N)
Hiernach wird unsere obige Gleichung

Gt gte)o =2 (D) H(G) (L)) 4 oty o o o dm,

Sind nun z. B. diejenigen der anfinglichen Werthe (4.), welche sich ausser-

A)
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halb der Diagonale befinden, und zu dieser eine symmetrische Lage einnehmen,
einander gleich, so ist der anfingliche Werth von ¢ positiv, und wir werden
weiter unlen sehen, dafs in diesem besonderen Falle dasselbe fir die ganze
Dauer der Bewegung Statt findet ¥).

S. 3.

Um von der im §.1. betrachteten Bewegung eine einfache Anschauung
zu gewinnen, ist es zweckmafsig die durch lineare Ausdriicke ausgedriickte
momentane Bewegung in zwei einfachere zu zerlegen. Wir bemerken jedoch,
dafs diese Zerlegung nur den eben angegebenen Zweck hat und fiir die voll-
stindige Behandlung des Problems keinen wesentlichen Nuizen gewéibi't, da
die beiden Theilbewegungen sich im Allgemeinen nicht fir die ganze Dauer
der Bewegung getrennt bestimmen lassen, und bemerken ferner, dafs einige
der in diesem §. gebrauchten Zeichen eine von der denselben in der iibrigen
Abhandlung beigelegten abweichende Bedeutung haben. Substituirt man in
den obigen Ausdriicken von u, v, w fir a, b, ¢ die Werthe (6.), so erhalten
die Componenten die Form

' u=gx-thyt+kz

(1) Jv=gziWy+tks

w =yN.,L,+ k'ly+ k’lz’
wo g, h etc. einfache Verbindungen von den selbst durch I, m etc. ausge-
drickten Grofsen A, u etc. und den Grofsen (4) sind, und man iuberzeugt
sich leicht, dafs in Folge der oben bemerkten Bedingungsgleichung immer

die Relation
gHI K =0
Statt findet **).

Nun lafst sich die augenblickliche Bewegung eines Systemes, bei wel-
cher wie hier die Componenten u, v, w der Geschwindigkeit eines beliebigen
den Coordinaten x, y, = enisprechenden Punktes lineare Functionen dieser
Coordinaten sind, immer, auch abgesehen von der in unserm Fall Statt fin-
denden Relation zwischen den drei Coefficienten g, &', k", in zwei einfachere
Bewegungen zerlegen. Die eine dieser Theilbewegungen ist von solcher
Beschaffenheit, dafs, wenn das System auf drei gehorig gewihlie neue Axen

#) Den Beweis dieser Behauptung findet man in §.5.
*#) Die Werthe der Coefficienten g, 4, .. k" sind in §.4. angegeben.
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der & 7, C bezogen wird, die diesen parallelen Componenten p, ¢, r der Ge-
schwindigkeit die einfache Gestalt

(R) p=a g=0by, r=df

annehmen, wogegen die andere Theilbewegung in einer blossen Rotation
besteht, bei welcher das System sich wie ein fester Korper um eine durch
den Anfangspunkt gehende Axe dreht. Um sich von der Moglichkeit einer
solchen Zerlegung zu iberzeugen, ist zundchst zu untersuchen, wie sich die
Componenten u,, v;, w, der durch die Gleichungen (2.) ausgedrickten Be-
wegung darstellen, wenn man diese Bewegung auf drei ganz beliebige Axen
der x, y, = bezieht. Setzt man zu diesem Zwecke unter Anwendung der
fiblichen Bezeichnung fiir die von den Axen gebildeten Winkel

cosxi=ue, cosxy=/[, cosxl=y
cosy§ =o', cosyn=/3, cosyl=1y
coszé = a", coszn=/3", coszl=y",
so hat man nach den bekannten Sitzen
w=cept+pfgtyr E=orteoytodz
w=apdB gty r  n=prtpytp'
wy=1e"p+B'9+y"'r  C=yrtyytr'e
Werden die obigen Werthe von p, ¢, » in den drei ersten Gleichungen und
dann fir §, n, C ihre durch die drei letzten gegebenen Werthe substituirt,

so erhalt man
u, = lx fn'ytw'z

3) v, n'e +my Uz
w, m'z+ly 4 nz,

I

|

wo zur Abkirzung gesetzt ist

l f— aa? +bﬂ2 __l__cy'l ll =(la'a"+ bﬂ’ﬂ”“i‘o”,}’"

m=ac” + b3 4 ¢y” m' = a0 +b3"3 +¢y'y

n =ac"4 63" 4 ¢y n' = acd + 6833 +cyy.
Man sieht also, dafs, wenn die durch (2.) bestimmte Bewegung auf ein be-
liebiges Axensystem bezogen wird, in den Ausdricken fir die Componenten
nur 6 verschiedene Coefficienten vorkommen und je zwei derselben, welche
in Bezug auf die Diagonale symmetrische Stellen einnehmen, gleich sind.
Es ist nun auch umgekebrt leicht, sich zu @aberzeugen, dafs jede durch lineare
Ausdriicke von der eben erwdhnten Beschaffenheit definirte Bewegung so auf
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drei neue Axen der §, 7, { bezogen werden kann, dafs die Componenten die
obige einfache Form (2.) annehmen. Diese Behauptung rechtferligt sich so-
gleich durch den bekannten Satz, nach welchem der Ausdruck )

) L -+ my* + n2® + l'yz 4 2m'zx 4 2n'xcy
durch Einfihrung anderer Axen auf die Form

a§’ + bt + &

gebracht werden kann, da offenbar die zur Erfillung dieser Forderung zu
losenden Gleichungen mit denjenigen zusammenfallen, auf welche unsere Frage
zurickkommt. Wir konnen daher dies bekannte Resullat auf unsere Unter-
suchung anwenden. Nach diesem Resullate sind @, &, ¢ vollig bestimmt und
die drei immer reellen Wurzeln einer cubischen Gleichung; von diesen Wur-
zeln ist eine nach Belieben fir @, eine zweite fir & und die dritte endlich
fir ¢ zu nehmen, da eine Vertauschung derselben keinen anderen Erfolg hat
als eine entsprechende Aenderung in der Bemennung der Axen nach sich
zu ziehen. Sind die Werthe a, 6, ¢ ungleich, so ist auch das System der
Axen der &, 7, { seiner Lage nach vollig bestinmt. Etwas anders verhalt
es sich, wenn zwei der Wurzeln oder alle drei einander gleich sind. Im
ersteren Falle, wenn z. B. @ und 6 'gleich aber von ¢ verschieden sind, ist
nur die Axe der { ihrer Lage nach bestimmt, wogegen fir die beiden anderen
irgend zwei auf einander und auf jener senkrechte Gerade genommen werden
konnen. In diesem Falle wird die schon so leicht zu ibersehende durch die
Gleichungen (2.) definirte Bewegung noch anschaulicher, wenn man die bei-
den ersten Componenten zu einer Geschwindigkeit vereinigt, die der Richtung
nach mit dem auf die dritte Axe herabgelassenen Perpendikel %4 zusammen-
fallt und den Werth ah hat. Sind endlich die drei Wurzeln a, b, ¢ alle
einander gleich, so bleibt das System der drei rechtwinkligen Axen seiner
Lage nach ganz willkihrlich, die Geschwindigkeit fallt dberall ihrer Richtung
nach mit der Entfernung ¢ vom Nullpunkte zusammen und hat den Werth ag.

Was nun zweitens eine Bewegung betrifft, in welcher das System
ohne Aenderung in der relativen Lage seiner Theile um eine durch den An-
fangspunkt gehende Axe rotirt, so sind fir eine solche Bewegung die Com-
ponenten u,, v,, w, der Geschwindigkeit von der Form

4) w=gz—ry, v,=r'c—p'z, w,=py—q=,
und umgekehrt ist jede durch diese Ausdricke bestimmte Bewegung eine
Rotation der bezeichneten Art. :
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Hiernach wird also die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Be-
hauptung iber die Zerlegbarkeit einer durch die Gleichungen (1.) dargestellten
Bewegung dargethan sein, wenn die neun in den Gleichungen (3.) und (4.)
enthaltenen Coefficienten so gewahlt werden konnen, dafs

u=u-tu, v=uv,4+v,, w=w t+w,
wird; dafs dies aber stets und zwar nur auf eine einzige Weise maoglich ist,
erhellt unmittelbar aus der Form dieser Forderungen, und es bleibt nur noch
zu bemerken, dafs in Folge der Relation

y+hl+k'f pa— O
der Charakter der. ersten der beiden Theilbewegungen in unserem Falle die
Beschrinkung erleidet, welche durch die Gleichung

atb4c=0.

ausgedriickt wird und ibren Grund in der Incompressibilitat der Flissigkeit findet.

S. 4.

Bevor wir weitergehen, wird es zweckmifsig sein, die Resultate
einiger oben nur angedeuteten Rechnungen hier anzugeben. Dazu gehort vor
Allem der Ausdruck des Potentials ¥ eines nicht auf seine Hauptaxen be-
zogenen durch die Ungleichheit

Sz*+ 8"y’ + 8"2* 4 2Ty2 42T 22+ 2T"2zy << 1
begrenzten Ellipsoids fiir irgend einen inneren Punkt (x,y, 2). Bezeichnet
man die auf der linken Seite dieser Ungleichheit befindliche terndre quadrati-
sche Form mit F, die ihr adjungirte
(S'S"—T%) 2" +(S"S —T'%)y "+ (S8'—T"*) 5>+ 2(T'T"—TS) y 5+ 2(T" T—T'S') s+ 2(TT'—T"S") zy
mit F", ferner die positive Quadratwurzel aus der Determinante
G+ G, s Gs 41
Ss+1, T's , T's
T's , S's+1, Ts
T's , Ts , S"s+1

mit 4, so findet man nach jeder der beiden im §. 1. angegebenen Methoden *)

der neun Grofsen

*) Die in der Anmerkung zu §. 1. pag. 189 erwihnté cubische Gleichung in Bezug
auf s erhélt man, wenn man den eingeklammerten Ausdruck unter dem Integralzeichen auf
der folgenden Seite =0 setzt.
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V— n/“dd_s :1_ F—F's-|—(a"-|—3;:}—z’)(6,s+Gs’) }

[§]

In unserm Falle hingen die Coefficienten der beiden Formen F und K"
auf folgende Weise von den Functionen /, m, .. n"” und den entsprechenden
A, w, .. V" ab:

}.‘2 !"2 v! lll" r,n ‘U"/”
S=gptpte T=F+5Fto
ll? 1 vl! l"l n 1,".”
=04 b T=2C kY
Bz 02 9 - A2 B2 C!
llﬂ ne 1,"2 ll! ’ 1/]/'
S'=FtEte I'=F1+5F 1+
und
272 2 2 2 2
S(S” — T2 — A l +A‘ZI;7:C‘2"C "2 : T’ T" _ TS —_ Ael'l"“{—ﬁl:?;;:n(’:;{— Czn’n"
S"S§— g = ATEB L O gy AT B Gl
e 2 ne /2, n2 . 21 2 (] 12
SS' — T”Q — A l -I";QB.B":();‘—(' n ; TT'—— T"S” — A ll +fgz:no;l‘(‘ Iln'
und endlich ist
1
G = =
A Bt C?
der Werth der Delerminante der neun Grofsen
S, T”, T
TH’ S', T
T, T, 8"

Um nun die Werthe der in den neun Differentialgleichungen (a) vor-
kommenden Grofsen L, M, .. N' zu bestimmen, hat man in dem eben fir V
aufgestellten Ausdruck die Coordinaten x, y, 2 zu ersetzen durch ihre Aus-
driicke als Functionen von a, b, ¢; das Resultat dieser Rechnung ist dadurch
bemerkenswerth, dafs das Potential V die Functionen der Zeit Z, m, .. n"
nur in den sechs Verbindungen *)

P=0 41" 40"; P =mni{m'n'{m'"n"
Q=w4+m"+m"”; Q@ =nl 4l +a"l" .
R=n+n"+n""; R =Im+{Uw4U'm"

*) Der Umstand, dafs hier und im Folgenden der Buchstabe P, welcher schon in
§. 1. als Zeichen fiir den auf der Oberfliche Statt findenden Druck gebrauckt wurde, eine
ganz andere Bedeutung hat, wird kaum zu einer Verwechslung fihren konnen.

Journal fiir Mathematik Bd. LVIIL. Heft 3, 26
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enthalt, zwischen welchen aufserdem noch die Déterminantengleichung
' PQR — PP?— QQ"— RR"4{2P'Q'R =1
besteht. Die gesuchien Werthe sind namlich die folgenden'

[ Cds RP—(Q® , PO—R*\n sds “stds
L=2"0 273+( T N )IP/

e + A’B’(/ a4

n PQ R QR—P" sds o g1 s
M:Tﬁ +( == )B‘/ A3+A’B’(" 7

N"‘—' (‘2/ A& + (QR + RPI‘;;Q'Q) ('2/ ‘3138 —* A2B2(‘2 " s;d3s

'R' — PP)n sds ® s?ds
L= ~@ B*C? / a4 + A’B’(" A?
M — (R’P' Q'Q);’f ® sds i‘ O'rn ® s%ds
.‘ c*A* a7 A’B'C’ WE
0
N — __(P'Q’—-—R’R)n _‘i.dﬁ R'n /‘” stds
- AﬂBﬂ 4 43 AlBﬂCIU A3 9

und hierin ist 4 die positive Quadraiwurzel aus der Determinante

ez + (oot oo+ st (RS RSO0 OB, 1y

der neun Grofsen

P+5, R, 0,
R, Q0+f3, P,
0, P, Ri{%
Mit Halfe dieser Formeln léfst sich nun auch die in §.2 angedeutete
Rechnung ausfihren, welche den Zweck hat, die Function o durch die Grofsen
l, m, ..n" und deren Derivirte erster Ordnung auszudriicken. Das Resultat

dieser etwas mithsamen, aber durchaus nicht schwierigen Operation ist in der
Gleichung

dl 4

dt dt

enthalten, «vo das Summenzeichen sich auf alle neun Paare (4, 1), (m, u), ...
(n", ") bezieht. Der Coefficient, mit welchem hier o behaftet ist, lafst sich
in die Form

L e L u‘+%:+#"' + ”'+’g;|""" = S+8'48"

R P" RP—(Q* , PO—R"?
0 + B'Q' + QC’ )o=2m—,}2

Al
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bringen, woraus unmittelbar hervorgeht, dafs er niemals verschwinden kann,
da die Annahme, dafs alle neun Grofsen , u, .. »" sich auf Null reduciren,
mit der Gleichung
S+ =1

- im Widerspruch steht.

Um unser System von Formeln zu vervollstindigen, bilden wir auch
noch die folgenden Ausdricke fir die Coefficienten g, &, .. k" in den Ge-
schwindigkeitscomponenten u, v, w:

—m=h e TG d=n=t gt Gt G
“f;l”+'WW%aﬁ=$=M%W%1V%
k::;;.._}.":ﬁ "dm+ "df’ Hz::u_}'”df"i" " + "dn

== L e &,
h"::%;—‘j: ’% u'v%n{-' V'%’it"-,
dw , dl” n dm' o dn

"o ! bl - .
W=g=Vagtw g+ ar
Die Bedingung der Incompressibilitat glebt dann zunichst die Gleichung

d() du dw
= - + +

und fir das letzte Glied in der zur Bestlmmung von o dienenden Gleichung
findet man den Ausdruck
ysBR_dvdw _dvdv | dwde dwduy dudo  dudo
dt dt dsdy dydz ' deds dzdx ' dyder dxdy
=@+ (@ @ EFHEET 5T
der uns dazu dienen wird, die am Ende des §.?2. ausgesprochene Behauptung

zu rechtfertigen.
Aufserdem mag noch bemerkt werden, dafs die Rotationen p', ¢, '
um die drei Coordinatenaxen, in welche sich die augenblickliche Rotation

zerlegen lafst, die Werthe
dw dv du dw du
r=z —)h =GE—) T ’5( )

26 %

haben.
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§. 5.

Wir gehen nun iber zu der Aufstellung von sieben Integralen erster
Ordnung, welche stets gelten, ohne besondere Voraussetzungen iber den an-
fanglichen Bewegungszustand zu machen. Drei derselben ergeben sich un-
mittelbar aus den Differentialgleichungen (a.), wenn man je zwei derselben,
welche rechts dasselbe Glied — 2L's, —2M's, — 2N'¢ enthalten, von ein-
ander abzieht; auf diese Weise erhalt man

. dn ,dn ,dm pan” dm"! dn' d_mi’
L t+ " ar +m7t’_”__91 dt> dt)
di dn dar dn n 4 ) di" dn
R R Tu“SB (T~ )
dm dm' ,dv d " dl' dl’
1m0 por e d = 6= (G0), —(5p);

Will man die Componenten u, v, w der Geschwindigkeit an der Stelle (z,y, 2)
und ihre nach den Coordinaten &, y, = genommenen partiellen Derivirten ein-
fihren, so lassen sich diese Integrale mit Hilfe der im vorhergehenden Para-
graphen gegebenen Ausdriicke leicht in die folgende Form bringen *)

dv dw
-Jz'-'—a; = W —|—‘\’3m +C§n,
dw du

& d = WD G
du dv

d_y_a_‘l_ —_— QI[II_’__ i’im”—]—@n",

aus welcher unmittelbar hervorgeht, dafs die Axe der augenblicklichen Ro-
tation stets von denselben Elementen der flissigen Masse gebildet wird und
dafs, wenn die drei links stehenden Grofsen zu irgend einer Zeit gleichzeitig
verschwinden, d. h, wenn keine Rotation Statt findet, dasselbe fir die ganze

Dauer der Bewegung gilt; die Bedingungen, welchen der Anfangszustand der
Bewegung in diesem Falle unterliegt, sind in den Gleichungen

=Gy (@ =) @)=

ausgesprochen, und man erkennt unmittelbar aus dem im vorigen §. mitge-
theilten Ausdruck fiir die Function o, dafs dieselbe wéahrend der ganzen Be-

*) Vergl. die Anmerkung zu der Einleitung.
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wegung nur positive Werthe annimmt; hiermit ist also die Richligkeit der am
Ende des §. 2. aufgestellten Behauplung nachgewiesen *).

Da ferner in unserem Problem die wirkenden Krifte nur von der
wechselseitigen Anziehung der Elemente der flissigen Masse herriihren, so
liefert uns das Princip der Flache drei Integrale

v dx _d ’ dr _ dz
/ ya-[—zd—};)dq: = const., /(z—~ar7t-)dt=const.,
/(.z'd ydt>dr const. ,

in welchen die Integrationen iiber alle Elemente dz der flissigen Masse aus-
zudehnen sind. Driickt man die Coordinaten @, y, 2 durch die urspringlichen
Coordinaten @, b, ¢ aus, indem man das anfingliche Ellipsoid in unendlich
kleine Elemente dv = dadbdc zerlegt, und beriicksichtigt, dafs

Jea=2 2 [fra=2.p, [¢i&=%C
ﬁcdz:O, ﬁadr:O, /abdx:O

4nABC

ist, wo M zur Abkirzung fir die Gesammtmasse 3

geselzt ist, so.
nehmen diese Integrale die folgende Form an:

Aq(l'——-——l"———)—l— Bz( vdm Ildm)+ Cz( d" 2! ‘Z:
— R = B2(dm") Cz(dn >

(IL) A g =1 G B (G — m G+ O (n "ﬂ_nf',%")
=R = Cz(dn) y dl")
(1=t )+ 8 (G 'd"‘)+02( gy oy

:.:R":A’(dl') B - )

Setzt man die in dem vorhergehenden §. mitgetheilten Ausdricke fir
die Grofsen L, M, ... N' als bekannt voraus, so ergeben sich die vorstehen-

*) Es mag beildufig bemerkt werden, dafs die drei Integralgleichungen (I.) hin-
reichen, um aus den neun Dliferentlalglelchungen (a.) sechs andere abzuleiten, welche
die neun Functionen I, m, ... n" nur noch in den sechs Verbindungen P, Q, ... R,
und aufserdem noch d1e Grofse ¢ enthalten. .
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den Integralgleichungen auch aus unseren Differentialgleichungen (a.) durch
eine etwas miithsame Rechnung, bei welcher vorziglich zu beriicksichtigen ist,
dafs zwischen den Grofsen L, M, ... N' und P, Q, ... R’ folgende Re-
lationen Statt finden ‘

A*(RM'— Q'N')+ B*(QL’ -- !”M)—}-C%P’N——BL’) =

AL — PM')4+B*(PPN'—R'L')4 C*(RM'— Q'N) =

A(PN' — R L)+ B*(RM— QN4 C*QL'—P'M) =
von denen nur eine verificirt zu werden braucht, weil aus ihr die beiden
andern durch einfache Permutation abgeleitet werden konnen.

Das siebente Integral wird uns endlich durch das Princip der lebendigen

Kraft geliefert, welches nach der Natur der in unserem Problem wirkenden
Krifte durch die Gleichung

/( )+(dy) +( ) Const+def

ausgedrickt wird, in welcher die Integrationen iiber alle Elemente dz der
bewegten Masse auszudehnen sind; die wirkliche Ausfibrung derselben, wie
sie sogleich angedeutet werden soll, giebt dann’ das Resultat

dl’ dl’
() F( ) +(G)
aim) B (Y 4 (24 (E))) = Const 4 denf .
dn dn dn"\? ’
XA CORICORICD)
Auf der linken Seite kann man namlich das frihere Verfahren anwenden,
indem man den urspriinglich von der Masse erfillten Raum in unendlich kleine
Elemente dv — dadbdc zerlegt, und die Integrationen in Bezug auf die

Variabeln @, b, ¢ ausfilhrt; man erhalt dann unmittelbar, nach Unterdrickung

des constanten Factors _g%z_, den auf der linken Seite der Gleichung (IIL.)
befindlichen Ausdruck. Auf der rechten Seite wirde man durch dasselbe

Verfahren zunéchst

Jvir = m(p— AL EMT N

finden; aus den in §.4. gegebenen Ausdricken fir L, M, N ergiebt sich
ferner ohne Schwierigkeit

AL+ BM4CN=H=nf %,
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/Vdr= _4/%

woraus denn unmittelbar die Richtigkeit der Integralgleichung (I1L) erhellt.
Allein man kann auch ohne Hilfe der Ausdricke far L, M, N den Werth
des auf sich selbst bezogenen Potentials der flissigen Masse leicht auf fol-
gende Weise finden. Ist namlich

xl! 12 ZIR
S+&+ 7 =1
die Gleichung des auf seine Hauptaxen bezogenen Ellipsoides, welches augen-

blicklich die flissige Masse begrenzt, so ist der Werth des Potentiales im
innern Punkte (&', y', 2')

* ds x'® 12 b
V = Z(1— —_y
”0/ 70~ o~ e~ )
wo 4 die positive Quadratwurzel aus dem Ausdruck
(1+5)(+ )+ 5)
bedeutet. Zerlegt man nun die ganze Masse in unendlich kleine Elemente
dv = dz'dy' d2', und bedenkt, dafs

4no 4nABC m pis
/dfc= 3157':__ 3 =%;/m”dz=?az,ﬁ”dz——ﬂ“,/%’zdr=?72
ist, so findet man zundichst

S = o B e )

nun ist aber

also

a? Vs y» o 11 1N dlog ()
chtrntin = Grtrmtrm) =320
s da
=3 — 2735

und hierdurch geht die vorige Gleichung in die folgende iber

Jvie = —2/ b(1454

und da ferner durch theilweise Integratxon leicht bewiesen wird, dafs

St D e
0

0
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ist, so erhalt man endlich wieder

/Vdr——-——4/wd§

und hierin ist nach bekannten Sitzen
l1+:7, 0, 0 | [Ss4+1, T"s, T's \p+_;_” R, 0
4*=| 0, 1,—[—%,, 0 |=|T"s, S's+1, Ts =| R, Q+lfl—“ P

s
0, 0, 1+7

2

T's, Ts, S'stt| | 0, P, Rt

wenn man sich einer iblichen Bezeichnungsweise der Determinanten bedient.

Natiirlich lafst sich die Gleichung (IIL.) auch ohne das Prinzip der
lebendigen Kraft anzuwenden, aus den Differentialgleichungen (a) ableiten;
man bedarf aber dann der im §.4 gegebenen Ausdriicke fir die Grofsen L,
M, .. N', und aufserdem ist die Rechnung sehr beschwerlich.

§. 6.

Bei der grofsen Complication der Differentialgleichungen (a) wird man
eine vollstandige Losung des Problems wohl nur unter besonders einfachen
Voraussetzungen iiber den anfénglichen Zustand der flissigen Masse erreichen
konnen; wir werden uns daher im Folgenden nur noch mit solchen speciellen
Fillen beschaftigen. Eine solche einfache Voraussetzung ist diejenige, dafs
im Anfang der Bewegung sowohl hinsichtlich der Gestalt als auch des Be-
wegungszustandes vollstindige Symmetrie in Bezug auf eine bestimmte Axe
Statt findet; es leuchtet namlich ein, dafs dann dasselbe fir die ganze Dauer
der Bewegung gelten wird. Dazu ist zunichst erforderlich, dafs die Masse
urspriinglich durch ein Rotationsellipsoid begrenzt wird, dafs also die Axe
der Symmetrie eine der drei Hauptaxen des urspriinglichen Ellipsoides ist; wir
wollen annehmen, es sei dies die Axe C, so dafs B=A ist. Denkt man sich
ferner an jedem Punkte a, b, ¢ die Anfangsgeschwindigkeit, deren Componenten

= (&).at+(E) e+ (%) e,
dl') + dm' ) + dn' ) ¢,
w — dl") + dm") b dn")

sind, nach Grofse und Richtung construirt, so darf durch eine beliebige
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Drehung ¢ des Coordinatensystems um die Axe der ¢ Nichts gedndert wer-
den, d. h. wenn @, b resp. in acosgp — bsing, asing-+bcose ibergehen,
ohne dafs ¢ sich éndert, so mufs v in #cosg — vsing, v in using-vcosg
ibergehen, und w ungeindert bleiben, wenn der Bewegungszustand wirklich
symmetrisch in Bezug auf die Axe der ¢ sein soll. Dies giebt folgende
Bedingungen:

Z_:‘>(l = O, dn')U = O (711:)(] ,- (Ldn%'—,>|)= 0’

dm’) ( )0 Zﬁ’)ﬂ . dm) ,

zu welchen in Folge der Incompressibilitit noch

(Zﬁ){)_l_ (dm'>+ dn") —_

kommt. Der Anfangszustand der Bewegung wird daher durch Gleichungen
von der Form
u=ga+hb, v=—ha-tgb, w=—2¢

ausgedriickt. Die beiden Theilbewegungen, in welche jede solche Bewegung
zerlegbar ist, werden daher folgende Componenten haben:

u,=—ga, v,=—gb, w, = —2¢gc

112::/!5, UQ':-—/NI, w,:(),
woraus sich ergiebt, wie sich erwarten liefs, dafs die Theilchen der flissigen
Masse aufser einer Rotation um die Axe der Symmetrie, eine derselben

parallele Bewegung — 2¢gc¢ und eine auf ihr senkrechte gya®*--&* besilzen,
deren Richtung durch die Axe selbst hindurch geht.

Sind diese Bedingungen fir den Anfangszustand erfillt, so wird die-
selbe Symmetrie auch fir die ganze Dauer der Bewegung gelten; alle Theil- .
chen, welche urspriinglich eine symmetrisché Lage in Bezug auf die Axe
der ¢ einnehmen, d. h. fir welche @’} &* und ¢ constant sind, werden zu
jeder spitern Zeit in derselben Beziehung stehen, so dafs wieder 2*-y?
und 2z fir diese Theilchen dieselben Werthe besitzen. Diese Eigenschaften
der linearen Functionen &, y, = der urspringlichen Coordinaten @, b, ¢ haben

zur Folge, dafs stets
n=0, n=0, I"=0, m"=0,

m'-_—: l, l’ == —m
sein mufs, so dafs diese linearen Ausdricke folgende Form annehmen:
z=Ilatmb, y= —matlh, z=n"c

Journal fiir Mathematik Bd. LVIIL. Heft 3. 27
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und offenbar sind die Bedingungen, welche hieraus fir die anfanglichen Werthe

. dl  dm dn'
der Derivirten A R Th

stellten. Die Bedingung der Incompressibilitat besteht in der Gleichung
(4 m*)n" = 1;

und folglich erhélt man durch Umkehrung der vorstehenden Gleichungen

folgen, identisch mit den soeben aufge-

1
" Mono —_ ", LV —_—
a=1In"&x —in"y; =mn'r 4 In'y; €= 52

Die Gleichung des augenblicklichen Ellipsoides ist daher
n 2
T @+t =1

und die Componenten der Geschwindigkeit haben die Form

dl L dm, 4 dw n(y dm di
*‘“+‘at—”~*w77‘”+" (’—"’”717 Y
1 dn"
— —_—n" _ 1 an
v=—"gat dt b <l =9 ar v

at C= @ ‘

wodurch wieder ausgedriickt wird, dafs Gestalt und Bewegungszustand zu
jeder Zeit symmetrisch in Bezug auf die Axe der ¢ oder z ist; besonders
bemerken wollen wir noch, dafs

n"(l%———m—g-i—— =%(—§%—% =w
das Mafs fir die augenblickliche Rotation um die Axe der 2 ist.

Wir haben jetzt zu untersuchen, in welcher Weise unsere Hypothese
iiber die Natur der Bewegung mit den Fundamentalgleichungen (a.) in Ueber-
einstimmung zu bringen ist. Da in unserer Annahme das Potential ¥V fir
einen innern Punkt durch die Gleichung

v=nf G~ ) = / 7 (= i o)
ausgedriickt wird, in welcher - '
4 = (14214 g
ist, so erhalt man fir die Grofsen L, M, ... N' folgende Werthe:

“ds 1 ®ds n'*
=M=/ Zgrw N=7) T owis

L'=0 M=0, N=0.
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Hieraus folgt, dafs vier von den neun Differentialgleichungen (a.) durch unsere
Hypothese identisch erfillt sind, wahrend die finf abrigen sich auf die drei
folgenden von einander wesentlich verschiedenen reduciren:

2 2 2.0 ? 2

1 m =20 _oeny wl 20 vy 1% _m L |
welche in Verbindung mit der schon vorher aufgestellten Bedingung der In-
compressibilitat zur Bestimmung der vier Funclionen !, m, n", ¢ vollstandig
hinreichen, wie aus den in §.2. gegebenen Andeutungen erhellt.

Nachdem so die Zulissigkeit unserer Hypothese. nachgewiesen ist,
schreiten wir zur vollstindigen Losung des entsprechenden Problems, indem
wir dasselbe auf eine Quadratur zuriickfiihren. Die letzte der drei vorstehen-
den Differentialgleichungen hat das Integral (vergl. §.5.1.)

li'ﬁ——fn—‘-{-l—z ﬁn—-) = Wy,
di dt dt /o
und hieraus ergiebt sich die Folgerung, dafs die Rotationsgeschwindigkeit
w = w,n" stels proportional der Linge der Rotationsaxe Cn" des Ellipsoides
ist.  Durch zweimalige Differentialion der Gleichung

Ptm® =

n

=0,

g
erhilt man ferner

dl dm 1 dw' d¥ d*m diN? | rdm\? 1 d" 1 rda'\?
1t =g s Vo () @) = —mm ()
quadrirt man die erste dieser beiden Gleichungen, und addirt dazu das Quadrat
der vorstehenden Integralgleichung, so erhélt man

1 (rdIN® | fdm\? oy 4 dw'N
@) @) = ot g ()
und hierdurch geht die zweite Gleichung in die folgende dber:
d* d*m 21 3 rdn"\! 1 d*"
(gt m g = =o'+ g () — 5
Auf diese Weise gelingt es, die beiden Funelionen { und m vollstindig zu
eliminiren, und wir erhalten zur Bestimmung der Functionen n", ¢ die beiden
folgenden Differentialgleichungen:
1 d*" 3 rdn'\? 20 d*w" 2
2, T dr yE] W)—wﬁn":-ﬁ—?elﬁ n”-——dt, :?}—;——262\7,
in welchen die Grofsen L, N nur noch von der Variabeln »'" abhingen.
2,0 )

d?
dtt

, indem man die erste
27 *

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen
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mit n"', die zweite mit 57 wultiplicict und dann addirt, so erbalt man nach

Substitution der Ausdriicke fir L und N die Gleichung

2n' '

1 rdn"
+ ("'n"’: = 2en —wgn "2+%n’" dt )

welche mit der im §. 4. gegebenen ibereinstimmt. Eliminirt man dagegen o
2

aus den beiden vorhergehenden Gleichungen, indem man die zweite mit 770

Al
die erste mit = 7 multiplicirt, und dann subirahirt, so erhalt man die Dif-

ferentialgleichung zweiter Ordnung

4* A\ d*n dn" 2, 9 / sds A*—GCP*n'? .
(2"113 + c P nm( ) + A w2 = 2e1 1"(A2-{—n"s)(C'n""+s) ?

WM
multiplicirt man dieselbe mit 27‘7, so lafst sich eine Integration ausfiihren,

deren Resultat
Az ~ dnlf 2 2 " /mds
(——2"'13+‘/2) T ) + 4w n" = Const. - 487'[0 =

offenbar nichts Anderes ist, als das durch das Princip der lebendigen Kraft
gegebene Integral.

Um nun diese Gleichungen, durch welche das Problem in der That
auf Quadraturen zuriickgefiihrt ist, bequem discutiren zu konnen, ist es zweck-
mifsig, das Verhaltnifs

. (‘n"
o= n" ]/A' =n"q,

der Rotationsaxe Cn" des Elhpsmdes zu dem Radius D = yA°C der Kugel,
deren Volumen dem des Ellipsoides gleich ist, als neue Variabele einzufihren.
Ferner wollen wir
w Wy o
0= o Vo
setzen. [Ersetzt man endlich die Integrationsvariabele s durch D*s, und fihrt
zur Abkirzung folgende Bezeichnung ein:

Y A ds df(a)___:  log) e 1 i sds
f(a)-——[ “+M)1/(i+%)v de f'(e) a® 1)‘(,/ '(1"‘“3)’]/(”'&{:‘

so nehmen die drei zuletzt erhaltenen Gleichungen folgende Formen an:

o
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,lij?(za+—‘;) 2en (1— )+ (5 22,
® 2@+ 5) 5 =G 8|S —r@f =
)(2+ eI )+8m{ a_f(a)} — 8K,

wo K eine Constante bezeichnet, deren Werth von g¢,, «, (—) abhangt.
)

Fiir die Discussion selbst ist es nothwendig einige zum Theil schon bekannte
Eigenschaften der Function f(e) vorauszuschicken. Durch wirkliche Aus-
rechnung des bestimmten Integra]s erhilt man

[f(e) = arclang ]/(

1/(——0

Lt
S R o 5)

je nachdem o<1 oder ¢>>1 ist; fir ¢ =1 nehmen beide Formen den-
selben Werth f(1)=2 an; wird o unendlich klein oder unendlich grofs, so
wird f(¢) unendlich klein; und aus dem obigen Ausdruck fir f'(a) geht
hervor, dafs f(e) ein und nur ein Maximum f(1)=2 hat. Ist daher p irgend
ein zwischen O und 2 liegender Werth, so hat die Gleichung f(e) =p zwei
Waurzeln, von denen eine unter, die andere iber der Einheit liegl. Ferner
iiberzeugt man sich leicht, dafs, wenn & von O bis 1 wachst, die Function
[’ (e) bestéindig von 4-oc bis O abnimmt und dann far e« =1 negativ wird,
so dafs, wenn ¢ irgend ein positiver Werth ist, die Gleichung f'(e) =g stets
eine und nur eine Wurzel hat, und zwar liegt dieselbe unter der Einheit.
Endlich ist aus den friheren Untersuchungen iiber die gleichformige Rotation
einer ﬂﬁssxgen Masse bekannt, dafs die Function a“f’ (e) ein Maximum
= 0,2246 ... hat

oder

fle) =

S. 7.

Betrachten wir nun zundchst denjenigen speciellen Fall, in welchem
urspriinglich, und folglich auch wihrend der ganzen Bewegung keine Rotation
Statt findet, also

=20
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ist. Nehmen wir aufserdem vorliufig noch an*), dafs urspringlich gar keine
Geschwindigkeit “vorhanden, also auch

@), =

ist, so haben wir die Gleichungen

—;;(2(1—{»—17) 2£7l+ (1 da*
2(2-—}— Zt‘: ——% Z—‘:—) = 8enf’ (a),

(+2)(5) = 8en{f(e)—fle)}.

Aus der letzten derselben folgt, dafs wihrend der ganzen Bewegung f(o) = f(e,)
sein mufs; ist daher urspriinglich «,=1, d. bh. ist die urspriingliche Gestalt
der ruhenden flissigen Masse eine Kugel, so folgt, dafs stets o = ¢,=1
bleiben mufs. Nehmen wir dagegen an, dals « <1, dafs also die urspring-
liche Gestalt ein abgeplattetes Spharoid ist, so ergiebt sich, dafs wihrend der
ganzen Bewegung o, =« = ¢, sein mufs, wo «, die zweite Wurzel der
Gleichung f(«)=f(a,) bedeutet, von der wir wissen, dafs sie iber der Ein-
heit liegt. In der That wird nun o alle Werthe des Intervalls von «, bis ¢,
und wieder. zuriick von «, bis o, periodisch, und jedesmal nach Verlauf der-

selben Zeit
1/ 2=
Sy
]/8m f(@)—f(e,)

durchlaufen; man iberzeugt sich hiervon sogleich, wenn man bedenkt, dafs
_L_fic_
dt
e
dt?
und wenn man ferner bericksichtigt, dafs der vorstehende Werth von v endlich
ist, da an den Grenzen des bestimmten Integrals die Function f(a)—f(a)
von derselben Ordnung unendlich klein wird, wie ¢ — ¢, oder ¢ —e,. Die
Bewegung besteht also aus isochronen Schwingungen, in welchen die Flissig-
keit durch die Kugelgestall hindurchgehend abwechselnd die Form eines ver-
langerten und die eines abgeplatteten Ellipsoids annimmt. Natirlich wirde

nur dann sein Zeichen dndern kann, wenn e=«, oder = ¢, ist, und dafs

im ersten Falle einen posiliven, im zweilen einen negativen Werth hat,

*) Das Resultat der Untersuchung fiir diesen Fall ist von Dirichlet in der vor-
liufigen Anzeige der Abhandlung vollstindig ausgesprochen.
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die Bewegung genau dieselbe sein, wenn das Sphéroid ursprﬁhglich ein ver-
lingertes wire; es wirde dann nur o, mit «, zu vertauschen sein.

Der Charakter der Bewegung bleibt auch dann noch derselbe, wenn
das Sphiroid seine Bewegung nicht aus der Ruhe beginnt, wenn nur die
Anfangsgeschwindigkeit in Bezug auf die Anfangsgestalt unterhalb einer ge-
wissen Grenze liegt, welche durch die Bedingung

(2—]— ) )<8mf(a(,)
beslimmt wird. Ist dagegen diese Bedingung nicht erfillt, also
1\ rda\?
(24 ) () Z8enc

d . . o . .
so kann Ti‘; nach Verlauf einer endlichen Zeit niemals verschwinden; denn

bezeichnet & eine nicht negative Constante, so wird das Integral

AN

V8en ‘/ ]/f (o)

mit unendlich wachsendem «, und das Integral

V8en / ]/ (“H— k

mit unendlich abnehmendem ¢ iiber alle Grenzen wachsen. Ist daher (%)0

positiv, so wird — a stets positiv bleiben und sich unbegrenzt dem Werth

]/(H 5a7) — denf(a)
nahern, wahrend ¢ mit ¢ unbegrenzt wachst das Ellipsoid wird sich also
unbegrenzt verlangern. Ist dagegen (——) negativ, so wu-d de: 7 stels negativ

bleiben und dem absoluten Werth nach mit o unbegrenzt abnehmen, wihrend
t iiber alle Grenzen wichst; das Ellipsoid wird sich daher unbegrenzt abplatten.

In allen diesen Fillen wird aber die Function ¢ niemals negative Werthe
annehmen, so dafs diese Bewegungen ohne Annahme eines aufsern Druckes
physisch moglich sind.
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§. 8.

- Wir wollen jetzt zu dem Fall dbergehen, in welchem g, von Null
verschieden ist, also wihrend der ganzen Bewegung Rotation Stait findet.
Zufolge der am Ende des §. 6. angefiihrten Eigenschaften der Function f(e)

und ihrer Derivirten f'(c) giebt es stets einen und nur einen Werth J, welcher
der Gleichung

reo) =g

[}

geniigt, und zwar ist 0 <ZJd <<1. Betrachten wir nun die Function

¥(0) = f'(9)e—f(a),
so ergiebt sich leicht, dafs v (0)=0 und dafs ¥ (), wenn o von O bis J
wichst, bestindig abnimmt, also negativ wird und fir ¢« =J den kleinsten
Werth y(J) erreicht, der also ebenfalls negativ ist; wichst dann o weiter,
so wichst auch yw(e) und zwar mit « dber alle Grenzen. Die Gleichungen
der Bewegung nehmen nun die folgenden Formen an:

;‘,’—,(2a+—‘;) = 21— )+ 3 (3 5

2(2—|— dt* - 3 da) + 8eny' () = 0

e+ )+8emp(a> 8en [ () + 4],

in denen zur Abkirzung

Wel_p@)—r@=v@; (@+5)(), =8k

gesetzt ist. Hieraus geht zunichst hervor, dafs fir die ganze Dauer der
Bewegung

Y (o) = y(e)+k
und folglich « stets unterhalb einer angebbaren endlichen Grenze liegen mufs;
‘das Vorhandensein auch der geringsten anfénglichen Rotationshewegung ver-
hindert also eine unbegrenzte Verlingerung des Sphiroides.

Da ferner w(J) der algebraisch kleinste Werth der Function y () ist,
so haben wir je nach dem Werth der Constante W () + & nur drei Fille
zu unterscheiden.

(1) y(e)+k = (9.

Dies ist, da & nicht negativ sein kann, nur dann moglich, wenn £=0,
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und o, =4, also

%)o =0 und 93 = o f' (a())9 also o, << 1

ist; in diesem Falle mufs o constant = o, bleiben, so dafs die Bewegung
in einer gleichformigen Rotalion eines abgeplatteten Spharoides von unver-
anderlicher Gestalt um die kleine Axe besteht, was der zuerst von Maclaurin
behandelte Fall ist. Bekanntlich ist erforderlich, dafs der Werth von ¢}
einen bestimmten numerischen Werth 0,2246 .. nicht iibersteigt; fir jeden
unterhalb dieser Grenze liegenden Werth von gj existiren zwei verschiedene
entsprechende Sphiroide, die identisch werden, wenn ¢ diesen Grenzwerth
selbst erreicht. Ferner leuchtet ein, dafs die Grofse o dann einen unver-
anderlichen positiven Werth hat, dafs also die Bewegung wieder ohne einen
aufseren Druck physisch moglich ist. Endlich ergiebt sich auch umgekehrt,
dafs « nur unter den Bedingungen dieses Falles constant sein kann.

@) P(0)<w(w)t+k<O.
Dieser Fall ist, da & nicht negativ sein kann, nur dann moglich, wenn
00 << o f(et)
und aufserdem der absolute Werth von (Z—':)o eine von ¢, und e, abhingige

Grenze nicht ibersteigt. Die Gleichung y(«¢) =y (o) + & hat dann zwei
bestimmte Wurzeln ¢’ und "> ¢, und zwar ist 0<Zeo'<<J. Hieraus folgt,
dafs o« stets zwischen den beiden Grenzen ¢’ nnd ¢ liegen mufs, und in
der That wird ¢ abwechselnd diese beiden Grenzwerthe, stets nach Verlauf
derselben Zeit

, = VBen / ‘/k+w(ao)——w(a)

erreichen; die Rotatlonsgeschwmdlgkelt ist bei dem Minimumwerth o' zu’
klein, bei dem Maximumwerth o" zu grofs, als dafs die flissige Masse ihre
augenblickliche Gestalt beibehaltgn konnte. Auch ist zu bemerken, dafs, wenn
die Rotationsgeschwindigkeit im Augenblicke der grofsten Verlingerung des
Sphéroides einen gewissen Werth dbersteigt, diese Bewegung nur unter der
Wirkung eines hinreichend starken &ufseren Druckes physisch moglich ist.

(3) () +k=0.
In diesem Falle hat die Gleichung (o)== (o)} k eine einzige

Wurzel, und es wird daher eniweder von vornherein, oder wenigstens nach
Journal fiir Mathematik Bd. LVIIL Heft 8. 28
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Ablauf einer endlichen Zeit das Spharoid anfangen, sich immer mehr und
ohne Grenzen abzuplatten. Auch hier gilt die eben gemachte Bemerkung
iber die physische Moglichkeit der Bewegung.

§. 9.

Die soeben behandelten Fille bieten die Eigenthiimlichkeit dar, dafs in
ihnen die Werthe der drei in §. 4. mit P’, (', R' bezeichneten Verbindungen
wibrend der ganzen Dauer der Bewegung verschwinden. Es erschien nun
der Mihe werth zu untersuchen, ob aufser den genannten Fallen noch andere
moglich sind, welche dieselbe Eigenschaft besitzen. Durch eine sorgfaltige
Analyse ergab sich, dafs noch zwei andere solche Bewegungen mit den
Fundamentalgleichungen (a) in Uebereinstimmung gebracht werden konnen.
Die erste derselben wird durch die Gleichungen

w=Ila, y=mwm'b, z=n"c; lm'n"=1;
b e
dt’ arfs: " T J 4Bt
n' nd*n" 20 9 ‘/“”i{ 't
et Y T

0
ausgedriickt, in denen zur Abkirzung

= YT ) ) (A )

geselzt ist *); allein hier reicht das von dem Prinzip der lebendigen Kraft
herrahrende Integral nicht aus, um das Problem auf Quadraturen zuriick-
zufihren.

Der zweite Fall, welcher sich bei der Untersuchung auf eine eigen-
thimliche Weise von den dbrigen absondert, giebt das schone von Jacobi
gefundene Resultat, dafs ein dreiaxiges Ellipsoid, dessen Axen A, B, C der
Bedingung

“ds *ds
Vi & oo e sl e (GEICESICED
B (i

genigen, um die kleinste Axe C' mit constanter Winkelgeschwindigkeit,
deren Quadrat

*) Diese Gleichungen finden sich an verschiedenen Stellen, aber ohne weitere
Discussion, in den von Diricklet hinterlassenen Papieren.
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K o— Ren /“’ sds
PEL a4 ) (14 4)

0
iét, rotiren kann, so dafs
x=acoskt+ bsinkt, y= —asinkl+4bcoskl, z=¢
die Gleichungen der Bewegung sind.

Aus dieser Untersuchung ergiebl sich also auch das Resultat, dafs ein
flissiges homogenes Ellipsoid, dessen Elemente sich gegenseilig nach dem
Newtonschen Gesetze anziehen, nur dann wie ein fester Korper um seinen
Schwerpunkt rotiren kann, wenn die Bewegung um eine feste, mit einer
der Hauptaxen des Ellipsoides zusammenfallende Axe geschieht, was der von
Maclaurin und Jacobi unlersuchte Fall ist*); offenbar namlich wiirden
anfser den Gleichungen P'=0, Q'=0, R'=0 noch die Bedingungen
P—=1, Q=1, BR=1 zu erfillen sein, wodurch die ibrigen, aufser den
beiden soeben erwihnlen, Falle ausgeschlossen werden.

Die geometrische Bedeutung der Gleichungen P'=0, Q'=0, R'==
besteht darin, dafs diejenigen Elemente der fliissigen Masse, welche anfinglich
auf den drei Coordinatenaxen, also auf den Hauptaxen liegen, auch wihrend
der ganzen Bewegung drei zu einander senkrechte Gerade erfillen; da nun
andererseils aus der linearen Natur der Ausdricke fir «, y, 2 erhellt, dafs
solche Theilchen der flissigen Masse, welche urspriinglich in drei conjugirten
Durchmessern liegen, dieselbe Eigenschaft stets beibehalten, so ist der eigent-
liche Sinn der erwihnten drei Gleichungen der, dafs die drei Hauplaxen des
Ellipsoides stets von denselben Elementen der flissigen Masse gebildet werden.
Es lag nun nahe, eine- verwandte Hypothese zu machen, die namlich, dafs
die Richtungen der drei Hauptaxen stets unverdndert bleiben; bedient man
sich der in §. 4. eingefiihrten Bezeichnungen, so wird diese Forderung durch
die drei Gleichungen T'=0, T'=0, T""=0 ausgedriickt und sie ist offen-
bar sowohl in dem ersten der beiden in diesem §. erwihnten Falle, als auch
in demjenigen erfillt, welcher vorher (in §.6—8.) ausfihrlich behandelt ist;
aufserdem ergab aber die Durchfihrung dieser Hypothese noch einen dritten
Fall, welcher ein schones Seitenstick zu dem soeben angefihrien von Jacobi
herriihrenden Salze bildet und sich auf folgende Weise aussprechen lafst:

*) Diese Bemerkung ist fast worllich einem Briefe Dirichlets an Herrn Kronecker
entnommen.
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Ein jedes dreiaxige Ellipsoid, welches dem Satze von Jacobi genigt,
kann auch seine #ufsere Gestalt und Lage unverdndert beibehalten, wenn
eine innere Bewegung der Elemente Statt findet, die durch die Gleichungen

x == acoskt+ b—;isinlct, y = — a% sinkt +bcoskt, z=c
ausgedriickt wird, in denen die Constante & die friihere Bedeutung hat; jedes
Theilchen beschreibt eine Ellipse, deren Gleichungen

2 2 2 b2
FrtE=at5 z=¢
sind, und zwar in derselben Weise, wie wenn es isolirt wire und gegen
den Mittelpunkt seiner Bahn durch eine der Entfernung proportionale Kraft
angezogen wirde, deren Mafs fir die Einheit der Entfernung = &* ist.




