
x8o 

SUR UNE NOUVELLE CLASSE DE SURFACES. 

Par M. Georges Tzitzeioa (Bucarest). 

Adunanza del xo novembre xgO 7. 

(3) 
Or~ o n  a 

L'&ude de la d~formation des surfaces t~tra~drales 

A x  ~ 4 - B y  3 4 -  CZ 3 = z 

conduit g la recherche des surfaces pour lesquelles Ia courbure totale est proportionnelle 
la quatri~me puissance de la distance d'un point fixe au plan tangent. 

Je d~signerai par S toute surface qui jouit de la propri~t~ pr~c&dente et par centre 
de S le point fixe qui figure dans la d~finition de cette surface. 

x. Supposons donn~e une surface S ~ courbure totale n&gative. On pourra prendre, 
sans restreindre la g&n&alit+, 

I 
(0 R ' R "  - -  p+ ' 

Off R' et R'" sont les rayons principaux de courbure et p la distance du centre de S 
(qui sera pris pour origine) au plan tangent. 

Prenons comme coordonn~es curvilignes sur S ses lignes asymptotiques. Les for- 
mules de M. LELIEUVRE (DARBOUX, IV e partie, page 24; BI,uqcm, Volume I, p. x62) 
donnent, pour un point M ( x ,  y, Z) de la surface, 

et des formules analogues pour y et Z; x ,  y , ,  L sont des int~grales d'une ~quation 
de la forme 

c)=0 
- -  _ _ k 0 .  
~ u O v  

et~ comme 

on obtient de ( , )  

,< + y l + ~ = r ~'R", 

p .__ x , x  "-t- y , y  -t- z,:( 
a ' 

x , x  4 - y , y  4- Z,a~ = -4- z. 
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En changeant au besoin les signes de x,,  y , ,  ( , ,  on pourra prendre 

(4) x x + y , y + ~ , ~ - - - I .  

On peut donc ~noncer le r~suttat suivant: Toute surface dgfinie par Ies formules 
(2), x ,  y , ,  ~ gtant trois intdgrales d'une gquation de la forme (3) et vdrifiant Ia rela- 
tion (4), est une surface S. 

2. On tire ais~ment des ~galit6s (2) les relations suivantes 

t <gx <gx Zx,  = o, Zx = o, 
( s )  

i g-<gx <gx <gx, <gx 
- -  O o  x_ <gu <gu - -  o, ~- <gv <gv 

D'autre part, en d6rivant (4) et en tenant compte des relations pr&~dentes, on obtient 

<g x <g x (6) y x-g-# = o, 5_ -6T = o .  

ConsidLrons ma~tenant la surface S d&rite par le point M ( x ,  y, ,  K,). On volt 
sur les r~lations (5) et (6) que la normale au point M(x ,  y, ~) de S est paralltle 
O M  et que la normaie en M ~ S est parall~le k O M. 

Prenons de (5) et (6) les relations 

<gx <gxOx = o ;  

on en tire imm~diatement 
<g x __ ?, z~ <g y - -  y ~--~ 

<gY <gZ par leurs valeurs et des 6galit6s analogues pour y, et ~(,. Or, rempla~ons ~-~ et 

tir6es de (2); 9n obtient 

<9 x, __ ~ z,. : C . , - - - -  x, - - - -  
<gu - -  <gu O u ] - - Y  x <gu Y '<gu]J  

[ <g x, ( { <g x , <g y , <9 :('~"] 
--- 7' kcSu , x x ,  + yy ,  + ZA,) - -  x \ <9,+, + + 

<gX I 
= X < 9  u , 

d'odl ), --- I et par cons6quent 
<gx <9y <gZ 
<gu = ~--8-; - - Y ~ - ~  ; 

de la m~me mani~re on trouve 

<gx 
Ov 

En ~galant les deux valeurs d e -  

sant la m~me chose pour <9"y' et  

<92X+ 
+ u <9 v tir+es des deux derni+res Ggalit+s, et en fai- 

on trouve que x, y, Z sont trois int~grales 
O u O v '  
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d'une ~quation de la forme 
c3~co 

(7) c~u-0v - -  ho~. 

Or, le th~or~me &abli ~. la fin du ~ z prouve alors que S est une surface S. 
De plus, comme il est facile de voir que S, est la polaire r&iproque de la surface 

S d&rite par M(x ,  y, Z), par rapp| k la sphSre de rayon I ayant son centre k 
l'origine, on a l e  r~sultat suivant: Etant donn& une surface S de centre O, sa polaire 
rdciproque par rapport gz une sphere de centre 0 est aussi une surface S. 

Ox, 8 x  
II r~sulte encore des formules pr&~dentes pour ~ et ~ que les lignes u = const. 

et v - - c o n s t ,  sont les lignes asymptotiques de S,, ce qui est d'ailleurs conforme ~i un 

th~or~me connu. 
;3- Comme la surface S d&rite par le point M(x,  y, Z) est rapport& ~ ses lignes 

asymptotiqueg x, y, K v~rifient, en dehors de (7), deux ~quations lin~aires de la forme 

O ~  Oo~ Oco 
(8) a-~ = a 0-- + b o--7' 

O=~ a' 8o~ b' ,3o~ 
av - - m =  -0-7 + 8-7" 

Le syst~me (7) et (8) admettant trois int6grales lin6airement ind~pendantes, on a l e s  
conditions suivantes 

Oh 8a 8b b' 
~-~ ----- a h, -~7 + a' b - -  h, -~T + b - - o ,  

(9) oh Oa' ~b' 
- ~  = b' h, -~-~ -}- a a' - -  o, ~-7 --{- a' b - -  h, 

que nous &udierons plus loin. 
On a par consequent le r~sultat suivant: 
Les coordonnges cartgsiennes d'une surface S (Ie centre de cette surface grant pris 

pour origine) vgrifient un syst~me d'gquations lingaires aux dgriv&s partielles de Ia forme 
des gquations (7) et (8). 

On a de mSme pour la surface S ,  d'abord l'~quation (3) et puis deux autres 
~quations 

O~O O0 O0 
(8') ~ = a, ~ + b a g '  

c>0 8 0 b' O0 ~ = a ' , ~  + , ~ ,  

a ~ b ~ a'  b' , , ,  et k &ant li~s par des relations toutes pareilles ~t (9). Remarquons que, 
8 x  c3x~ 

l'aide des expressions de ~ -  et ~ trouv+es plus haut, on peut facilement obtenir 

c) ~ x~ 0 ~ x~ 
O,u~ et -~-~-r- On en d~duit 

a ---a, b , - - - - b ,  a ~ - - - - a ' ,  b ' - - b '  
et de kt k = h .  
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On voit donc le changement qui se fait dans le syst~me des ~quations ( 7 ) e t  (8), 
lorsque Yon passe de la surface S ~t sa p01aire r&iproque S,. 

4. Je me propose de d~montrer maintenant que si x, y, ~ sont trois solutions li- 
n~airement indtpendantes d'un syst~me de la forme des ~quations (7) et (8), lepoint  
M ( x ,  y,  ~ d&fit une surface S ayant l'origine pour centre. 

En effet, comme x, y, ~ soar des int~grales de l'~quation (7), les formules 

( I O )  0 -"  z 0 y  0 ~  0 X  ( Oy 0~) 
O,~ = z~o-u - -  Y ~ ' Ov  - Z~ O-vv - -  Y - ~ v  ' 

et les analogues en y, et ~,, d~finissent d'apr~s le th~or6me de M. LELI~.UVRE une sur- 
face S rapport~e ~ ses lignes asymptotiques. 

II r~suke de il que x ,  y ; ,  ~, sont des int~grales d'un syst~me de la forme (8'). 
Posons maintenant 

co' : x x ,  -J- y y ,  + Z~Z~,. 

On a, en tenant compte de (Io) ,  

OC, J r OX 

0 .  = y - x , . ~ - ; ,  

et en vertu de (7) et (8) 

( 8 " )  

{~OJ t O x  
, ~  = Y-':, ~ 

0"~' Oca' 0 ~ '  
- - = a  - ~ - b  - -  
Ou" f f -u  Ov  ' 

0:~'  __ a' 0 o /  b,O~' 
0 r  -~-ff + o--~ 

et 
02 (,.it 

(7') o.o--~ = ho , ' +  M, 
o6 

Ox, O x  c3x, Ox  
M - ~ -  ~-- Ov  Ou - -  ~-  Ou Or"  

Or, on tire de ces expressions de M 

O M  O M  
rg----u = a M ,  O v "= b' M 

et, en remarquant les relations 

c~h Oh 
- - - - a h ,  - - = b ' b  
Ou Ov 

tir&s de (9), on a M - - - ~  m b, m ~-constante.  En remplaqant en (7') ,  on obtient 

~  - " )  h (~'  - -  , . ) ,  
O u O v  - -  

ce qui prouve que o ' - - m  est une int~grale du syst~me form~ par [es ~quations (7) 
et (8). Comme ce syst~me n'a que trois int~grales lin&irement ind/:pendantes x, y et 

zo o n a  
oa' - -  m --- z x -+- ~ y -Ow y r~ 
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,% ~ et T &ant des constantes, ou 

x ( x -  , )  + y ( y ,  - + _ = m. 

D'apr~s les formules (Io) on volt que l'on peut ajouter ~t x ,  y,, z~, des constantt's 
arbitraires; on peut done ~crire 

x x  nt-yy, + z~z~, - -  m. 

II r~sulte de l~t, que la surface S, est une surface S, et par consequent sa polaire 
r6eiproque, la surface d6crite par le point M(x,  y, O, est aussi une surface S. 

C'est l~t le th~or~me fondamental que je voulais &ablir. 

5. I1 est clair que si x, y, z~ sont trois int~grales, lin~airement ind~pendantes, des 
~quations (7) et (8), il en est de m me de 

) x ' = a x - { - - b , y - J r - c ~  
( I I )  y' = a,x -l- b,y -{- q zo 

Z~' --- a 3 x n t- bjy Jr- c~ z,, 

les a, b, c &ant des constantes dont le d&erminant est diff6rent de z~ro. Le point 
M' (x', y', z~') d~crit par consequent aussi une surface S. 

Done, toute transformation lingaire de la forme ( ~ )  change une surface Sen  une 
autre surface S: 

En combinant cette transformation avec une autre trouv~e plus hauq on a: Une 
transformation par polaires rgciproques par rapport c~ une quadriqite it centre ayant son 
centre au centre d'une surface S, transforme cette surface Sen  une autre surface S. 

6. Je me propose maintenant de trouver l'origine des propri&~ pr~c~demes des 
surfaces S par rapport .~ une transformation lin~aire de la forme (x x) et ~ une trans- 
formation pa r polaires r+ciproques. 

Je vais montrer d'abord qu'une transformation de la forme ( I I )  ne change pas 
le rapport entre la courbure totale et la quatri~me puissance de la distance de l'origine 
au plan tangent d'une surface. On d6montre ce th~or~me ais~ment ~t l'aide de l'expression 

I 

Ftof " iofV loll']" 
K ~  

suivante 
O'f 0 7 O~f Of 
8x  ~ OxOy dxOz~ Ox 

O'f O'f 8"f Of 
OyOx Oy" OyOz. Oy 

O*f O'f O'f Of 
a (  
of 
- -  0 

O~Ox O~Oy 

0f 0f 
Ox Oy 

pour la courbure totale et off f ( x ,  y, ~) = o est l'~quation de la surface. En employant 
les coordonn~es homog~nes le th~or~me est presque ~vident. 

Passons ~t la transformation par polaires r~ciproques par rapport / tune  sphere de 
rayon un. Je vais d~montrer que cette transformation change ie rapport entre la cour- 
bure totale et la quatri~me puissance de la distance de l'origine au plan tangent, en 
son i~verse. 
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Soient S e t  S' les deux surfaces polaires r&iproques par rapport ~t la sphere X 
de rayon un et de centre o; d s e t  d s' les 61~ments d'aire autour de deux points 

correspondants M et M' ;  d v e t  de '  les filaments d'aire de leurs repr6sentations sph& 

riques sur X; K et K'  leurs courbures totales en M et M'. Posons enfin ; ~ = c o s M O M ' .  

On a alors 

K - -  d e  K '  d~r' ) ,ds '  ~ ) , d s  
7 7 '  = d s ' '  d*  - "  O M '  , d e '  -= O M  . 

Or 
I 7, = pp ' ,  

OM-- I - - ! -p , ,  O M ' =  P ,  

done 
K K '  

. . . .  - ' - -  I .  p, p,4 

7. Revenons maintenant au syst+me (7) et (8) et aux relations (9). I1 faut remar- 

quer tout d'abord, que l'on ne peut pas avoir h = o; autrement, si x, y, Z sont trois 

int~grales lin~airement ind+pendantes du syst~me, comme m - - c o n s t ,  est aussi, dans 

ce cas, une int+grale, on a 

m - -  ~ x  + [sy -Jr- ya~, 

ce qui prouve que la surface est un plan. 

On a donc h =~ o, et alors le syst~me (9) donne 

i c3b U Y 
Ca' a - -  h O u '  b = --~-, = --~-, 

( ie )  
c9 = log h _ _ b - -  U___VV 
Ouc3v b" " 

Prenons d'abord U - - o ,  V - - o ;  on a 

c3' log b 
O u O v  - -  h, 

d'o~ 

1 , 3 h  [ ~ '  
b O r '  

2 v '  v', b - - - -  
(i + u v y "  

On d4duit de l~t les valeurs de a et b' et en les introduisant dans le syst~me (7) 

et (8) et en prenant pour variables ind~pendantes ~ = U ,  [5 = V,, on obtient le 

syst&me 

I - ~  FF + I + [So[5 - ~  o ,o[5 - 

On a imm~diatement trois int~grales lin&irement ind~pendantes 

=[5--I 
x -  [5' y---i--------~, a [ - -  (DARBOUX, IV, p. 97)" I + =  I+=[5 

La surface S correspondante est une sphere. A l'aide d'une transformation (11) 

on d6duit que les quadriques ~t centre sont aussi des surfaces S. 

8. Prenons maintenant clans les formules (12) V - - o ,  U-76 o. On r6duit alors 

Rend. Circ. Matcm. Palermo, t .  X X V  ( I  ~ sere. x9o8 ) .  - - S t a m p a t o  il 9 dicembre t9o  7. a 4 
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le syst~me (7) et (8) au suivant 

a V  + - + ~ a ~  = o, 

c)~o ( A - - f o n c t .  de ~), (~ + ~ ~)2-43- g 

d'oO l'&quation de la surface 

O ~ a }  - -  hco, 

oO h est une int~grale de l'+quation 

I 0 = log h _ h h~ 
( I4 )  O~O~ " 

On a une int~grale immediate de (I4),  b - -  m, oO m 3 - -  I. 

Le syst~me 0 3 )  s'int~gre alors facilement, et on obtient les trois intfigrales 

X ~ e mxl~'+'mmi~) ma(O~mm2~) g~lia.-+-mmj~) 
, y = , a ~ - - -  (rnJ = ~, i = *, ~, 3), 

en faisant le changement de variables 

syst~me 
C~20~ I 

O~co I 
03 )  o V - -  h 

Bbc~(o I 8o~ 
8o~ c9~ q -  h c9~ ' 

cg co I c~ b O co ! 

log x -{- log y Jr- log Z = o 

on obtient le 

I1 n'est pas difficile de d~montrer que le syst~me admet les trois int~grales lin~ai- 

rement ind&pendantes 
2~ 

~, = ~ + ~ -  ~, (~) - -  ~',. ( @  (i = ~, ,, 33, 

? , ,  ? ,  et ?3 &ant trois int&grales lin~airement ind&pendantes de l'~quation 

q " ( ~ )  - - ,  ~4 ~ ( ~ )  = o. 

On a de cette mani~re un nombre illimit~ de surfaces S d@endant de la fonction 

arbitraire A de ~. 
I Si l'on prend, par exemple, .4 = 7 ,  on trouve la surface 

(yZ.-}- Z.x -Jr- xY)  3 = 2 g ( x y ~ . q -  I )  =. 

Cette surface, comme celles off A est une fonction arbitraire de ~, est une sur- 

face r~gl~e. I1 est ais~ de voir que l'on a obtenu de cette mani~re toutes les "surfaces 

S r~gl&es. 
3 _ _  

9- Supposons maintenant U--~ o, V-7 k o. En remplagant h par h, =- -h l /UV ,  et 
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ot/  
x y z =  I ;  

et A l'aide de la transformation ( I I )  

(a x + b y  -~- c,z~)(a2x + b2y 27 c2K)(a3x 2 7 b3y + c3z~) - -  x. 

Parmi ces surfaces S fl y en a une de r~volution 

~(x , 27 y2) = x. 

En d6finitive, pour avoir routes Ies surfaces S non-rdgldes iI faut intdgrer d'abord l'dquation 
(14) et ensuite le syst~me correspondant (13). 

Bucarest, 3 ~ octobre i9o 7. 

G. TZlTZ~ICA.  


