Geometrische Deutung der Additionstheoreme
der hyperelliptischen Integrale und Functionen 1. Ordnung
im System der confocalen Flachen 2. Grades.

Von

Orro STAUDE in Breslau.

Einleitung.

Indem die Theorie der hyperelliptischen Functionen 1. Ordnung
seit Jacobi’s Formulirung des Umkehrproblems auf die Benutzung
sweier unabhéingiger complexer Variabler als der Elemente der Unter-
suchung hingewiesen worden war, hat sie diese Elemente bald in ab-
stracter Form als swei Individua eines algebraischen Gebildes vom Ge-
schlechte 2, bald in geometrischer Form als Punkiepaare auf einer
Riemann’schen Fliche oder ciner algebraischen Curve von gleichem
Geschlechte vorgestellt, Neben diese Auffassungen, denen die simul-
tane Betrachtung sweier unabhiingiger Klemente in einem sweifach
ausgedehnten Gebilde wesentlich ist, trat die Vorstellung eines Indi-
viduums in einer vierfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. So erschien
die Vereinigung zweier unabhiingiger complexer Variabler durch ein
einziges geometrisches Klement vertreten, sei’ es dass man, mnach
Analogie der Gauss’schen Darstellung einer complesen Verinder-
lichen, den reellen Punkt im Raume von vier Dimensionen, sei es
dass man, mit Zuziehung complexer Bestandtheile des gewShnlichen
Raumes, den Punkt oder die Tangentialebene einer Fliche oder den
Strahl eines Strahlensystems in’s Auge fasste.

Wenn die Verwendung des reellen vierdimensionalen Raumes natur-
gemiss weniger geeignet schien, die analytische Vorstellung zu unter-
stiitzen, so gewann dagegen die Benutzung der im reellen Gebiete des
gewohnhchen Raumes zweifach, im complexen Gebiete vierfach aus-
gedebnten Gebilde um so htheres Interesse.

In unmittelbare Beziehung zu der Geometrie der Flicken tritt die
Theorie der hyperelliptischen Functionen mit der vén Herrn Weier-
strass*) gegebenen Darstellung der Punkicoordinaten der Fliche

*) Vgl Wexerstrass, Ueber die geodiitischen Linien auf dem dreiaxigen
Ellipeoid, Monatsberickite der Kgl. Academie zu Berlin, Jahrg. 1861, 8. 986.
Diese Arbeit enthiilt implicite das im Text bezeichnete Resultat. -
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2. Grades durch Quotienten der hyperelliptischen - Functionen von
2 Variabeln. Durch Untersuchungen iiber Cyclidensysteme wird ferner
Herr Darboux®) zur Darstellung der Cycliden und durch Speciali-
sirung dieser Flichen 4. Ordnung zur Darstellung der allgemeinen
Fliche 3. Ordnung durch hyperelliptische Functionen gefithrt, Hieran
schliesst sich die Darstellung der Kummer schen Fliche, auf welche,
ausgehend von der Einfihrung der elliptischen Liniencoordinaten im
Systern der confocalen Strahlencomplexe zweiten Grades, Herr Klein®#)
hinweist, und welche, gestiitzt auf die Theorie der identischen Rela-
tionen zwischen den &-Functionen zweier Verinderlicher, die Herren
Cayley***), Borchardty) und Weber{}) auffinden. Den Zu-
sammenhang der verschiedenen Darstellungen der Kummer’schen
Fliche zeigt Herr Rohnii}), indem er die Transformation 1. und
2. Ordnung der hyperelliptischen Functionen in Verbindung mit der
Geometrie der Kummer’schen Fliche untersucht.

In dieses Gebiet geometrischer Deutungen der hyperelliptischen
Functionen, bei welchen das Paar zweier unabhiingiger Variabler darch
ein Element eines vierfach ausgedehnten geometrischen Gebildes im
complexen Gebiete des gewdhnlichen Raumes vertreten wird, fallen
die Untersuchungen der vorliegenden Arbeit.

Dieselbe beabsichtigt die Additionstheoreme  der hyperelliptischen
Integrale und Functionen vom Geschlechte p == 2 im System der con-
focalen Flichen 2. Grades au dewten und die beziiglichen functionen-
theoretischen Satze an elementargeometrische Vorstellungen anzulkniipfen.
Dass gerade die Additionssitze den Zielpunkt der Betrachtung bilden,
mag seine Rechtfertigung in dem historischen Interesse derselben
finden: nachdem die Theorie der hyperelliptischen Functionen auns
wesentlich analytischen Gesichtspunkten nach Analogie mit der Theorie

¥) Vgl. Darboux, Sur une nouvelle série de systémes orthogonaunx algébriques,
Comptes Rendus, Bd. 69 (1869), 8. 392; Mémoire sur une classe de courbes et de
surfaces, Comptes Rendus, Bd. 68 (1869). 8, 1311; Sur une classe remarquable de
courbes et de surfaces algébriques, Paris 1873, § 148 — 150.

_¥*) Vgl Klein, Ueber gewisse in der Liniengeometrie auftretende Diffe-
rentialgleichungen, Mathematische Annalen, Bd. V (1872), 8. 302,

##%) Vgl Cayley, On the double ©-functions in connexion with a t6-nodal
guartic surface, Crelle’s Journal, Bd. 83 (1877), 8. 210.

1 Vgl Borchardt, Ueber die Darstellung der Kummer’ schen Fliache
4. Ordnung mit 16 Knotenpunkten durch die G8pel’sche biquadratische Rela-
tion ete,, 1bid, S. 234,

T Vgl Weber, Ueber die Kummer’sche Fliche 4. Ordnung mit 16
Knotenpurkten und ihre Beziehung zu den &-Functionen mit 2 Veriinderlichen,
ibid. Bd 84 (1878), S. 332

1+) Vgl Rohn, Transformation der hyperelliptischen Functionen p =2
nnd ihre Bedentung fiir die Kummer’sche Fliche, Mathemat. Annalen, Bd, XV
{1879), 8. 315,
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der elliptischen Functionen anfgebaut worden ist, scheint es berechtigt,
die hyperelliptischen “Functionen naghtriiglich nach denjenigen geo-
metrischen Beziehungen zu verfolgen, aus welchen die Theorie der
elliptischen Functionen ihre erste Anregung geschiopft hat. Die Ten-
denz geometrischer Anschaulichkeit mag ferner die Beschrdnkung auf
bestimmte Realitdisverhilinisse der benutzten geometrischen Gebilde
rechtfertigen, welche fiir die folgenden Ausfithrungen massgebend ge-
wesen ist.

Es macht deshalb die Untersuchung keinen Ansproch daranf,
den bearbeiteten Stoff in seiner ganzen Reichhalligkejt erschopft zu '
haben. Es bliebe einer weiteren Bearbeitung vorbehalten, die ent-
wickelten Resultate nach aligemeineren Richtungen auszudehnen. An
Stelle des Systems der confocalen Flichen wiirde als geometrische
Grundlage die allgemeine Flichenschaar 2. Grades, sowie mit gleichem
Rechte das reciproke Gebilde des Fldchenbiischels, einzuireten haben,

Neben die Betrachtung der Additionstheoreme wirde die analoge
Behandlung aller der einzelnen Gebiete gestellt werden miissen, welche
die analytische Theorie der hypevelliptischen Functionen darbietet,
Dariiber hinaws konnte man zu den von Jacobi*) eingefithrien
Systemen econfocaler Flichen und den projectivischen Verallgemeine-
rungen derselben in Riumen von p + 1| Dimensionen aufsteigen, und
hier die hyperelliptischen Functionen won belichigem Geschlechie p in
entsprechender Weise deuten. Der unmittelbaren Weiterfithrung*¥)
der von Jacobi®*) angeregten Arbeiten iiber die geometrische An-
wendung der elliptischen Functionen aunf Kegelschnittsysteme wiirde
damit ihre Grenze gesetzt sein.

Was die allgemeine Disposition der vorliegenden Arbeit angeht,
so ist in Kapitel 1 die geometrische Bedeutung der symmetrisehen
algebraischen Fumctionen zweier unabhingiger Variabler (§§ 1. 3. 4)
und der Differentiale der Infegralfunctionen (§8 5. T) eines hyperellip-
tischen Grebildes vom Geschlecht p = 2 abgeleitet, sowie die Mebhr-
deutigkeit der algebraischen Irrationalititen des Gehildes (§§ 2. 6)
geometrisch interpretirt.

In Kapitel IT erscheint .die durch die hyperelliptischen &- Fune-

* Vgl Jacobi, Vorlesungen dber Dyngmik, herausgeg. von Clebsch,
S. 198,

**) Als ein Beitrag zn dieser Weiterfiilhrang schliesst sich die vorliegende
Arbeit den friheren Aufsitzen des Verfassers: ,,Ueber Fadenconstructionen des
Ellipsoides* (Math. Annalen, Bd, XX, 8. 147) und: ,,Ueber geoditische Polygone
anf den Flachen 2. Grades** (ibid, Bd. XXI, 8. 219) an; Gber deren Absicht und
Veranlassung vgl. Math, Annalen, Bd. XXI, 8. 219.

&%) Vgl. Jaecobi, ,Ueber die Anwendung der elliptischen Transcendenten
auf ein bekanntes Problem der Elementargeomefrie®, Crelle’s Journal, Bd. 3,
S. 376,

1*
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tionen erreichte Verkniipfung der algebraischen und Integralfunctionen
unter der Form won Parameterdarstellungen geometrischer Gebilde
versinnlicht. Es wird dadurch eine Weiterfithrung der Weierstrass-
schen Darstellung der Fliche 2. Grades in dem Sinne angestrebt, dass
einerseits neben den 4 &-Functionen, welche den homogenen Coordi-
naten der Punkte der Kliche proportional gesetzt sind, auch die 12
iibrigen ©-Functionen ihre Bedeutung erhalten, andrerseits aber iber
die einzelne Fliche hinausgreifend, der ganze Raum der Behandlung
mittels transcendenter Parameter zuginglich gemacht wird.

Den Hauptzielpunkt des Kapitel 111 bildet die geometrische Deutung
der einfachen Additionstheoreme der hyperelliptischen Integrale, bei
welchen es sich um die Reduction gegebener Summen von 3 Inte-
gralen auf Summen von 2 Integralen derselben Art handelt.

In Kapitel IV werden die mit dieser Deutung gewonnenen Hilfs-
mittel zar Ableitang geometrischer Schliessungssitze innerhalb des Strahlen-
systems der gemeinsamen Tangenten pweier confocaler Flichen benutzt,

Kapitel V endlich gebt auf die geometrische Deutung des Abel’ schen
Additionstheorems aus, mittels welcher die Reduction gegebener Summen
beliebig vieler Integrale auf Summen von je 2 Integralen derselben
Art durch geometrische Construction geleistet wird.

Kapitel 1.
Analytisch-geometrische Grundlagen.

§ 1.

Elementare Eigenschaften der gemeinsamen Tangenten zweier confoealer
Flichen 2. Grades.

Ein System confocaler Flichen 2. Grades sei durch die Gleichung:
a2 P 22

M u—9+ﬁ—e+ y—e
mit dem Parameter ¢ gegeben, in welcher z,y, 2z gewthnliche recht-
winklige Coordinaten, und «, 8, ¢ positive reelle Constanten (@> g > > 0}
bedeuten.

Die elliptischen Coordinaten 1, p, v eines Punktes sind die drei
bel gegebenen rechtwinkligen Coordinaten z, g, # desselben durch die

Gleichung (1) bestimmten Werthe des Parameters ¢; sie entsprechen
in bekannter Weise den Ungleichungen:

2) e>v>B>Sp>y>i>— .

Die rechtwinkligen Coordinaten z, y, # driicken sich vermoge der
Formeln:

—1=0
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- Ve—1Ve—pVe—w y = VB—_iVE_—uVE—»
Ve gVa—y VE—3VE—a
L Vi i
Vy=1 Vy=8

als symmetrische mehrdeutige Functionen der elliptischen Coordinaten aus.

Im Anschluss hieran gilt es zuuiichst, neben den Coordinaten der
Punkte des Raumes die Bestimmungsstiicke einer Reihe anderer geo-
metrischer Elemente als Functionen der elliptischen Coordinaten von
analogem Charakter darzustellen. Den Mittelpunkt der Betrachtung
bilden die gemeinsamen geradlinigen Tangenten zweier confocaler
Flichen, neben welche sich von selbst gewisse niher zu definirende
Ebenen des Raumes stellen werden.

Die 4 gemeinsamen Tangenten zweier Flichen ¢ = ¢, und p=g,
des Systems (1), welche durch einen beliebigen Punkt mit den recht-
winkligen Coordinaten z, ¢, z und den elliptischen Coordinaten 1, g, »
hindurchgehen, konnen als gemeinsame Krzeugende der beiden Be-
riihrungskegel vom Punkte 2, 4, z an die Flichen g, und ¢, durch
die beiden Gleichungen:

3) (,,__o + 5_9x‘|‘yfg —1) (-afz +B{29x+7i292—1)
_—(a~—9 +ﬁyy +1—o ~1)2=0’

— @
=1, 2,

in laufenden Coordinaten Z#, %, 7 gemeinschaftlich dargestellt werden.

Um jede der 4 gemeinsamen Erzeugenden auch analytisch fiir sich
allein definiren zu kénnen, transformirt. man die Gleichungen (3)
zuerst auf ein neues Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt der
Punkt z, y, #, und dessen Axen die Normalen N;, N,, N, der 3
durch ihn hindurchgehenden Flichen 4, p, v des confocalen Systems
sind. Diese 3 Normalen mégen kurz als die , Axen des Punkies 4, , v
bezeichnet werden. Die durch die verlangte Transformation einzu-
filhrenden neuen Coordinaten X, Y, Z driicken sich durch die friitheren
Coordinaten z’, %, 2 in folgender Weise ans¥®):

xx vy 24

=~P2’(a—l + ﬁJ_l + 7_1 _1)!

@ Y= —P(= +6”_” +
29

+ 45+ 55 —1)-

*) Vgl. Salmon-Fiedler, Analyische Geometric des Raumes, I. Th,.
Art. 171 (3. Auflage 1879).

Z=— P (=

& — 9
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Hierin bedeuten P,, P,, P, die Liingen der vom Anfangspunkte
# =0,y =0, & =0 des urspriinglichen Coordinatensystems auf die
Tangentialebenen T, T,, 7, der Flichen 4, g, » im Punkte 2, y, z
gefillten Perpendikel.

Durch die Transformation (4) nehmen die Gleichungen (3) die
folgende Form an:

9-—7-+

Hierans ergiebt sich fiir die 4 gemeinsamen Erzeugenden der Be-
rithrungskegel vom Punkte z, y, # an die Flichen g, und g,:

_ 1) (ge—2) ler—u){e—p) er—){es—7)
X:¥: 2=t ) o=, b )/ e, i]/uiv)(sf—v)’

wo die 3 Terme rechter Hand in Folge der ldentitdt:

(B—v){e1~—2) (=4 + (v—A) (01— 1) (0;—1) + (A—p) (0,—7) (0~—)
=—(e—v)(v—A) A —p)

unmittelbar die Richtungscosinus®) der 4 gemeinsamen Erzeugenden

mit Bezog auf die Axen des Punktes 2, u, v vorstellen. Die 4 ver-

schiedenen Vorzeichencombinationen, welche diese Proportion darbietet,

entsprechen den 4 gemeinsanren Tangenten der Flichen g, und g,

durch den Punkt z, Y, 2

Im Folgenden sollen zur besseren Uebersicht der Realititsverhilt-
nisse fiir die Parameterwerthe ¢, und g, die -besonderen Annahmen
9, = 4, und ¢, == p, gemacht und iber 1, und g, die Verfigungen
—~oo <4<y und y < gy < B getroffen werden. Das erhaltene
Resultat lautet dann:

Die Gleichungen der 4 gemeinsamen ngenten, welche an das
Ellipsord A = 2y und das einschalige Hyperboloid u = u, des confocalen
Systems von einem Punkic 1, u, v gezogen werden kinnen, bezogen auf
die Axen des Pumkies, sind in der Proportion:

z2 .
9—#+9x-—’” =0, =x=1,2

Y (=1 (pe—14), (m—2) (po—p), (v—10) (¥ — o)

) X:Yed—ct ek ) S e e )
enthalien, wo die Ausdriicke rechter Hand unmittelbar Richtungs-
cosinus sind.

An diese Darstellungsweise der gemeinsamen Tangenten der
Flichen 4, und g, kniipfen sich sofort einige Folgerungen an.

Durch jeden Punkt, dessen elliptische Coordinaten 1, g, v ‘den
Ungleichungen:

(6) a>v>8, p>p>y, L4>i>—c

*) Vgl Liouville, Liouville’s Journal, 1. Serie, Bd, XII, 8, 493.
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entsprechen, gehen 4 reelle, im Allgemeinen gefrennfe Tangenten an
die beiden Flichen 1, und p,; ein solcher Punkt mag ein ,dusserer
Punkt mit Bezug auf die beiden Flichen 1, und p“ oder kurzweg
ein ,dusserer Punkt® genannt werden.

Da sich die Richtungseosinus der Winkel, welche die 4 Tangenten
in dem #usseren Punkte A, g, v mit den Axen des Punktes einschliessen,
‘nur in den Vorzeichen unterscheiden, so hat das Quadrupel dieser
Tangenten die Eigenschaft, durch Spiegelung an einer jeden der
3 Tangentialebenen T3, T,, T, der Flichen 4, g, v je in sich dber-
zugehen, oder anders ausgedriickt:

Die 4 gemeinsamen Tangenten, die an die beiden Flichen 1, und
w, von cinem dusseren Punkte gelegt werden kinnen, ordnen sich in
Bezug auf jede der 3 Axen des Pumkites in 2 Paare, so swar, dass
bei jeder der 3 Anordnungen die bevorzugte Axe den Winkel eines jeden
Paares halbirt.

Mit Riicksicht hierauf sollen 2 durch den Punkt 1, g, » gehende
gemeinsame. Tangenten der beiden Flichen 4, und g, ,ein Paar in
Bezug auf die Aze N, N, oder N, conjugirter Tangenten jm Punkte
4, u, v* heissen, wenn ihr Winkel resp. durch die Axe N;, N, oder
N, halbirt wird, oder was dasselbe ist, wenn sie durch Spiegelung
resp. an den Ebenen T}, T, oder T, in einander iibergehen.

Es kbnnen also die 4 Tangenten in dem Husseren Punkte 2, g, »
auf 3 Weisen in Paare conjugirter Tangenten gruppirt werden. Von
diesen 3 Gruppirungen wird spiter hauptsichlich diejenige zur An-
wendung gelangen, bei welcher die Normale N; ausgezeichnet ist;
wenn daher weiterhin von ,2wel emander conjugirten Tangenten im
Punkte %, p, v¢ ohne nihere Bestimmung gesprochen wird, so sollen
immer 2 solche Tangenten gemeint sein, deren Winkel von der
Normale N; halbirt wird.

Riickt der Punkt 4, u, v auf die Fliche 1, oder p,, so fallen die
in Bezug auf N oder beziiglich N, conjugirten Tangenten jeweils in
eine zusammen. Alle 4 Tangenten werden fiir einen Punkt deyr
Durchdringungscurve der Flichen 4, und g, coincident.

g 2.

Vertheilung der einfachen Wurzelfunctionen auf die #usseren Punkte
nnd die zngehdrigen Normalebenen, sowie auf die gemeinsamen Tangenten
der Fldchen 4, und g,

Wenn man die Gleichungen (5) der gemeinsamen Tangenten der
beiden Flichen 4, und g, auf das arspriingliche Coordinatensystem
des § 1 mit den laufenden Coordinaten &', §f, ¢ zurfickiransformirt,
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so nehmen dieselben in Folge der Relationen (4) die folgende Ge-
stalt an:

(v—14) (v —pp) ( 27 — )
P“ (v—2) (v—p) \a—p + &—y 1
e a—Ta) (pe—p) [ =&’ yy’ k2l
+ B I/v—ﬂ)(.uo—l)‘ (a—v T v—fF T vy "_1) =%

2. (lo—z-)(!lo“"l).< zx gy  zd __1)
TV (e—3)(r—A) \a—v v—-ﬁ v—y

- (1) (v—pio) 27
T8 ) e he—w (a-l +irt 5 “1) =0,
{p—30) (wo—u) TS
Ba I/(v—:mu-«w (a—z + ﬁ—l + “1)

—_ (1_~J.)(y—-2.) xx —
TRV e=ne=n G+ =5 -) =0

(D

Von den durch d1ese 3 Gleichungen mit ihren doppelien Vor-
zeichen dargestellten 6 Ebenen gehen je 3 durch jede der 4 gemein-
samen Tangenten der Flichen 1, und g, im Punkte A, g, v und je
2 dureh jede der 3 Axen des Punktes. Jede der 6 Ebenen enthilt
eine Axe und zwei in Bezug auf diese Axe eonjugirte Tangenten in
sich; je 2 durch dieselbe Axe gehende Ebenen enthalten alle 4 Tangenten.

Die hiernach zu den gemeinsamen Tangenten der Flichen 4, und
o im Punkte 2, g, v einerseits und zn den Axen des Punktes andrer-
seits in naher Bezichung stehenden 3 Ebenenpaare (7) sollen ,die_dem
Punkte zugehorigen Normalebenenpaare“ heissen und mit F;, E,, E,
bezeichnet werden, entsprechend den Axen N;, N,, N, des Punktes,
die sie enthalten, Die beiden Ebenen eines Paares mbgen dadurch
unterschieden werden, dass dem Buchstaben £ das in der entsprechen-
den Gleichung (7) zur Verbindung beider Terme geltende Vorzeichen
als oberer Index beigefiigt wird. Sonach sind E;~ und E;*+ die beiden
durch die 1. Gleichung (7) dargestellten Ebenen, welche die Axe N
und je 2 in Bezug auf diese conjugirte Tangenten enthalten. Wo im
Folgenden aunsschliesslich das Ebenenpaar F; zur Verwerthung gelangt,
werden die Elemente desselben schlechthin ,die Normaolebenen des
Punkies 1, u, v genannt werden.

Um iiber die Bedeutung der Vorzeichen in den Gleichungen (7)
bestimmte Angaben machen zu kdnnen, muss man iiber die Richtung
der Hauptaxen der confocalen Flichen, der Axen der dusseren Punkte
und der gemeinsamen Tangenten der Flichen i, und g, bestimmte
* Festsetzungen einfiihren.

Die Hauptaxm der confocalen Flichen sollen in der gewohnhcben
Weise orientirt sein, so dass, von der positiven Hilfte der z-Axe aus
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gesehen, die positive Hilfte der 2-Axe in der umgekehrten Richtung
des Ubrzeigers um 90° gedrebt werden muss, nm mit der positiven
Hilfte der y-Axe zusammenzafallen,

Von der positiven z-Axe aus gesehen, soll ferner die positive
Durchlaufungsrichtung des Hauptschnittes g =y (7 =.0) des Ellip-
soides 4, als die der Richtung des Uhrzeigers entgegengésetate er-
schemen. Diese Richtung iibertrigt sich durch Continuitit auf alle
Krimmungscurven g = p (y < p < uo), welche die Zone (u,p,) des
Ellipsoides X, swischen den beiden Aesten der Kriimmungscurve g = g,
durchziehen, und damit aof die Azen N, der Zusseren Punkie des
Ellipsoides 4,, An der Zome (g u,) sind 4 Felder zu unterscheiden,
fir deren. Punkte die Coordinaten z, y besiiglich die Vorzeichen:
+-+, —+4, ——, +— haben; innerhalb des einzelnen Feldes ist,
in der positiven Richtung der Kriimmungscurven g == p gemessen,
das Differential dv positiv oder negativ, jenachdem das Product zy
positiv oder negativ ist. Mit andern Worten gesagt, es nimmt die
Variable v léngs der positiven Richtung der Kriimmungscurven p = g
zu oder ab, jenachdem xy positiv oder negatiy isk

Die positive Richtung der z-Axe erscheint, wenn man auf der
Aussenseite des Elhpsoules 4, den Hauptschmtt g =7 durchliinft,
bestindig von der Rechten zur Linken laufend. In gleichem Sinne
soll als die positive Richtung der einzelnen Stiicke der Kriimmungs-
curven v = v, welche die Zone (u,u,) quer durchsetzen, die von der
Rechten zur Linken fiihrende Richtung gelten. Diese Richtung tber-
trigt sich auof die dxen N, der Punkte der Zone. In der positiven
Richtung der Kriimmungscurven v = v gemessen, ist das Differential
dp posxtxv oder negativ, jenachdem fiir die betreifende Stelle 2 positiv
oder negativ ist.

Die Bestimmungen, welche itber die positive Richtung der Kriim-
pungscurven ¢ = y und der Stiicke der Kriimmungscuryen ¥ = v auf
der Zone (u,u,) des Ellipsoides 4, getroffen wurden, sollen continnirlich
auf die entsprechenden Zonen der das Ellipsoid {#, umschliessendey
Ellipsoide 1 ibertragen werden. Die so fiir jeden #nsseren Punkt P
festgesetzte Richtung der Kriimmungscurven v = v und g =g des
betreffenden Ellipsoides 4 theilt sich beziiglich den Axen N, und N,
des Punktes mit, deren Anfangselemente im Punkte P mit den be-
ziiglichen Kriimmungscurven zusammenfallen.

Die Normale N, des Ellipsoides A im Punkte P soll immer mit
ihrer positiven Richtung in das Innere des Ellipsoides fithren, sodass
di, in dieser Richtung gemessen, positiv ist.

Auf einer gemeinsamen Tangente der Flichen 1, und u, kann das
Differential d» nur dann ans einem positiven in einen negativen Werth
oder umgekehrt Gbergehen, wenn die Tangente die Ebene v == 8 oder
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v = a durchsetzt, da sonst die Tangente eine Fliche v — v beriihren
miisste, was nicht méglich ist. Demnach kann die positive Richtung
der Tangente geradezu dadurch definirt werden, dass der Werth des
in dieser Richtung gemessenen Differentials dv positiv oder negativ
sein soll, jenachdem an der betreffenden Stelle zy positiv oder
negativ ist,

Die durch die Formein:

®) o= VEEAVeTEVazs

_VE—aVE—uVr—B

VamBVe—y T Va8Vh—y
o= Yr2Vu—vVr —y
Va—yVE—v

als Functionen der 4, y, v definirten rechtwinkligen Coordinaten er-
halten ihre verschiedenen Vorzeichen ‘durch die Zweideutigkeit der
Quadratwurzeln. Fiir die Punkte eines festen Ellipsoides (1 < ;)
wird man den Wurzeln mit der Variablen 4 ein bestimmtes, etwa
das positive Vorzeichen ertheilen; das Gleiche soll allgemein fiir die
constanten Wurzeln '« — B, o — p, J/B— y geschehen. Aber auch
die Wurzeln Ja — u, YB — u, Yv — p diirfen fiir dissere Punkte
ein constantes positives Vorzeichen erhalten, da sie, als stetige Func-
tionen des Ortes betrachtet, in Folge der Ungleichungen (6) im
dusseren Raume ijhr Vorzeichen nicht wechseln.

Die Zweideutigkeit der Coordinaten x, y, z der #usseren Punkte
des Ellipsoides 4 fillt daher auf die Quadratwurzeln ye — v, Vv —§,
Vu — y, die im 3usseren Raume verschwinden und somit ihr Vor-
zeichen wechseln kbonnen, Jenachdem diese 3 Wurzeln das positive
oder negative Vorzeichen erhalten, werden die Coordinaten z, y, 2
beziehungsweise positiv oder negativ sein, Hs sollen mit Riicksicht
hieranf die Wurzeln Je — v, Yv — B, Yu — p, einschliesslich der
betreffenden Vorzeichen, die ,dem Punkle x, y, z zugehorigen ein-
fachen Wurzelfunctionen® heissen.

In analoger Weise, wie die rechtwinkligen Coordinaten z,y, 2
eines Punktes P driicken sich die vom Coordinatenanfangspunkt auf
die Tangentialebenen 7%, Ty, 7, der Flichen 2, g, v im Punkte P
gefillten Perpendikel P;, P,, P, durch .die elliptischen Coordinaten
des Punktes aus; es ist nimlich*®):

P = Ve —2Vp—alVy—1

P — Ve—uVB—uVa—y

© VasiVesi = “* VeeiVecs °
P = Va—v¥Vv —8Ve_—y .
¥ Vo—iVv—p

¥. Vgl. Salmon-Fiedler a. a. 0., Art. 165,
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Es sollen nun hier unter Yo — v, Vv — B, Yu — p die dem
Punkte P zugehorigen einfachep Wurzelfunctionen verstanden, alle
itbrigen Quadratwurzeln aber positiv gerechnet werden, sodass P, immer
positiv, dagegen P, positiv oder negativ, jenachdem 2z, und P, positiv
oder negativ ist, jenachdem zy positiy oder negativ ausfallt. In dieser
Bedeutung sollen P,, P,, P, auch in den Substitutionsformeln (4)
’genommen werden, nach welehen P, P,, P, die Coordinatep des
Mittelpunktes M der confocalen Flichen in Bezug auf die Axen des
Punktes P sind. In Uebereinstimmupg mit dgn obigen Festsetzungen
iber die Richtung der Axen Ni, N,, N, liegt dann der Punkt M
immer auf der positiven Seite der Ebene N, N,, d.i. auf der Seite der
positiven Halbaxe N;, ferner auf der positiven oder negativen Seite
der Ebene N, N;, jenachdem z positiv oder negativ, endlich auf der
positiven oder -negativen Seite der Ebene N3N, jenachdem zy positiv
oder negativ ist.

Auf Grund der gemachten Festsetzungen ist die Bedeutnng der
Vorzeichen in den Gleichungen (7) allgemein angebbar. Die Gleichung
des 1. Ebenenpaares (7), welches die Normale N; als Axe hat, lautete
in den Coordinaten X, Y, Z:

Vo —bVo—wm  po Ve—tVm—n 5 __ 4
1/1)—11’11~—p Vv——y. Vy,—l )

Denkt man sich auch hier den beweglichen Punkt P =4, g, v
auf die Zone (uqg,) eines festen Ellipsoldes 4 beschriinkt, so kanp

von den vorkommenden Quadratwurzeln nur eine einzige, Vg, — g,
als Function des Ortes 1, g, » betrachtet, ihr Vorzeichen wechseln.
Das Gleiche wiirde gelten, indem der Punkt P ==1, w, v tiberhaupt
in dem durch die Ungleichungen (6) bestimmten #nsseren Ranme sich
bewegte, wenn nicht die Quadratwurzeln v — 1 und Yu — 1 beim
Darchgang durch 1 == — oo selbst unendlich wiirden; es hat indessen
ein dabei bewirkter gleichzeitiger Vorzeichenwechsel der beiden Quadrat-
wurzeln aof die vorliegende Gleichung keinen Einfluss. Demnach ge-
hort das doppelte Vorzeichen in der Gleichung wesentlich zu der
Quadratwurzel }/p, — p.

Die positive Richtung der beiden gemeinsamen Tangenten der
Flichen 4, und g,, welche in der Ebene Ej— oder F;t liegen, bildet
nun nach der Definition dieser positiven Richtung mit der positiven
Richtung der Normale N, im Punkte P immer einen spitzen Winkel;
jenachdem sie daher mit N, einen spitzen oder stumpfen Winkel
bildet, gilt in der betrachteten Gleichung das obere oder untere Vor-
zeichen, sofern man ¥g, — @, wie die dbrigen Wurzeln, positiv
denkt und das zu g, — g gehorige doppelle Vorzeichen explicite
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schreibt. Es gilt daher auch in der 1. Gleichung (7) das obere oder
untere Vorzeichen, jenachdem dic in der dargestellten Ebene E, ent-
haltenen®) gemeinsamen Tangenten der Flichen A, und p, mit N, einen
spitzen oder stumpfen Winkel bilden.

Mit Ricksicht hierauf soll vnter der ,,einer Normalebene E, zu-
gehirigen einfachen Wurzelfunction® der positive oder negative Werth

von }u, — p verstanden werden, jenachdem die in der Ebene ge-
legenen®) Tangenten mit der Axe N, einen spitzen oder stumpfen

Winkel bilden. Bedeutet dann in der 1. Gleichung (7) Vu, — g die
der darzustellenden Kbene F; zugehdrige Wurzelfunction, so bleibt an
Stelle des doppelten Zeichens - nur das Zeichen — explicite stehen.

Um die beiden durch den Punkt P = 1, y, » gehenden und in
einer der Normalebenen E; enthaltenen gemeinsamen Tangenten der
Flichen i1, und g, ihrerseits zu unterscheiden, soll denselben je einer

der beiden Werthe von 3’4, — 4 zugeordnet werden, der positive Werth
derjenigen Tangente, welche mit der Axe N, einen spitzen, der
negative derjenigen, welche mit N; einen stumpfen Winkel bildet.
Diese Zuordnung rechtfertigt sich mittels der 2. Gleichung (7) in
analoger Weise, wie die Zuordnung der Wurzel )y, — ¢ zu den
Ebenen E; mittels der 1. Gleichung (7).

Zusammenfassend kann man die vorstehenden Krgebnisse so aus-
sprechen:

Einem den Ungleichungen (6) entsprechenden Werthsystem 1, u, v
der elliptischen Coordinaten entsprechen 8 dussere Punkte P, die sich
durch die Vorzeichen . dev  sugehirigen einfachen Wurselfunctionen
Ve—v, Vv —B, Vu—y unterscheiden.

Zu jedem dicser 8 Punkie gehiren zwei Normalebenen Ep, welche
durch die Verschiedenheit des Vorzeichens der szugehrigen einfachen
Wurzelfunction V' p, — g auseinander zu halten sind.

In jeder der beiden Normalcbenen liegen zwei in dem betreffenden
Pynlite einander conjugirte Tangenten der Flichen A, und w,, welche
durch das Vorzeichen der sugehdrigen einfachen Wurzelfunction Vi, — 4
charakterisirt werden.

§ 3.
Die homogenen Coordinaten der beiden Normalebenen eines Punktes als
Funetionen seiner ellipfischen Coordinaten.

Die 1. Gleichung (7) der dem Punkte P=ux,y,2 =141, 4,7 zu-
gehdrigen Normalebenen E; lautet, wenn man nach dem in § 2 ge-

*) In einer Ebene des Raumes liegen im Allgemeinen 4 gemeinsame Tan-
genten der Flichen 1, und py; es ist aber hier’ nur von der Anordnung der 4
durch einen gegebenen Punkt gehenden Tangenten die Bede.
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troffenen Uebereinkommen nur das obere der beiden Vorzeichen explicite
stehen ldsst, ferner in homogener Schreibweise z:¢, y:¢, 2:¢ fir
%, y, ¢ einflihrt und nach den laufenden Coordinaten ', y', 7, ¢’ ordnet:
VnlVim p e VichVaTE p._z |,
V=1 Vv—u £ a—y Vo—u Vg —1 Yoa—w
+{ 1_’_’_“""50]_{1"!‘0 'PF' Yy + V!"“"lo Vﬂo"’# .P,. ,,_?iﬁ}y’
(10)

Ve=TVv—u ) Vo—u Ve =1
2 Vr—h V= p 2 V=1 Vie—u z .,
‘ { Vimavees e T eave s P"'v~7}z
]1”—10 V'” mmo . ;
+J Vv-——l Vv— PI‘ t T+ V’v-——yl/_—i B t}t =0.

Die in Klammern geschlossenen Coefficienten von &, ¥, #, ¥ mogen
als die homogenen Coordinaten der Ebene B, mit &, 5, £, = bezeichnet
werden, so dass die Gleichung der Ebene die Form erhili:
an -2ty +8-d4+2v-t=0,

Die Formeln (8) und (9) gestatten nun die in der Gleichung (10)
gegebenen Verhiltnisse der &, 3, £, = durch die elliptischen Coordinaten
des Punktes P darzustellen. Indem man dabei zur Krleichterung fiir
spitere Zwecke gewisse Factoren hinzufiigt, die auf die Verhiltnisse
der £, 9, £, v ohne Einfluss sind, kann man das erhaltene Resultat so
formuliren:

Die homogenen Coordinaten &, v, £, © der beiden Normalebenen
E, im Punkte P=1,y,2, t=24, g, v driicken sich, mit einem Pro-
portionalitiitsfactor %, in den elliptischen. Coordingten des Pumlites folgen-
dermaassen qus:

2. YU Ay E= +’pf:%‘%

Ve VB—uVo—y¥r—1LVr—p— Va—u%——ﬁVv—vVnT: 1 Vio—p
(v—p) Va8 Voz_yl/

o VFRa=+1] =9

a—BVB—y
VeV gViy Ve w»—pLVa—vVﬁ*ﬂ VomyVu—toluru
(12) (v—w) Va—8Va—yVB—y
N = =
©. Yy =4 b= Va—y VB~y

Ve—uVB—ulVv—y VoigVo—go—Ve—v Vv—Va—yVe_1, Vuo—p
(v—p)Va—BVa—yVE—y
A A
_ Va—uVE—gVFa—yVv—aVv—p—Vo—sVv—pVv—Vp—2Vu—p
\ (v—p) Va—pBVa—yVE—y
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Hier bedeuten Ve — v, Vv — B, Yu — y die dem Punkie P zuge-
hirigen einfdchen Wurzelfunctionen und 'y, — u die der einzelnen Ebene
E, sugehirige einfache Wurzelfunction , wikrend alle ibrigen. Wurzeln
positiv gelten.

Die Ebenencoordinaten &, n, §, v erscheinen hiernach als mehr-
deutige symmetrische Functionen der beiden elliptischen Coordinaten u
und v. Die besondere Stellung der elliptischen Coordinate 4 hat ihren
Grund in der Auswahl des durch die Axe N; gehenden Ebenenpaares
E; unter den 3 dem Punkte P zugehtorigen Ebenenpaaren E;, E,, E,.

Zu einem Werthetripel 4, , » geh6ren im Allgemeinen 8 Werth-
systeme der 3 in (8) definirten Verhiltnisse der z, y, 2, §, dagegen 16
Werthsysteme der 3 in (12) definirten Verhilinisse der £, 7, §, 7. Die
ersteren sind durch die Vorzeichen der einfachen Wurzelfunctionen
Ve —v, Vv — B, Ye —y, die letzteren dureh diese und iiberdies

durch das Vorzeichen der Wurzelfunction )/p, — u unterschieden.

Fiir die Punkte des einschaligen Hyperboloides g, fallen die beiden
zugehbrigen Normalebenen Uk, in die Tangentialebene 7}, des Hyper-
boloides zusammen, und das analytische Unterscheidungsmoment, das

Vorzeichen von }'p, — g, verschwindet.

Da die dem Punkte z, y, 2, ¢ zugehbrigen Normalebenen F; beide
ihrer Definition nach den Punkt enthalten, muss die Bedingung (11)
der vereinigten Lage von Punkt und Ebene fir «', ¢, 7, =, 9, 2, ¢
identisch erfiillt sein. In der That liefert die Substitution der Werthe
(8) und (12) in die Gleichung (11) eine in Bezug auf i, g, v, unab-
hingig vom Vorzeichen von } u, — u, identische Gleichung.

§ 4.
Die homogenen Liniencoordinaten der gemeinsamen Tangenten der
Flichen i, und w, als Functionen der elliptischen Coordinaten des
Beriihrungspunktes mit der Fliche i,

-Zwei einander. conjugirte gemeinsame Tangenten der Flichen i,
und g,, welche durch den Zusseren Punkt P =z, y, 2 = 4, u, v gehen
und in einer der beiden Ebenen KE; liegen, fallen in eine Tangente
zusammen, wenn der Punkt P auf die Klache des Ellipsoides zu liegen
kommt. Die beiden in einem Punkte P der Fliche i, noch vorhan-
denen getrennten Tangenten erscheinen daher als Schnittlinien der
Tangentialebene des Ellipsoides 4, in dem Punkte z, y, # mit den beiden
zugehdrigen Normalebenen F;. Als solche stellen sich diese Tangen-
ten durch die Gleichungen: .

Vo—u, Vio—
-0 PVr=pm . y__ Fee—e g
X=0, L=t.y_Tect.z_o
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in laufenden Coordinaten X, Y, Z (vgl, § 1, 5) oder:

zx I74

% —1 + ﬁ"lu+-‘)’-—?~u ——.1_0’
Vi TAN S
Vv— Pﬂ(““l‘ + g - - w—Y 1)
V{Ln"l" . ?/y' — 2 — _
J=t P(a_? e — 1)_0

in laufenden Coordinaten 27, 4, # dar; dabei ist ), — g die der
Ebene E;, in der die einzelne Tangente liegt, zugehdrige einfache
Warzelfunection.

Durech Combination beider Gleichungen ergiebt sich:

2’ Yy 2 )
Vvt Pulu— l")g(a T BT 1y R o R
i ¥y 2 ) _
—Vi—p B~ ) {(u e B-Ae—B) ==

und wenn man nach 2, %', ¢ ordnet und die Werthe (8) und (9) der
Z, 4, z und der P,, P, einsetzt:

(13) po +qy +ré =
wo die Verhiltnisse der Coefficienten p, g, r, mit einem Proportionali-

tatsfactor %, durch folgende symmetrische Functionen der beiden ellip-
tischen Coordinaten g und v gegeben werden koénnen:

VeV g aVu—yVa— i vy Va—aV o BV v—yV5 i uy—p
(=) Va—=fVa—yVus—1,

Va—glVo—BVu—ypVu— Vv~ po+ VeV Bl v—yVv—id iss—t
(p—w) VBV B —yV ps—14o

Va=uVB—alVv—yVu—tol'v—pn— Va—sV v =gV —yVo—1f se—p _
v—w) Va—yVB—yVu~1,

x.Vou—Ay.p=4

(14) d%. ¥ B—Ay.q=+

Y p—Ayr= —

Die in Riieksicht auf spitere Zwecke den Ausdriicken rechiter Hand
zugefiigten gemeinsamen Factoren sind auf die Verhdlinisse der p, ¢,
ohne Einfluss. Unter ye — v, y'v — 8, J'u -— y sind, wie oben, die
dem Punkte P zugehorigen Wurzelfunctionen, unter g, — o die der
Ebene E;, welche die betrachtete Tangente enthilt, zugehdrige Wurzel-.
function verstanden; alle tibrigen Wurzeln sind positiv.

Das Resultat ist zuniichst dies:

Eine gemeinsame Tangente der Flichen A, wnd g, in einem Punkie
P=uz,y,2= 4y, p,v der ersteren Fliiche ist in laufenden Coordinaten
x,y,2 durch die beiden Gleichungen:
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xx’ 2wy 27

(15) e T e f ey —1=0,

(13) ¥ +qy +rd =0

dargestellt, wo x,y, 2 die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes P,

p, ¢, v aber die in (14) definirten Functionen seiner elliptischen Coordi-

naten sind. Die dargestellte Tangente bildet mit der Kriimmungscurve

v = v des Ellipsoides 1, einen spitgen oder stumpfen Winkel, jenach-

dem in (14) Vp, — u positiv oder negativ ist.

Die Gleichung (13) kann als Gleichung eines FEbenenbiindels mit
den homogenen Coordinaten p, g, # betrachtet werden. Jedem Punkte
P der Fliche 2, gehéren 2 Ebenen dieses Blindels zu, welche die
beiden gemeinsamen Tangenten der Flichen 1, und g; in dem Punkte
enthalten. Der Punkt P liegt in jeder der beiden ihm in diesem Sinne
zugehorigen Ebenen des Biindels, und entsprechend ist die Gleichung
(13) identisch erfullt, wenn man darin fir &, ¥, & die Werthe
(8) der Coordinaten des Punktes P (mit A == 1) und fiir p, g, r die
Werthe (14) substituirt, gleichviel ob daselbst /g, — g positiv oder
negativ ist.

Durch die elliptischen Coordinaten g, v des Punktes P der Fliche
4, ist die Ebene p, ¢, r achtdeutig bestimmt; denn von den 16 Combi-
nationen der Vorzeichen der 4 Wurzelfunctionen Ve — v, Jv — B,
Vu —p, Vu, — u geben die durch gleichzeitige Umkehr der 4 Vor-
zeichen anseinander hervorgehenden Combinationen dieselbe Ebene.
Geometrisch entspricht diesem Umstande, dass die 16 gemeinsamen
Tangenten der Flichen 4, und g,, welche zu 8 Punkten der Fliche 4, mit
gleichen u, v gehoren, paarweise in derselben Ebene p, ¢, r liegen;
jedoch so, dass 2 Tangenten, die in demselben Punkte bertthren, in
verschiedenen Ebenen liegen, und 2 Tangenten, die in derselben
Ebene liegen, in verschiedenen Punkten beriihren.

Fiir die Punkte 1 = 1,, g = gy, v = v der Durchdringungscurve
der beiden FKlichen 1, und w, verschwinden die zweiten Glieder im
Zahler der Ausdriicke (14), und damit die Unterscheldung der beiden
einem Punkte z, ¢, # im Aligemeinen zugehtrigen zwei Ebenen p, g, 7,
entsprechend dem Umstande, dass in den Punkten der Durchdringungs-
curve die beiden Tangenten der Flichen 4, und p, zusammenfallen,

Die Darstellung (13), (15) der gemeinsamen Tangenten der Flichen

Ay und p, vermittelt den Uebergang zu den Plicker’schen Linien-
coordinaten dicser Tangenten.

Die Tangenten bilden eine Liniencongruenz 4. Ordnung und 4.
Classe. In den 6 homogenen Strahlencoordinaten p; ; der geraden Linie,
die sich als Functionen zweier beliebiger Punkte z, 4,2 und &, ¥,
der Linie in der bekannten Weise:
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(16) {P'z=w—w’, Pus=y—Y, Pu=2—7%,
Py =Yd — 2y, pp =122 — i, py=2ay —yx
ausdriicken, stellt sich die Liniencongruenz der gemeinsamen Tangen-

ten der Flichen 4; und g,, zuziiglich der zwischen den Liniencoordi-
naten bestehenden Identitit, durch folgende 3 Gleichungen dar:

Pi2Psg + P|3P4z.+ PPy =0,

Pl + by + i o P . Vi . D3 —0
o« — % B—1% y— 4o (B—1) (¥ —4) {(y — o) (a—1) (o — ) (B —o) ’

2 2 2 2 2 3
Pz Pyg Pis Py Pyo Py

o« — o + B—ue #o—¥ + (B—p0) (wo—7) + (Bo—7)a—po)  (e— o) (E—pa)

Um die Coordinaten p;; der Congruenzstrahlen von den elliptischen
Coordinaten g, v der Berilhrungspunkte mit der Fliche 1, abhiingig
zu machen, entnimmt man zuniichst aus (13), (15) fiir die Verhiltnisse
der Liniencoordinaten die Werthe:

yr 2q

P =g, T =1 X Py =p,
’ Zp xr g

P =0 T e, X V=1
, =z yp , -
ePu= g T E— X . Py=7,

wo %' einen Proportionalitiitsfactor bedeutet. Indem man alsdann die
Coordinaten x, y, # des Berihrungspunktes und die Coordinaten p, ¢,
der den Strahl enthaltenden Ebene des Biindels von den p, » abhingig
ausdrtickt, erhiélt man die gewiinschte Form der Liniencoordinaten.
Das Resultat kann in folgender Form ausgesprochen werden:

Sind w, v die elliptischen Coordinaten des Berithrungspunkies einer
gemeinsemen Tangente der Flichen Ay und p, wmit der Fliche 4,, so
héingen die Liniencoordinaten der Tangente von w, v in dieser Weise ab:

O "SR o A A e o A A A R T
Ve—1 ) Va—pVa—yVuo—1y
v o be Vel u—idr—m—Ve—whr—fVu gVl e
Ve—% =)V =BV B—1V no—7
v bu Vel v fVa— Vet v —potV a—pl B—e) v—yl v—1 ws—p
Vi— (v—u) Vo~V =V b2
O YRR e 4 o i T A A A T A A
\ VB Vi—1, () Va—fV a—yVpy—2

Mathematische Annalen. XXII. 2
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.. Py — Ve—plVv—pVu—yV o=tV v—prt-Va— ol =gl v—y¥/ v—1V ps—s
18 V=1, Vea—1, _ (v—) Ve—pVB—yVue—2,
Das — Va—nV —pVov—yVu—1V v—p— Vu——-ZV;—_ﬂVmV;:EVMrP
Vi Vit (v—u) Vo—yV B—yVuo~1y

Hier ist » ein Proportionalititsfactor, und bedeuten }Vo — v,
Vv —B, Yu —y die dem Berithrungspunkte zugehbrigen einfachen
Waurzelfunctionen, und ist J/u, — p positiv oder negativ, jenachdem
die positive Richtung des Strahles p;; mit der positiven Richtung der
Kriimmungseurve ¥ = v einen spitzen oder stumpfen Winkel bildet.

Die einem Werthepaare g, » entsprechenden 16 Tangenten erhalten
ihre Liniencoordinaten p;:, indem jeweils in den Definitionsgleichungen
(18) die 16 Vorzeichencombinationen der 4 Quadratwurzeln Jo« — v,

Vv —g8, Vie—79, Vit, — u benutzt werden.

§ 5.

Differentialgleichungen der gemeinsamen Tangenten der Flichen
2, und g,

Die Gleichungen (5) des § 1, welche in den §§ 2—4 zur Dar-
stellung der algebraischen Bestimmungssticke der gemeinsamen Tan-
genten der Flichen i, und g, durch elliptische Coordinaten benutzt
wurden, filhren andrerseits auf die Differentialgleichungen der bezeich-
neten Tangenten in elliptischen Coordinaten. *)

Sei auf einer der 4 vom Punkte P=gx,y,2= 4, u,v an die
Flichen 4, und g, gelegten Tangenten ein Element dS durch den
Punkt 4, g, » und den in der positiven Richtung (vgl. § 2) der Tangente
folgenden Nachbarpunkt i 4-d4, g 4 dg, v | dv abgegrenzt.

Die Proportion (5), der die Coordinaten X, Y, Z der Punkte
der Tangente gentigen, muss im Besonderen erfillt werden, wenn
man fir X, ¥, Z die Projectionen do;, d6,, do, des Elementes dS
auf die Axen N;, N,, N, des Punktes P substituirt. Diese Projectionen
hiingen von den Differentialen d4, du, dv in folgender Weise ab:%¥)

_1_ Va=2Vv—1-di ___i Vo—p Vu—i-du
do; = 2 Ya—aVp—iVy—i’ 40 2 Vo—plVp—uVu—7y’

1 VeZiVv—p-dv
2 Voz~vVv—ﬁVv—-'y

a6, =

%) Eine Andeutung hierdber findet sich bei onuv1l]e Liouville’s Journal,
Bd, XII (1847), 8. 255.

**) Vergl. Jacobi, Vorlesungen tiber Dynamik, herausgegeben von Clebseh,
8. 205, 210.
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wo wiederum unter o — v, Yv — B, Yu—y die dem Punkte P zu-
gehorigen einfachen Wurzelfunctionen zu verstehen sind, alle.iibrigen
Warzeln aber positiv gelten sollen.

Es bleibt dann in Uebereinstimmnng mit den Anschanyngen des
§ 2 fiir dussere Punkte des Ellipsoides 1 d6, immer positiv; dagegen
wird de, positiv oder negativ, jenachdem du und ¥p —y gleiches
oder verschiedenes Vorzeichen haben, und stimmt das Vorzeichen von
do; mit dem von d4i iiberein, d. h. sind de; und di gleichzeitig von
positivem oder von negativem Werthe.

Indem man bei der dreigliedrigen Proportion (5) die doppelten Vor-
zeichen, die nur an 2 Stellen beibehalten zu werden brauchen, im
Sinne des § 2 in_die Wurzeln }/Ay — 4 und }/g, — u hineingelegt
denkt und alle andern Wurzeln positiv nimmt, gewinnt die Proportion
mit Einsetzung der Werthe von dai, d6,, do, die Form:

Va=iVv=i-d% . Vv=pVu—2-du _ Vo—iVv—p-dv
Va—iVi—2Vy—1  Va—uVB—pVi—y Va—sVi—pVo—2
~VKEVW3,V;:”%—P‘W—%%”M
~ Va—iVe—12  Ve—pVa=1i = Ve—ilr—u

Hier unterscheidet das Vorzeichen von Jg, — g die beiden Paare in
Bezug auf N; conjugirter Tangenten im Punkte P, und das Vorzeichen

von ¥4, — 4 die beiden Tangenten des einzelnen Paares, Mit den
Abkurzungen

N=Ve—1 VB—2yy— 1 Vlo—'}' V!‘o““}'

M=Va—uVB—uVao—7 Ve—1 Vitb— &,

N=Vae—v Vv —BVv—yyv—17 Vv-—ug,
schreibt sich die Proportion in der einfacheren Gestalt:

%%—% =v—giv—4i:p—A4i.
Da fiir dussere Punkte die rechts stehenden Dxﬁ‘erenzen unmer positiy
sind, dasselbe aber von —d— gilt, so miissen auch a uncl posmv
ausfallen.

Das Resultat ist somit dieses:

Wahlt man fir einen Gusseren Punkt P = 1, u, v eine der beiden
Normalebenen Eir und in dieser eine der beiden conjugirten gemeinsamen
Tangenten der Flichen Ay und wp, aus, so lauwten die Differentialglei-
chungen dieser Tangente T';

dir  dp  dw
Fiwi W Ty e — e —4,

wo . den Producien N, M, N l/a—-- v, Vv — B, Vu— v die dem
2%
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Punkte P, Yu, — u die der Ebene E; und )4, — A die der Tangente
zugehirigen einfachen Wurzelfunclionen sind, und alle andern Factoren
positiv gelten.

Geht man von den Producten N, M, N der einfachen Wurzelfunc-
tionen zu den zusammengesetzten Wurzelfunctionen :

=V{e—AB =) —2) (4 —4) (g — 1),
M=p(e—u)(B—u) (t—7) (@ —4) @ —u),
=Ve—2)@—F{F—1E—1i) @ —wm),

iiber und schreibt die Differentialgleichungen der Tangente in der Form:

(19) %ﬂl:ﬁ";d—;—~v——y v—Ad:p~ 4,

so hat man die Vorzeichen der znsammengesetzten Wurzelfunctionen

allgemein so zu bestimmen, dass die Differentiale dA}' ; drx , dl:; alle

positiv oder alle negativ aunsfallen. Aus der erbaltenen Proportion
gehen nun in Folge der Identitidten:
@—@)—@—4H+@—-2)=0,
iy —p)—uv -+ rE—4=0
die hyperelliptischen Differentialgleichungen hervor:
ai
A

142 edp vdv
AT mo T =0

. dp dy
= e b,
@0)

Es sind dies also die Diffeventialgleichungen der gemeinsamen Tangenten
der Flichen k, uwnd p, tn elliptischen Coordinaten.

§ 6.
Verthellu;ng der zusammengesetzten Wurzelfunctionen auf die Husseren
Punkfte.

Die Fortschreituugsrichtung von einem Punkte P=1,p,v zu
einem Nachbarpunkte 4 4 di, y 4 du, » + dv giebt nach § 5 die
Richtung einer gemeinsamen Tangente 7' an die Flichen 4, und g,
wenn die Differentiale di, dp, dv den Gleichungen (20) mit einer der
4 verschiedenen Combinationen in den Vorzeichen der Verhilnisse der
Quadratwurzeln A, M, N geniigen. In diesem Sinne gehdrt jedem
durch seine Endpunkie 4, g, v und 2 + d4, g 4 dy, v + dv charakte-
risirten Linienelement dS einer solchen Tangente T eine bestimmte
Combination in den Vorzeichen der Verhiltnisse.der Quadratwurzeln
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A, M, N zu. Man kann aber dariiber hinaus dem Elemente dS eine
bestimmte Combination der Vorzeichen der Quadratwurzeln A, M, N
selbst zuordnen.

Nach den Festsetzungen des § 2 haben nimlich die Differentiale
di, du, dv, von einem #Husseren Punkte P in der positiven Richtung
einer Tangente 7' gemessen, durchaus bestimmte Vorzeichen, d. h. es
ist volig bestimmé, ob ein jedes derselben fiir das Element dS einen
positiven oder negativen Werth hat. Diejenigen Werthe der Quadrat-
wurzeln A, M, N, welche ihrem Vorzeichen nach beziiglich mit d4,
du, dv tbereinstimmen, sollen die dem FElemente 48 oder auch die
dem Punmkte 4, p, v, als einem Punkte der Tangente T, zugehorigen zu-
sammengesetzten Wurzelfunctionen heissen.

Der Zusammenhang dieser zpsammengesetzten mit den fritheren
einfachen Wurzelfunctionen ist nach § 5 ersichtlich. Es haé nimlich
N fiir dag Flement 4.5 das Vorzeichen des Productes der dem Punkte
P zugehorigen einfachen Wurzelfunctionen Ja — v und v — B; es
hat M das Vorzeichen des Productes der dem Punkte P zugehorigen
Whurzelfunetion Jw— p und der der Ebene E; der Tangente 7' zuge-

horigen Wurzelfanction ), — g, endlich A das Vorzeichen der der
Tangente 7 selbst zugehdrigen Wurzelfunetion )4, — 4. Durch die

5 einfachen Wurzelfunctionen Vea—v, Yv—8, Vp—y, Vi, —u,
V1, — % der elliptischen Coordinaten i, u, », welche der Vereinigung
dreier geometrischer Elemente: eines Punktes P, einer seiner beiden
Normalebenen F; und einer der beiden in._ dieser enthaltenen Tangenten
der Flichen 1, und g, durch P, eigenthiimlich sind, sind also die dem
Punkte P, als einem Punkte der Tangente 7, zugehprigen susammen-
gesetzten Wurzelfunctionen vollig bestimmt; aber nicht umgekehrt. In
der That gehoren zu einem Werthetripel 4, p, » 8 Punkte mit je 4
Tangenten 7'; um die 32 Tangenten zu unterscheiden, miissen an Stelle
der 8 Vorzeichencombinationen der zusammengesetzten Wurzelfune-
tionen A, M, N die 32 Vorzeichencombinatiopen der 5 -einfachen
Warzelfunctionen eintreten. Da indessen die zusammengesetzten Wurzel-
functionen in Kapitel II zur Definition der Irrationalitit -eines hyper-
elliptischen Gebildes nbthig sein werden, soll die Vertheilung derselben
m #usseren Raume noch kurz betrachtet werden.

Lésst man den Anfangspunkt P = 4, g, » des Elementes @8 Hngs
der betreffenden Tangente 7 stetig fortlaufen, so werden sieh die den
successiven Elementen zugehbrigen Wurzelfunctionen A, M, N stetig
indern und ihre Vorzeichen beibehalten, solange keines der Differen-
tiale d1, dp, dv sein Vorzeichen wechselt, d. h. aus einem positiven
in einen negativen Werth oder umgekehrt tbergeht.

Es liegen- aber, wie aus der Natyr des confocalen Systems (1)
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ersichtlich ist, auf jeder Tangente 6 Punkte, in denen ein derartiger
Zeichenwechsel stattfindet, nimlich die beiden Beriihrungspunkte der
Tangente mit den Flichen 1, und g, und die 4 Schnittpunkte der
Tangente mit den Ebenen des Coordinatentetraeders, auf welches die
Gleichung (1) bezogen ist. Diese 6 Punkte sind durch die Werthe:
A=-—00, A=14y p=y, p=g,; v=40f, v=a je einer ihrer
elliptischen Coordinaten charakterisivt, und es bilden die Werthepaare:
— 00 4y, ¥y, B nach (6) zugleich die Grenzen, innerhalb deren die
Coordinaten 1, u, v eines Punktes einer reellen Tangente der beiden
Flichen 1, und p, beziehungsweise sich bewegen.

Wenn also der Anfangspunkt P = 1, u,v des Elementes dS der
Tangente T die ganze tm Unendlichen geschlossen gedachte Tomgente
-durchliiuft, so wechselt jede der zugehirigen Wurzelfunctionen A, M, N,
indem sie durch O oder oo hindurchgeht, sweimal das Vorzeichen.

Nimmt daher auch jede der Variablen 4, g, » lings der Tangente
jeden der ihr durch. die Ungleichungen (6) zngewiesenen Werthe je
zweimal an, so unterscheiden sich doch zwei Stellen, in denen die
Variable den wémlichen. Werth bat, durch das Vorzeichen der gleich-
bezeichneten Quadratwurzel A, M oder N, welche den Stellen zugehort.
Was im Besonderen das Verhalten der Quadratwurzel A angeht, der
spiterhin ejne ansgezeichnete Rolle zufallen wird, so wird jede gemein-
same Tangente der Flichen 1, und g, durch ihren Beriihrungspunkt
wit 1, einerseits und ihren Durchschnitt mit der unendlich fernen
Ebene andrerseits in 2 Halften getheilt; auf der einen, der vom Un-
endlichen her auf den Berithrungspunkt zulavfenden Halfte, ist A
positiv, auf der andern, vom Bertihrungspunkt fortlanfenden negativ.
Um dem gewOhnlichen Gebrauche zu folgen, nach welchem die vom
Nullpunkt fortlaufende Hilfte einer Geraden positiv genannt wird, hat
man also an jeder gemeinsamen Tangente der Flichen 4, und p, eine
positive und eine negative Hilfte su unterscheiden; auf jener ist A
negotiv, ouf dieser positiv,

Wenn im Vorstehenden jedem Punkte einer gemeinsamen Tan-
gente der Flichen i, und g, von bestimmter Richtung die 3 Wurzel-
fonctionen A, M, N mit bestimmten Vorzeichen als zugehbrig ange-
sehen wurden, so wurde davon abstrahirt, dass jeder in Bezug auf
die Flichen 4, und g, #ussere Punkt des Raumes auf 4 solchen Tan-
genten liegt, und dass ihm in diesem Sinne 4 durch ibre Vorzeichen
verschiedene Werthsysteme A, M, N zokommen, die sich auf die 4
von ihm ausgehenden Tangenteneclemente dS vertheilen. Nach der
Definition der positiven Richtung der Tangenten (§ 2) stimmen in den 4
einem Punkte &, p, v (als einem Punlite ouf 4 gemeinsamen Tangenten der
Fliichen dyund py) sugehirigen Tripeln susammengesetater Wur elfunctionen
A, M, N smmer dic 4 Wurzelfunctionen N im Vorzeichen diberein. Die
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Vorzeichen der 4 Tripel A, M, N fallen also unter den Typus: +, 4, &;
—, -+, &; +,—, & —;, —, & wo &==— oder — ist, jenachdem fiir den
Punkt 4, g, v «y positiv oder negativ ausfallt.

Was die Vertheilung der 4 dem Punkte zugehdrigen Tripel zusam-
mengesetzter Wurzelfunctionen auf die Elemente dS der 4 Tangenten
durch den Punkt angeht, so unferscheiden sich immer die Elemente d.S
gweier in dem Punkte mit Bezug auf N; oder N, oder N, conjugirter
Tangenten beziiglich im Vorzeichen von A oder von M oder vom A und
M zugleich.

§ 7
Darstellung des Lé&ngenelementes der gemeinsamen Tangenten der
Flidchen 4, und p, durch hyperelliptische Differentiale 2. oder 3. Gattung.

Die beabsichtigte functionentheoretische Deutung gewisser Maass-
verhiltnisse innerhalb der Schaar der confocalen Flichen lisst es
zweckmissig erscheinen, neben der gewthnlichen Maassbestimmung
auch die allgemeine projectivische Maassbestimmung®) in Betracht zu
ziehen. Jene wihlt als Fundamentalfiiche eine der 4 wneigentlichen
Flichen der Schaar, den @maginiren Kugelkreis; fir diese mag eine
eigentliche Fliche der Schaar, etwa das Ellipsoid A= (—oo <@ < 1,),
als Fundamentalfliche herausgegriffen werden. Die Aufgabe des vor-
liegenden § 7 ist es, das Lingenelement der gemeinsamen Tangenten
der beiden Flichen 4, und g, mit Bezug auf die beiden vertretungs-
weise gewihlten Maassbestimmungen in elliptischen Coordinaten dar-
zustellen. Die Entfernung zweier Punkte z,y, 2z und &, ¥, 2" stellt

sich in den auf die Flichen 4 = — oo und 1 = @ bezogenen Maass-
bestimmungen beziiglich durch die Formeln:
(21) E=pyz—a)+ y—yyr+(—2)
und
21) E =¢-log Q‘+g’
I ]

dar, wobel zur Abkiirzung gesetzt ist:

mx’ y ” zz’
Q= a—m+ i!w+ y—w 1

_}/(x x') (y y)2+(z—2)= (ye—zy?  (d—2d? @y —yap
«—ao r—e (f—w)iy—w) (F—o)le—w) (e—0)f-wo)
Die wxllkurhche Constante der ersteren Maassbestimmung ist hier-
bei im Sinne der Euklid’schen Geometrie bestimmt gedacht; die will-

*) Vergl. Cayley, A sixth memoir upon quantics, Philosophical Trans-.
actions, vol. 149 (1859), S. 61. Klein, Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische
Geometrie, Mathematische Annalen, Bd. IV (1871), S, 573,
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kiirliche Constante ¢ der letzteren Maassbestimmung sei als reell
vorausgesetzt*), sodass zwei Punkte innerkalb des Ellipsoides 1 = @
eine reelle Distanz besitzen.

Die Ausdriicke fiir das Linienelement des Raumes lauten, ent-
sprechend den beiden Maassbestimmungen:

iE = yYd& ¥ dy ¥ d&

und:

dx? + ay: + 428 (ydz—zdy? (2dx—zxd2)® (zdy—yda)?
AE —=2¢. L @@ b0 y—o (Foly—w) (y-ole—w) e—o)f—o

2 /y? 22
«e—w + g—w + y— !

Die Einfihrung der elliptischen Coordinaten liefert fiir das Quadrat
von dE den bekannten Ausdruck:

11 W—r—1dL | 1 @) li—p)de | 1 (=D (—n)ds®
(22) dE 4 (a~1)(6—1)(7—1)+ 4 (a—y)(ﬁ—u)(v—#)_‘_ 4 (a—v)(f—v) (y—»)

Um auch dE’? in elliptischen Coordinaten darzustellen, benutzt
man die identischen Transformationsformeln:

a2 2 2 . (l—o)(u—o)(v—a)
P i e e P DI
dz? + dy? + 422 (ydz—zdy)? (@dz—axdz)?  (zdy—ydz)?
e~ ' f—0o ' y—w (f—o)iy—a0) F—o)le—n) (e—o){f—o)
1 (p—o)r—a)u—D{r—1) 5,4, , (r—e)A—e)v—p)i—p) 5 ,
~Tama—al—a)| =D E-DG—D T G
(A—w)(a—0)d—2)(r—*) 4 o
+ e a—v) do*|

Hiermit wird:

(22) dE?=c* (e—a){f—o0)(y—n) {(#~m)(%—¢9)(u—&)(v ~1) daz +(v~w)( 1—w)v—p)(l—p) du

(A~ p—o)¥v-w)} (a—i}(f—2)(y—1) (a—p)(B—p)(y—1)

y A—a)p—0)i—2)(u—) 5 2
T (@—v){(B—v)(y—9)

L. Die Formeln (22) und (22} geben also die allgemeinen Werthe des
riumlichen Linienclementes in elliptischen Coordinaten mit Bezug auf
die beiden Fundamentalflichen 2 = — oo und 2 = o.

Gehort im Besonderen das Linienelement einer gemeinsamen Tane
gente der Flichen A, und w, an, sodass die Differentiale di, dp, dv

" den Gleichungen (20) entsprechen, so lassen sich in den Ausdriicken
fiir das Linienelement, welches dann mit d8S, resp. dS° bezeichnet
sei, die Variabeln 2, g, v separiren.

¥) Vergl. Klein, a. eben angef. Q. S. 608,
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Trigt man, um diese Separation zu erreichen, zunichst in die Dar-
stellung (22) von dE? die Abkiirpungen A, M, N ein, so wird:

QB = 3 (u— 4) (v — 2) (B — ) (p — 4) 2
i@—wm—wmwwm w) 48%
(”"‘l)("’“’l‘)(”"‘lo)(""'l‘*o) dwﬁ_

Vermbge der Formeln (19) kann man hier, falls es sich um ein

Element d8 bandelt, W und —— ‘h urch A:— ansdriicken und er-

hilt, indem man unter Benutzung der Identltat :

(p—)(A—21)(A—g,) + v —21)(g—2,) (—po)4-(A—p) (r—4g) (v—uy)
=—(p—)(v—2)(@—p)

zusammenzieht:

a8t =1 (@— a2 v — 22 2.

Der posztwe Werth des Linienelementes ist daher:
iS=3@—1@—nt
sofern das Vorzeichen der Quadratwurzel A so bestimmt wird, dass
—AJL positiv ausfillt, Diese Formel 16st sich unter abermaliger Be-
nutzung der eben angewandten Ideptitdh rtickwirts auf, wie folgt:
d8=§uw—na%—w%é-%%Eﬁw—dowrwo%é

l‘_ ("’ —~ ) (v "!"o)

Hierfiir kann man schliesslich mit Ruckswht auf (19) schreiben:
d a
28)  dS=F(h—2) (o — )T+ L (1 — 20) (1o — 1) 2.
4
+T§‘(’”"la>(_”‘_§’0) "ﬁy"'

In den Gleichungen (20) waren bei positivem -91-31 nothwendig auch
de, und iz—’i positiv, sodass in dem gefundenen Ausdrucke fiir 45 alle

3 Terme posxtxv sind.
Bei analoger Behandlung der Formel (22') fir dE’?, unter Be-
nutzung der Identitit:

(p—a) (rv—) (1,— 1) (18— L) (v— ) + (r—0)(A— 0} 1, — p)(g—w)(A—v)
+(l—m)(@"'—ﬁ7)(lo_ ’”)(.“o""”)(ﬂ"—l)
=—(v—p)(A—) (g~ ) — 0) (g, — @),
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erhilt man fiir das Linienclement der gemeinsamen Tangenten der
Flichen 4,und g, in der auf die Fundamentalfiiche 4 = @ bezogenen
Maassbestimmung:

. o (e—a) (6—0)(v~—m) {(lo—2)(p—2) di (p L) (wo—p) du
(23) d§'=c- (hg— @) (o~ % . 1—w + ﬂa—cz ™M

v—2) {(v— dv

+( :—m bl "N }
Auch hier sind alle 3 Terme in der Klammer einzeln von posi-
tivem Werthe, und soll iiber den vor der Klammer stehenden con-
stanten Factor dasselbe angenommen werden. Das Resultat ist dies:
I, Der positive Werth des Linienelementes der gemeinsamen Tangenten
der Flichen A, und u, ist, jenachdem der Kugelkreis A = — oo oder
das Ellipsoid 2 = o als Fundomentalfliiche der Maassbestimmung gilf,
beziiglich durch dic Formeln (23) oder (23") dargestellt, wo die Vor-
zeichen der Quadratwwrzeln N, M, N so zu bestimmen sind, dass die

Differentiale —%i, “i{‘ s dN” positiv werden.

I11. Es sind also, wenn di, du, dv in der positiven Richtung der
Tangente gemessen werden, A, M, N die dem Elemente zugehorigen
zusammengesetzten Wurzelfunctionen.

Die Ausdriicke (23) und (23) gelten iiberdies auch fiir das Lingen-
element derjenigen geoddtischen Linien auf den Flichen 4, und g,
welche die Durchdringungscurve der Flichen beriihren, und fir das
Lingenelement der Durchdringungscurve selbst¥).

Es bedarf kaum der Erwihnung, dass der eine algebraische Un-
endlichleitspunkt des hyperelliptischen Integrals 2. Gattung:

fu.,—n (5o — 1) d1

dem einen unendlich fernen Pumkie entspricht, den die gemeinsame
Tangente der Flichen i, und g, nach der Auffassung der Euklid’schen
Geometrie besitzt. Ebenso fallen die beiden logarithmischen Unend-
lichkestspuniite des Integrals 3. Gattung:

f (to— 1) (wo—2) 41

G—aA
auf die Durchstosspunkite der genannten Tangente mit der Fundamental-
fliche w der allgemeinen projectivischen Maassbestimmung.

*) Vergl. Mathematische Annalen, Bd. XX, 8, 158
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Kapitel IL

Darstellung der Gebilde im confocalen Flichensystem durch
hyperelliptische Funectionen.

§ 8.
"Einfihrung transcendenter Parameter an Stelle der elliptischen
Coordinaten.

Das doppelte Ziel der analytisch-geometrischen Entwicklungen
des Kapitels I war einerseits die einheitliche algebraische Parameterdeor-
stellung einer Reihe geometrischer Gebilde im confocalen Flichensystem
(§§ 1—4), andererseits die Feststellung der geometrischen Bedeutung
der hyperelliptischen Differentialgleichungen vom Geschlecht 2 (88 5-—6)
und der entsprechenden Differentialausdriicke 2. und 3. Gattung (§ 7).
Der Nachtheil der gefundenen algebraischen Parameterdarstellungen
ist die durchgehends auftretende Mehrdeutigkest der Bestimmung der
abhingigen Elemente durch die unabhingigen. Es bleibt als Aufgabe
des vorliegenden Kapitels II, die bisher benutzten algebraischen Irratio-
nalititen durch eindeutige Functionen transcendenter Parameter zu er-
setzen. Zu diesem Zwecke sollen an Stelle der elliptischen Coordinaten
4, p, v vier Parameter v, v,, u,, 4, eintreten, von denen die beiden
letzten vollig unabhingig, die beiden ersten aber durch eine Relation
aneinander gebunden sind, sodass die 4 Parameter nur 3 unabhiingigen
Parametern iquivalent bleiben. Die Parameter v, v,, u,, u, werden
unter Vermittlung der durch gliedweise Integration der Differential-
gleichungen (20) hervorgehenden Integrale und Integraldifferenzen :

1,4 2,4
V1=J'd'zz’ 'Vz=.jz§z,
(24) + N 44,M = v N o, M
U= [%_ [ U~=ff%i_fﬁgi
Y I Y

mit der Abkiirzung:

Z=Ve—a)(—2) ([, —2) @ —2) (4 — 2
definirt, und zwar durch folgende Hormeln:

P, = _V_i B.z_—‘ __72& . JI_Z oy == Lé‘ V2 = A_E.V‘ ”?:
25) 1 A, B, —4,B, 2 ?7T AB, —4,B, T2
wy— OB =GB ai AT, 4T, mi

L 4B, —A,B, T2 T A B, TA4,B, "2

Hierin haben die Coefficienten 4, B, neben welche noch 4 weitere
Constanten C, D gestellt werden mdgen, folgende Bedeutung:
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"ds . dz
4= 77" Bi=— VZ? /V fV —z’
7 B
_ 2dz — ‘2z — Ysae - zdz
‘A2'—'f Z? ? B2 V_‘ EH 02 ,Z) V-Zz’ 'D 1/ Z2
7
(26) L
*d d
4,4+ B, = 7% ¢, — D, = ;7__172
b o
ta a
&
A2+-Bz= %—;;; 02_D2=JL;T_—§2;

wo die Integrale mit positivem Werthe von VZ? oder V— Z? auf
reellem Wege zwischen ihren beiden Grepzen zu berechnen sind.
Zwischen den Constanten (26) besteht die bilineare Relation.:

4,6, — A,C, + B, D, — B,D, = 0.
Wenn zur Abkiirzung gesetzt wird:
@) doy = 5. =B T e, = T
so stellen sich die Parameter o, , v,, #,, %, als Integrale und Integral—
differenzen also dar:
1,4 2,4

v,=fda,, vzmt[dwz,
wN u M nN i M
u1=fdm,—~fdm1, u2=Jdm2—de2.
s 7 I3 ¥

Wie man erkennt, sind die aus den Integralfunctionen (24) durch
lineare Combination hervorgegangenen Parameter v,, v,, u;, u, ge-
wisse Normalintegrale des hyperelliptischen Gebildes z, Z%). Man denke
sich, um hieranf nither einzugehen, die” Riemanw’sche Fldche des Ge-
bildes it den 6 reellen Windungspunkten®*) z, 7 == o 7, Mo, B, &, 00
und etwa den 3 geradlinigen Uebergangshmen*“‘) Aoy, g, @0 durch
das in Fig. 1 angedeutete Querschnittsystem in eine einfach zusammen-
hiingende **) Fliche verwandelt.

(28)

¥) Die oberen Grenzen 1, A; g, M; », N der Integrale in (24) und (28) sind
drei verschiedene, varigble Stellen des Gebildes z, Z. Es bezeichuen dabei A, M,
N beziiglich die Werthe, welche Z fiir 2 = 1, p, » annimmt.
#*#) Die Terminologie nach C. Neumann, Vorlesungen iiber Biemann’s
Theorie der Abel’schen Functionen, S, 165, 166, 204,
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@ b c a [
k _L-)’. _--‘_’./_--—-—‘-——-\T:',-,.A...—»— ________ T R —)
7, 4 o 8 o @
Fig. 1.

Das Querschnittsystem besteht aus 4 Querschnitten a,, b,, a,, b,
und dem unwesentlichen Verbindungsstiick ¢; die einzélnen Schnitte
oder Strome sind durch ausgezagene oder punktirte Linien angedeutet,
jenachdem sie im oberen oder unteren Blatte der Fliche verlaufen, und
mit einer bestimmten durch die Pfeile angedeuteten Richtung versehen,
sodass ein rechtes und linkes Ufer derselben unterschieden werden
kann; die Schnitte sollen in bekannter Weise dicht an die reelle Axe
herangedriingt sein. Die Quadratwurzel Z sei auf der reellen Axe
zwischen y und g, im oberen Blatte positiv.

Alsdann ergeben sich die Periedicititsmoduln, welche die vor-
kommenden Integrale beim Ueberschreiten der Strome a und b vom
rechten zum linken Ufer erhalten, aus folgender Tabelle:

I a, b, as b,
J ds | 94, 240, 2D, 2B,
@) [25] 24, 2iC, 2iD, — 2B,

fdmi &2 @y @yo 0
fdw? 0 gy @y — 3

Dabei haben die reellen Grissen a,y, a,,, @y, @y, die Werthe:

_ CB,—GB, 4Dy~ A4, D,
29) MT T 4B, 4B T T T 4B, 4,8 ™
DBy~ DB, 4,0,— 40,

U2 =O0n=""Tg B, AB A,B,— 4,8, %

und ist, wenn n, und n, irgend welche positive pder negative ganze
Zahlen bedeuten, die Form:

(30) a1 + 2a5,m,0, + ann,’
immer negativ.

Die in (29) gegebene Vertheilung der Normalperioden auf die
Querschnitte o und b entspricht nicht genan dem gewdhnlichen Ge-
brauche, welcher bei der angenommenen Zerschneidung der Rie-
mann’schen Fliche den Querschnitten @, und a, die Periodenpaare
74,0 und O, ¢ und den Querschnitten b, und b, die Periodenpaare
Gy, oy und Gy, @y, zuertheilt. Der Zusammenhapg der eingefithrten
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Normalintegrale [dm, und [de, und Periodicititsmoduln ay,, a5, @y,
mit den gewbdhnlichen®) Normalintegralen und Periodicitétsmoduln
welche letzteren fiir den Augenblick mit [dw,’, fdw, und a,, ayy; @y,
bezeichnet seien, geben die Transformationsformeln:

o
’ 12
dtDI ——-—-da), —'a— dﬁ}z, dﬁ?z"" »
’ 4 . r s
O lgp — Qa9 %y . 2
a11= ———T«————’ a“z:-—-'ﬁ——c ﬂz@, a22=—a—’-—
22 Qg 22

Die Abweichung von der gewdhnlichen Normirung ist im vor-
liegenden Falle im Anschluss an Herrn Wetierstrass™) geschehen
und durch den Umstand geboten, dass die Vertheilung der reellen

25 nd zdz

und imagindren Perioden der gegebenen Integrale —, wie

sie die beiden ersten Zeilen in (29) geben, d1e Querschmtte ay
und b, einerseits, b, und @, andererseits als zusammengehdrig kenn-
zeichnet. ‘

Die Eigenschaft der Form (30) ist bekanntlich nothig, damit die
zweifach unendliche §-Reihe:

o (% ‘*?) (0, [10,) =

&1 &

' i-‘i E ea., it ) 2k 3) (et B (et ) 2t (ot g (mrt ) et )

fiir alle endlichen Werthe der beiden complexen Variablen w, | w, con-
vergire. ¥¥)

Da die, in (25) oder (28) definirten Parameter v, und », zwei
linear unabhingige Normalintegrale szwischen den néimlichen Grenzen
sind, so besteht zwischen denselben eine identische Relation. Es
entspricht nimlich der besondern Auswahl des Querschnittsystems
(Fig. 1) und der Vertheilung der Normalperioden auf die einzelnen
Querschnitte (29) eine bestimmte wechselseitige Zuordnung der 6 wn-
geraden & -Functionen und der 6 Windungspunkte der Riemann’-
schen Fliche. Diese Zuordnung kann dadurch charakterisirt werden,
dass identisch in Bezug auf 2, Z die Gleichungen bestehen):

*) Vgl. Prym, in den Denkschriften der k, Academie der Wissenschaften
zno Wien, 24, Band (1864), S. 28.
#) Vgl. Weierstrass, Ueber die geoditischen Linien auf dem dreiaxigen
Elipsoid, Monatsherichte der Kgl. Academie zu Berlin, Jahrg, 1861, S, 986,
#5#) Ueber die Bezeichnung vgl. die zu § 9 citirte Schrift von Krazer, S, 1.
) Vgl. Riemann, Ueber das Verschwinden der & -Functionen, Ges.
Werke, herausg. von Weber, 8. 198, oder Prym, a. a. O. 8. 87, oder Neu-
mann, a. a. O, 8. 490,

/
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1 52 s=Z 1 :,_Z ﬁZ
s(b1)(faor] fam)=0 o(§1)(faa] faur)=o
o 2 ¥ Y
01 3,2 , z=Z
2 (1 1) (f‘“” | [‘“’2)*0'
o %o

(31) ‘

42 A 2 Z 2,Z
2(19) ( foa| /‘dmz).__.o, o(16)( Jaou | f30) =0
ﬁ 2 iy E 11 #
2(13)(faou| f30:)=0

Im Besonderen geniigen also die Parameler v, und v, nach ihrer
Definition (28) der Relation:

(32) #(51) @i10) =0.

§ 9.
Darstellung der homogenen Punktcoordinaten im Raume durch Producte
zweier ¥-Functionen.

Die in den Ausdriicken (8) fiir die rechtwinkligen Coordinaten
x=uw:t, y=1y:t, 2 =2:% auftretenden einfachen Wurzelfunctionepn
der elliptischen Coordinaten &, u, v stellen sich, vermoge der in den
Formeln (28) festgelegten Abhingigkeit der Parameter v,|v, und der
Parameter u,|%, von i und beziiglich von g und v, ihrerseits als
Quotienten von &-Functionen der Variabelu v,|v, und u,|«, dar. Es
ist nimlich, vorausgesetzt, dass v, |v, der Relation (32) gentigen:

va—1  *(00) 2 (00)@lo
Vet "33 @) el

-]

01 00
() Vﬁ—l _ 3(00)‘8(01 ('”1“"2)
: Vo= o) o (@g)miea’

i1 _ *(o 21D e
V=t 8(1}]) 2(g0) tlod )

und ferner:
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VasVa—i #(00)-2(5 o) ulw
Va—pVa—y ﬁ(ﬁé)-ﬂ(ﬁﬁ)(mtu,)’

Vq;_:El/ﬁ——_u . ‘ﬁ'(g? "3'(8 i)(ull“ﬂ)
(b) Vem#Vi—y  8(3] .a(gg)w,w’

sy 0G0l
Va—yVE—7> (34 -3(33)('“1[%)

Dabei sind dem gewdhnlichen Gebrauche entsprechend fiir die ohne
Argumente geschriebenen #-Functionen die Argumente 0|0 hinzu-
zudenken®),

Die Verbindung dieser beiden Formelsysteme mit den Gleichungen
(8) fithrt, indem sich die Nullwerthe der 9-Functionen ganz fortheben,
zu dem Resultat:

Die homogenen Punlkicoordinaten z,y, 2, ¢ der Punlite des Rawumes
stellen sich in Abhiingigkeit von den 4 Parametern v,|v, und u,|u, n
folgender Weise dar:

B vt )(vly%) .9 )(uiiuz)
wo gt =0 (0 ) @ule) - 9(0 1) Gl
(39) 5y = (1 1) @ile) -2 (1]) Gal),
wt = () @ale)- 2 (3 ) (),
| B (1)]i> (0,]0,) = 0.

Dabei bedeutet x, wie auch fernerhin, einen Proportionalititsfactor.
Dieses Gleichungssystem (33) kann, indem man darin die Para-
meter v |v, der Reihe nach die 'der Gleichung (32) entsprechenden
Werthe annehmen und alsdann jedesmal die Parameter u,|u, beliebig
variiren lisst, als eine Darstellung der wverschiedenen Flichen 1 des
confocalen Systems (1) durch die Parameter w,|u, betrachtet werden.

*) Die Umkehrformeln (a) sind, nar in verinderter Bezeichnung und mit
verdnderter Bestimmung der unteren Integralgrenzen, die von Prym, a. a. O,
8. 87, die Umkehrformeln (b) die von Prym ebenda S. 50, sowie von Rosen-
hain in dem Mémoire sur les fonctions de deux variables eb 4 quatre périodes
(Mémoires préseniés par divers savants A l'académie des sciences, t. XI) S, 422
gegebenen,
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Indem 1 auf reellem Wege von -- oo bis 2, wichst, laufen 7|V,
durch immer reelle Werthe von -4 (4, 4 B,) | 4- + (4, + B,)bis 0|0 und

v, | v, durch immer rein imaginire Werthe von + —~ 7 |+ ﬂbls 0}0. Es

entspricht daher dem Werthepaare v, (v, = i }—}— —das unendlich

grosse Ellipsoid des confocalen Systems, und dera Werthepa.are v |0,=0]0
das Ellipsoid 4, Mit Bezug auf das letztere ergiebt sich also:

Die homogenen Coordinaten der Punkte des Ellipsoides 2, stellen
sich in Abhiingigkeit von den beiden unabhingigen Paramelern w,|u,

wn folgender Weise dar™):
0
0) 2 (0 O) (ul |u’) ’
0

o (O (u,)
1) '? <0 1/ (%1,“2),
1) #(19) tulw),

(34)

Indem man bier die Quotienten der Nullwerthe der &- Functionen
durch die Constanten «, 8, u,, 7, 4, ausdriickt wie folgt:

00 _
“’(00) _ /e =) (2 —py) ﬁ_* Z/<B—1o) B — u)
19(01) (¢ —B)(e—17) " (o —BYB—p?
00,
11
'3(11 7/ =) (i — )
98(1) (at—y)(ﬁ—y)‘
wird man auf die Weierstrass’sche Darstellung der Fliche 2. Grades
gefithrt¥*),
Diese Darstellung (34) beruht auf der identischen Relation:
s , (00 00 01
(85) & (0 o) 9 (0 ()) (uy|w,)) + 97 (0 1) 9 (0 1) (uy {2to)
{11 10 . (01
+32(11 : )(uil’”’)_ﬂ 00)"&2 00)(“1‘“2)=O:

welche zwischen den 4 erstén Functionen des Rosenhain’schen
Sechsersystems***):

*) Den Formeln (33) und (34) gehen die Formeln (43) und (46) parallel,
welche mit jenen zusammen die Houptresultate des worliegenden Kapitels bilden
(vgl. die Schlussbemerkung des Kapitels).

*%) Vgl Weierstrass, a, a. O, ferner v. Bra.unmuhl Mathematische
Annalen, Bd. XX, 8. 557. .
*#%) Vgl iiber diese Terminologie: Krazer, Theorie der zweifach unend-
lichen &-Reihen anf Grund der Riemann’schen & -Formel {Leipzig 15882), S. 30,

Mathematische Annalen. XXIL 3
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@ o (50) ulw), 2 (01) @ilw, 2 (19) i),
‘3(88 (uy| ), 9({% (1)) (ulwy), @ ((1) (1)) (uy | uy)

besteht¥).

Die Darstellung der einzelnen Fliche 1 des confocalen Systems
durch die Parameter w, |u,, welche die Formeln (33) bei constant
bleibenden w,|v, leisten, ist im Allgemeinen dadurch charakterisirt,
dass die Schnittcurven der Fliche i mit den Ebenen z =0, y =0,
& ==0, ¢t =0 beziiglich durch die Gleichungen:

(6Y)) o (8 (1)) (uy ) = O, CJ (8 %) (uy |%,) =0,

8(% (]?) (vhy | ) = 0, 3(88) (wy |up) =0

reprasentirt werden. Aber anch das Verschwinden der beiden noech-
ibrigen ¥-Functionen des Sechsersystems (36), und damit die Glei-
chungen:

61y 2(01) Gl =0, & (19) aulu) =0,

haben ibre einfache Bedeutung.
Setzt man nimlich g = p,, so erhalten die Parameter u,|u, die
Werthe:

u,,u2=J do, -o-fdco,;j dcoz—‘jolm2
7 ' 7
» N . nN
afdml——’;i};jdmz,
/f -
die hiermit gesetzten Beziehungen:
»N Ig,N

qu(J dmz"‘““a“{‘%@w’”’z
g F
baben mit Riicksicht anf (31) zur Folge:

i %?)(u,-[—-—’;-i—luz)——-O oder: 3(%)?)(“1{“2)=0-

Es ist also die 1. Gleichung (37") die Gleichung der Schnittcurve
des Ellipsoides 1 mit dem Hyperboloid g,. In analoger Weise ergiebt

*) Vgl. Weber, Ueber die Kummer’sche Fliche 4. Ordnung mit 16 Knoten-
punkfen und ihre Beziehung zu den & -Fanctionen mit 2 Verinderlichen, Crelles
Journal, Bd. 84, 8. 334, Formelsystem A,
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sich, dass die 2. Gleichung (37) die Gleichung der nicht reellen Schnitt-
curve des Ellipsoides 1 mit dem Ellipsoid 4, ist.
Zu demselben Resultat fithrt auch die Betrachtung der Formen:

2 2

@y =

- ¥ _
P, = o« — A + B — 1, ""' 15

deren Quadratwurzeln sich in den 4, g, v einerseits und den v, | v,,
, | 4, andrerseits so darstellen:

V—: . } o —1i VV Mo V“o M

T4

;/!fo“"y V;i‘f"o} —
2/52_:' ;‘10--2. ]’v—loVw——lo

y)'_lo y“”'lol’ﬂ*‘zo

#() D @ln) 33 7) 0l w)
( )(”J"’z '9(3 0 (uay | “2)

| @(88)a( (3 Deend o (Do 10
P T e 0D o Dioa- (00w 1w

Zusammenfassend hat man den Satz:

Werden in den Formeln (33), bei constantem v, | v,, die Parameter
uy | w, emer der Gleichungen (37) und (37) unterworfen, sp stellen die
Formeln bezichungsweise die Coordinaten der Punkte der Sehmitteurve
des Ellipsoides v, | v, oder & mit den 4 Coordinatencbenen und den 2
Flichen w, und i, dar.

Es bedarf kaum der Erwihnung, dass die Gleichstellung der beiden
Flichen 4, und g, mit den 4 Coordinatenecbenen in der Natur der
Parameter w, | u, ibren natiirlichen Grund hat. Denn die elliptischen
Coordinaten — oo, », §, « und 1,, g, der 4 BEbenen einerseits und
der beiden genannten Flichen andererseits sind in dem hyperelliptischen
Gebilde #, Z durch die 6 vollig gleichberechtigten Windungspunkte
vertreten.

Vo, =

(38)

§ 10.
Vertheilung der transcendenten Parameter auf die Punkte des fusseren
Raumes.

Die Darstellung (34) des Ellipsoides 4, liefert zu jedem Parameter-
paare u,{u, einen einzigen Punkt z,y, £, & Dagegen gehbdren umge-
kehrt zu jedem Punkt z, y, 2, ¢ mehrere Parameterpaare. Da nimlich¥)
als die gemeinsamen Periodenpaare der Verhilinisse der 16 9-Functionen

*) Vgl. Krazer, a. a, O, 8. 1, Formeln 1 and 2. .
3%
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nicht die einfachen, sondern die doppelien Periodicititsmoduln der
Integrale [dw, | fde, auftreten, also die Werthepaare:

220, 0|2« 20 12a,, 2a,|2a,,,
so hat man bei der Betrachtung der ©-Quotienten im Allgemeinen die
16 Werthepaare auseinanderzuhalten, welche in der Form: .
(39)  w + & @i+ &0y + 801, | %y + &' Ti + 80y + S
euthalten “sind, insofern die 4 Zahlen ¢/, &), &, &, auf die 16 mog-
lichen Weisen aus den Zahlen O und 1 ausgew#hlt werden. Ausserdem
ist bei jeder Auswahl dieser Zahlen die vermdge der Unbestimmtheit
der Vorzeichen von N und..M in dem Para.meterpaare

%y |ty fd01 dm1 fdco, »—dez

gelegene Vierdeu’ugkelt zu berucksxchtlgen. Es gehbren daher, von
Multiplis der doppelten Perioden abgesehen, zu jedem Werthepaare
v, u 64 Werthepaare w,|u,. Diese vertheilen sich auf die 8 zu », g
gehorigen Puunkte der Fliche 4, und zwar so, dass die Verhiltnisse der
4 9-Functionen in (34) fiir je 8 der 64 Werthepaare u, |u, dieselben
Werthe z : 9 : 2 : £ haben,

Im Allgemeinen kommen daher jedem Puwlie z,y, 2, t der Fliiche
iy 8 Parameterpaare u, | w, 2y, die nach den doppelien Perioden incon-
gruent sind.

Wenn die oberen Grenzen » und uw der vorliegenden Integrale wit
den gewdhnlichen elliptischen Coordinaten » und g identificirt werden,
so verlieren sie ihre unbegrenzte Variabilitit. Beschrinkt man im
Besonderen die Betrachtung des EKllipsoides 4, auf die zwischen den
beiden Zweigen der Durchdringungscurve mit dem Hyperboloid g,
gelegene Zone (u, g,) des Ellipsoides, deren Puoukte als Beriihrungs-
punkte reeller gemeinsamer Tangenten der Flichen 1, und g, er-
scheinen, so entsprechen die elliptischen Coordinaten » und g den
Ungleichungen (6), und konnen sich daher auch die Punkte », N und
g, M der Riemann’schen Fliche des Gebildes z, Z beuehungswelse
nur zwischen den Verzweigungspunkten § und « oder y und g, be-
wegen. Die Parameter u,|u, sind dann bestindig rein imagingr.
Ueberdies beschrinkt sich ihre Vieldeutigkeit auf die Vorzeichen von
N und M und auf Multipla der rein imaginiren Periodicititsmoduln
Of{xi und #i|0, welche den Umgingen der Variablen » und g um
die Verzweigungspunkte f und o einerseits, p und g, andererseits
entsprechen.

Bei dieser Beschrinkung der Variablen » und g bleiben von den
64 Werthepaaren (39) nur 16, und von den 8 im Allgemeinen zu einem
Punkte z, y, 2, ¢ gehbrigen Parameterpaaren nur 2 iibrig.
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Es liefert dann auch umgekehrt jedes Paar rein imagindrer Werthe
u, |, einen veellen Gusseren Punkt des Ellipsoides .. Die quadratisehe
Gleichung nimlich, von welcher die Ldsungen 2 = v und 2 = g des
Umkehrproblems:

» N o, M | ‘V_,N u, M
. fd"’1‘jd“’sijdwz“"[dm2=“’xi“2
3 ¥ # ¥

abhingen, kann in folgenden 3 gleichberechtigten Formen gegeben

werden *):
0 0 01 00 01
#(3 0) - 9*(5 o) u gy 92(g 1) -0t(o )l 5, 1
. == ¥

D R L IR (0 I () (e
(1 0) (g o) mlu o _p " 1) o) ) el
(D) @ miu “T7 " 92(]5) 2] ) wluy BT F
R R B (k) T A
#(§0) o Qum % (o) o mim TP

Nun ist bei rein imaginiren Werthen der Argumente u, |u, und
reellen Werthen der Moduln a,,, @,,, a;, die in § 8 definirte &-Func-
tion fiir jede Charakteristik von reellem Werthe. Man schliesst daher
nach einer aus der Theorie der elliptischen Coordinaten bekannten
Schlussweise aus der 1. der 3 Gleichungen, dass von den Wurzeln
z==w» und 2 ==y die eine zwischen den reellen Grenzen f und «,
die andre zwischen den reellen Grenzen — co und f# liegt; aus der
2. Gleichung ebenso, dass die eine Wurzel zwischen g, und «, die
andre zwischen — oo und w, liegt; aus der 3. Gleichung endlich, dass,
wenn die eine Wurzel zwischen den reellen Grenzen p und e liegt,
dasselbe aueh von der andern gilt. Die Verbindung dieser 3 Schliisse
fihrt zu der Einsicht, dass die eine Wurzel zwischen B8 und «, die
andre zwischen y und g, eingeschrinki bleibt, womijt die obige Be-
“hauptung bewiesen ist. _

Zur niheren Orientirong iiber die nun eintretende Vertheilung
der Parameterpaare u, |u, auf die Punkte der Zome {i, y,) dienen die
folgenden Siitze, die sich aus der Unterscheidung der geraden und uwn-
geraden 9-Functionen, aus den Periodicititseigenschaften der #-Quo-
tienten und aus der Betrachtung der einfachen Wurzelfunctionen

Ve —wv, Yo — B, V& — ¢, Vito — 4 und der entsprechenden "9-
Quotienten auf der Riemann’schen Fliche ergeben.

#) Vgl. Weierstrass, zur Theorie der Abel'schen Functionen, Crelle’s
Journal, Bd. 47, 8. 292.

_5"!-%:__1’
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1. Die Vertauschung von w,|u, mit — w,| — w, bedeutet eine
stmultane Spiegelung an den Ebenen y = 0 und z = 0 (vgl. Fig. 3).

. Der Vermehrung der Arvgumente u,|w, wm O|xi entspricht
eine simultane Spiegelung an den Ebenen z = 0 und y = 0, der Ver-
mehrung der Argumente wm i |0 eine Spiegelung an der Ebene z = 0.
Die Punkte w, |4, und w,+O+xi|u,+mi-4-0 liegen also diametral.

1. Die Aenderung des Vorzeichens von M in den Integraldif-
ferenzen wu, | u; (vgl. die Definition (28)) bewirkt eine Spiegelung an der
Ebene 2 =0, die Aenderung des Vorseichens von N eine Spiegelung
an der Ebene y — 0.

IV. Die Aenderung des Vorzeichens von M mit gleichzeitiger Ver-
mehrung der Argumente w,|u, um wi|0 ldsst den Punkt z, y, 2, t
ungedindert, wechselt aber das Vorzeichen der Fumction Yo, in (38);
die Aenderung des Vorazeichens von N mit gleichzeitiger Vermehrung der
Argumente u, |uy am O|wi bedeutet eine Spicgelung an der Ebene z==0,

Bei diesen Sitzen, sowie bei den spiter anzufithrenden Sitzen
von ihnlicher Tendenz, liegt die elementare Auffassung der Integral-
differenzen w, {4, zu Grunde Es sind also in:

mtM v+ N

uifuq-— (Za::1 fdm, demz fdcof,

die Integrationswege auf der reellen Axe von f resp. ¥ bis zum oberen
Grenzpunkte zu nehmen, und zwar mit denjenigen Vorzeichen der
Waurzeln Z=N resp. Z=M, (vgl. (27)), welche den oberen Grenzen
explicite beigeschrieben sind.

y+ M u,— M
Es ist dann im Besonderen der Uebergang von /;Zm zn f de so

k4 4
zn verstehen, dass der im oberen Blatte der Riemann’schen Fliche
(vgl. die Festsetzungen in § 8) von ¢ bis

.____g.‘_‘»ﬂ'*g e M, + M laufende Weg (vgl. Fig. 2, wo
2 T Feo  der betteffende Weg auf die reelle Axe
Fig. 2 zusammengezogen zu denken ist) wieder

riickwirts gemacht, und hierauf der Weg von  bis g, — M im unteren -
Blatte angeschlossen wird. Dabei #indert die einfache Wurzelfunction
Ve — 7 ibr Vorzeichen, was der 1. Theil des Satzes Il aussagt. In

analoger Weise versteht man-den 2, Theil des Saizes. Es ist ferner
ﬂ;+M s+M

der Uebergang vonfdw, fdm2 zufdm, — w3 }']‘olco2 — 0 so zu

denken, dass man von der SteHe o, —}—M im oberen Blatte den Weg
bis  zurlickmacht, alsdann von y im unteren Blatte bis g,, von hJer
im oberen wieder bis 4 zuriick nnd nochmals im unteren Blatte von #
bis g, — M hinliuft. Dabei hat g — y zweimal, 5, — g einmal
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das Vorzeichen gewechselt, was der 1. Theil des Satzes IV aussagt;
der 2. Theil wird in Zhnlicher Weise verstindlich.

Die angefiihrten Satze bestimmen die Vertheilung der Parameter-
paare ‘u, | u, auf die durch die ebenen Schnitte £ =0,y =0, 2=20
und die Kriimmungscurven g = g, begrenzten 8 TFelder der Zone
(o ttp) des Elhpsmdes l,, , wenn man hmzummmt dass fiir die Argumente

v,+N .
Ny = f do, J deo, ‘ j do, — dco2 dle &, ¥, z alle positiv werden

(x=x:t, yw—-y b, z=2:¢) Die Form der den einzelnen Feldern
Augehoncren Parameter ist in Fig. 3 angegeben, welche die Zone (g, g,)
in schematischer Ausbreifung auf die Ebene vorstellt;

=0 y=0 z=0 y=0 2=y
- R T
(=== =t | (—+—) (++--) t——) =y
«_ wHHlm im0 w—ttolmitaiio] < wFF-pmilo g\u—++ aije |
/u+— +0)mi (e XUED \->u‘r“ o0 | Lu
e 2. s=0 | (—++4) G+ wilo | b= u=y
ot 0| Aitai|0 w0l mitai|0 wt = +taijo Vg\u“+m{0
>4+++0|m' l/ﬂ»“"-lj’ﬂi lL//w++ N k/u“'*' #:;‘01
y=o r==f e rea =R y=a
Fig. 8.

Dabei bedeuten die Symbole u* % die Parameter
v+ N utM 2+ N ,+ M
%y | Uy —fdm, — fda, % fd“’? — | dayy,
v /3 ¥
und geben die oberen Indlees von ut ¥t die entsprechend gestellten Vor-
zeichen von N und M. Unter dem Symbol u -0 {=i-} wi] 0 ist
ferner das Parameterpaar w, + O 4 x4 | u, -+ @4 4 O zu verstehen.

Die den einzelnen Feldern eingeschriebenen und in Klammern ge-
schlossenen 8 Vorzeichen bezichen sich auf die Werthe der gewdhn-
lichen rechtwinkligen Coordinaten z, y, #z der Punkte der betreffenden
Felder in dem Sinne, dass z. B. innerhalb des mit (4 -} —) markirten
Feldes  und y positiv und z negativ ist. )

Die den Grenzlinien p=g;, p==y (#=0), £==0, y==0 der Felder
beigefiigten Pfeile charakterisiren die in § £ festgesetzte positive Richtung
dieser Linien. Die Winkelpfeile innerhalb der Felder werden in § 13
ihre Erklivung finden.

Die beiden einem Punkte zugehongen Parameterpaam sind, von
dem Periodenpaare z¢ [0 abgesehen, im Vorzeichen von M untersch.leden.
Fir die Mittellinie g — p der Zone (g,#,) fillt der Unterschied in
dem Vorzeichen von M fort, indem M =0 wird, und die belden
Parameterpaare unterscheiden sich nur mehr um m}O
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Fir y == u, fallen die beiden Parameterpaare” eines Puuktes in
eines zusammen.

Den Punkten der Kriimmungscurven »==pg und v==o entsprechen,
wie im Allgemeinen, zwei verschiedene Parameterpaare.

Zusammenfassend erbilt man das Resultat:

V. Jedem Punkte der Zone (u, u,) des Ellipsoides 4, kommen zwes
mod. 2740 wnd 0|2xi verschiedene rein imagindre Pammeterpaare
w | w, zu, die sich im Allgemeinen wm i |0 und, falls M wicht O ist,
i Vorzeg]chen von M unterscheiden; die Punkte der Durchdringungs-
curve der Flichen Ay und w, erhalien nur ein Parameterpaar.

In analoger Weise, wie auf dem Ellipsoid i,, sind die Parameter
#; | u, anf die fibrigen Ellipsoide 2 des confocalen Systems vertheilt,
sofern die Betrachtung derselben wiederum auf die von dem Hyper-
boloid w, ausgeschnitienen Zonen beschrinkt wird, von deren Punkten
reelle gemeinsame Tangenten an die Flachen 4, und g, gelegt worden kénnen.

Man erkennt endlich durch Vergleich der gewonnenen Parameter-
vertheilung mit "den Betrachtungen des § 6:

V1. In der oberen Grenze v, -~ N der beiden einem Gusseren Punkte
des Ellipsoides 1 zufallenden Parameterpaare u, | u, st + N einschliess-
lich seines Vorzeichens die dem Punkte zugehorige susammengesetate
Wurzelfunction N.

§ 11.

Darstellung der homogenen Ebenencoordinaten im Raume durch Producte
zweier &-Functionen.

Die transcendenten Parameter u, |u,, v, |v,, welehe zur Darstellung
der homogenen Punktcoordinaten , g, 2, ¢ in den Formeln (33) benutzt
wurden , gestatten in ganz analoger Form auch die homogenen Ebenen-
coordinaten &, %, §, v auszudriicken, welche in § 3, 12 durch die
elliptischen Coordinaten definirt wurden. Es bestehen niimlich zwischen
den Parametern v,|v,, u,|u, und den Wurzelfunctionen der 2, u, »
auf Grund der Bezichungen (28) die folgenden Relationen®):

=N 8(8 8) 2 (3 0) (e[ 2

med—y - @ (1 0 {oy | 172)
@) Vi—RVE 1 ( (1 % oy 1)
Vd_—ﬂyﬁ_?’ ") gé | 0)(,7‘!,02)

vimyi—i_ *G1) 20 ) e
”u""ﬂﬁ”‘)’ &(3(1))3. i(l))(vllvz),

#) Vgl. Prym, a. 2. 0. S. 68, 69. Rosenhain, a a, 0. 8. 423,
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und ferner:

Va—vVB—uVu—yVv—2,Vv—po —Ve—uVv=pVv—yVa—2,Var—e
(v—w)Va—pVa—yVp—y

o0 (L im
0N 2D I Ymim’

Va—uVe—pVu—yVv=2Vv—po4-Va—sVB—p¥Vv—yVe—1 Vi
(v—e)Va—pVe—yVE—y

502 o () 2 (i
S oGY C
Va—uVo—pVo—yVv=2Vv—po—Va—vVr—pVo—yVp—1 Ve
(v—y)Va—ﬁVu vVﬂ ¥
23D 2(00)- 2 (01) 1)
2(30) 2 (50) * (00 (1)

VeV B=aVim 3V s=Rl vpn — VeV v pVomy Vi T Vi"e
=) VapVa—y Vi~

(i) 260 26D (o) emim
T e oGy G 2 wiw

Fithrt man hiernach an Stelle der algebraischen Functionen der i, g, »
die &-Functionen in die Definition der £, 5, §, v in (12} ein, so gelangt
man zu dem Satze:

Die homogenen Coordinaten §, n, §, v der Ebenen des Raumes
stellen sich in Abhdngigkeit von den 4 Parametern v, | v, und u |u, in
folgender Weise dar:

xva—tyt= 9 (10) @10 (10) ulw),
VB Ta= o ({7)@ e (11)<u1|u2>
@) - vi=h-t=—2(01)@lo0 (07) ),
. —— (1)@l (10) eulw),

| 5 (1) slo) =0.

Die in diesen Formeln dargestellten Ebenen £, 7, ¢, v sind bei

()

x

x
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constantem v, | v, die den einzelnen Punkten des Ellipsoides 4 im Sinne
des § 2 zngehtrigen Normalebenen Ej;.

Die Formeln verlieren in der vorliegenden Form ihre Anwend-
barkeit fiir das ausgezeichnete Ellipsoid 4,, indem dann v, | », =010
wird, und die 9-Fuonctionen der Variabeln v, | v, alle 4 verschwinden.
Man kann indessen die Verhilinisse dieser 4 ungeraden #-Functionen
durech die Verhiltnisse von 4 geraden @-Functionen ersetzen. Dazu
bedient man sich solcher dreigliedriger Productrelationen*) zwischen

den &-Functionen, welche die Function & (5 %) (v, | v,) enthalten und

wegen des Verschwindens dieser Function fiir die vor]iegendenVariabIen
auf 2 Glieder herabkommen. KEs ergeben swh dann die weniger ein-
fachen Formeln:

Wy WE
— 2(70)-0(51) 2 (50) -2 (66) (ule-# (16) culwa,
’ %"Vm'n o
- f’(ég "’(})é HE: 8?) CALAR 8(11) (ty | s),

w . * Yy —12y- 8
——9(30) (37)-2(30)-5 (11) @l -# () (w1 o),

®er
“*&(08) ( (10) (00)(”1 v) 3(10 (uy [,

die auch fiir v, | v, = 0 | 0 unmittelbar anwendbar bleiben.

~ Die Ausdriicke (12} des § 2 ergaben fir g == g, bei variabel
bleibendem » und i die Tangentialebenen des Hyperboloides g,; die
Coordinaten &, %, §, ¢ der letzteren gehen daher aus (43) hervor, wenn
u, | u, der -Bedingung gentigen (vgl. § 9):

10N
(44) 8(01)(“1 | 4y) = 0.
Aehﬁlieh konnte man in der Gleichung:
7 OO
(44) (1 1) (u {uy) =0

* Vgl. Weber, Crelle’s Journal, Bd. 84, 8. 336, Formelsystem B; ferner:
Krazer, a. a, 0., 5. 39, Formelsystem (C)). .
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die Tangentialgleichung des Ellipsoides 1, mit Bezug auf die Formeln
(43) erblicken. Hierzu mag zum Vergleiche mit den entsprechenden
Betrachtungen des § 9 bemerkt werden, dass die 4 $#-Functionen der
Argumente u, | #, in (43) zusammen mit den beiden unter (44), (44)
auftretenden 9-Functionen wiederum ein Rosenhain’sches Sechser-
system bilden. ‘

Die Darstellung (43) der homogenen Ebenencoordinaten im Ranme
liefert zu jedem Parametersystem o, | v,, u, | 4, eine einzige Ebepe.
Dagegen gehdren, wenn man gelbst v, | v, als constant ansiehi, bei
wnbeschriinkter Voriabilitit von u, | u, 2w jeder Ebene 4 Parameier-
poare Uy | u,. N )

Beschriinkt man aber, wie in § 10, die oberen Grenzen » und p
der Integraldifferenzen w, | u, durch die Ungleichungen (6), sodass
bei gegebenem v und g nur noch 16 incongruente Parameterpaare
wy | %, (mod. 2x4 | O und O | 27 ¢) hervorgehen, so kommt auf jede der
16 einem Werthepaare v, g entsprechenden Ebenen &, %, §, 7 nur
mehr ein Werthepaar wu, | u,. "

Um die Vertheilung der beschrinkien Parameterpaore w, | w, auf
die Normalebenen E; in den Punkten der Zone (u,y,) eines festen
Ellipsoides und zugleich den Zusammenhang der Parameterdarstellungen
(33) und (43) zu iibersechen, hat man die wechselseitige Abhingigkeit
der Vorzeichen in den Formeln (b) und (b") der §§ 9 und 11 zu
beachten, welche, solange » und g der Ungleichungen (6) entsprechen,
den folgenden Regeln gehorcht:

1. Bedeutet in den beiden Formelsystemen (b) und (b7 uy | w, das
néimliche der 16 rein imagindren wnd nach den doppelten Perioden in-
congruenten. Werthepaare u, | w,, dic au gegebenem v, u gehiren, so
haben auch die Quadratwurzeln Ve — v, Vv — B, YV — y in beiden
Formelsystemen die nimlichen (implicifen) Vorzeichen. (Dabei gelten mit |
Auspahme der 3 genannten und der Wurzel /g, — g, wie friiher, glle
einzelnen Wurzeln positiv).

1. Die Aendevung des Vorzeichens von M in den oberen Grenzen
der u, | u, mit gleichzeitiger Zufiigung der Perioden =i | 0, welche die
Linken Seiten der Formeln (b) ungeindert lisst, dndert in den Formeln
(b)) durchgehends das Vorseichen von Vpy — p (vgl. § 10, IV).

Was endlich die Formeln (b) fiir sich angeht, so gilt noch ferner:

L. Jenachdew in den oberen Grensen der Integrale w, | w, die
Wurzelfunction M positiv oder negativ ist, sind auf den linken Seiten
der Formeln dic Wurzelfunctionen Y — ¢ und Vg, — u von gleichem
oder entgegengesetztem Vorzeichen.

Aus diesem Verhalten der Formelsysteme (b) und (V") geht in
Riicksicht anf die zur Definition der &, 4, §, = in (12) gemachten Be-
merkungen hervor:
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IV. Die den Normalebenen E; eines dusseren Pumkies des
Ellipsoides A fiir die Darstellung (43) zugehirigen Parameterpaare u, | u,
sind zugleich die beiden dem Punkte selbst fir die Darstellung (33)
zugehorigen Pumktepaore w, | u,.

Die beiden Normalebenen E; enthalten je 2 der durch P gehen-
den Tangenten der Fliichen 4, und g,. Den Anfangselementen 48 je
zweier in derselben Ebene gelegenen Tangenten gehdren auch die-
selben zusammengesetzten Wurzelfunctionen N und M zu (vgl. § 6).
Demnach ergiebt sich mit Hinblick auf Satz III:

V. In den oberen Grenzen v, -+ N und g, + M des Parameter-
paares uy { u, einer Ebene E;, im Punkte P sind -+ N und + M ein-
schliesslich der gerade geltenden Vorzeichen diejenigen susammengesetzten
Wurzelfunctionen N und M, welche dem Punkte P als einem Punkie
der in E; enthaltenen Tangenten der Flichen A, wnd g, angehiren.

Da der Punkt 4, g, v in jeder der beiden zugehdrigen Normal-
ebenen F; gelegen ist und als Punkt einer jeden von ihnen, je die
nimlichen Parameter, wie die Ebene, besitzt, so muss die Bedingung
(11) der vereinigten Lage von Punki und Ebene mit Substitution der
Werthe (33) und (43) fiir 2, 9, 2,¢ und &, %, §, v in Bezug auf », | v,
und %, | u, identisch erfiillt sein, solange v, | v, der Bedingung (32)
geniigt,

In der That besteht zwischen den 8-Functionen der Formelsysteme
(33) und (43) die identische Relation™):

(00 (v}v,)- & (1 ()) (0fvy) - & (00 (% ju45) - ‘ﬂ(} (1)) (wy | uy)

+ 2 (8?) (v4l0,) & (1 1) (v,)- & (() 1) ()fu) - & (1 1) CALS)

—9(11) @log-#(01) oo (17) i) (0 ) e )
\— 7 (0 0) (CACARL) (1 {)) (CACY R (88) (CATR (1 0) (141 [4p)=0,

deren geometrische Bedeutung fiir das confovale Flichensystem hiermit
gegeben ist.

(45) |

§ 12.

Darstellung_ der homogenen Liniencoordinaten der gemeinsamen Tan-
genten der Flichen A, und p, durch 9-Functionen.

Vermoge der in § 8 gesetzten Beziehung zwischen den elliptischen
Coordinaten v, g und den Integraldifferenzen u, | u, lassen sich in den
Formeln (18) dle Variabeln », g durch die Parameter u, | w, ersetzen.
Dazu dienen die Formeln:

*) Vgl Krazer, a. a. 0. 8. 387, Formelsystem 0’,/,



(b7)

Additionstheoreme der hyperelliptischen Integrale. - 45

WV@J{FZP v—to+ Va—vVB—pVu—yVv—1,Vu—u
(v - u) Va—-—ﬁy;:y VEX‘_TO

o0y (° o

01 ?
(0 0 0 0) (@ | %)

+

Ve Ve=pVo=yVa—idV/v—u—Va—uVs BVa—yVv—1Vs.~n
(v—u)Va"BVB—yVi—1o

2(30) o (1 0) G lw)
a(g(’, '8(00)(14, [ ug)

_ Ve=o Vo gVa—yVe—t,Vo—pot-Va—uVE=uVo—yVo— 1V
(r—p)Va—yVB=yV 1o

(D)o (D iw
#(30)- 2 (Ra)eawa”

Ve VE—uVu—y VetV v—uy ~ Va—u Vv =BV v—yVv—2,Vus—u
(r—u)V =BV a—yVi,~ 1,

8(}, # (1)1 w)
8(8(‘)) 2 (Q0)tutu)’

V“'—Il Vv—ﬁ Vﬂf —y V_—loy”—‘ o+ V“ ”; B—u V"'""}’ V‘”" loyllo’—l‘
(v—w)V e—8} 5“71 Bo—1o

_ #(00)2 (o )“‘“ | )
3(8(‘)) @ 00 (ulfuz),

I o ) e i Vo e e e e
- pyVa—y VB—yVue—1s
+(°}). 00)(1““@
-+

\ ( 00 \ul‘ue)

Indem man dieselben mit den Formeln (18) verbindet, gewinut man
das Resultat:

Die 6 homogenen Liniencoordinaten einer gemeinsamen Tangente

der Flichen A, und u, stellen sich in Abhingigkeit von den Parametern
u, | u, in folgender Weise dar:
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oyt = o (1) o ()i
n.—ﬁi"‘flo————a( #(35) G 1),

(46) < “7n 0 laa) o)l
vt =+ 2 (}]) 2 (3%)@.&«»2),

we g = — 2 (30 o) s § ),

IS S

Um die gleichberechtigte Beziehung der gemeinsamen Tangenten
zn der einen und der anderen der beiden Flichen 1, und g, auch
analytisch zom Ausdruck zu bringen, hat man zu bemerken, dass in
Yolge der Gleichungen:

00 (1 11 00

Ve—1, _"(10 SACA Vﬁ—zo_“&(oo,'” 11
—a o100\ o/0L\ "’ T {01 10y’

Va—w  2(30) (3 VB—m  2(30.5(39

vi—n _ *(11) 2 (5
Vie— v 3G?~aég

die Darstellung (46) auch in folgender Form gegeben werden kann:

oo P x+a(1°)-a(°1 (g | ),

V““‘&‘fo
g <o ()0 ()10
”VX’T —2(30) *(00) 1 )

(46")
vt =+ 2(19)- 2 (F D) w1 ),
Pae :"’9(28 - 11)(’“1|“2)>

et
V;"a e 'J’V"‘ — o

, s _ 11\
L”'%;y@m ""'+'&(OO 8'(10 (u’i;u@)}

bei der gegen die friihere Form (46) die Nullwerthe der §-Functionen
in den 3 ersten und den 3 letzten Zeilen entsprechend vertauscht sind.
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Dieser Umstand bewirkt, dass die zwischen den Liniencoordinaten
bestehende identische Gleichung:

PiaPsy + PisPis + PyyPos = 0,
gleichviel ob man die eine oder andere Darstellungsform, (46) oder
(46"), substituirt, in die nidmliche identische 9-Relation™):

?(1)) 'ﬁ(g)(l))@ ?i)(ul ’“2)’3(51) (“xi“z)
47 (e 10) a( ) 10 (muz) 0(00)(%1%)

~5(50)-2(30)-9(00) (s Lw) - (30) (s 1 ) =0

ibergeht.

Dass die Darstellung (46), (46") auch den beiden Gleichungen (17)
der Liniencongruenz geniigt, berubt auf den durch die Substitution
(46) resp. (46") in die 2. resp. 3. Gleichung (17) hervorgehenden
identischen 9-Relationen:

o (29)- (D)1 0+ (2 - (GE) 1
+92(55) -9 (00) ( 1) — 92(51) - 92(51) o 1 )

—"4‘-’2((1)8 a2(00 ([ ) — 9 (1U 62(?8)(u1[u2)m(),

):
* ((1)(1)) &2 11) (% [ u,) + &7 ((])8 - 92 (2(%) (uy | y)

— 9 (l)é) _32(0())(71,1 | uy) 4 32(11 i ((l)i)(@h | %)

+02(30) -2 (56) @ 1wy — 02 (§3) -2 (30) w1 w)=o0.

Was die 3 Relationen (47) und (48) angeht, so sind dieselben
.nur eine einfachere Combination
(49) dreier simultoner Gépel’ scher RBelotionen™*),
die je 2 der in der Relation (47) auftretenden 3 Paare von 8- Functionen
verbinden.

Demnach ergiebt sich:

(48)

*) Weber, a. a. O., 8. 336, Formelsystem B. Krazer, a. a. 0., 8. 39,
Formelsystem €,

##) Gpel, Theoriae transcendentium Abelianarum primi ordinis aduw-
bratio levis, Crelle’s, Jourpal Bd. 35, S. 292, — Krazer, a, a. Q., 8. 55, Formel-
system IV'. Die Relationen (49) sind wegen ihrer weitlinfigen Form nicht explicite
angegeben,
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Die Darstellung der speciellen Liniencongruenz 4. Ordwung wnd
4. Classe, welche von den gemeinsamen Tangenten der Flichen A, und
uo gebildet wird, grimdet sich auf ein System dreier Giopel’ scher
biguadratischer Relationen zwischen 3 Paaren von &-Funclionen, welches
in der einfacheren Form (47), (48) geschricben werden hann.

In der Darstellung (46) ist im Besonderen die Darstellung der von
den Tangenten der Durchdringungscurve der Flichen i, und g, ge-
bildeten developpablen Fliche 8. Ordnung enthalten. Es gilt nimlich
mit Zuziehung frilherer Resultate (vgl. § 9, 37) der Satz (vgl. Satz 1
des folgenden Paragraphen):

Wenn swischen den Parametern w, | u, die Relation:

'&((]).(1)> (uy | ) =0

besteht, so geben die Gleichungen (46), (46") die Liniencoordinaten der
Tangenten der Duwrchdringungscurve der Flichen i, und u,.

§ 13.

Verthellung der transcendenten Parameter auf die Tangenten der
beiden Flidchen 2, und u,.

Die Darstellong der Liniencongruenz der gemeinsamen Tangenten
der Flichen 4, und g, ist im Allgemeinen dadurch charakterisirt, dass
zu jedem Parameterpaare u, | u, ein Congruenzstrahl, aber zu jedem
Strahle vier nach den doppelten Perioden incongruente Parameterpaare
vom Typus:

%y [, %+ me +ayy |1, 04 ay,
=yt Gy | — Uyt sy, "f’“1+7”'+“u Fa |ty 04ay+-a,,
gehbren.

Im reellen Gebiete des mit Bezng auf die Flichen 4, und g,
Gusseren Raumes aber fillt, unter der fritheren Beschrinkung der
Parameterpaare u, | u,, auf Jeden Strahl nur ein Parameterpaar.

Wenn bei dieser letateren Auffassung in der Formel (b") des § 12,
sbenso wie in den Formeln (b') und (b) der §§ 11 und 9, mit Aus-
nahme der 4 Wurzelfunctionen /o —o, Vo —8, Ve—yp, Vie—
alle einfachen Wurzelfunctionen positiv genommen werden, so gelten
tiber die Zusammengehorigkeit der transcendenten Parameter und der
Wurzelfunctionen wiederum die in § 11 idiber die Formeln (b") ge-
gebenen Sitze I bis III, Es geht daher mit Zuziehung der zu der
Definition (18) der Liniencoordinaten gemachten Bemerkung unmittelbar
hervor:

1. Dicjenigen Parameterpaare, welche den beiden in einem Punkic
P des Ellipsoides %, beriihrenden Congruenzstrahlen fir die Darstellungen
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(46), (46") zugehiren, sind die beiden Parameterpaare des Beriihrungs-
punktes fir die Darstellung (34).

1I. In den oberen Gremzen v, + N und u, -+ M der Integrale des
Parameterpaares u, { w, einer gemeinsamen 7Tangente der Flichen 1,
und p, sind 4+ N und + M einschliesslich der gerade geltenden Vor-
zeichen diejenigen zusammengesetzter. Wurzelfunctionen N und M, welche
dem Beriihrungspunkte mit der Fliche 4, als einem Punkte der Tangente
im Sinne des § 6 zugehiren.

In Fig, 3 (§ 10)ist dureh die Winkelpfeile innerhalb der einzelnen
Felder der Zone (p,p,) des Ellipsoides A, die Vertheilung der beiden
Parameterpaare des Berithrungspunktes auf die beiden zugehbrigen
Tangenten angegeben; es gehtrt der je in der 1. Zeile stehende Typus
von u, | 4, zu der Tangente, welche mit der Kriimmungscurve v = »
einen stumpfen Winkel bildet; der in der 2. Zeile stehende Typus zu
der Tangente, die mit derselben Krimmungscurve einen spitzen Winkel
bildet.

Ist z, y, #, t der Beriihrungspunkt der Tangente p;; mit dem
Ellipsoid ,, so hat wan als analytische Folgen der vereinigten Lage
von Punkt und Strahl die Gleichungen:

TPy + YPgo + #Pys = 0,

YPiy — &Pz + ipyy =0,

2Py — Zpyy + tpy, =0,

TPy — YPsiy + tPag = 0.
In diesen erkennt man, wenn die® gemeinsamen Parameter », | 4, von
Punkt und Strahl dureh die Darstellungen (34) und (46) eingefiihrt
‘werden, die idenfischen - Relationen:

50 -2 (32) 2 (33w 10 (3) e 1
60 {—2(01) 2 (60) #(03) @t u)-9(05) (s [

+"}G%) 2 ?(1)) ¥ G{l))(“t.i ’“2)"9((1)8 (e | ) =0
u.s. W,

deren geometrische Bedeutung im confocalen Flichensystem hiermit
gegeben ist.

Am Schlusse dieses Kapitels IT sei es gestattet, einen kurzen
Riickblick auf die Resultate desselben zu werfen.

Es ergab sich zuerst die Darstellung der Punkte (Formeln (33))
und Ebenen des Raumes (43) durch vier transcendente Parameter, von
denen 2 durch eine Relation (32) von einander abhingig waren.

Mathematische Annalen. XXIL 4
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Aus diesen Darstellungen ging im Besonderen die Darstellung der
Punlite der Fliiche 4, (34) und der beiden Normalebenen dieser Punkte ((43)
mit v,|v,==0]0) durch swei transcendente Parameter hervor. Hieran
schloss sich die Darstellung (46), (46") der Liniencongruens der ge-
meimsamen Tangenten der Flichen A, und p, an. Mit den Formeln (34),
(38) und (43" fiir o, | v,=0{ 0 und (46) wurde die vollstindige
Deutung der 16 8-Functionen der Argumente u, | u, im con-
focalen Flichensysteme erreicht,

An diese Deutung reiht sich die Frage nach der Bedeutung der
identischen ©-Relationen im confocalen Flichensysteme an. Auch die
Beantwortung dieser Frage wurde im vorliegenden Kapitel begonnen.

Als Reprisentant der quadratischen Relationen mwischen je 4 9-
Functionen eines Rosenhain’schen Sechsersystems erscheint die Rela-
tion (35) mit ihrer Bedeutung fiir die Darstellung der Fliche 2. Grades.
Als Reprisentanten der G pel’ schen biquadratischen Relationen zwischen
4 9-Functionen bilden die unter (49) angedeuteten Relationen die
Grundlage fir die Darstellung der speciellen Liniencongruenz 4. Ord-
nung und 4. Classe.

‘Endlich sind die vier- und dreigliedrigen Productrelationen mit be-
ziehungsweise zwei und einem Paare von Variablen durch die Formeln
(45) und (50) mit ihren geometrischen Bedeutungen fiir die vereinigte
Lage gewisser Raumelemente vertreten.

Kapitel 111

Bedeutung der Additionstheoreme der hyperelliptischen Integrale
im System der eonfocalen Flichen.

§ 14,
Die Addition der transcendenten Parameter.

Von einem #usseren Punkte P = 1, u, v = z, y, # eines Ellipsoides,
dessen Parameter 4 der Bedingung i < 4, entspricht, seien die 4 ge-
meinsamen Tangenten an die Flichen 4, und g, gezogen; die Be-
rithrungspunkte mit dem Ellipsoid 1, seien in der gemeinsamen Be-
zeichnung P’ == A,u'v == z, ¥, 2/ zusammengefasst,

Die Gleichungen einer der beiden dem Punkte P zugehorigen
Normalebenen Ej, welche die 4 Tangenten PP’ enthalten, ist nach
§ 3, 11 in laufenden (nicht homogenen) Punktcoordinaten «, o', #

£ + 9y +£4 +2=0,
wo £, 9, ¢, 7 als die homogenen Coordinaten der Ebene E; durch die
Formeln (12) definirt wurden. Es ist ferner:
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zz 27
«—l T B—‘lo + ¥ 4
die Polarebene E, des Punktes P in Bezug auf das Ellipsoid 4,. Die
Schnittlinie der beiden Ebenen E; und E, trifft das Ellipsoid 4, oder
xz'? y'z 22
it tion ty=g ~ 10
in den Beriihrungspunkten P’ der beiden in der Ebene E; enthaltenen
gemeinsamen Tangenten der Flichen 4, und g, durch den Punkt P.
Es folgt also:

1. Sind z,y, # die gewbhnlichen Coordinaten eines dusseren Punktes
Pund £, 9, &, © die homogenen Coordinaten einer der beiden ihm au-
gehbrigen Normalebenen Ey, so_bestimmen sich die Coordinaten &', y', &
der Beriibrungspunkte P der beiden durch den Punkt P gehenden und
in der Ebene E; enthaltenen gemeinsamen Tangenten der Flichen A,
und w, mit dem Ellipsoid A, durch die Gleichungen:

£ +qy + ¢4 + =0,
, o

Yy —
(51 -7 T p—'lo+'¥—)~o—1—~0’

ot g 7t
—1=0.
e — 1 + -1 + y—1

—1=0

Bezeichnet man nun mit v, | v,, %, | %,, die Parameter, welche der
Punkt P mit der Ebene E; gemein hat, und mit u," | u,” die Parameter
der beiden Punkte P‘, und fiihrt mittels der Formeln (33), (34) und
(43) diese Parameter in die Gleichungen (51) ein, so wird die dritte
Gleichung identisch erfiillt, wihrend die beiden anderen die Form

(00)-o(

10)wile - #(16) aulm) -2 (08) (w1 )
+9 01) "9(1(1)

0

0

)(’”1 [2,)- @ (i i) (il uy) - ® (8 %) ('“1’ buy)
( ) U ]i) CACAR (8(1)) (uy 1“2) ‘&(% (1)) (uy | uy)
— 0(00 G(l)) (vy]0,) - & (1 o)y |us) - & (08) (2, ].uQ'} =0,

(
#(00)-#(

©2 88) (v,|9,)- & (()()) CAUSE ’3(0 (]j) (w) | uy)
+ 8 1) (8()) (v4]vy) - & (8 i) (o4 f24y) » 3'(3 i) (" | uy)
+a(11 (H) CAENY 8(11)(u1|u2) 3(1 1) (' | uy)

- 3(8(1)) s 00) (o4]vg) - & (oo) (o [0) - 3(00) (w, | %) =0

4
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Durch Vergleich dieser Formeln mit den folgenden Additionsformeln
der 9-Functionen®):

(2(6)-0(30) @iton - (16) a9 (85) ko 1ok

+ &(8(1) '3(1(1) (v,{wy) - & (Ji i) (| uy) - "}(8 i) (w0, | 1y0,)

1
(8%)(”&”2) 2 ()1)(%;{“9) ‘3(%(1) (0, | Uy +1,)

oG
0

(vy]0,) - B (1 o) o | ts) - & (() ()) (uy; | uyH0,)=0,

) (CALAE t)‘(()0) (uy | 9y) - 1‘}(() 0) (uy £ 0y | %y 2,)

0)
o)

( >(’U1 |s) - 'ﬂ(O 1) (g | op) - '3<0 1) (w10, | uyt-v,)
+ & <1 1) (1 1) (@y]vy) - (i 1) (CAUSE 3(% (]-:') (uy v, | uy+0y) -

— (g(l)) (() 0) (v, !"72) i (O O) (wy |uy) - & (00) (g Fv, | uyt-2,)=0,

ergiebt sich, dass die Gleichungen (52) bei gegebenem v, [ vy, u, | u,
flir w,” | w, die beiden Losungen u," | w, == u; -+ v, | 4, -+ v, zolassen.
Mit Ricksicht auf die geometrische Bedeutung der Gleichungen (52)
ergiebt sich hieraus der Satz™¥):

0. Sind vy | vy, %, | 4, die Parameter, welche ein dusserer Punkt
P mit einer der beiden ihm sugehirigen Normalebenen E, gemein hat,
so haben die Bevihrungspunkte P’ der in dieser Ebene gelegenen ge-
meinsamen Tangenten der Flichen A, und w, mit dem Ellipsoid 1, be-
ziehungsweise die Parameterpaare:
(54) ' [ = v |4y -0,
Es verdient dabei hervorgehoben zu werden, dass jede der Gleichungen
(52) fir sich allein bei constantem v, | v,, u, | u, einen ebenen Schnift
des Ellipsoides 1, in laufenden Parametern u,"|u, des Ellipsoides darstellt.

9
—8
+ 8

11):
(oo)

00):
01)

§ 15.
Das Additionstheorem der Integrale 1. Gattung.
Was den im vorigen Paragraphen gefundenen Satz II angeht, so
gehoren sowohl zu dem Punkte P des Ellipsoides 4, wie auch zu den
Punkten P’ des Ellipsoides 4, je swei Parameterpaare u, | u,; die

# Vgl Krazer, a. a. 0. 8. 34, Formelsystem B,.,
**) Vgl. die Behandlung des analogepn Satzes der Kegelschnitistheorie bei
Enneper, Elliptische Functionen. Theorie und Geschichte, S. 499.
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beiden Parameterpaare des Punktes P vertheilen sich auf die Normal-
ebenen E; im Punkte P, die der Punkte P’ auf die gemeinsamen
Tangenten der Flichen 4, und g, in den Punkten P’. Um in dieser
Beziehung die ‘Angaben des Satzes II zu vervollstindigen und zu
ermitteln, welches der beiden Parameterpaare eines Punktes P’ den
Werth (54) erhilt, bedient man sich der Differentialgleichungen (20)
des 8 5.

Dem Punkte P kommen nach § 6 vier verschiedene Systeme zu-
sammengesetzter Wurzelfunctionen N, M, A zu, die sich auf die Elemente
d8 der 4 durch den Punkt gehenden gemeinsamen Tangenten der Flichen
Ay und p, vertheilen. Die Differentialgleichungen der 4 Tangenten
sind in der gemeinsamen Form:

»*tdy = p* ¥tz -0

N M A ?

enthalten, wo N; M, A jeweils die dem Punkte P als einem Punkte

der betrachteten Tangente zugehdrigen zusammengesetzten Wurzel-
functionen bedeuten.

Diese Differentialgleichungen mag man sich fiir jedes Element der
Tangente PP’ niedergeschrieben und alsdann die succesiven Gleichungen
addirt denken; man integrirt mit anderen Worten die Differentialglei-
chungen lings der Tangente von P bis P’ hin. Das Resultat der
Integration: ‘

® =1, 2,

V',N'I .u',M’1 2

v ldy p* tdu 1x—182
f N —f mo tJ)—a =0 *=1,2,
» N e, M 3,.4

giebt zwei Relationen zwischen den elliptischen Coordinaten v, u und
2, w der Punkte P und P’. Die Integration ist, wie ihre -ausdriick-
lich hervorgehobene Zergliederung erkennen lisst, fiir alle 3 Integrale
in der Weise auszufiihren, dass fiir jeden Punkt der betreffenden
Tangente PP’ die dem Punkte als einem Punkte dieser Tangente
zugehdrigen Warzelfunctionen N, M, A einschliesslich ihrer Vorzeichen
in Rechnung gezogen werden. Demmach sind im Besonderen unter
N, M’ die dem Punkte P’ als einem Punkte der Tangente PP zukom-
menden zusammengesetzien Wurzelfunctionen zw verstelien.

Was die Anfangselemente dS der 4 gemeinsamen Tangenten der
Flichen A, und g, angeht, die durch den Punkt P hindurehlaufen,
0 kommt zweien derselben ein positives und zweien ein negatives Vor-
zeichen von A zu. Lings der Strecken PP’ wechselt das Vorgeichen
von A nicht, und es gehdren von den 4 Strecken PP’ stets zwei der
negativen Hilfte der betreffenden Tangente an, so zwar, dass je eine
positive und eine negative Strecke PP’ im Punkte P einander con-
Jugirt sind (vgl. § 6).
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Ob die Vorzeichen von N und N mit einander oder die von M und M
wit einander libereinstimmen oder nicht, das hingt nach § 6 davon ab,
ob der Weg PP die Ebene v = 8, v = & oder p = y durchschnéidet
oder das Hyperboloid g==p, beriibrt, und ist also aus der geometrischen
Anschauung unmittelbar ersichtlich.

Die gefundenen Relationen zwischen 4, g, v und g’, v" kbnnen
so aufgelost werden: )

¥, N

Y, ' y",M' ’ N w M Z;.d
v ldy [t y*1 dw ’_ldy, 2 tda 0
N, Mmoo + - AT
5 . g 4

Q

worauf man das Resultat erhilt:

L. Zwischen den elliptischen Coordinaten v/, u' des Beriihrungs-
punktes P’ einer der 4 vom Punkte P an die beiden Flichen A, und
w, laufenden gemeinsamen Tangenten mit der Fliche 4, einerseils und
den elliptischen Coordinaten 4, w, v des Punktes P andererseits be-
stehen die Relationen:

» N u, M i.4 LM
dy dp al d‘u dy.
f N _f M +J A —f H

. B Y
%) M a4 D
vdv wdu /ldl . vdv de
+, A N T J M
y % 8 Y

wo N, M, A die dem Punkte P und N, M’ die dem Punkie P’ als
Punkten der betrachteten Tangente zugehorigen zusammengesetzten Wurzel-
functionen bedeuten.

Dieser Satz enthilt die geometrische Deutung des einfachen Additions-
problems, welches verlangt, bei gegebenen oberen Grenzen v, g, 4 und
gegebenen Vorzeichen von N, M, A die oberen Grenzen #/, ¢’ und die
Vorzeichen von N’, M” so zu bestimmen, dass von Multiplis der
Perioden abgesehen die beiden Relationen (55) bestehen.

Die constructive Losung des Problems ist folgende:

Man fixirt auf dem Ellipsoid A einen der Punkte v, g, fiir welche
die zugehorige Quadratwurzel N das gegebene Vorzeichen besitzt, und
wihlt unter den 4 durch diesen Punkt P gehenden gemeinsamen Tan-
genten der Flichen 1, und g, diejenige aus, der im Punkte P die
gegebenen Vorzeichen von M und A zukommen. Die elliptischen Co-
ordinaten »' und u' des Beriihrungspunktes dieser Tangente mit dem
Ellipsoid 4, sind die gesuchten oberen Grenzen und die dem Punkte
als einem Punkte der Tangente zukommenden zusammengesetzten
Waurzelfunctionen N’ und M’ sind die gesuchten Wurzelwerthe N’
und M’,

-+
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Indem man die Relationen (55) durch lineare Combination auf die
in (28) eingefithrten Normalintegrale iibertrigt, nehmen sie die Ge-
stalt an:

:’.»N’ WM [ ‘.’;N u, M 4,4
(56) {ﬂj m,,—fdco,} -——1 jdm,, ~—fdco,,} = /dm,,, x=1 2.
y # ¥ %

Die nihere Betrachtung der Integrationswege der vorliegenden
Integrale fiihrt alsdann zu dem Schlusse, dass die linken Seiten dieser
Gleichungen nicht nur modulo #4 | O und O | »4, sondern auch modulo
274 {0 und O} 2x4 als die Differenzen w,"—w, | w,’—wu, eines Para-
meterpaares u," | u, des Punktes P’ und eines Parameterpaares %, | u,
des Punktes P zu betrachten sind; und zwar ist «, | #, dasjenige
Parameterpaar, welches der Punkt P mit der die Tangente PP’ ent-
haltenden Ebene FE; fiir die Darstellung (43) gemein hat (vgl. § 11,
IV. V), ond %, | u,” dasjenige Parameterpaar, welches der Punkt P’
mit der Tangente PP’ fiir die Darstellung (46) gemein hat (vgl. § 13,
I II). Hiernach ergiebt sich mit Riicksicht darauf, dass den Punkten
der Strecke PP’ der negative oder positive Werth von A zugehdrt,
jenachdem dieselbe einen Theil der positiven oder negativen Hilfte
der betreffenden Tangente der Flichen 1, und u, ausmacht, der Satz:

IV, Zwischen einem Parameterpaare u,” | u,” des Berihrungspunktes
P’ einer der 4 vom Punkte P an die beiden Flichen i, und w, laufenden
gemeinsamen Tangenten einerseits und eimem Parameterpaare u, | u,
des Punktes P andererseits bestehen die Bezichungen:

(54) g | oy =y 0y | Uy = 0

dabei ist unter w, | u, dasjenige Parameterpaar des Punktes P’ ver-
standen, welches derselbe mit der Tangente PP’ gemein hat, und unter
u, | uy, dasjenige Parameterpaar des Punktes P, welches er mit der die
Tangente PP’ enthalienden Ebene Ey gemein hat; endlich ist fiir v, | v,
w der Definition (28) jetzt unter N der positive Werth der Quadrat-
wurzel verstanden: es gelten damn “in (54) die oberen oder wunieren
Zeichen, jenachdem die Strecke P P’ der negativen oder positiven Hilfte
der betreffenden Tangente angehort.

Damit ist der Satz IT des vorigen Paragraphen in einer erweiterten
Form wiedergefunden, aus welcher die Nothwendigkeit der genauen
Vorzeichendiscussionen des Kapitel 11 zu erkennen ist.

§ 16.
Die Additionstheoreme der &-Functionen als analytischer Amsdrnck
’ der vereinigten Lage gewisser Raumelemente,
Auf Grund des Satzes IV kann man unmitfelbar die Parameter
der vier Punkie angeben, in welchen die vier durch den Punkt P
gehenden Tangenten der Flichen i, und g, die Fliche 4, berithren.
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Bezeichnet man n#mlich die beiden Parameterpaare u,|u, des Punktes
P mit u, |y, und 4, |G, , so sind die Parameterpaare der vier Beriihrungs-
punkte P':
o fuy,+o,, 4o g0
Als weitere Folgerung geht hervor (vgl § 13, L IL):
V. Sind u|u, wnd a,|4, die beiden Parameterpaare eines Gusseren
Punktes P anf dem Ellipsoid v,|v, oder 4, Iso sind:

{“1’*‘”1]“2’4"”27 oy + v | G + vy,

(57) ] ]
Uy — 0y | Uy~ 0yy Uy 0y [y — 0y

die Parameterpaare der 4 durch den Punkt P gehenden Strahlen S der
Congruenz der gemeinsamen Tangenien der Flichen A, und u, (fir die
Darstellung {46)).

Die je dibereinanderstehenden Parameterpaare in (57) kommen
zweien in derselben Normalebene I, des Punktes P gelegenen, also
einander conjugirten Strahlen S zu; die nebeneinanderstehenden Para-
meterpaare der oberen, resp. unteren Zeile in (57) gehoren den Strahlen
zu, die mit ihrer negativen, resp. positiven Hilfte durch den Punkt
P gehen.

Zu einem 3Husseren Punkte P des Ellipsoides v, |v, gehdrten 2
Normalebenen E; und 4 Congruenzstrahlen S. Die analytischen Folgen
der vereinigten Lage von Punkt z, y, 2, ¢ und Strabl p;,, resp. von
Ebene £, 4, £, v und Strahl p;, sind:

TPy + YPr + 8Py =0,  Epyy + pys + Lpy =0,
YD — 2Py F 0y =0,  qpyy — {py + 1P, =0,
2Py — Py + P =0,  {py — Epyy + 7P =0,
TP13 — YPpp + 103 =0, Epy, — qpy, + 7 = 0.

In den transcendenten Parametern der betheiligten Elemente ge-
schrieben, sind diese Relationen nichts anderes als die Additions-
theoreme der ©-Functionen:

2 (61)-2(00) @lo (0 6) tulu) -2 (5}) o | wy o)
®8) ﬁ&((l,g) (0 1) @ler) - 90 1)) -9(50 ) o 0y | ta-,)

+‘3(g (:5) (% %) CREN ’ﬂ' 1 1) CATYE 3‘(1 ()) (Uy =0y |4y 0,)= 0

. und 3 analoge Formeln,
ferper: .



Additionstheoreme der hyperelliptischen Integrale. 57

© P ((1) )8(% 8) (v4]v,) -8 % (1)) (% !“2)"3'((1)%)(“1i'011’“2i”2)
(68" ((1) O) ( ) CALAE 9(1 1) (g | p)- 8(10) (, v, |ty +-2,)

(é O) ) CRCAE ’9(8 1) (04 [y ﬂ(()o) (u1+vl[u2+vz)-——

und 3 analoge Formeln. .

Diése Additionstheoreme gelten in Bezug auf wu,|w, identisch, in
Besug auf v, |v, nur unter der Voraussetzung (32). Diese letztere ist
es, welche die im Allgemeinen viergliedrigen Additionsformeln auf
3 Glieder reducirt; es wiirden nimlich beispielsweise die beiden aus-
geschriebenen Additionsformeln (58), (38') in wumverkiirster Form so
lauten:

2 ((1) ?) 2 88) (vy]v,) '3(8 (1))(“11“2) ﬂ(é %) (g -0, [y +-2,)
—2(50)2(07) (ealow) 80 1 Yl -2 (5 s 0,y 2= 2)
+8(70)-9(1 1) @lon) -9 (1 ) ) -2 (20) (o -0

~8(00)2(61) @10 -2(5 ) tulm) -2(50) w0, 1wy o) — 0

9 ((1)(1) (1 O) (v1]vy) - «8(% (1)) (204 | e4y) 3((}? i)(’“:i"’: |ty -0,)
'"'8((1) 8) 1 1) (v1],) - ’ﬂ(i %) (w0 | tty) - 8(1 0) R A SO
4@ OO) ( >(” [vy) - '3( O) ('”’11“2)"3(0 0)(“1i”1)“2i”2)

~9(00)-2(0 1) ile) (59 1) -2 (5 0) -, 1 ) =0

. Mit v |v, = 0]0 gehen die 4 Additionsformeln (58) in die 4 Produet-
relationen (50) des § 13 iiber, wihrend in den Formeln (58°) alle
Glieder einzeln verschwinden.

§ 17,

Goeometrische Bedeutung der Additionstheoreme der Integrale
2. und 3. Gattung.
Die vorstehenden §§ 14 —16 bezogen sich auf das in den Glei-

chungen (55), (56) enthaltene Additionstheorem der hyperelliptischen
Integrale 1. Gattung p = 2. Der § 15 gab eine geometrische Inter-
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pretation dieser Gleichungen, welche in § 14 mittels der Parameter-
darstellungen des Kapitel I und in § 15 mittels der Differential-
gleichungen (20) begrindet wurde. Xs ergaben sich ferner die den
transcendenten Relationen (55) entsprechenden algebraischen Glei-
chungen (51), in welche mittels der Formeln (9) und (12) die oberen
Grenzen 1, g, v, ¢/, v der Integrale der Relationen (55) eingefiihrt
werden kdnnen, und zugleich die geometrische Bedeutung einer Gruppe
von Additionstheoremen der &-Functionen, Auf Grund der dabei be-
nutzten geometrischen Vorstellungen sollen im vorliegenden § 17 die
von dem Additionstheorem (55) der Iutegrale 1. Gattung abhingigen
Additionstheoreme der Integrale 2. und 3. Gattung abgeleitet werden.

Sei zu dem Ende wiederom P=uz,y, 2= 4, g, v ein auf dem
Ellipsoide 1 beliebig gegebener #usserer Punkt und P’ =z, ¥, #
= A,, #', V" einer der 4 Beriihrungspunkte der vom Punkte P an i,
und g, gezogenen Tangenten mit 2,; seien ferner N, M, A die dem
Punkte P und N’, M’ die dem Punkte P’ als Punkten der betra.chteten
Tangente zugehdrigen Wurzelfunctionen.

Alsdann driickt sick die Lénge einer solchen Tangente von P bis
P in gewﬁhnlicher Maassbestimmunrr nach § 7, 23 also aus:

PP J (v—m(v—uu)dv f(u—lo)(#—uo)dﬂ

(1—1)(l~u)dl
+ 03/\ 0

54
und zwar ist dies die positive oder negative Linge des betreffenden
Linienstiickes, jenachdem die dem Punkte P als einem Punkte der Tan-
gente zugehdrige Wurzelfunction A positiv oder negativ ist*). Anderer-
seits hat man:
PP =t)@—ay+—y)V+ -7
Die Combination beider Gleichungen giebt:

1;,N &,M
(v—2(»—uddry [ (p—12) (g —u)dp
. 2N 2M
K ¥
1,4
(L —2) (A — po) AL
(59) +J 2A
v N M
=J =l —p)dy (e~ (s —u)ds
2N 2M
8 ¥

FV(@—2 P+ (y—y)+(=—7)>
*) Weil im ersteren Falle bei der Integration die positive, im letzteren die
negative Richtung der Tangente verfolgt wird (vgl. § 7, III and § 6, Mitte von S.22),
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wobei im 3. Gliede rechter Hand das obere oder untere Vorzeichen
giit, jenachdem im 3. Gliede linker Hand, fiir die obere Grenze,
A positiv oder negafiv ist.

" Kbenso wie hiernach die Anwendang der gewihnlichen Maass-
bestimmung auf die Tangente PP’ zu dem Additionstheorem der Inte-
grale 2. Gattung fihrt, gelangt man mit Anwendung der projectivischen
Maassbestimmung fiir die Fundamentalfiiche o zu dem Additions-
theorem der Infegrale 3. Gattung. Die entsprechende Formel lautet

(vgl. § 7, 237):

v N
}/(“—m)(ﬁ—m)()'“"ﬂ) =19 (v — o) dv_
(ko — o) (po — )

M
,_f(p—zo)m—umy _i__J(l—lo)(l_!‘o)dl}
y (v — @) M A—w)A

=}/(u—m)(ﬁ—w)(y—w) { <v—za)<w~uo Jdv

(2o — @) (o — @) (v — o) N
(60) | A .
(r—L)(e—p)de | — Q+
wo zur Abkiirzung gesetzt ist:
Q= ot ooat y_ar — L
=y T e (yi—ayy | (@y —yar
2 7/ e Ut e T -0 T @B —a)

und das Vorzeichen des logarithmischen Gliedes dem von A entgegen-
gesetzt zn nehmen ist.

In die erhaltenen Formeln (59) und (60) kann man an Stelle der
z, y, z und ', y', & vermittelst der Formeln (8) die 4, &, » und o', v
einfilhren oder auch vermittelst der Foymeln (33) und (34) die von
den Integralen der Gleichungen (56) abhingenden ©-Functionen ein-
treten lassen. Das letatere soll wenigstens fiir die Formel (59) explicite
durchgefiihrt werden,

Sind wieder u, |u, die Parameter des Punktes P auf dem Ellip-
soide 2 |9,(4) und der die Tangente P P’ enthaltenden Ebene E; , ferner
ty'|u, die Parameter des Punktes P’ und der Tangente PP selbst,
so wird nach (33) und (34);
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oew #(00)-2(00) @l -9 (00) mim) -8 (30) 'l )
Ve=a 5 (300000 tulen -2 () Galue) -9 (50) e )
o (00) 5(5 ) i) -3 (0 0) wntoe -0 (0 0) (s 1)
- 2 (00 ‘3(gé)(”rl”2)“"(38)(%[%2)-%(38) o )

Nun ist nach (54) w,' | u, = w, + v, | %, + v,, wo die oberen
oder unteren Vorzeichen gelten, jenachdem PP’ der negativen oder
positiven Hilfte der beireffenden Tangente angehdrt. Benutzt man
daher, indem man zunichst die oberen Vorzeichen annimmt, das
Additionstheorem:

& 83))'&(8 8)(7’1 [2,) - & (83)(“1[“:) '3(88)(u:+?1: ‘ue‘f‘”z)

_‘8(8 8) 8(8 (%)(Mv?) i (88)(“1“2) ﬁ(?)é) (w4, Lty +0,)
;8((1) ?) '3((1) %)(7’: [0,) - & ((1)(1))(”1 [ty) 3(?%) (w1 + vy |ty +-y)

—3(3 (1) B(é % (v,1%,) - & (3?)(% | #6,) 8(}&) (2, 40y Hthy 03y =10,
in welchem das letzte Glied in Folge von (32) verschwindet, so erhilt man:
3 (3958 D o( wuti) (] 3 ) 1)

Vemh 1o (50)-0(5 &) mlew-2(0 0 )cush) #(g o) w1
hieran reihen sich die analogen Formeln:

#(39)-0(% D wuton)-2 (3 1) ) 23 o) "1 o)

k]

n 5 (32)-2(5 D) oion -2 (5 o) (i) (0 0) 1)
sy 90090 Do o((wim-o(00) 1)

(61) =2 5(00)o(3L)winn oS usm)2 (3 6) i 1w
vi—sy 20020 Dm0 ( ) 2(0 1) 1)

R =0 5 ()05 D muton- 95 ) e 24 0 s 1)
ia— s 2 (30)-2(1 1) (eton) 9 {1 1) coion) 0 (g o) s 1)

Vr=ie=i o (08 oGe)wion-o () minar o) S )
- 2y -y . @ ((1)(1) ‘ ’3((1) })(”11”:) 3((1) (1))(“’»‘“2) "&((1) g) (1| %) .
Va—1,Vg~—1, a'(g (1)) . 3(8 (1)) (v4lvg) 8 (g g) {thyfthg) .‘}(g 8) CNE’Y)
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Diese Formeln sind vollsifindig anfgestellt worden, weil sie einen
neuen Beweis der Darstellung (46) der Lipiencongruenz der gemein-
samen Tongenten der Flichen i, und p, liefern, der sich unmittelbar
auf die Additionstheoreme der ©-Functionen und die geometrische Be-
deutung der Addition der transcendenten Parameter stiitzat (vgl. § 4, (16};
§ 12, (46); § 13, D).

Zuziiglich der Formeln:

00\ (00
VE—4, __ 5(12)-2(0 " Vi1, o(11)
T = ]
ergeben die 3 ersten Gleichungen (61):
eew QD)0 21w iw-a(o0)- o1 ) 1n)
Ve=1 #(g0)-2 83)(«:,;%)@(33)@,ww(gg)-e(gg)mm i
y— . 0(1) '1"(?1)(2’:#@2)-3(??)(mluz) (10 (ot )
Vet 5 (3g)e 33)“—"1172)-6(33)(%;@-6 o0 -a(gg)(um,u
g—7 v (1)(1) 'ﬂ(?i (Wxg?iz)"&((l)(l)‘)(% [o4) - '3({ 1)"9(10 (w/ f“sl)
Ve=to 5(08)-o(5 8)wion-o(S0)cue 1) - (5 0)- 000 D15

Die Bildung der Quadratsummen der rechten und linken Seiten
fihrt unter Benutzung der ideptischen Relation*):

& (88) '92(1 1) () luy) + 97 (0 1) 87 (1)(]) (7"'1 Juy)
+o(3 1)-02 (6 o) () — 92 0) a?(‘l) D) @iy =0
zu dem Resultate®*):
]/(50—95)2 i—(y’-—?/)z + (g —2)?
_.° 11)-8(1 Do 23 ,)cu.iu21~a(§’§’)(u;m')

2(50)-2(5 ) lonr-o(3 ) el o (S Y cwr sy

Hiernach nimmt die Gleichung (59) die Form an:

*) Vgl. Krazer, a. a. 0. §. 35, B,
*+) Vgl die analoge Formel aus der Anwendung der elliptischen Fanctionen
anf die Geometrie der Kegelschnitte bei Enneper, a. a. 0. 8. 500.
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» N f“yM i,4
(—t)(v—p)dy __ ["(p—2)p—po)dp (2—1) 3 —po)d2
22N eVa—1,-M sVa—1,-A
F4

» N'
‘(v~7~o)(v—~#o)dv (u~lo)(u-#o\d#
(62) - 2Ve—1,- f 2Va =17, M

17

Y0)-8(3 1) orten -2 (3 i) o (3 )0 +011 s )
L 2 (00)- 20 o) rton)- (5 o)l 2§ 0) -1 s F o)

wo das Vorzeichen des 3. Gliedes rechter Hand so zu bestimmen bleib,
dass dieses Glied mit Einschluss seines Vorzeichens einen negativen
oder positiven Werth erhilt, jenachdem im 3. Gliede linker Hand, fiir
die obere Grenze, A positiv oder negativ ist.

Trennt man die Integraldifferenzen %, | w, in ihre Bestandtheile
und setzt etwa:

»N v N 4 M “ M
de,{fdm?=sl|s?, jdw,%fdm.z=t,lt2
] 7 7 7

(63) und, wie friiher:

1,4 1,4
Jdml }4 dco.2=1)1|02_,

so bestehen zwischen den Variablen s, |s,, ¢ |4, v, | v, nach (31)
die Relationen:

10 01 11
o (1 1) (8¢ [ 8)=0, # (0'1) ¢ lt)=0, o (0 1) (95 | 9,) = 0.
In Folge derselben fallen aus der fiir beliebige Werthepaare s, | s,
und .4, | ¢, geltenden Additionsformel:

4 (88 (‘i (1))(31 8) -9 (1 1>(t1lt2) o (0 0) ($1—12 | 8,— 1)

— o (90080 B2 (1)

_3(10 . (1 I)(Silsﬁ) ¥ ]1)(5 1tg) - '3'(00) (31 b Sy—1y)

- '3( (8 {)(sllsa) & (0 1)(t1 RARLS (1)(1)) (51“"5 | 8,—2,)=0

im vorliegenden Falle die beiden letzten Glieder fort, und es foigt:
(1Dt 21D G- 2(37) Gl )
2(30)- 900 auiw  #(30) (il - 2(30) i 1)




Additionstheoreme der hyperelliptischen Integrale. 63

Demnach kann man -das Additionstheorem (62) der Integrale
2. Gattung auch in der Form schreiben:

» N oM.
( /'(v—zo)-tw—uo>dv _ (el re—pan (- 1)0—w)di
2Ve—1,-N J Va1 M 2Va—1,-A

/(V*lu)("“‘!‘o)dv _ (L——lo)(u——yo)dy.
(64) 2Va— 1, _2Va—iM

¥
‘3‘( 1)(”1 ) 9(1 1) (51:52) - 3(1 1) (6t} 3(? ?)(31—'t1+”1 | So—tg}v2)
@ (0 o) (v25) '9(0 o)(&l 52)-8p 0)(‘1 2 3(8 8)(31~t|+”1 t Sa—2,4202) ,

wo 8, 1.8, 4 14, v, | v, die Bedentungen (63) haben, und zwischen
v, N; p, M; 4, Ay o, N'; o, M" die Relationen (55) bestehen.

§ 18.

Bestimmung des Schnittpunktes zweier sich schneidender
Congruenzstrahlen.

An den Satz V des § 16 schhessen sich als leichte Folgerungen
die ferneren Sitze an:

L Sind w, | u, die Parameter eines Strahles S der Congruenz (46),
so wird das Ellipsoid v, | v, oder & von dem positiven Halbstrahl S
im Punkte:
) t + v | 4y 4 vy,
von dem negativen Halbstrahl im Punkie:

uy, — Uy | Uy — U,

geschnitten.

Hierbei sind unter v, | v, die Integrale aus (28) mit positivem A
zu verstehen, wie solches auch fiir die beiden folgenden Sitze gilt:

I1. Die den Strahl wu, | u, in seinen Schniftpunkten mit dem Ellip-
soid v, | v, enthaltenden Normalebenen dieser Punkte sind u, 4 v, | u,-v,
mit der dem Sutz 1 entsprechenden Bedeutung der Vorzeichen.

I11. Ein vom Punkte u, | u, des Ellipsoides v, | v, ausgehender
und in der Normalebene wu,|u, des Punkies enthaltener Strahl S

schneidet dasselbe Ellipsoid zum 2. Mal im Punkie:
w + 2o, | uy &= 20y,

wo die positiven oder negativen Vorzeichen zu nehmen sind, jenachdem
der 2. Schyittpunlt auf dem positiven oder megativen Halbstrahl S liegt.

An diese Sitze kniipft sich weiter die Frage, wann zwei reelle
Congruenzstrahlen, die durch ihre, wie in § 10 beschrinkien, Para-
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meterpaare u," | u,” und w,” | u,” gegeben werden, sich schneiden, und
zwar sich so schneiden, dass sie in ihrem Schnittpunkte conjugirt
sind, also die durch sie bestimmte Ebene eine der beiden ihrem Schnitt-
punkte zugehdrigen Normalebenen des Ellipsoides ist, auf dem der
Schnittpunkt liegt. Diese besondere Form des Schneidens zweier
Strahlen soll als, conjugirter Schnitt auf dem Ellipsoid* bezeichnet werden®),
. Seien unter der Voraussetzung, dass die gegebenen Strahlen sich
auf dem Ellipsoid #, | v, conjugirt schneiden, u, | u, die Parameter
ihres Schnittpunktes und zugleich der diesem Punkte zugehorigen
Normalebene E;, welche die Strahlen enthilt. Der Schnittpunkt mag
etwa auf dem negativen Halbstrahl w," | %, und auf dem positiven
Halbstrahl »,” | »,” liegen. Dann miissen sich nach § 16, V die Para-
meter u," | u,” und %" | u,” in die Form setzen lassen:

? ’ ” 2”7
uy |ty =y 4 0, | Uy 4 0y, uy |y =y — o [ uy — v,
oder, wie der Kiirze halber geschrieben werde: ‘
W =u-+ v, w o=y — v,

Diese Form angenommen, folgt:

P o , ”
uw 4 % w — %
VESS .

- Da nun v, | v, allgemein der Bedingung (32) gentigen miissen, so
ergiebt sich als wnothwendige Bedingung fiir den conjugirten Schnitt
der Strahlen » und «”:

2(o1) (5 | =) =0,

Diese Bedingung ist aber auch hinreichend. Tst sie nimlich erfiillt,
so wird die gemeinsame obere Grenze 4, A der beiden einfachen Inte-
grale o, | v, aus der Forderung'

(65) o | v, = dwl }Jd‘% ——u, l u,’;uz

bestimmt, und zwar elndeutlg. Da tiberdies aus dem Umkehrproblem
(65) unter anderen die Relation:

v _ 009926090 (5 | 5
R R RO e

folgt, deren rechte Seite, bei der den Parametern u, | u, der reellen
Strahlen auferlegten Beschrinkung, immer reell ist, so muss die Losung

o

#) Dabel liegt der Schnittpunkt der beiden Strahlen immer auf der positiven
Halfte des eimen und der negativen Hilfte des andern Sirahles (vgl. § 8).
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A des Umkehrproblems (65) immer zwischen den reellen Grenzen — oo
und 4, liegen.

Es kann alsdann auch stets erreicht werden, dass in der Losung
A, N die Wurzel A positiv ausfdllt, indem man, falls dies bei der

Forderung: v = L;i nicht der Fall ist, die Forderung v = u - w

stellt. Hat man die obere Grenze A, A der beiden Integrale v, 102
W —

besti

nach § 18, 1 das Ellipsoid 2 von dem negativen Halbstrahl #’ im Punkte
w— =—“——Z“— und von dem positiven Halbstrabl #” im Punkte

w o= i“—'tir geschnitten, Die beiden Schnittpunkte fallen also

ZUSaMINeN ; ferner liegen nach § 18, IT die beiden Sirahlen «' und «”

auch in derselben Normalebene des Ellipsoides 2 im Punkte L] _’2' “ . Da

u,” | u,” ein reeller Strahl der Congruenz und o, | »,, wie bewiesen,
ein reelles, A, umschliessendes Ellipsoid ist, so folgt, dass auch der
Schnittpunkt w — v = = _’2_ L
Das Resultat ist dieses:
a) Die nothwendige und hz’meichende Bedingung dafiir, dass
zewet reelie Congruenzstrahlen w/ | w, und w,” | wy” sich auf einem Ellip-
soid A conmjugirt schneiden, lautet:

(66) 2(on) (5| = 5) =0

b) Der Schuittpunkt liegt dann auf dem Ellipsoid:

ein reeller, Ausserer Punkt sein wird.

u'——u" %)_—%ll'
‘U,]’Uz=i‘21 }:}: ) ’

¢) Die gemeinsamen Parameter des Schwittpunkies und der Ebene
der beiden Strahlen sind:
Uyt

2 ?

%; + u{’
2

(67 Uy |y =

d) Jenachdem sich in der Liosung des Umbehrproblems :

14 2,4

. . e
(65) [dm,l'[dﬁlg=ﬁ‘ 2%: ,“222

fiir N das positive oder megative Vorzeichen ergiebt, liegt der Schuitt-
punkt der beiden Stmhlen auf der negativen Hilfte von w( | u, und
der positiven von u,” | u,”, oder wmgekehrt.

Mathematische Annalen. XXIL

5
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Da die nicht symmetrische Verwendung der 3 elliptischen Coordi-
naten 4, g, v zur Definition (28) der Parameter » und v den Ellipsoiden
des confocalen Systems eine ausgezeichnete Rolle zuweist, so kann
der Gleichberechtigung der drei Flichenarten des confocalen Systems
nicht in jeder Beziehung Rechnung getragen werden, ohne dass man
die einmal gewshlten Parameter verlisst. Um jedoch wenigstens die
einschaligen Hyperboloide fiir spitere Zwecke der Betrachtung zuging-
lich zn machen, soll hier noch die Frage beantwortet werden, wann
zwei Congruenzstrahlen o' und u” ,,sich auf esmem Hyperboloid u con-
Jugirt schneiden®, d. h. sich so schneiden, dass ihr Winkel von der
Normale N, des einschaligen Hyperboloides, welches durch ihren
Schnittpunkt geht, halbirt wird.

Sei P==4,y, v der Schuittpunkt der beiden Strahlen « und «”,
"die in der bezeichneten Art sich schneidend angenommen werden.
Bedeuten nun & und & nach Bediirfniss das Zeichen + oder —, so
sind die beiden Parameterpaare # und %# (vgl. § 16) des Punktes im
Allgemeinen von der Form:

U = U, u =y ~a A (wi | 0),
wofern man von dem etwa zutretenden Periodenpaar O | m¢ absieht
(vgl. Fig. 3). Dabei steht 4 (x7|0) zur Abkiirzung fiir u,-} ¢ |u,--0.
Die 4 Congruenzstrahlen durch den Punkt P haben nach § 16, IV
die Parameterpaare:
w4, u =% ++ o+ (73| 0),
U 2 — g, we —u—p + (zi]0),
und zwar gehdren die je nebeneinanderstehenden Parameterpaare zu
einem Paar in Bezug auf N, conjugirter Strahlen; denn die dem
Punkte P als einem Punkte eines jeden der 4 Strahlen zugehdrigen
zusammengesetzten Wurzelfunctionen sind bezliglich:
N, &M, + A, N, — &M, +A,
N, &M, — A, gN, — &M, —A
(vgl. § 10, VL. §11, V. § 15, IV). Zwei in Bezug auf N, im Punkte
P conjugirte Strahlen «” und «” haben also nothwendig die Parameter-
differenz:
W — =t — yn—% — (xi ] 0),

und zwar gehOrt bei dieser Schreibweise dem Punkte P als einem
Punkte auf o, resp. u” die zusammengesetzte Wurzelfunction &,M,
resp. ~ &M zu. Mit Riicksicht auf die Definition (28) der Parameter
# und auf die Beziehung:

Mo T b
2'jdm,]2.jdm2=m'10,
7 Y
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' ,— 6 M ‘u,—z?hl
W — " =2fdm‘ |, 2'/(20.12.

H#a Ho

wird hieraus:

Setzt man also abkiirzend:

-
(68) w=w,{w2=—fdw,{l —./dcoz,

so hat man den Satz:

Wenn sich die beiden Congruenzstrahlen # und «” im Punkte
P=2,p,v ,auf dem Hyperboloid u conjugirt schneiden®, so stehen
thre Parameter in der Bezichung:

(65) Lo tow,

wo w die Bedeutung (68) hat, und das obere oder untere Vorzeichen
gilt, jenachdem die dem Punkte P als einem Puukte des Strahles u’
zugehdrige Wurzelfunction M das positive oder unegative Vorzeichen
besitzt.

Um der Vorzeichenregel einen anschaulicheren Ausdruck zu geben,
wird man peben die in § 5 eingefishrte Theilung jedes Congruenz-
strahles in ,2wei Hilften®, eine positive und eine negative, eine zweite,
von jener unabhingige Theilung jedes Congruenzstrahles in ,,zwei 4b-
schnitte” treten lassen. Der positive Abschmitt erstrecke sich, mit Be-
cugnahme auf die positive Richtung des Strahles, vom Beriikrungspunkt
des Strahles mit dem Hyperboloid w, bis zum Schuittpunkt mit der Ebene
g =y, der negative Abschnitt, ebenfalls mit Bezugnahme auf die positive
Richtung des Strahles, von diesem bis zu jenem Punkte zuriick. Auf dem
positiven Abschnitt ist dann nach § 6 M negativ, auf dem negativen M
positiv,

Hiernach gilt in (65" das obere oder untere Zeichen , jenachdem
der Punkt P auf dem negativen oder positiven Abschnitte des Strahles
o liegt.

Man kann nun ohne Schwierigkeit zeigen, dass die aus (65") noth-
wendig folgende Relation (vgl. Formeln 31)):

P () | #5=) ~o

umgekehrt auch die hinreichende Bedingung fiir den verlangten Schnitt
der Strahlen «' und u” ist. Damit erbilt man das Resultat:

. V. a) Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass
die 2 reellen Congruenzstrahlen w, | w, und w” | w,” sich auf einem
Hyperboloid w conjugirt schneiden, loutet: .

53



68 0. StavDE.

w (e s -

b) Der Schnittpunkt liegt alsdann auf dem einschaligen Hyperboloid,
dessen Parameter u sich aus dem Umkehrproblem bestimmt:

pM o
(65) w,lw2=—./dﬁ’1i_.jd%=“';“‘ ! uz—2“2 .
Ho o

c) Jenachdem die Losung des letzteren fiir M das positive oder
negutive Vorzeichen ergiebt, liegt der Schniltpunkt der beiden Strahlen
“auf dem mnegativen Abschnitt von ¥ wund dem positiven von u’, oder
umgekehrt.

Die Giiltigkeit der Sidtze dieses Paragraphen ist wesentlich ge-
bunden an die Beschrinkung auf die reellen Congruenzstrahlen und
auf die von den beschrinkien Variablen 1, p, v (vgl. § 1, 6) abhiingigen
Parameterpaare u, | 4, und v, | v,. Bei vollig unbegrenzter Variabilitit
der 1, u, v im complexen Gebiete hort nicht nur die eindeutige Be-
ziehung zwischen Strahl und Parameterpaar u, | u, auf, sondern geht
auch die Unterscheidung der Ellipsoide und Hyperboloide des con-
focalen Systems durch die Bezeichnung ibrer Parameter 1, p, v ver-
loren. *)

Um bei dieser allgemeinen Auffassung die nethwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir zu finden, dass. zwei Congruenzstrahlen '
und #” sich schneiden, gehe man von der algebraischen Form dieser
Bedingung aus. Diese lautet, wenn p;; und p;; die Liniencoordinaten
der beiden Strahlen sind:

Pizpsi + pispiz + pispss + Prpi + piph + piips = 0.
Fihrt man in diese Gleichung mittels der Formeln (46) die transcen-

denten Parameter ' und #” der beiden Strahlen ein und benutzt die
identische Relation (wo allgemein % — u, | %, zu denken ist):

(11)-2 (1) w2 (62)-2 (o) w2 +2 (26)-» (3o ) -2 (66) - (30) ()
9 (0)-2 (00)or2 (10)-> (o)) +2 (51)-2 (1) w2 (03) -2 (51)
-2 (10)- (o) 2(30) -2 (65) w0~ 2 (55)-# (00) w2 (10) -0 (36) )
=—43(01)(’£;—M)'°~" 11) “;u)‘f’(n)(utu')'3((1)(1))(“'*;“"),

¥) Vgl. die Dissertation des Verfassers (Leipziger Dissertationen 1831), S. 22.

00
T{11
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welche ein Specialfall der Riemann’schen #-Formel*) ist, so nimmt
die obige Bedingung die Form an:

p(31) (452 ‘3(?)14_“ 5 (00) (£ -0 (39) (£54) =0,

Die den beiden Parameterpaaren u, | u:,’ und w” | w,” entsprechen-
den Congruenzstrahlen schneiden sich also, wenn die beiden Parameter-
paare emer der 4 Relationen gentigen:

s(A1)(Hma | w=w) o,

a(?(l))(utu | ) o,

(69)

(1) (i 52

0 » ” s ’”
8((1)1)(“'?' f i )—o.

Unter diesen 4 gleichberechtigten Formen der Bedingung des Schnittes
zweier beliebiger, reeller oder micht reeller Congruenzstrahlen finden
sich im Besonderen die in den Sitzen IV und V angegebenen Glei-
chungen wieder.

Das yorstehende Kapitel giebt in den Formeln (55), (59) und (60)
die einfachen Additionstheoreme der hyperellptischen Integrale 1. 2. und
3. Gaftung, bei welchen es sich um die Reduetion der Summen von
nur 3 Integralen auf Summen von 2 Integralen derselben Art handelt,
und entwickelt die geometrische Bedeutung dieser einfachen Additions-
theoreme; es zeigt ferner, wie auch die Additionstheoreme der 8- Func-
tionen ihre geomefrische Bedeutung besitzen; es bereitet endlich in
§ 18 die weitere geometrische Verwerthung des Zusammenhanges vor,
welcher zwischen den Additionstheoremen der hyperelliptischen Inte-
grale einerseits und der Theorie des Systems der confocalen Flichen
andererseits zu Tage trat.

(Fortsetzung folgt).

Breslau, im Januar 1883,

*¥) Vgl. Kraser, a. a. 0., 8. 2, Formel 8.



