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Geometrische Deutung  tier Additions~heoreme 

hyperelliptischen I n ~ g r a l e  und Func~ionen 1. 0 rdnung 
im System der confocalen Fl~tchen 2. Grades. 

Von 

OTTO STAUDEinBre~au. 

Ei~leitung. 

lndem die Theorie der hyperelliptischen Functionen 1. Ordnung 
seit J a c o b i ' s  Formulirung des Umkehrproblems auf die Benutzung 
ewvier unabh~ngiger complexer Variabler als der Elemente der Unter- 
suchung hingewiesen worden war, hat sie diese Elemente bald in ab- 
stracter Form als zwei Individua vines algebraischen Gebildes vom Ge- 
schlechte 2, bald in geometrischer Form als t)unktepaare auf einer 
l~iemann'schen El~iche oder viner aZgebraischen Curve yon gleichem 
Geschlechte vorgestellt. Neben diese Auffassungen, denen die simul- 
tane Betrachtung ~wvier unabhlingiger Elemente in einem zwvifach 
ausgedehnten Gebilde wesentlich ist, trat die Vorstellung vines Indi- 
viduums in einer vierfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. So erschien 
die Vereinigung Zweier unabh~ngiger complexer Variabler durch ein 
einziges geometrisches Element vertreten, sei es dass man~ naeh 
Analogie der Gauss'schen Darstellung einer complexen Ver~nder- 
lichen, den reellen Punkt im Raume yon vier Dimensionen, sei es 
dass man, ~ait Zuziehung complexer Beshmdtheile des gewShn[ichen 
Raumes t den Punkt oder die Tangentialebene einer Fl~iche oder den 
S~rahl eines Sirahlensystems in's Ahge lassie. 

Wenn die Verwendung des reellen vierdimensionalen Raumes natur- 
gemiiss weniger geeignet schien, die analytische Vorstellung zu unter- 
stiitzen~ so gewann dagegen die Benutzung der im reelien Gebiete des 
gewShnlichen Raumes zweifaeh, im con/plexen Gebieie vierfach aus- 
gedebnten Gebilde um so hShe'res Interesse. 

In unmittelbare Beziehung zu der Geometrie der F~chen tritt die 
Theorie der hyperelliptischen Functionen mit der v(~n Herrn Weie r -  
s t rass*)  gegebenen Darstellung der Punk~oordinaten der E/~che 

~} Vgl. Weierstrass, Ueber die geodlitischen Linien auf dem drelaxigen 
Ellipseid, Monafi~berichte der Kgl. Academie zu Berlin~ Jahrg. IS6L ~. 986. 
Diese Arbeit enth~t implicite das im Text bezeichnete RosuItat. 1 
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2. Grades durch Quotienten der hyperellJptischen &-Functionen yon 
2 Variabeln. Durch Untersuchungen fiber Cyelidensysteme wird ferner 
Herr  D a r b o u x * )  zur Darstellung der C/ycliden und dutch Speciati- 
sirung dieser F|~chen 4. Ordnung zur Darstellung der allgemeinen 
EIiiehe 3. Ordnung dutch hyperelliptische Fune~ionen geffihrt. Hierau 
sehIiesst sich die Darstelluug der Kummer'schen F / ~ h e ,  auf welche, 
ausgehend yon der Eiuffihrung der elliptischen Linieneoordinaten im 
System der eonfocalen Strahlencomplexe zweiten Grades, Herr  K l e i n * * )  
hinweist, und welche, gestiitzt auf die Theorie der identischen Rela- 
tionen zwischen den ~-Functionen zweier Veri~nderlicher, die Herren 
C a y l e y * * * ) ,  B o r c h a r d t ~ ' )  und W e b e r ' ~ t )  auffinden. Den Zu- 
sammenhang der verschiedenen Darstellungen der K u m m e r ' s c h e n  
Fl~che zeigt Herr R o h n t t t ) ,  indem er die Transformation 1. und 
2. Ordnung der hyperelliptischen Functionen in Verbindung mit der 
Geometrie der Ku  m m e r 'schen Fl~ehe uniersucht. 

In dieses Gebiet geometrischer Deutungen der hyperelliptischen 
Funetionen, bei welchen das Paar zweier unabh~ngiger Variabler dureh 
ein Element eiues vierfach ausgedehnten geometrischen Gebildes im 
eomplexen Gebiete des gewShnliehen Raumes vertreten wird~ fallen 
die Untersuchungen der vorliegenden Arbeit. 

1)ieselbe beabsichtigt die Additionstheore~ne der hyperelliptischen 
Integrale und _~v'unctionen vom Geschtechte ~v ~ 2 im System der con- 
focalen Elgchen 2. Grades zu deuten und die beziiglichen functionen- 
theoretischen SS~ze an elementargeometrische Vorsteflungen anzukni~pfen. 
Dass gerade die Additionss~tze den ZieIpunkt der Betraehtung bilden~ 
mag seine Rechtfertigung in dem historischen :Interesse derselben 
finden: nachdem die Theorie der hyperelliptischen Functionen aus 
wesentlich analytisehen Gesichtspunkten nach Analogie mit der Theorie 

*) Vgl. D a r b o u x, Sur ane nouvelle sdrie de syst~mes orthogonaux algdbriques, 
Comptes Rendus, Bd. 69 (1869), S. 392;.Mdmoire sur uae classe de courbes et de 
surfaces, Comptes Rendus, Bd. 68 (1869). S. 1311; Sur une classe remaxquable de 
coarbes et de ~urfaees al~dbriques, Paris 1873, S I48--150. 

_ **) VgL Klein,  Ueber gewisse in der Liuiengeometrie auftretende Diffe- 
rentialgleichungen, M~thematische Annaien, Bd. V (1872), S. 309. 

**~) Vgl. Cayley,  On the double O-functions in connexion with a |6-nodal 
quartie surface, Crelle's Journal, Bd. 83 ~1877), S. 210. 

*~t Vgl Borehard t ,  Ueber die Darstelluug der Kummer'schen FtRche 
4. Ordnung *nit 16 Knotenpunkten darch die (~6pel'sche biquadratische Rela- 
tion etc., 1bid. S. 234. 

j-[') Vgl. Weber, Ueber die Kummer'sehe F|Rehe 4. Ordnung rait 16 
Knotenpunkten und ihre Beziehung zu den #-Functionen mit 2 Vert~ndertichen, 
ibid. Bd 84 (1878), S. 332. 

t i t )  Vgl. Roh n, Transformation der hyperelliptischen Fuuc~donen p-~-2 
und flare Bedeutung ffir die Kummer'sehe Flti~he, Mathemat. Annalen, Bd, XT 
~1879), S. 315, 
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der ellip~ischen Func~ionen aufgebaut worden is~ scheint es b e r e t , S ,  
die hyperelliptischen ~Fune~Jonen nar nach denjenigen geo- 
me~risehen Beziehungen zu verfolgen, aus welehen die Theorie der 
elliptischen Func~ionen ihre erste Anregung gesehSpft ha~ Die Ten- 
denz geome~ischer Anschaulichkeit mag ferner die ~esahr~n/~ud auf  
besti~mte ]~ea~itgtsverl~iltnisse der benutz~n geometrischen Gebilde 
rechtfer~igeu, welehe ftir die folgenden Ausfiihrungen massgebend ge- 
wesen is~. 

Es maeht deshalb die Untersuchung keinen Anspruch ,darauf, 
den bearbeiteten Stoff in seiner g~mzen Reichhaltigkeit erschSpft zu 
haben. Es bliebe einer wei~eren Bearbeltung vorbehalten, die enN 
wickel~en Resal~ate nach al~gemeineren l~ich~mgen auszudehne~. An 
SteHe des Systems der confocalen t~l~ichen wtirde Ms geometrische 
Grundlage die allge~neine _Fl~chvr~schaar 2. Grades 7 sowie mit gleichem 
Rechte dos reciproke Gebilde des Eliichenbiischels, einzutreten haben. 

Neben die Betrachtuag der Additionstheoreme wi~rde die anatoge 
Behandlung allot der einzelnen 0ebiete gestellt werden mtissen, welche 
die analytisehe Theorie der hyperelliptisehen Funcgonen darbietet. 
Darfiber hinaus kSnnte man zu den yon Jacobi*)  eiagefiihrten 
Systemen eonfoealer Fllchen und den projeetivischen Verallgemeine- 
rungen derselben in ]~iume~ yon p-~- i Dimensionen aufs~eigen, und 
bier die hylaerelliptischen Fune~ionen yon beliebigem Geschlechte p in 
entspreehender Weise deuten. Der unmittelbaren Wei~erftihrung *~) 
der yon Jaeobi***)  angereg~n Arbeiten fiber die geome~rische An- 
wendung der elliptischen Funcdonen auf Kegelschnittsysteme wfirde 
dami~ ihre Grenze gesetzt sein. 

Was die allgemeine Disposition der vorliegenden Arbei~ angebt, 
so ist in Kapi~el I die geometrische Bedeu~ung der symmetrisehen 
ahdebraischen ~nctionen zweier unabh~ngiger Variabler (w 1. 3. 4) 
und der Differentiale der Integralf~nctionen (99 5. 7) eines hyl~erellip- 
tisd~en ~ebildes yore Gesehleeht, io ~ 2 abgeleitet, sowie die Mehr- 
deutigkeit tier algebraischen Irratioaalit~ten des Gebildes (99 2. 6) 
geome~riseh interpretirt. 

In Kapite] II erschein~ die  durch die hyperellip~sehen #-Fane- 

*) Vgl. Jacebi, Vorlesungen fiber Dyn~mik, he~u~geg, yon Clebach, 
S. 198. 

**) Als ein Bei~rag zu dieser Weiteff/ihrang sehliess~ sieh die vorliegende 
Arbeit den frfiheren Aufsgtzen des Verfa~ers: ,,Ueber Fadeneeastrucfionen des 
Ellipsoides', (Math. Annalen, Bd~ XX, S. 147) und: ,,Ueber geod~fisehe Polygone 
axff den Flgchen 2. Grades" (ibid. Bd. XXI', S. "219) an; fiber deren Absioht und 
Veranla~sung vgl. Math. Anna.lea, Bd. XXI, S. 2k9. 

**'*) Vgl. Jaeobi, ,,Ueber die Aaweadung der ellip~ischen Tra~ascenden~n 
auf eiu bekan~es Problem der Elemeaeargeometrie", CreUe's Jouraa~l, Bd. 3, 
S. 376. 

1" 
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gonen erreichte Yerknii~fung der algebraisehen und Integralfunetionen 
unter der Form .yon l~arameterdarstdlunge~ geometrischer Gebilde 
versinnlichL Es wird dadurch ein6 Weiterfiihrung der We ie r s t ras s -  
schen ~arstel!ung der 27fiche 2. Grades in dem Sinne angestrebt, dass 
einerseits neben den 4 ~-Functionen, welche den homogenen Coordi- 
naten der Pankte der Fl~iehe proportional gesetzt sind, auch die 12 
iibrigen ~-Functionen ihre Bedeu0zug erhalten, andrerseits aber fiber 
die einzeine Fl~che hinausgreifend, tier ganze Raum der Behandlung 
mittels transeendenter Parameter zug~nglich gemacht wird. 

Den Hauptzielpunkt des Kapitel HI bfldet die geometrische Deutnng 
der einfachen Additionstheoreme der hyperelliptischen Integrate, bei 
welchen es sich um die Reduction gegebener Summen yon 3 Inte- 
graien auf Summen yon 2 Integralen derselben Art handelt. 

In Kapitel IV werden die mit dieser Deutung gewonnenen Hilfs- 
mittet zur Ableitung geometrischer Sehliessungsstitze innerhalb des Strahle~- 
systems der gemeinsamen Tangenten zweier confocaler _F15xhen benutzt. 

Kapitel V endlich geht auf die geometrische Deutung des A b el' schen 
Additionstheorems aus~ mittels welcher die Reduction gegebener Summen 
beliebig vieler Integrale auf Summen yon je 2 Integralen dersetben 
Art dureh geometrische Construction geleistet wird. 

Kapitel I. 

Analytiseh- geometrische Grundlagen. 

w 

Elementare Eigens&aften der gemeinsamen Tangenten zweier eonfoealer 
FL~chen 2. Grades. 

Ein System confocal'er Fliichen 2. Grades sei dutch die Gleichung: 

x~ Y~ ~ 1 == 0 (1) ~_----g + #=~, + ~ , ~  

mit dem Parameter O gegebenj in weleher x, y, ~ gewShnliche reeht- 
winklige Coordinaten, und a, fl, 7 positive reelle Constanten (u> fl > 7 >  0) 
bedeuten. 

Die elliptischen Coordinaten Z, ~, v eines Punktes sind die drei 
bei gegebenen reehtwinkl!gen Coordinaten x~ y, z desselben durch die 
Gleichung (1) bestimmten Werthe des Parameters ~; sie entsprechen 
in bekannter Weise den Ungteichungen: 

(2) a >  v >  # > ~ >  7 >  Z >  - - ~ .  
Die rechtwimktigen Coordinaten x~ y, z drcieken sieh vermSge der 

Formeln : 
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x = V ~ - ~ W - ~ ,  V-~:-~V~--~ 

als symmetrische mehrdeutige Functionen der elliptisehen Coordinaten aus. 
Im Anschluss hieran gilt es z ~ c h s t ,  neben den Coordinaten der 

Punkte des Raumes die Bestimmuugsstiicke einer Reihe anderer geo- 
metrischer Elemen~e als Functionen der e]liptisehen Coordinaten yon 
analogem Charakter darzustellen. Den Mitte]lounkt der Betrachtung 
bilden die gemeinsamen gera~inigen Tangenten zweier confocaler 
Fl~chen, neben welche sich yon selbst gewisse ngher zu definirende 
Ebenen des Raumes stellen werden. 

Die 4 gemeinsamen Tangenten zweier F1Kchen O ----- 01 und @ ~ @2 
des Systems (1), welche dureh einen beliebigen Punkt mit den rech~- 
winkligen Coordinaten x, y, z und den elliptischen Coordinaten 2, ~, v 
hindurehgehen, kSnnen als gemeinsame Erzeugende der heiden Be- 
rtihrungskegel yore Punkte x, y, z an die Fliichen @j und Q2 durch 
die beiden Gleichungen: 

( ) ( o "  ,., ) x~ Y~ z~ 1 - -  1 (3) ._---Z-~+ ~__~, ~- ~ _  ~ ~ - ~  ~ _ . ~  /- ~ - - ~  

in ]aufenden Coordinaten x', y', z" gemeinschaftlich dargesteHt werden. 
Um jede der 4 gemeinsamen Erzeugenden auch ana]ytisch fiir sich 

a[lein definiren zu kSnnen, transformirt, man die Gleichungen (3) 
zuerst auf ein neues Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt der 
Punkt x~ y, z, und dessen Axen die Normalen N~, N~, N, der 3 
dutch ihn hindurchgeheaden Fl~hen 2, ~, v des eonfocalen Systems 
sind. Diese 3 NormaIen mSgen kurz aIs die ,Axen des _Pun~tes ~, f~, v ~ 
bezeiehnet werden, Die dureh die verlang#~ Transformation einzu- 
ftihrenden neuen Coordinaten X, Y, Z driicken sich durch die friiheren 
Coordinaten x'~ y',-z" in folgender Weise aus*): 

(4) =+ ._--~-~+ - -  + ~_~ 

Y _ ~ i), 

Z$' l)~ 
I). 

*) Vgl. Balmon-Fiedler, Anaiyfisohe Geome~e des Raumes, 
Art. 171 (3. Auflage 1879). 

I. Th.,. 
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Hierin bedeuten P~, /)~, :P, die Liingen der vom Anfangspunkte 
x" -~  O, y" ---- O, z" --~ 0 des urspriinglichen Coordinatensystems auf die 
Taugentialebenen T~, T~, T, der Fliichen ~t, ~, v i m  Pankte x, y, z 
gef~ltten Perpendike]. 

Dutch die Transformation (4) nehmen die Gleichungen (3 i die 
folgende Form an: 

X ~ y ~  z 2 
- - -  ~ 0 ,  ~---- 1,2. 

Hieraus ergiebt sich ftir die 4 gemeinsamen Erzeugenden der Be- 
riihrungskegel yore Punkte x, y, z an die Fl'~chea Q, und 9~: 

wo die 3 Terme rechter Hand in Folge der IdenLitii~: 

+ + 

unmittelbar die gichttmgscosinus*) der 4 gemeinsamen Erzeugenden 
mit Bezug auf die. Axen des Punktes g, ~,, v vorstellen. Die 4 ver- 
schiedenen Vorzeichencombinationen, welche diese Proportion darbietet, 
entsprechen den. 4 gemeinsan~en Tangen~en der Fliichen et und Q2 
durch den Punkt x ,  y ,  z. 

Im Folgenden soUen zur besseren Uebersicht der Realitiitsverhiilt- 
nisse fiir die Parameterwerthe Pi und pe die-besonderen Annahmen 
Q~ ~ it o und 02 ~ ~o gemacht und iiber ~o und ~o die Verfiigungen 

cc < ~t o < 7 und 7 < #o < ff ge~roffen werden. Das erhaltene 
Resultat lautet dann: 

Die  Gleichungen der 4 gemeinsamen Tangenten,  welche an das 
E2ligsoid ~ ~ ;t o und das einschalige ttyp~rboloid ~ ~ ~o des confocalen 
Systems yon einem Punkte  ~, ~, v gezogen werden ldinnen, bezogen a u f  
die A x e n  des Punktes ,  sind in  der Proportion: 

(5) X:  Y : Z - - ~ _ _  r ( ~ -  z) (~ ~ z )  " - -  r r  (,~ _ z) " - -  ~ ( ~  - ~) (~ - ~) 

entha~en, wo die Ausdriicke rechter H a m t  unmittelbar t~ichtungs- 
cosinus sin& 

An diese Darstetlungsweise der gemeinsamen Tangonten der 
Fl~iehen it o and ~o kn~ipfen sich soibr~ einige Folgertmgen an. 

Durch jeden Punki, dessen elliptische Coordinaten Z, ~, v "den 
Ungleichungem 

(6) a > , , > f l ,  ~ o > ~ > r ,  z 0 > ~ t > - - o o  

*) Vgl. Liouville, LiouviUe's Journal, 1. Serie, Bd. XII, S. 423. 
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entsprechen, gehen 4 reetle~ im Allgemeinen getremnte Tangen~en an 
die beiden Fli~chen ~ mad t~0; ein solcher Pankt mag ein ,~usserer 
Punkt mit Bezug auf die beiden Fl~chen X~ und $to" oder kurzweg 
ein .~usserer 2unkt" genannt werden. 

Da sich die Richtungscosinus der Winkel, welehe die 4 Tangente~l 
in dem ~usseren Punkte ~, tt, v mit den Axen des Punktes einschliessen~ 

�9 nut in den Vorzeichen unterscheiden, so hat das Quadrupel dieser 
Tangenten die Eigenschaft, durch Spiegelung an ether jeden der 
3 Tangentiatebenen T~, T~, T~ der ~]~ichen ~t, /~, v je in sich fiber- 
zugehen, oder anders ausgedriickt: 

.Die 4 gemeinsamen Tar~genten, die an die beiden Fliichen Xo und 
t*o yon einem iiusseren 2unkte gelegt werden k6nnen, ordnen sich in 
Bezug auf  jede der 3 Axen des _Pu~ktes in 2 _Paare, so zwar~ class 
bet jeder der 3 Anordnungen die bevorzugte Axe den Winkel elnes jeden 
Paares halbirt. 

Mit gfieksicht hierauf sollen 2 darch den PunkL X, it, v gehende 
gemeinsame. Tangenteu der beiden Fl'~chen ~,~ und Ira ,ein Paar in 
Bezug auf die Axe ~ ,  2(~, oder s conjugirter Tangenten im t)unkte 
A, tt, v" heissen, wenn ihr Winkel resp. durch die Axe 2~1, ~ ,  oder 
_A r, halbir~ wird, oder was dasselbe is~, wenn sie durch Spiegelung 
resp. an den Ebenen Tl, T t, oder T, in einander tibergehen. 

Es kSnnen also die 4 Tangenten in dem ~usseren Punkte ,~, it, v 
auf 3 Weisen in Paare conjugirt~r Tangenten gruppirt, weMen. Von 
diesen 3 Gruppirungen wird sp~ter hanpts~chlich diejenige zur An- 
wendung gelangen~ bet welcher die Normale _hr~ ausgezeichnet ist; 
wenn daher weiterhin yon ,zwei eiz~ander conjugirten Ta~genten im 
Punkte ~, tb v" ohne niihere Bestimmung gesprochen wird, so sollen 
immer 2 solct/e Tangenten gemein! seth, ~leren Winkel yon der 
Normale _~ra halbir~ wird. 

Riiekt der Punkt ~, y, v auf die Fliiche 2o oder tt~ so fallen die 
in Bezug auf Ar~ oder bezfiglich ~ conjugirten Tangenten jeweils in 
eine zusammen. Alle 4 Tan~enten werden ffir einen Punkf; der 
Durchdringungscurve der Fllichen Xo and t~ coincident. 

w  

Vertheilung der einfachen Wurzelfunctionen auf die ~usseren Punk~ 
und die zugehSrigen Normalet~nen, sowie auf die gemeinsamen Tangenten 

der Fl~ehe~ ~ und ~o. 

Wenn man die G~eichungen (5) ~]er gemeinsamen Taugen~en der~ 
beiden Fl~chen ~t o und lzo auf das ~rsp~mgliche Coordinatensystem 
des w 1 mit den l~ufenden Ooordinaten ~', y', ~" zur~c~form~r~ ,  



so nehmen dieselben in Folge der Relationen (4) die folgende Ge- 
st i l t  an : 

_ ~ . p , , . . ~ / ( ~ , - ~ o ) ( ~ , , - ~ , )  ( z~" vv' 
V (,,--e) ( ,~--*)" e - ~  ,,--~e 

7/(~o -;L) (Po--~.) (. :vx" yy" 

(7) Og~:" 

P~" v ( ; -  ;o O' ,~)" ~ + - -  - -  

yy* 
" ( + + - -  

v O' -- t,) (~ ~ z) 

zz' ~ 1) 
,u,-- 3v 

zz" 1) 

zY 1) 

7 ~ i t  

y--lt 
zz" 

~-- 0, 

1) ---~ 0, 

0 
1) ~ 0 .  

Von den durch diese 3 Gleichungen mit ihren doppelten Vor- 
ze~ehen dargestell~en 6 Ebenen gehen je 3 durch jede der 4 gemein- 
samen Tangent~n der Fl~chen ;to und ~o hn Punkte ~, ~, v und je 
2 dutch jede der 3 Axen des Punktes. Jede der 6 Ebenen enthEl~ 
eine Axe und zwei in Bezug auf diese Axe eonjugirbe Tangen~en in 
sich; je 2 dutch diesetbe Axe gehende Ebenen enthalhm alle 4 Tangenten. 

Die hiernach zu den gemeinsamen Tangenten der Fliichen ~o und 
go im Punkte ~, g, v einersei~s und zu den Axen des Punktz~s andrer- 
seits in naher Beziehung stel/enden 3 Ebenenpaare (7) sollen , ,d iedem 
Punkte zugehSrigen Normalebe~enraare" heissen und mit ~ ,  ~s ,  E ,  
bezeiehne~ werden, entsprechend den Axen N~ _~r 2Y, des Punktes, 
die sie enf~half~n. Die beiden Ebenen eines Paares mSgen dadurch 
tmtersehieden werden, dass dem Buehstaben/~ das in der en~spreehen- 
den Gleiehung (7) zur Verbindung beider Terme gel~ende Vorzeichen 
ais oberer Index belgeffig~ wird. Sonach sind E z - u n d  Ea+ die beiden 
dutch die 1. Gleichung (7) daxgestellten Ebenen, welche die Axe Nz 
und je 2 in Bezug auf diese conjugirte Tangenten enthalten. Wo im 
Folgenden ausschliesslich das Ebenenpaar Ez zur Verwerthung gelangt, 
werden die Elemente desselben sehleehthin ,die  NormaZebe~en des 
/)unites Z, ~t, v u genannt werden. 

Um iiber die Bedeutung der Vorzeichen in den Gleichungen (7) 
bestimmte Angaben maehen zu kSnnen~ muss man fiber die Richtung 
der Baup~xen tier confoealen Fl~chen, der Axen der ~usseren Punkte 
mad der gemeinsamen Ta~genCen der Fl~ehen ~t o und go bestimmte 

�9 Festsetzung~n einffthren. 
Die / /metZax~ tier co~foe~e~ ~ c h e ~  so!len in der gewSbnliehen 

Weise orientirt sein, so das% yon tier posiCiven HiiLqe der z-Axe ans 
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gesehen, die positive H~lfte der x-Axe in der umgekehrten Riehttmg 
des Uhrzeigers um 900 gedreht werden muss, am mi~ der positiven 
H~lfte der y-Axe zusammenzufallen. 

Von der positiven z-Axe aus geseben, soll ferner die positive 
Durchlaufungsrichtung des Hauptschnittes g ~ 7 (~ ~ ( ) )  des Eltip- 
soides /to als die der Rieh~ung des Uhrzeigers entgegengesetzte er- 
scheinen. Diese Richtung fibert;r~igt sieh durch ContinuitRt auf alle 
Kriimmungscurven 11, -~ ~ (7 < ~x < go), wetehe d/e Zone (/~oito) dens 
Elli2soides 20 ~wischen den beiden Aesten do" Kriimmungscurve It ~ &to 
durchziehen~ und damit auf die Axen ~ der ~usseren Punkte des 
Ellipsoides 2 o. An der Zone ($toyo) sind 4 Felder zu unterscheiden, 
f~ir deren Punk4e die Coordinaten x,  y beztiglich die Vorzeichen: 
-~--[-, - -~ - ,  - - - - ,  -~--- haben; innerhalb des einzetaen Feldes is~, 
in der positiven Richtung der Krtimmungseurven ~t ~-= g gemessen, 
alas Differential dv  positiv oder negativ, jenachdem das Product x y  
posltiv oder negativist.  Mit andern Worten gesagt, es nimmt die 
Variable v l~ings der positiven Riehtang der Krtimmungseurven tt ~ t t  
zu oder ab, jenaehdem x y  positiv oder uegativ isf, 

Die positive Riehtung der z-Axe erseheint, wenn man alrf der 
Aassenseite des Ellipsoides 2 0 den Hauptsehnitt /~ ~ 7 durehl~uft, 
best~ndig yon der Reehten zur Lin]~en laufend. In gleichem Sinne 
soll als die positive Riehtung der einzelnen Stiicke der Kriimmu,zgs- 
curven v ~ - v ,  welche die Zone (ituY~) quer durehsetzen, die yon tier 
Rechten zur Linken ffihrende Richtung gelten. Diese Riehtung iiber- 
triigt sieh auf die Axen N., der Punkte der Zone. In der positiven 
Riehtung der Kriimmun~curven v ~--~ gemessen, ist das Differential 
dg  positiv oder negati% jenachdem ffir die betreffende Stelle ~ positiv 
oder negativist .  

Die Bestimmungen, welehe fiber die positive Riehtung der Krlim- 
~angseurven y -~- It und der Stiicke der Kriimmungseurven v -~ v auf 
der Zone (t~og0) des .Elli~soides ~o getroffen wurden, sotlen eontinnirlich 
auf die entspreehenden Zonen der das Ellipsoid ~t o umsehliessendeu. 
JEllipsoide ~ fibertragen werden. Die so fiir jeden ~asseren Punkt t ~ 
festgesetzte Richtung der Kriimmungseurven v -~- v und g ~- g des 
betreffenden Ellipsoides /t theilt sigh bezaglieh den Axen 2N~ und N, 
des Punk~es mit, deren Anfangselemente im Punkte P mit den be- 
ziigliehen Krfimmungseurven zusammenfallen. 

Die Normale Nz des Ellipsoides X im Pankte P soil immer mit 
ihrer positiven ttiehtung in das Innere des Etlipsoides fahren, sodass 
d2,  in dieser Riehtung gemessen, positivist. 

Auf einer gemeinsamen Ta~gente der Fl~4chen 2 o und/~o kann das 
Differential dv  nur dann aas eifiem positiven in einen negativen Wert h 
oder umgekehrt iibergehen~ ~r dir Tangent~ die Ebene ~, ~= i$ oder 
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v ~== r durchsetzt, da sorest die Tangente eine Fliiche v ~ v beriihren 
milsste, was nicht mSglich ist. Demnach kann die positive t~ichtung 
der Tangente geradezu dadurch definirt werden, dass der Werth des 
in dieser Richtung gemessenen Differentials dv  positiv oder negativ 
sein soll, jenachdem an der betreffenden Stelle x y  positiv oder 
negativ ist, 

Die durch die Formeln: 

( s )  x = V~--~-~ V~-=--~ ' Y =-- ~ r ~ - - ~ / / ~ -  ~ ' 

als Functionen der 2, ~, v definirten recr+dwinkligen Coordinaten er- 
halten ihre verschiedenen Vorzeichen "dureh die Zweideutigkeit der 
Quadratwurzeln. Ftir die Punkte eines festen Ellipsoides ;t(;t < ;to) 
wird man den Wurzeln mit der Variablen it ein bestimmtes, etwa 
das positive Vorzeiehen ertheilen; das Gleiehe soll altgemein ffir die 

consianten W u r z e l n / / ~ -  fl, V'a - -  7, ~ / ~ - - ~  geschehen. Abor aueh 
die Wurzeln / /a  - -  tt, //~- -- tt, / / v - -  7 diirfen fiir ~ihssere Punkte 
ein constantes positives Vorzeichen erhalten, da sie, als stetige Fune- 
tionen des Ortes betrachtet, in Folge der Ungleiehungen (6) im 
~iusseren Raume ihr Vorzeichen nicht wechseln. 

Die Zweideutigkeit. der Coordinaten x, y, z der ~usseren Punkte 
des Ellipsoides it t~illt daher auf die Quadratwurzela / / ~ / / ~ - - ~ - f l ,  

/ / ~ - - - 7 ,  die im ~usseren Raume versehwinden and somit ihr Vor- 
zeichen wechseln kSnnen. Jenachdem diese 3 Wurzeln das positive 
oder negative Vorzeichen erhalten, werden die Coordinaten x, y, z 
beziehungsweise positiv oder negativ sein. Es sollen mit Rficksicht 

hierauf die Wurzeln ~ / a -  v, 1 / ~ -  fl, t/~ ~ 7, einschliesslieh de~ 
betreffenden Vorzeiehen, die ,,dem t)unkte x,  y, z zugehgrigen ein- 
fachen Wur~elfunctione~" heissen. 

In analoger Weise, wie die rechtwinkligen Coordinaten x,  y, z 
eines Punktes P driicken sich die vom Coordinatenanfangspunkt auf 
die Tangentialebenen T~, T~, T, der Fl'~chen it, ~t, v i m  Punkte P 
gef~llten Perpendikel /~, ~Pz, 2P~ dutch die ellipfischen Coordinaten 
des Punktes aus; es ist nlmlieh*): 

V'Z-:~ Y , -  ~ ' V ~ -  ~ V~-.~ ' 

_p~= v ~ - ~ V ~ - ~ v ~ - ~  

~'). VgL Salman-Fiodler a. a. 0., Art. 165. 
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Es sollen nun bier unter ~/~Z ~ ,  ~ / ~ -  ~ F ~  - -  7 die dem 
Punkte P zugehSrigen einfache~ Wurze|funetJonen verstauden~ atle 
iibrigen Quadratwurzela abet positiv gerecbnet werden, sodass ~~ immer 
positiv, dagegen JP/, positiv oder negativ, jenaehdem z, und P,. positiv 
oder negativist ,  jenachdem xy loositiv oder negutiv ausf~llt~ In dieser 
Bedeutung soUen /~ ,  /)~, JP, auch in den Substitufionsformdln (4) 
genommen werden, nach welehen pz, P#, p~ die Coordinaten des 
Mittelpunlrtes M der confocalen Fl~iehen in Bezug auf die Axen des 
Punktes P sind. In Uebereinsfimmung mit den obigen Festsetzungen 
fiber die Riehtung der Axen N~, At ,  N, liegt dann der Punkt M 
immer auf der positiven Seite der Ebene N~,N,, d. i. auf tier Seite tier 
loositiven Halbaxe hr~, ferner atff der posifiven oder negativen Seite 
der Ebene N~Na, jenaehdem z posit.iv oder negativ, endlich auf der 
posifiven oder ~egativdn Seite der Ebene :V~2V~, jenaehdem xy positiv 
oder negativ ist. 

Auf Grand der gemachten Festsetzuugen ist die Bedeutung der 
Vorzeichen in den Gleichungen (7) al|gemein angebbar. Die Gleichung 
des 1. Ebenenpaares (7), welches die Normale Na als Axe hat, lautete 
in den Coordinaten X,  Y~ Z:  

Y V - : ~ o / / ~ - , 0  ~ y T ~ / / ~ 7 - ,  . Z ~ 0. 

Denkt man sich auch bier den beweglichen Punl~ ~ ~ $,/~, ,v 
auf die Zone (~o#o) eines festen Ellipsoldes ;t beschrSnkt, so kang 
yon den vorkommenden Quadratwurzeln nur eine einzige, 1 / ~ -  #, 
als Function des Ortes 2~ #, v betraehtet, ihr Vorzeiehen weehseln. 
Das Gleiche wfirde gelten, indem der Puukt P ~- ~L, p~, v fiberhaup~ 
in dem durch die Ungleichungen (6) bestimmten iiusseren Raume sieh 
bewegte, wenn nicht die Quadra~wurzeln //'v ~ ~ und 1/~ ~ Jt beim 
Durchgang durch $ ~-- - -  oo selbsi unendlic3a wiirden; es hat indessen 
ein dabei bewirkter gleichzcitiger Vorzeichenwechsel der beiden Quadrat- 
wurzeln auf die vorliegende Gleichung kelnen Einfluss. Demuach ge- 
hSrt das doppelte Vorzeichen ht tier Gleichung wesentllch zu der 
Quadratwurzel ~/~0 - -  #. 

Die positive Richtung tier beiden gemeiusamen Tangenten der 
Fl~chen ~o und ~0, welche in tier Ebene Ex- oder ~Ez-~' liegen, bildet 
nun nach der Definition dieser posiidven Richtun~ mit tier positiven 
Richtung tier Normale ~ im Punkte T immer einen spitzen Winkel; _ 
jenachdem sie daher mit N~, einen sp i rea  oder stumpfen Wiakel 
bildet, grit in der betrachteten Gleichung das obere oder untere Vor- 
zeichen, sofern man //~0 --=- ~, wie die fibr~gen Wurzehr, positSv 
denkt und das zu F'~o--~Z geh'drige deppelte Vo~eiche~ 
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schreibt . .Es  gilt daher auch in der 1. Gleichung (7) das ol~re oder 
untere Vorzeiehen, jenaehdem die in tier dargestellten Ebene E~ ent- 
haltenen*) gemeinsamen Tangenten der FEichen ~o und tie mit N t, einen 
sl~itzen oder stum2fen Winkel bilden. 

Mit Riieksicht hierauf sell unter der ,,einer ~ormalebene .E z eu- 
gehSrigen einfachen Wurr der positive oder negative Werth 

yon ~/t~o--tt vexstanden werden~ jenachdem die ia der Ebene ge-' 
legenen*) Tangenten mit der Axe N t, einen spitzen oder stumpfen 
Winkel bilden. Bedeutet dann in der 1. Gleichung (7) 7 / ~ - - t t  die 
der darzustellenden Ebene .E~ zugehSrige Wurzelfunction, so bleibt an 
Stelle des doppelten Zeichens ~ nur das Zeichen -- explicite stehen. 

Um die beiden durch den Pankl / ) ~  ~t, re, v gehenden und in 
ether der Normalebenem E~ enthaltenen gemeinsamen Tangen~en der 
Fl~chen Xo und t~ ihrerseits zu unterscheiden, "sell denselben je ether 
der beiden Werthe yon //fro ~ ~ zugeordnet werden, der positive Werth 
derjenigen Tangente, welehe mit der Axe Zr~ einen spitzen, der 
negative derjenigen, welehe mit N~ einen stumpfen Winkel bi]det. 
Diese Zuordnung rechtfertig~ sich mi~tels der 2. Gleichung (7) in 

analoger Weise, wie die Zuordmmg tier Wurzel / / t i e - - t  e zu den 
Ebenen /i:~ mittels der 1. Gleichung (7). 

Zusammenfassend kann man die vorstehenden Ergebnisse so aus- 
sprechen : 

~inem den Ungleichungen (6) entsprechende~ Werthsystem it~ it, v 
clef elli~tischen Coordinaten entsprechen 8 ~iussere t)unkte t ), die sich 
dutch die V~rzeichen .der ~ugehSrigen einfachen Wur~elfunctionen 
/ /a ~ v ,  Vv  --  ~, V9 - -  ? unterscheiden. 

Zu jedem dieser 8 t)unkte gehSren zwei Normalebenen E,i, welehe 
dutch die Versehiedenheit des Vorzeichans der zugehSrigen einfachen 
Wurzelfunction / /~o--g '  auseinander zu hasten sind. 

In  jeder der beiden Normalebenen liegen zwei in dem betreffenden 
_Punkte einander conjugirte Tangenten der 2"Itichen go u~M ~o, wdche 
dutch das Vorzeichen tier zugeh6rigen einfachen Wurzelfunction 1/~o --  Z 
charakterisirt werden. 

w  

Die homogonen Coordinaten der beiden l~ormalebenen eines Punktes als 
Fanotionon seiner e l l i p t ~ h e n  Coordinaten. 

Die 1. Gleichung (7) der dem Punkte. P ~ x ~  y~ ~ ~- ~t, ~, v zu- 
geh5rigen Normalebenen E~ laurel, wenn man nach dem in w 2 ge- 

*) In einer Ebene des Raumes liegen im Altgemeinea 4 gr Tan- 
gen~en der Fl~chen ~t~ mad ~o; es is~ abet hi~r" nut yon der Anordnung der 4 
durr e ~  ~ e g e ~  P~d~ gehenden Tangenten die Rede. 
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~roffenen Uebereinkommen nur das obere der beiden Vor~eichen exptici~ 
stehen l~ss~ ferner i~ homogener Schreibweise x : t~  ~ : t ,  z - t  flit 
x~ ~/~ ~ einffihr~ und naoh den |~ufenden Coordina~en x'~ y', d~ t" ordne~: 

,{ //~--~oV~-~ ~ //~-~Y'/~---=--~ .P,,.-;L~-}z' 
- -  r ; = u  V;-=--~, P"" ~ + W-~-,~ V.~- 

Die in Klammern geschlossenen Coefficienten yon x'~ y', ~, t' m5gen 
als die homogenen Coordinaten der Ebene ~x mi~ ~ ~, ~, v bezeichne~ 
werden, so dass die Gleichuag der Ebene die Form erhi~l~: 

(1I) ~ . x" -J- ~l ~ y" -{- ~ . z" -4- ~: . t" = O, 

Dio Formeln (8) und (9) gestatten nun die in der Gleichung (10) 
gegebenen VerhKttnisse tier ~, ,/, ~, ~. dutch die eltipfisohea Coordinaten 
des Punktes P darzustellen. Indem man dabei zur Erleiehterung ffir 
sp~itere Zwecke gewisse Factoren hinzuftig~, die auf die Verh~l~nisse 
der ~, ~/, ~, v ohne Einfluss sind~ kann man alas erhal~ne Resulta~ so 
formuliren : 

Die  ~wmogenen .Coordinaten ~, ~ ,  ~, ~ tier beiden No~,ma~ebenen 
E~ im Punk-re 1 ) ~ x ,  y ,  z ,  t ~ ~, I~, v driic~'en sich, ~nit einem _Pro- 
~ortionali~tsfactor ~,  in den elli2tische~* Coordinaten d2s . p u ~ k ~  folgen- 
dermaassen aus : 

. ~ .  V -~ -~ -To .~=  + v~--=xy~-.--~ . 

02) { , -~}  V ~ V ~ - ~  ~v-~-~ " 



14 O. S~.u,,. 

~ ie r  bedeuten 1/-a ~ ~, ] / ~ - - f l ,  I/'# ~ y  die dem _Punkte 1 ) zuge- 

hSrigen einfdchen Wurzelfunctionen und l/#o - -  t~ die der einzelnen Ebene 
Ez ~ugeh6rige einfache Wurzelfunction, wiihrend alle ilbrigen, Wur~eln 
19ositiv gelten. 

Die Ebeneneoordinaten 6, ~, ~, v erscheinen hiernach als mehr- 
deutige symmetrische _Functionen tier beidan elliptischen Coordinaten t~ 
und v. Die besondere Stellung der elliptischen Coordinate 2, hat ihren 
Grund in der Auswahl des dureh die Axe _Nz gehenden Ebeneupaares 
]~z unter den 3 dem Punkte _P zugehSrigen Ebenenpaaren Ez, E~, 1~. 

Zu einem Werthetripel 2,, #~ v gehSren im Allgemeinen 8 Werth- 
systeme der 3 in (8) definirten Verhiiltnisse der x~ y, z, t, dagegen 16 
Werthsysteme der 3 in (12) definirten Verhiiltnisse der 6, ~, ~, ~. Die 
ersteren sind durch die Vorzeiehen der einfaehen Wurzelfunetionen 

I / a -  v,  t / ~ -  ~, ~ / ~ -  7,  die tetzteren dureh diese nnd iiberdies 
durch alas Vorzeichen der Wurzelfunction 7/ /~o--9 untersehieden. 

Fiir die Punkte des einsehaligen Hyperboloides #0 fallen die beiden 
zugehSrigen Normalebenen /gz in die Tangentialebene T~ des Hyper- 
boloides zusammen, und das ana/ytisehe Unterscheidungsmoment~ das 

Vorzeichen yon I//~o--/x, verschwinder 
Da die dem Punkte &~ y, z, t zugehSrigen Normalebenen .E~ beide 

ihrer Definition nach den Pankt enthalten~ mass die Bedingung (11) 
der vereinigten Lage yon Punkt und Ebene fiir . '  x ~ y', z', t" ~-- x, y~ z, t 
identisch erfiill~ sein. In der That liefer~ die Substitution der Werthe 
(8) und (12) in die Gleichung (11) eine in Bezug auf ~,/~, v, unab- 
hiingig yore Vorzeichen yon ~ 0 - / ~ ,  idaatische Gleiehtmg. 

w  

Die homogenen Liniencoordinaton der gomeinsamon Tangenton der 
Fl~chen i. o und ~o als Functionon der el!iptischen 0oordinaten des 

Beriihrungspunktes mit der Fl~ohe ~o. 

Zwei einander, conjugirte gemeinsame Tangen~en der Fliichen ~o 
und #o, welche durch den iiussexen Punkt t ) ~ x~ y, z ~- 2,,/z, ~, gehen 
und in einer der beiden Ebenen ~z liegen, fallen in eine Tangente 
zusammen, wenn der Punkt i ~ auf die Fl~iche des Ellipsoides zu liegen 
kommt. Die beiden in einem Punkte 2 der Fl~iche 2,0 noch vorhan- 
denen getrennten Tangen~en erscheinen daher als Schnittlinien der 
Tangentialebene des Elhpsoides 2,0 in dem Punkte x, y, ~ mit den beiden 
zugeh5rigen Normalebenen / ~ .  Als solehe stellen sich diese Tangen- 
ten dutch die Gleiehungen: 

X ~ O, Y~=~-- ~o �9 Y ~ V~T:--- ~.. Z ~ 0 
V ~  V ; - ~  
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in laufenden Coordinaten X ,  Y ,  Z (vgl. w 1, 5) oder: 

x ~ "  ' SZ" 

Y~-~--go . p~ ( x s  yy" zz" 
V;-~-- ~ \--~ q-. ~--~ 

_ V~___e_~___e_./, ( *~" ~,r 

in laufenden Coordinaten x', y'~ z' dar; 
Ebene ~o,  in der die einzdne Tangen~ liegt~ zugehSrig~ eiafaehe 
Wurzelfunetion. 

Dutch Combination beider Gleiehungen ergiebt sieh: 

_ V 1) 

zz 1) ---- 0 

dabei ist / /~-~-  ~ die der 

xx" nL yy' 
Y~-~o.  ~ (~-~o) ~(-~-~7-C~--~) (~- ~o)(~-~) 

x:~ yy" 

zz" 

_ _  _ t  = 0 ,  
(7-40) 0,-~,)~ 

and wenn man nach x', y', z" ordnet und die Werthe (8) und (9) der 
x~ y~ z und der /)~, / o  einsetzt: 

(~3) ~x" + q~' + r~' = o, 
wo die Verhi~ltnisse der Coeffieienten p ,  q, r, mit einem Proportionali- 
~tsfactor x, dutch folgende symme~.rische Functionen der beiden e!lip- 
tischen Coordinaten ,tt und v gegeben werden kSnnen: 

x . I/-~o " q= + Y ~-~V~-~ ~I/7-~---~Y ~ goYT----~o-b Y~7~Y~--~Y ~-~Y;,--~i#'~7~-~ 

~-~) V~--~ ~F~-~V~ . 

Die in Riicksieht auf spOt,ere Zwecke den Ausdriicken redder Band 
zugefiigten gemeinsamen Fae~oren sind auf die Verhi~l+misse der p~ q, r 
ohne Einfluss. Unter l /a  -- ~,~ //v -- fl~ ~ /~ - -  7 slnd, wie oben, die 
dem Punkte xP zugehSrigen Wurzelfunctionen~ unter / / ~ 0 - - t  L die der 
Ebene ~2o, welehe die betrachtete Tangente enth~ilt, zugeh5rige WurzeI-. 
function verstanden; alle iibr~gen Wurzeln sind posi~iv. 

Das Resultat ist zunitchs~ dies: 
~ine gemeinsame Tangente der Fliichea 1 o und go i~ einem _Punkte 

P ~- x ,  y ,  z ~-- ~o, t t ,  v tier ersteren F l~he  ist in ~aufenden Coordinaten 
x;~ Y'7 d dutch die b#M~, Gleickangan: 
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xx' ~Y" ~- ##' I = O, (15) =- ~o + ~- ~----V ~ ~o 

(13) ~x" + qy" + ~z" = o 

darqestelZt, wo x~ y, z die rechtwinldigen Coordinaten des t)unktes P, 
p, q, r abet die in (14) definirted l~unctionen seiner eUi:ptischen Coordi- 
naten sind. Die dargestellte Tangente bildet mit tier I(riimmungscurve 
~, = v des Elli/losoides it o einen spitzen oder stumpfen Winkd ,  j~ach-  

dem in (14) 1/~0--t~ positiv oder negativ ist. 
Die Gleichung (13) kann ats Gleichung eines ~benenbiindels mit 

den homogenen Coordinaten ~, q, r betrachtet werden. Jedem Punk~e 
2 der Fl~iche 4 o gehSren 2 Ebenen dieses Bfindels zu, welche die 
beiden gemeinsamen Tangen~en der Fl~ichen )'o und 9o in dem Punkte 
enthalten. Der Punk t / )  tieg~ in jeder der beiden ihm in diesem Sinne 
zugehSrigen Ebenen des Biindels, und entsprecbend is~ die Gleichung 
(13) identisch erfiillt, wenn man darin fiir x', y', z' die Werthe 
(8) der Coordinaten des Punktes /)  (mit 4 ~ 4o) und ffir/o, 2, r die 
Werthe (14) substituir~ gleichviel oh daselbst ~/~-o--~ positiv oder 
n egativ ist. 

Durch die elliptischen Coordinaten y,  v des Punktes/~ der Fl~che 
it o ist die Ebene p~ q, r achMeutig bestimmt; denn yon den 16 Combi- 
nationen der Vorzeichen der 4 Warzelfunctionen / /a  ~ ,  1 / v -  fl, 
Y~- r, //~o--t ~ geben die dutch gleichzeitige Umkehr der 4 Vor- 
zeichen auseinander hervorgehenden Combinationen dieselbe Ebene. 
Geometriseh entspricht diesem Umstande, dass die 16 gemeinsamen 
Tangent~n der F]~ichen 4 0 und/~o, welche zu 8 Punkten der Fl~iche 2o mit 
gleichen ~, v gehSren, paasweise in derselben Ebene s q, r liegen; 
jedoch s% dass 2 Tangenten, die in demselben Punkte bertihren, in 
versehiedenen Ebenen ]iegen, und 2 Tangenten, die in derselben 
'Ehene liegen, in verschiedenen Punkten beriihren. 

Ffir die Punkte ~t ~ ito~ ,~ ~ ~o, v ~ v der Durehdringungscurve 
der beiden F1Eehen ;~o und ~o verschwinden die zweiten Glieder im 
Z~hler der Ausdriieke (14)~ und damit die Unterscheidung der beiden 
einem Punkte x, y, z im Atlgemeinen zugehiirigen zwei Ebenen p, q, r, 
entsprechend dem Umstande, da.ss in den Punkten der Durchdringungs- 
curve die beiden Tangenten der Fl~chen )t o and #o zusammenfalten. 

Die Darsteltung (13)~ (15) der gemeinsamen Tangefiten der Fliichen 
it o und /~o vermittelt den Uebergang zu den Pli~cker'scher, Zinien- 
coordinaten dieser Tangenten. 

Die Tangenten bilden eine Liniencongruenz 4. Ordnung und 4. 
Ctasse. In den 6 homogenen Strahlencoordinaten/~i ~ der geraden Linie, 
die sich als Functionen zweier beHcbigex Punkte x, y~ z und x'~ y', z' 
der Linie in der bekannten Weise: 
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p , ~  ----  x - -  x ' ,  ~ a  = Y - -  Y' ,  ~o ,~  - ~  z - -  z ' ,  
(16) 

l ~  ~-- Y #  - -  zy ' ,  p ~  ~-- Zx" - -  xz ' ,  p ~  ~ xy" - -  yx" 

ausdriicken, stellt sich die Linlencongruenz der gemeinsamen Tangen- 
ten der Fllichen it o und tt0, zuztiglich der zwischen den Liniencoordi- 
naten bestehenden Identitiit, durch folgende 3 Gleichungen dar: 

~---4 ~ ~ , - -4  ( 3 -  4) (~-~o) ( ~ - 4 ) ( a - 4 )  (,,-~o)(#--~,) 

u -  go 3 - -  go ~o - -  7 

Um die Coordinaten p~ der Congruenzstrahlen yon dea elliptisehen 
Coordinaten &t~ v der Berflhrungspunkte mi~ der Fliiche '~o abhiingig 
zu machen, entnimmt man zuniichs~ aus (13), (15) ffir die Verhiiltnisse 
der Linieneoordinaten die Werthe: 

y r  Z q  , 

, ~ p  ~ "  ~,  

�9 x q  y p  u" 

wo ~' einen Proportlonalit~tsfactor bedeu~et. ]ndem man alsdann die 
Coordinaten x, y~ z des Bertthrungspunktes und die Coordinaten p, q, r 
der den Strahl enthaltenden Ebene des Btindels yon den g~ v abhii~gig 
ausdrtickt, erhiil~ man die gewiinschte Form tier Linieneoordinaten. 
Das Resultat kann in folgender Form ausgesprochen werden: 

Sind  tt, v die el~iptischen Coordinaten des Beriihrungspunktes einer 
gemeinsamen Tangente der P'liichen ,t. o und IXo mi t  der Fldche 4 o, so 
hiingen die Liniencoordinaten der Tangente von t t ,  v in dieser Weisa ab: 

~t, PJ~ 

~,~ . = _ Y~---~v ~ - ~ Y ~ - ~ V ~ - i o w - ~ o - v  ~ - ~ V  ~ -~V  ~ V  ; - ~ v ~  

P14 

V~ - 4 

los ,  

M~hem&ti~che Annalen, X X ~ .  2 



18 O. S~uv~. 

(18)/"I Vv-'=~V~'-z---~ 

Hier ist : t e i n  ProportionalitBtsfaef~r~ und bedeuten 1 / a -  v, 
/ / v -  #, / / t t - -~,  die dem Berithrungspunkte zugehSrigen einfachen 
Wurzeltunctionen, und ist //g0 g positiv oder negativ, jenachdem' 
die positive Riehtung des Strahles 2o~ mit der positiven Riehtung der 
Kriimmungseurve v = v einen spitzen oder stumpfen Winkel bildet. 

Die einem Werthepaare g, v entspreehenden 16 Tangenten erhalten 
ihre Liniencoordinaten p~,  indem jeweils in den Defini~ionsgleichungen 
(18) die 16 Vorzeieheneombinationen der 4 Quadratwurzoln / / u -  v, 

#, r, 

@5. 

Difforentialgleichlmgen der gomeinsamon Tangonton der Flgche~ 
~o und #o. 

Die Oleiehungen (5) des w 1, welche in den w167 2--4 zur Oar- 
stellung der algebraischen Bestimmungsstiicke der gemeinsamen Tan- 
genten der Fli~ehen X o und ~t o durch elliptisehe Coordinaten benutzt 
wurden, fiihren andrerseits auf die Differentialgleichungen dor bezeich- 
neten Tangenten in elliptisehen Coordinatcn.*) 

Sei auf einer dor 4 yore Punkte P =  x, y, z ~ / t ,  ~t, v an die 
Flilehen Xo und /~o gelegten Tangen~n ein Element dS durch den 
Punk~ /t, gt, v und den in der positiven Riehtung (vgl. w 2) der Tangente 
folgendon Nachbarpunkt ;t + dZ, Ix + rig, v + dv abgegrenzt. 

Die Proportion (5), der dio Coordinaten X, Y, Z der Punkto 
tier Tangente geniigen, mass im Besonderen erffilll werden t wenn 
man far X,  Y, Z die Projeetionen da~, d%, de, des Elementes dS 
auf die Axen ~ ,  ~s ,  ~ ,  des Punktes P subsfituirt. Diose Projeetionen 
hiingen yon don Differentialen dg, dtt~ dv in folgendor Weise ab:**) 

do, ~ 1 y~z-_~ Y~'--t~" dv 
V ~ - ~  V ~ - ~  V~---v ' 

*) Eine Andeutung hier(iber finder sich bei L i ou r  i l l  e, Liouville's Journal, 
Bd. XII (1847), S. 255. 

**) Vergl. J~cob i ,  Vorlesungen fiber Dynamik, herausgegeben yon Clebsch, 
S. 205, 210. 
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wo wiederum unter y ~ -  ~,, y~ - -{~ ,  yg - -~z  die dem Punkie i ~ zu. 
gehSrigen einfachen Wurzelfuncfionen zu verstehen sind, alle.iibrigen 
Wurzeln aber positiv gelten sollen. 

Es bleibt dann in Uebereinstimmung mi~ den Anschauungen des 
w 2 ffir Sussere Punkte des Ethpsoides Z da,  immer positiv; dagegen 
wird d~g positiv oder nega~iv, jenaehdem dtt und / / ~ - ~  gleiches 
oder versehiedenes Vorzeichen haben~ und stimmg das u yon 
d~x mit dem yon d~ iiberein, d. h. siad d ~  und dZ gleichzeitig yon 
positivem oder yon negativem Wer~he. 

Indem man bei der dreigliedrigen Proportion (5) die dopp:elten V or- 
zeiehen, die nur an 2 Stellen beibehalten zu werden brauchen~ im 
Sinne des w 2 in die Wurzeln //~t o - - / t  und / ~ 0 ~ g  hineingelegt 
denk~ und alle andern Wurzeln positdv nimmt, gewinnt die Proportion 
mit Einsetzung der Wer~he yon da~, da~,, d~, die Form: 

Hier unterseheidet das Vorzeichen yon //~o----~ die beiden Paare in 
Bezug auf 2r conjugirter Tangenten ira Punkte p, und das Vorzeichen 
yon //~o ~ Z die beidea Tangenten des einzelnen Paares. Mit den 
Abki~rzungen: 

N'= y~--- ,, y~,- ~ y~- r t/'~' -~o Y';-- ~o 
sehreibt sieh die Proportion in, der einfacheren Ges~lt: 

dI dt~. dv 
-~'r-: M" " N - - - ~ = v - - / x : v - 2 : P - ~ ' '  

Da ftir ~ussere Ptmk~e die reehts stehenden Differenzen immer posifiv 
d~ dr* dv gilt, so milssen aueh -At-und--~-positiv sind, dasselbe abet yon 

ausfallen. 
Das Resnltat ist somit dieses: 
Wdhlt man far einen gusseren ~unkt 1 ~ ~ Z, y~ v ebr~e der beiden 

~ormalebenen ~E~ und in dieser eine der beiden eanj~lirten gemeinsame~ 
Tange~e~ der _~l~icl~ 2 o und ~t o aus~ so tauten die Differentialglei- 
chungen dieser Tangente T:  

dZ d ~ .  dv 
-X'-: M - -~"  ~' ~ - - . v - - / t : v ~ : / ~ $ ,  

2* 
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Punkte 1 ), ~ -  ~ die der F, bene E~ und 1/ Z o - -  Z die der Tangente 
zugehb~igen einfachen Wurzdfunctionen sind, und alle andern .~actoren 
72ositiv gelfen. 

Geht man yon den t)roducten A', M', N' der ein[achen Wurzdfunc- 
tionen zu den zusammengesetzten Wurzdf~nctionen: 

^ = y(~  - -  ~) ( ~ ~  4) (7 - -  z) (zo - -  z) (~o - z), 

N = I / ' ~ -  v)  (v  - -  #)  (v  - -  ~,) (v - -  '~o) (v - - ~ o ) ,  

iiber und sehreib~ die Differentialgleiehungen der Tangente in der Form: 

(19) dz d ~ .  d~ 

so hat man die u der zusammengesetzten Wurzelfunctionen 

allgemein so zu bestimmen, dass die Differentiale dz d~ 4v alle . h '  M '  N 
positiv otter alle negativ aasfallen. Aus der erhMtenen Proportion 
gehen nup in Folge der Identiti~ten: 

(~ - -  ~ )  - -  ( ~  - -  z ) . +  ( ~  - a )  = o ,  

z(,, - -  ~,) - ~ , ( , ,  - z )  + , , ( ~  - z )  = o 

die hyperellipdschen Differentialgleichnngen hervor: 

dZ d~ d~ 
( 2 0 )  A ~ - F  - R -  = O, 

M -N - = 0 "  

Es sind dies also die DifferentialgIeichungen der gemei~samen Tangenten 
der Ftiichen h'o und l~o in elli2tisehen Coordinaten. 

w  

yertheilung der zusammengesetzten Wurzelfunctionen auf die ~usseren 
Punkte. 

Die Fortschreitu~gsrich~tmg yon einem Punkte /~ ~ 4, ~, ~ zu 
einem ~achbarpunkte ~ ~ dZ, l~ -~- dl~, ~ -{- dv giebt nach w 5 die 
Richtung einer gemeinsamen Tangente T an die Fl~ehen Z o trod ~a, 
wenn die Differen~iale d4~ df~, dv den Gleichungen (20) mit einer der 
4 verschiedenen Combinationen in den Vorzeichen der Verh~l~nisse der 
Quadratwurzeln A, M, N genfigen. In diesem Sinne gehSr~ jedem 
dutch seine Endpunkie Z,/L~ ~ und Z ~- dZ, /~ -~- d/~, ~ -~ d~ charakte- 
risirten Linienelemen~ dS einer solchen Tangente T elne bes~immte 
Combination in den Vorze[chen der Verhiiltnisse.der Quadratwurzeln 
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A, M, N zu. Man kann aber dariiber hinaus dem Elemente d S  eine 
bestimmte Combination der Vorzeiehen der Q~ladratwurzeln A, M, N 
selbst zuordnen. 

Nach den Festsetzungen des w 2 haben niimlich die Differentiale 
d2,  dst, dr ,  yon einem ~usseren Punkte P in der positiven Richtung 
einer Tangente T gemessen, durehaus bestimmte Vorzeichem, d. h. es 
ist vSllig bestimmt, ob eta jedes derselben ffir das Element dS einen 
positiven oder negativen Werth hat. Diejenigen Werthe der Quadrat- 
wurzeln A, M, N, welche ibrem Yorzeichen nach beziiglich mi~ d2~ 
dtt, dv  fibereinstimmen, sollen die dem _Elemente d S  oder auch d/e 
dem t~unkte 4, St, v, als einem Punkte der Tangente Z, zuget~rigen zu- 
sammengesetzten Wurzelfunctionen heissen. 

Der Zusammenhang dieser zusammengesetzten mit den friitmren 
einfaehen Wurzelfunetionen ist nachw 5 ersiehtlieh. Es hat, n~irulieh 
N ffir das Element dS das Vorzeichen des Produetes de rdem Punkte 
P zugehSrigen einfaehen Wurzelftmctionen / / ~ - - v  und //~7--fl; es 
hat M das Vorzeiehen des Produetes der dem Punk:t,e ~ zugehSrigen 
Wurzelfunction I / ~ r  und der der Ebene E~ der Tangente T zuge- 
hSrigeu Wurzelfunetion / / go - - t  t,  endlieh h d~s Vorzeiehen der der 
Tangen~ T selbst zugehSrigen Wurze/function 1/2 0 ~ 2. Dutch die 

5 einfachen Wurzelfunetionen V-d~ v,  ~ / ~ -  #, I/t~-- 7,  1/~o - -  l ~ , 
~/~ - -  z der elliptischen Coordinate** 2~/~, ~, welche der Vereinigung 
dreier geometriseher Elementz: eines Punktes ~P~ ether seiner beiden 
Normalebenen P_7~ und einer der beiden in_ dieser enthaltenen Tangenten 
der Fliichen 20 und/~o durch 19 eigenthiimlieh sind, shad also die dem 
Puukte P, als einem Punkte der Tangente T, zugehSrigea zusammen- 
gesetzten Wurzelfunctionen vSllig bestimmt; abet nieht umgekehrt. In 
der That geh5ren zu einem Werthetripel Z, St, v 8 Punkte mit je 4 
Tangenten T ;  nm die 32 Tangenten zu unterseheiden, miissen an Stelle 
der 8 Vorzeichencombinationen der zusammengesetzten Wurzelfune- 
~ionen At M, N die 32 Vorzeichencombinatiooen der 5 einfachen 
Warzelfunetionen eintreten. Da iudessen die zusammengesetztea Wurzel- 
funetionen in Kapitel II zur Definition der Irra'~ionalir .eines hyper- 
elliptisehen Gebildes n5thig sein werden~ soil die Veriheilung derselben 
im iiusseren Raume noch kurz betrachtet werden. 

IA4sst man den Anfangspunk~ P ~ Z, St, v des Elemen~es dS ]~ngs 
der betreffenden Tangenie T stetig forflaufen, so werden sieh die den 
successiven Elementen zugehSrigen Wurzelfunctionen A, M, N stetig 
~ndern und ihre Vorzeichen beibehalten, solangr keiues der Differen- 
tiate d2, d~t, dv sein Vorzeiehen weehselt, d .h.  aus einem posi~iven 
in eineu negativeu Wer~h oder umgekehr~, fibergeh,. 

Es liegen aber~ wie aus der Natu~r des confoealezt Systems (]D 
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ersichtlieh is~, auf jeder Tangente 6 Punkte~ in denen ein derar~iger 
Zeiehenwechsel s~attfindet~ n~imiich die beiden Beriihrungspunl~e der 
Tangente mit den Fl~chen ~t~ und /~0 und die 4 Schnittpunkte der 
Tangente mit den Ebenen des Coordinatentetraeders, auf welches die 
Gleichung (1) bezogen ist. Diese 6 Punkte sind durch die Werthe: 

~ - - o o ,  ~ t ~ 0 ;  ~-~-7,  / ~ o ;  v ~ - - ~  v -~-a  je einer ihrer 
eUiptischen Coordinaten charakterisirt, and es bilden die Werthepaare: 

o~ ~o~ Y~o, fla naeh (6) zugleieh die Grenzen, innerhalb deren die 
Coordinaten ,t, ~,  v eines Punk~es einer reellen Tangente der beiden 
Fl~chen Xo and #o beziehungsweise sich bewegen. 

Wenn a~o der A~fangspunkt P ~-- ~, ~, v des Elementes~dS der 
Tangente T die ganze im Unendlichen gescMossea gedaehte Tangente 
-durehlguft, so wechselt jede tier zugeh6rigen Wurz~.~functionen A~ M, N, 
indem sie dutch 0 oder c~ hindurehgeht, zweimal das Vor~eichen. 

Nimmr daher auch jede der Variablen ~t, ~, v l~ings tier Tangen~e 
jedea der ihr dutch, die Ungleiehungen (6) zugewiesenen Werthe je 
zweimal an, so unte~-scheiden sieh doch zwei Stellen, in denen die 
Variable den "n~mliehen Wer~h hat,  dureh das Vorzeichen der gleich- 
bezeichneLen Quadratwurzel h~ M oder N~ welche den Stellen zugehSrt. 
Was im Besonderen das Verhalten der Quadratwurzel A angeht, der 
sp~terhin eine ausgezeichnete Rolle zufallen wird, so wird jede gemein- 
same Tangen~e der Fl~ichen 2 o und ~o dutch ihren Berfihrungspunkt 
mit ~t o einerseits und ihren Durchschnitt mi~ der unendlich fernen 
Ebene andrerseits in 2 H~lften getheilt; auf der einen, der yore Un- 
endliehen her auf den Beriihrungspunkt zulaufenden Hi~lfte, ist A 
positiv, auf der andern, vom Berfihrungspunkt fortlaafenden negatdv. 
Um dem gew5hnliehen Gebrauche zu folgen, nach welchem die yore 
Nullpankt fort2aufende H~lfte einer Geraden posi~iv genannt wird, hat 
man also an jeder gemeinsamen Tangente der Fliichen ~o und ~o eine 
positive und eine negative Hiilfte zu unterseheiden; auf jener ist A 
negativ, auf dieser ~oxitiv. 

Wenn im Vorstehenden jedem Punkte einer gemeinsamen Tan* 
genre der Fl~ichen ~t o und ~0 vo~ bes~immter Richtung die 3 Wurzel- 
functionen A, M, ~ rail beslimm~a Vorzeichea als zugehSrig a~ge- 
sehen wurden, so wurde davon abstrahir~, dass jeder in Bezug auf 
die Fl~chen it o und/~o i~ussere Pankt des Raumes auf 4 solchea Tam 
genten lieg~ und dass ibm in diesem Sinne 4 dutch ihre Vorzeichea 
versehiedene Werthsysteme A~ M~ N zakommen, die sich auf die 4 
yon ihm ausgehenden Tangen~enelemen~e dS vertheilen. Naeh der 
Definition der positiven I~ichtung der Tangen~,en (w 2) stimme~ i~ den 4 
einem 2unkte ~, ~, v (als einem t'un~te auf  4 gemeinsamen Tangenten der 
~lSzhen ZoundFo)zuge]gd~.igen Tripelnzusammengesetzter Wur~elfu~tianen 
A, M, N immer die 4 Wur~elfunctione~ N im Vorzeichen iiberein. Die 
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Vorzeichen der 4 Tripel A, M, N fallen also unter den Typus: -~-, -]-, ~; 
-- ,  Jr-, ~; -{-, -- ,  z; --,  -- ,  ~; wo ~ - ~ -  oder - -  ist, jenachdem f'ttr den 
Punkt ~,/~, v x y positiv oder negativ ausf~ll~. 

Was die Vertheilung der 4 dem Punkte zugehSrigen Tripel zusam- 
mengesetzter Wurzelfunctionen auf die Elemente dS  der 4 Tangenten 
durch den Punkt angeht, so unterscheiden sich immer d& E~emente d S  
zweivr in dem Punkle mit Bezug auf N~ oder N~ oder N~ conjugirter 
Tangenten bezi~glich im Vorzeiehen yon A oder yon M oder yon A und 
M zugleich. 

w 
Darstellung des L~ngenelementes der gemeinsamen Tangenten der 
F l~hen t o und ~o durch hyperellil)tische Differentiale 2. oder 3. Gattung. 

Die beabsichtigte functlonentheoret[sche Deutung gewisser Maass- 
verh~iltnisse innerhalb der Schaar der confocalen Fliichen l~sst es 
zweckmiissig erscheinen, nebea der gewiihnlichen Maassbestimmung 
auch die allgemeine projectivische Maassbestimmung*) in Betracht zu 
ziehen. Jene w~ihlt als Fundamentalfliiehe eine der 4 uneigentlichen 
Flii~hen der Sehaar, den imaginiiren Kugelkreis; ffir diese mag eine 
eigentliche Fl.liche der Sehaar, etwa c[as .Ellipsoid ~ ~- eo ( - -  oo < eo < Z0) , 
als Fundamentalfliiche herausgegriffen werden. Die Aufgabe des vor- 
liegenden w 7 ist es, das Liingenelement der gemeinsamen Tangenten 
der beiden Fliichen it o und /~0 mlt Bezug auf die beiden vertretungs- 
weise gew~ihlten Maassbestimmungen in eliiptischen Coordinaten dar- 
zustellen. Die Entfernung zweier Punkte x,  y ,  z und x ' ,y ' , z"  stellt 
sich in den auf die Fl~ichen Z ~ -- oo und 1 ~ ~ bezogenen Maass- 
bestimmungen beziiglich dutch die Formeln: 

(~1)  E - ~  f ~  - -  x')  ~ + (y - -  y'?- + (~ - z )  ~ 

nnd 

(21") /~" ~- c- log ~' § ~ 

dar, wobei zur Abktirzung gesetzt ist: 

Die willkiirliche Constante der ersteren Maassbestimmung ist hier- 
bei im Sinne der Euklid'schen Geometrie bestimmt gedacht; die will- 

*) Vergl. Cayley, A sixth memoir upon q~antics, Philosophical Trans- 
actions, vol. 149 (1859), S. 61. Klein, Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische 
Geometrie, Mathematische Annalen, Bd, IV (1871)~ S. 573, 



kfirliche Constante c der letzteren Maassbesfimmung sei als reell 
vorausgesetzt*), sodass zwei Punkte innerhalb des Ellipsoides ~t ~--eo 
eine reeZle Dish~.nz besitzen. 

Die Ausdrficke f~r das Liaienelement des [~aumes lauten, ent~ 
sprechend den beiden Maassbesfimmungen: 

d E  ~ V d x  2 + dy  ~ q- dz z 
und: 

(xdy- -ydx)  ~ 

Die Einf~ihrung der elliptischen Coordinaten liefer~ ffir das Quadrat 
yon d E  den bekanaten Ausdruck: 

I (~--~)(v--Z)dZ ~ 1 (v--g)(i--g}d~2 4 1 (~--~)(~--~)d~ z 
(22) d E 2 ~  4 (~-~)(~-~)(~--~) ~ 4 (~--~)(~-~)(7-~)"  4 (~--~)(t]--~)(~--~) 

Um auch d E  '2 in ellip~ischen Coordlnaten darzustellen~ benutzt 
man die identischen Transformatlonsformeln: 

~ - ~  + - ~ - : ~  ~ ~ - ~  1 (~_~){~_~)(~_~) ; 

dx ~..~ dy ~ , dz ~ (ydz--zdy)  ~ (zdx--xdz)  ~ ( x d y - - y d x )  ~ 
~2~ ~:-~-~ ~__~ (~__~) {r__~) (~__~) {~_~) (~__~)(~__~) 

(1--~)(.~--~)(1--~)(,~--~) d v  ~ }. 

Hiermi~ wird : 

(9~/~ ,~ bT. ~--c~ (~--~)(~--~)(r - ~) ~ (~--~)(~--~)(~--z)(~ - z)d~.  ~ (~-  ~)(~- ~)I~- ~)(Z--~) (/, 

I. Die _Formeln (22) und (22") geben also die allgemeinen Werthe des 
rdumliche~ Liniene~ementes in el~i2tischen Coordinaten mit Be~,ug auf  
die beiden Fundamentalfl~ichen 2 ~ - -  c~ und ~ ~ o.  

GehSr~ im Besonderen das Linienelement einer gemeinsamen Tan- 
genre der ~liichen ~o und ~o an, sodass die Differentiale d~,  dl~, d v  

�9 den Gleichungen ~ entsprechen, so lassen sich in den Ausdroeken 
far  das Linienelement, welches dann mi~ dS,  rcsp. dS" bezeichnet 
sei, die Variabela ~t~/~ v se'2ariren. 

*) Vergl. Klein, a. eben angel O. S. 608. 
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Tr~g~ man e um diese Separation zu erreiehen, zun~i~hst~ in die Dar- 
stellung (22) yon d E  2 die Abktir~tmgen A, M, N ein, so wird: 

1 
h2 

+ T ~ iv - -  ~) (g -- X) (g --  ~to) (~o - -  g) -M~dg' 
d~ e 

+ u  (,, _ ~) (v  - -  ~t) (~ - ~o) 0' - goJ --NT" 

VermSge der Formeln (19) kann man hier, fails es sich um ein 

Element dS handelt, dg~ und (~2 durch d;t~ - ~  ~ -X~- ausdrti0ken und er- 

hiitt, iadem man unter Benutzung der Iden~it~: 

(~ - -  v) (X--  ~0) (k--go) + 0 ' - -  ~,) ( g - -  Xo) (~--~0) +'(~--~) (*'--~o) ( v - ' m )  
= - -  ( g - - ~ )  ( v - -  ~) (~ - -  g) 

zusammenzieh~: 
1 

Der positive Werth des Linienelementes ist daher: 
1 

-~--~ 

sofezal das Vorzeiehen der QuadraLwurzel A so besgmmt wird, dass 

dt  positiv ausf~illt, Diese Formel 15a~ sich unter abexmatiger Be- ^ 
nutztmg der eben ungewandten Ide~ati~t, riickw~rts raft, wie folgt: 

d ~ = � 8 8  (go-x)-~-~ ~ ; = ;  ( g - X o ) ( g o - ~ )  ~ -  
1 g - - l ,  d~L. 

Hierfiir kann man schliesslich mi~ Rticksieh~ auf (19) sehreiben: 

(23) ~ s = ~ ( ~ o - X )  (go-  ~)-~-+~-(~ -- Xo)(g0 -- g) 
1 d v  

In den Gleichungen (20) waren bei posifivem az ~h-- nothwendig auch 
dg und d ,  -~- ~ positiv, sodass in dem gefundenen kusdrueke fiir dS  alle 

3 Terme positiv sind. 
Bei analoger Behandlung der Formel (~,~) far d E ' ~  un~r  Be- 

nu~zung der Identit~t: 

(g--,o) 0'--~,) (X o -  X) 0'o - ~)(v-- g) + (,,-o,)C~-~,XX~- ~)(go-~,)Cz--v) 

+ (x -a , ) (~ - -o ) (xo -v ) (go - -v ) (g -x )  
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erh~l~ man ffir das IAnienelemen~ der gemeinsamea Taagen~en der 
Fl~chen "~o und Fo in der auf die Fundamentalfl~ehe ~L ---- eo bezogenen 
Maassbestimmung: 

+ (~-~o)C~-~o).,~_~, ~}. 

Auch bier sind alle 3 Terme in der Klammer einzeln yon posi- 
tivem Werthe, und sotl fiber den vor der Klammer stehenden con- 
stanten Factor dasselbe angenommen werden. ]:)as Resulta~ ist dies: 

II. ])er positive Werth des Linienetementes der gemeinsamen Tangenten 
der Fl~hen ~o und i~o ist, jenachdem der Kugelkreis Z ~ - - -  oo oder 
alas JEllipsoid Z ~ eo als Fundamentalflaehe der Maassbestimmung gilt, 
beziiglich dutch die Eormeln (23) oder (23") dargestellt, wo die Yor- 
zeiehen der Quadratwur~eln A, M, N so ~u bestimmen sind, dass die 

])if/erentiale dz d~ dv positiv werden. A ~ M ~ N 
lI]. Es sind also, wenn d2, d,~, dv in der positiven Rich~ung der 

Tangente gemessen werden, A, M, N die dem Elemen~e zugehSrigen 
zusammengesetzten Wurzelfunctionen. 

Die Ausdracke (23) und (23") gelten iiberdies auch ffir das Liingen- 
element derjenigen geod~tisehen I~nien auf den Fliichen ~t o und #o, 
welehe die Durehdringungscurve der Fliichea beriihren~ and ffir das 
Li~ngemelement der Durchdringungseurve selbs~*). 

Es bedarf kaum der Erw'~hnung, dass der eine algebraisehe Un- 
endliehkeitspunkt des hyperelliptischen Integrals 2. Gattung: 

2A 

dem e / ~  unendlieh fernen J~unkte en~spricht~ den die gemeinsame 
Tangente der Fi~chen Z o and ~o nach der Auffassung der Euklid'schen 
Geometrie besitzt. Ebenso fallen die beiden logarithmischen Unend- 
liehkeitspunkte des Integrals 3. Gattnng: 

f (xo -- z) (~o-- ~) d~ 

auf die ])urehstosspunkte der genannten Tangento mit der ~'undamental- 
fliiche eoder atlgemeinen l~ojecthrischen Maassbestimmung. 

*) Vergl. Mathem~flische Ann~len, Bd. XX, 8. 158 
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K~.loitel IL  

Darstel lung tier Gebilde im confocalen F1Rchensystem din'oh 
hyperelliptische Functionen. 

w  

E in f i i h r~g  tra~scendenter Paraaneter an Stelle der eHiptischen 
Coord]n~ten. 

Das doppelte Ziel der a~a]ytisch-geometrischen Entwictdungen 
des Kapi~els I war einerseits die ei~hdtliche algebraische ~arameterdar- 
stdlung einer Reihe geometrischer Gebilde im confocalen Flfichensystem 
(w167 1--4),  andererseits die Feststellung der geometrischea Bedeutung 
der hyperelli2tischen Differentialgleichungen yore Gesehlecht 2 (w167 5--6) 
und der entsprechenden Differentialausdriieke 2. and 3. Gattung (w 7). 
Der Nachtheil der gefundenen algebraisehen Parameterdarstellungen 
ist die durchgehends auftretende J~fehrdeutigkeit der Bestimmung der 
abh~ngigen Elemente dutch die unabh~ugigen. Es bleibt als Aufgabe 
des vorliegenden Kapitels II, die bisher benutzten algebraischen Irratio- 
nalit~ten durch eindeutige Functlonen transeendenter Parameter zu er- 
setzen. Zu diesem Zwecke sollen an SteIle der elli!otischen Coordinaten 
4, ~, v vier Parameter vt, v2, u 1, u2 elntreten, yon denea die beiden 
letzten vSllig unabh~ingig, die beiden ersten aber dureh ei~e _Relation 
aneinander gebunden sind, sodass die 4 Parameter nut 3 unabh~ngigen 
Parametern ~quivalent bleiben. Die Parameter vj, v2, ul, u~ werden 
unter Vermittlung der durch gliedweise Integration der Differential- 
gleichungen (20) hervorgehenden Integrale und Integraldifferenzen: 

r , =  -z ,  v~=d z ,  
(24) *,N ~,M ~,hr 

z arz 

r ~ y 

mit der Abkfirz.ung: 

defiair~, uad zwar durch folgende Formeln: 

{ V~ -~- VtB~-- V, Bj_. ~ri AIV2 --A~Vt ,ri 
(25) .~,n~ - ~ ,  -~-~, ~'~ = a , ~ ,  - a i n T "  - Y ,  

Hierin haben die Coefficienten ,4, B~ neben welche noeh 4 weitere 
Constanten C, 2) gestellt wet den .mSgen, folgende Bedeutang: 
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(26) 

a - -  I~_ ~ ~ ~ _ _  l~zdz  v _ ( ' ~ d z  D F Y d z  

z fl a 

,.] / / ~ ,  C, - -  D ,  = , 

~o _ _  / Z d Z  
. n -  t "za~ 

+ - - d  

wo die Integrale mit positivem Werthe yon //~oo oder //--~ Z 2 auf 
reellem Wege zwischen ihren beiden Grenzen zu berechnen sind. 
Zwisehen den Constan~en (26) besteh~ die bilineare t~dation: 

Wenn zur Abkiirzung gesetzt wird: 

(27) d a  1 ~ ~i B~ --  B,z  dz dr ~-  ~i  x~z -- z12 dz 

so stellen sich die Parameter vl ,  v2, u l , u .  ~ als Integrale und Integral- 
differenzen also dar: 

(28) ~, N /a,2r 

lu,=fi ,-flo,, 

2,_8 

V 2 ~ / d  foo ~ 

g.N ~.M 

is r 

Wie man erkennt, sind die aus den Integralfunctionen (24) durch 
tineare Combination hervorgegangenen Parameter v~, v2, ul ,  u 2 ge- 
wisse Normalintegrale des hyperelliptischen Gebildes z ,  Z*) .  Man denke 
sich, um hierauf n~her einzugehen, die ' t~iemann'sche l~lgche des Ge- 
bildes mit den 6 reellen Windungspunkten**) z, Z~-- 2 o, 7, ~to,/5, a, c~ 
und e~wa den 3 geradlinigen Uebergangslinien**) 207 , Y0/5, a oo dutch 
das in Fig. 1 angedeutete Querschnittsystem in eine einfach zusammen- 
h~ngende*.*) Fli~che verwandel?5. 

*) Die oberen Grenzen 1, A; g, M; ~, N der Integrale in (24) und (28) aind 
drei verschiedene, variable Stellen des Gebildes z, Z. Es bezeichneu dabei A, M, 
N bezfiglich die Werf~e, welche Z ffir z ~ ;t, ~, ~ annimmt. 

**) Die Terminologie nach C. l qeumann ,  Vorlesungen fiber R i e m a n n ' a  
Theor/e der Abet 'schen Fuuctionen, S. 165, 166, 29~. 
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at b~ a a~ b~ 

l~ig.  I .  

Das Querschnittsystem bes~eht aus 4 Querschnit~en a~, b~, a~, b~ 
und dem unwesentlichen Verbindur~gsstfick c; d~e einzdlrten Schnitte 
oder Str5me sind dutch ausgezogene oder punkfirte Liniea angedeutetl 
jenuchdem sie im oberen oder unteren Bla~e der Fliiche verlaufen, und 
mit einer bestimmten dutch die Pfei[e a~gedeutet~a Richtung versehen, 
sodass ein rech~es und linkes Ufer derselben unterschieden werden 
kann; die Schnitte sollen in bekannter Weise dieht an die reetle Axe 
herangedriing$ sein. Die Quadratwurzel Z sei auf der reellen Axe 
zwischen 7 und ~t 0 im oberen Blatte positiv. 

Alsdann ergeben sich die Periodieit~tsmoduln, welche die vor- 
kommenden Integrale beim Ueberschreiten der StrSme a und b yore 
rechten zum linken Ufer erhalten, aus folgender Tabelle: 

a~ b~ a~ b~ 

2 A  1 2iC~ 2iD~ - - 2 B ~  

2A~ 2i  C~ 2i  D~ - -  2 ~  

~ i  a~ a~ 0 

0 a~ a,,~ ---z~i 

Dabei haben die reellen GrSssen all , aj2 ~ a21 , a2~ die Werthe: 

C t B 2 -  (?~B~ AtD~--A~Di 

und ist~ wenn n~ und n 2 irgend wetche positive oder negative ganze 
Zahlen bedeuten~ die Form: 

(30) a .  nl 2 -[- 2a~n i  n 2 -[- a~n.~ ~ 

immer nega~iv. 
Die in (29) gegebene Veri,heilung der Normalperioden auf die 

Qaersehnitte a und b entsprieht, nicht genau dem gew5hnliehen Ge- 
brunch% welcher bei der angenommeneJa Zerschnei~lung der Rie-  
mann~schen Fli~ehe den Querschnitten al und a~ die Periodenpaare 
~ i .  0 nnd 0~ ~i  und den Quersehnit~en b t and b~ die Periodenpaare 
a . ,  a~l und ar~ , a2~_ zuertheilt. Der Zusammenha~ag der eingeftihrten 
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Normalintegrale fdm~ und f d~2 und Periodicit~itsmoduln all, a t 2, a2~ 
mit den gew5hnlichen*) Iqormalintegralen und Periodicit~tsmoduln, 
welehe letzteren ffir den Augenblick mit f d e o / ,  fd 2" und a l l  , ate" ~ a22' 
bezeichnet seien~ geben die Transformationsformeln: 

t d ~  ~ dca I - -  al~ �9 deo2" , de% ~i 
a 2 2  

t �9 r �9 r 

a l l a 2 2  - -  a 1 2 a 1 2  a t 2  ~2  

Die Abweichung yon der gewShnlichen Normirung is~ im vor- 
liegenden Falle im Anschluss an Herrr~ W e i e r s t r a s s * * )  gesehehen 
und dureh den Umstand geboten, dass die Vertheilung der reellen 

und imagin~ren Perioden der gegel)ene~ Integrale dz u n d j  --N--' wie 

sie die beiden ersten Zeiten in (29) geben, die 0uersehni~te a 1 
und b 2 einerseits, /h trod a2 anderersei~s als zusammengehSrig kenn- 
zeiehneL 

Die Eigensehaf~ der Form (30) is~ bekannflieh nSthig~ dami~ die 
zweifaeh unendliehe I~- l~eihe: 

fiir alle endliehen Werthe der beiden complexen Variablen w~!w:  con- 
vergire. ***) 

Da die. in (25) oder (28) definirten P~rame~er v~ und v~ zwei 
linear unabh~ngige Norma/in~egrale zwischen den n~imlichen Grenzen 
sind, so besteht zwischen denselben eine identische Relation. Es 
entsprich~ n~mtieh der besondern Auswahl des'Quersehnittsystems 
(Fig. 1) und der u der Normalperioden auf die einzelnen 
Querschnitte (29) eine bes~immte weehselsei~ige Zuordnung der 6 un- 
geraden ~-Fune~ionen und der 6 Windtmgspunk~e der 1~iemann ' -  
sehen Fl~che. Diese Zuordnung kann dadureh eharakterisir~ werden~ 
dass iden6sch in Bezug auf z, Z die Gteiehungen bestehent): 

�9 ) Vgl. Prym, in den Denkschriften der k. Academie der Wissenscha~n 
zu Wien, 24. Band (1864), S. 28. 

�9 *) Vgl. Weierstrass, Ueber die geod~isehen Liaien auf dem dreia~gen 
Ellipsoid. Monatsb, erieh~ tier Kgl. Aeaxlemie zu Berlin~ Jahrg. 1561, S. 986~ 

�9 **) Ueber die Bezeietmung vgl. die zu w 9 ei~irte $ehrif~ yon Krazer, S. i. 
~) Vgl. Riemann~ Ueber das Verschwinden der @-]Panctionen, Ges. 

Werke, herausg, yon Weber~ S. 198, oder Prym~ a. a. O. S. 37, oder Neu- 
m a n n ,  a~ a. O, S. ~90. / 
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, / s,Z ~,Z / z:g ~,Z 

d(") o(o 0 ~~ ij'~~ ==o, 
/.,lo 

.(i ~) ?~o, i7 .m :o, ~(~ o)?.o, i.7.oj=o, 
1 / o,g , , z  

Im Besonderen geniigen also die _Parameter v, u~Z  v.~ nach ihrer 

Def in i t ion  (28) der ~e la t ion  : 

~- 9. 

Darsbllaug der homogenen P~mktcoordinaten im Raume dutch Producte  

zwebr ~-Functionen. 

Die in den Ausdrficken (8) ffir die rech~winkligen Coordlnaten 
x -~  x : t ,  y --~ y : t ,  z ~ ~ : t auftrebnden einfaehen Wurzelfunctionen 
der elliptisehen Coordinatel~ l, /t, v stellen sich, vermSge der ia den 
Formeln (28) festgele~en Abhingigkei~ der Parameter v I Iv2 mid der 
Parameter u l i u  2 yon ~t und bezfiglich yon /z und v, ihrerseits als 
Quo~ienten yon ~-Functionen der Variabelu v t j v  ~ und ul[~ ~ dar. Es 
ist niimlich, vorausgesetzt, dass vllv2 der Ret~tion (32) genfigen: 

(a) 

"0 0 o ~) (%[ v,) 
~ ~(oo) ~(  ~ , 

'0 1 

r~- io "i I 

und ferner:  



(b) 

O t  0 ;' 

Dabei sind dem gewShnlichen Gebrauche entsprechend ftir die ohne 
Argumente geschriebenen @-Functionen die Argumente 010 hinzu- 
zudenken*). 

Die Verbindung dieser beiden Formelsysteme mit den Gleichungen 
(8) fiihr~, indem sieh die Nullwerthe der ~-Functionen ganz fortheben, 
zu dem Resultat: 

~ i e  homogenen ~)unktcoordinaten x, y, z, ~ der la~nL'te des l~aumes 
stellen sich in Abhh'ngigkeit yon den 4 -Parametern v~[v~ und utlu. ~ in 
fo~gender Weise dar : 

(33) 

~" V ~ -  Xo 

~.~ 

Dabei bedeatet x, wie auch fernerhin, einen Proportionalitiitsfacf~r. 
Dieses Gleichungssystem (33)kann,  indem man darin die Para- 

meter vl]v z der Reihe nach d i e ' de r  Gleichung (32) en~sprechenden 
Werthe annehmen und alsdann jedesmal die Parameter u I Is t2 beliebig 
variiren liisst, als eine Darstetlung der verschiedenen ~'l~chen A des 
confocalen Systems (1) durch die Parameter ul I~t2 betrachtet werden. 

*) Die Umkehrformeln (a) sind, ~ur in veri~nderter Bezeichnung and mit 
ver~nder~er Bes~immung der un~eren ]n~egralgrenzenr die yon Prym, a. a. O. 
S. 57) die Umkehrformeln (b) die yon Prym ebenda S. 50~ sowie yon Rosen- 
hain in dem MSmoire sur les fonc~ions de deux variables e~ s quatre p6riodes 
(MSmoires pr6sent~ par divers savants '~ l'acadgmie des sciences, k XI) S. 822 
gegebenen. 
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lndem it auf reellem Wege yon - - o o  his 1 o w~chst, laufen V1[V ~ 
dutch immer reelle Werthe yon ~ (A 1 -{- :B1) I ~- (A~ + B~) bis 010 und 

=i 1__ =," v~ Iv~ durch immer rein imagin~re Werthe yon ~-TI~____-~- bis 010. Es 

, = i  -1- ~ i  entspricht daher dem Werthepaare v, iv2 ~ ::~ -~- . -~- das unend.lich 

grosse Ellipsoid des confocalen System% und dem Werthepaare vl l v ~ 0 1 0  
das Ellipsoid ito- Mit Bezug auf das letztere ergiebt sich also: 

.Die homogenen Coordinaten der _Punkte des .Etli:psoides ~.a stdlen 
sich in Abh:ingigkeit yon den beiden unabhtingigen Parametern u~ ]u., 
in folgender Weise dar*): 

X 

~/~ - -  ~ o  

y 

(34) z 

_o(~o) o(o 
-- ~(OlO) .~(o 

_ -o(~)~(~ 

1) (u, lu.,), 

,) 
1 (u,  lu2) ,  

: o ~  (o 
u . t  = & ~ , 0 0 ]  # 0)  (u~]u2). 

Indem man hier die Quotienten der Nullwerthe der #-Funetionen 
dureh die Constanten a, /~, t%, y, 20 ausdriickQ wie iblgt: 

~(oo) ',~.-~o,(~-,~ ~(oo) = ;/~._~o)~-,o~ 

wird man auf die Weiers t rass"  sche DarsteUung der _Fliiche 2. Grades 
geftihrt*~). 

Diese Darstetluag (34) beruht auf der identischen Relation: 

~> ~(~)~,(oo~ ) <~,~:~+ ~, (o o) o, (o I) (o, ~o~ 
+ ~.(I I ) ~ ( I  o)(~,L~)-o. (or)~.(oo)(~,~u.)~o. 

welche zwischen den 4 erstbn Funetionen des R o s e n h a i n ' s c h e n  
Sechsersystems***) : 

*) Den Formeln (33) und (~) gehen die Formel, (48) und (46) parallel, 
welche mit jenen zusammen die Hauptresultate des voHiegenden Kapitels bilden 
(vgl. die Schlussbemerkung des Kapitels). 

**) Vgl. Weierstrass, a. a. 0., fernerv." Braunmfihl,  Mathema~ische 
Annalen, Bd. XX, S. 557. 

***) Vgl. fiber diese Terminologie: Krazer,  Theorie tier zweifaeh unend- 
lichen •-Reihen auf Grund der Riemann'sehen @-Formel (Leipzig I~2)~ S, 30. 

Mathen~ati~che Annalem XXI.L 3 
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besteht*). 
Die Darstellung der einzelnen _Fl~iche X des confocalen Systems 

dutch die Parameter ulfu2,  welche die Formeln (33) bei constant 
bleibenden v,]�89 leis~en, ist im Allgemeinen dadurch charakterisirtj 
dass die SchnitJcurven der Fl~iehe g mit den Ebenen x ~---0, y ~-0~ 
z ~ 0, t ~ 0 beztiglich dutch die Gleiehungen: 

repr'~sentirt werden. Abet auch das Verschwinden der beiden noeh 
fibrigen ~-Funetionen des Sechsersystems (36), und damit die Glei- 
ehungen: 

haben ihre einfache Bedeutung. 
Setzt man n~imlich g ~-/~o, so erhalten die Parameter ul lu  2 die 

Werthe: 
~,N go ,,N ~o 

u j  J u 2  ~ ~ d ~ j  - -  

r Y 
~,N ~,N 

die hiermit gesetzten Beziehungen: 
�9 ,N %,N 

haben mit Rfieksich~ auf (31) zur Folge: 

"i I u,) 0 oder: @ (1 1 O) (u, l u,) O. o ( I ~  + T  = = 

Es ist also die :L Gleiehung (37') die Gleichang der SchnJttcurve 
des Ellipsoides • mit dem.Hyperboloid t~o. In analoger Weise ergiebt 

~) Vgl. Weber, Ueber die Kummer'sche Ft~che 4. Ordnung mit 16 Knoten- 
punlr~en und ihre Beziehung zu den @-Fnnc~ionen mit 2 Ver~mderlichen7 Crelle's 
Journal, Bd. 84, S. 334, Forme]system A. 
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sich, class die 2. Gleichung (37 ~) die Gteiehtmg der nieht reetlen Schnitb- 
curve des Ellipsoides ,~ mit dem Ellipsoid 2 o isL 

Zu demselben Resultat fiihrt auch die Bet~raehtung tier Formen: 

~ Y~ z~ 1 

yZ 

deren Quadra~wurzeln sich in den 2, ~ v einersei~s und den v t 1 v=~ 
u~ [u~ andrerseits so darstellen: 

- -  ~ 
~/~-~o ~ ~-~-'-~. ' 

lO 

(o i o ~ 
Zusammenfassend hat man den Satz: 

Werden in de~ ~'ormeln (33), bei constantem v, I v,~, die, P a r a m e ~  
u, f u~ einer tier Gleichu~gvn (37) and (37") unterworfen, so stdlen die 
Eormeln bezieI~u~gsweise die Coordi'aaten der t~unkte der Schnittcurve 
des Ellipso~es v 1 Iv  2 oder 2 mit den 4 Coordinatenebenen und den 2 
-h~ltichen ~o and 2 o dar, 

Es bedarf kaum der Erwiihnung, dass die Gleiehstellung der beidea 
Fl~iehen "%o and ~o mit den 4 Coordinatenebenen in der Natur der 
Parameter uj } u 2 ihren natiirlichen Grand hat. Denn die ellip~isehen 
Coordinaten - - ~ ,  7, fi, a and 20, /~o der 4 Ebenen einerseits and 
der beiden genannten Fl~ichen andererseits slnd in dem hyperelliptischen 
Gebilde z, Z dutch die 6 ~Sllig gleichbereehlig~en Windangspunkte 
vertretem 

w ~ o .  

Vertheilurg der transcendent~n Parameter auf die Punk~e d~s ~usseren 
Raumes. 

Die Darstellung (34) des Ellipsoides Z0 liefert zu jedem Parameter: 
paare ultu2 einen einzigen Punkt x~ ~ ~ t. Dagegen gehSren umge- 
kehrt zu jedem Punkt x, y, z~ t mehrere Parameterpaare. Da n~ralich*) 
als die gemeinsamen Periodenpaare ,der Verh~ltnisse der 16 ~-Ftmct~ionen 

*) Vgl. Krazer, a. a. O. $. 1, Formeln 1 und 2. 
3* 
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nich~ die einfachen, sondern die doppdten Periodici~tsmoduln der 
Integrale f d e o l l f d e  % auftreten, also die Werthepaare: 

2z~i10 , O [ 2 z i ,  2anI2a~t,  2a~12a22 , 
so hat man bei der Be~rachtung der ~-Quotienten im Allgemeinen die 
16 Werthepaare auseinanderzuhaIten, welche in der Form: 

(39) u 1 + 5"~i  + ~ a  n + ~2a1~ ~1 u 2 + *2"zi + ,1a21 + s2a2~ 
enthalten "sind, insofern die 4 Zahlen e(, e~', ~1, e2 auf die 16 mSg- 
lichen Weisen aus den Zahlen 0 und 1 ausgewiiJalt werden. Ausserdem 
ist bel jeder Auswahl dieser Zahlen die vermSge der Unbestimmtheit 
der Vorzeichen yon N und~M in dem Paxameterpaare 

l)o,-fi:, 
: x # x 

gelegene Vierdeutigkeit zu beriicksichtigen. Es geh5ren daher~ yon 
Multiplis der do~vpelten Perioden abgesehen, zu jedem Werthepaare 
v,/~ 64 Werthepaare u~}~t 2. Diese vertheilen sich auf die 8 zu v,/~ 
gehSrigen Punkte der Flltche Xo, und zwar so, dass die Verhiiltnisse der 
4 ~-Functionen in (34) flit je 8 der 64 Werthepaare ul]u ~ dieselben 
Werihe x : y : z : t haben. 

Im Allgemeinen kommen daher jedem t)un}~te x, y~ z, t der El~iehe 
~o 8 ~arameter~aare uj I r zu, die nach' den do p2elten -perioden incon- 
gruent sin& 

Wenn die oberen Grenzen ~, und te der voriiegenden Integr~le mi~ 
den gewShnlichen elliptischen Coordinaten v und tt identificir~ werden, 
so verlieren sie ihre unbegrenzte Variabilit~t. Beschr~nkt man im 
Besonderen die Betrachtung des Ellipsoides it o auf die zwischen den 
beiden Zweigen der Durchdringungscurve mit dem f:Iyperbotoid /to 
gelegene Zone (/t o/to) des Ellipsoides, deren Pnnkte als B~riihrungs- 
punkte reeller gemeinsamer Tangenten der Fl~chen Xo und l% er- 
scheinen, so entsprechen die elliptischen Coordinaten v trod tt den 
Ungleiehungen (6), and k5nnen sieh daher auch die Punkte 'v,  N und 
tt, M der I~iemann'schen Fl~che des G'ebildes z~ Z beziehungsweise 
nut zwischen den Verzweigungspunkten ~ und a oder ~ und ~o be- 
wegen. Die _Parameter ui]u 2 sind dann best~ndig rein imagin~ir. 
Ueberdies beschriinkt sieh ihre Vieldeutigkeit auf die Vorzeichen yon 
N und M trod auf Multipta der rein imaginiiren Periodieitiitsmoduln 
O i~ i  und z i l 0  , welche den Umg~ingen der Variablen v und $t um 
die Verzweigungspunkte fl und a einerseits, 7 und /to anderersei~s 
entsprechen. 

Bei dieser Beschriinkung der Variablen v und /t bleiben yon den 
64 Werthepaaren (39) nut 16, and yon den 8 im Allgemeinen zu einem 
Punkte x, y, z, t gehSrigen Parameterpaaren nur 2 iibrig. 
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Es liefert dann auch umgekehrt jedes Paar rein imaginiirer Werthe 
u~ ] u., einen redlen iiusseren t~unkt des Etli~osoides ;~o" Die quadratisehe 
Gleichung n~mlich, yon welcher die LSsungen z ~ v und ~ ~ / t  des 
Umkehrproblems: 

Y ts 

abh~ngen, kann in folgenden 3 gleiehberechtigten Formen gegeben 
werden*): 

~(o oo).~(~ ~)(~, ~ ) o _ ~ + ~ . ( o  o ) ~ . ( o  ~ ,)(~,~) _~-__~ = ~, 
c e - - Z  " 0 I 

~(o ~ o) . , (o  ~)(-,I..~ o-~ ~( I , )~ (~o) (~  ~.) ~-~ 
~(o ~)~,(0 o~,i~) o-~ ~(o ~ o , -  '~ .~rO~o o)(~,,~) . - ~  

Nun ist bei rein imagin~ren Wer~hen der Argumente u l ] u  2 und 
reellen Werthen der Moduln alt ~ a12, a~2 die in w 8 definir~e @-Func- 
tion flit jede Charakteristik yon ree]lem Werthe. Mall schliesst daher 
nach einer aus der Theorie der elliptischea Coordinaten bekamaten 
Schlussweise aus der t. der 3 Gleichungen~ dass v(m den Wur~eln 
z ~ v und z---~/t die eine zwisehen den reellen Grenzen /~ und a, 
die andre zwischen den reellen G r e n z e n -  c~ mad fl liegt; aus der 
2. Gleichung ebenso, dass die eine Wurzel zwischen /t o und a, die 
andre zwischen m c~ und/to liegt; aus der 3. Gleichung endlich, dass, 
wenn die eine Wurzel zwischen den reellen Grenzen 7 und tz liege, 
dasselbe aueh yon der andern gilt. Die Verbindung dieser 3 Szhlfisse 
ffihrt zu der Einsieht, dass die eine Wurzel zwisehen t6 vund u, die 
andre zwischen 7 und /to eingeschr~nk|, bleibt, womit die obige Be- 

"haup~ung bewiesen ist. 
Zur n~heren Orien~rang {iber die nun ein~etende Vertheilmlg 

der Parumeterpaare ul I~te auf die Punkt~ der Zone (/t o/to) dienen die 
folgenden S~tze, die sich aus der Unterscheidung tier geraden und un- 
geraden ~-Functionen, aus den Periodieit~tseigensehaften der #-Quo- 
tienten und aus der Betrachtung der einfachen Wurzelfunctionen 
/ /a  - -  v,  / /v  - -  ~,  / /~  - -  7, V ~ o - - / t  und der entsprechenden "a- 
Quotien~en auf der E i e m a n n ' s c h e n  Fl~che ergeben. 

*) Vgl. Weierstras~, zur Theorie de~ Abe|'schen Fuur Crellds 
Journal, Bd. 47, S. 292. 
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I. Die Fertauschung vo~ u I t u~ mit ~ u I I --  u~ bedeutet eine 
simultane Spiegdung an den .Ebenen y ~-- 0 und z ~- 0 (vgl. Fig. 3). 

II. .Der Verme?wu~g der Argumente u 1 t u~ um 01 ~i  entsprieht 
eine simultane Stgegelung an den Ebenen x ~ - 0  und y ~-O,  der Ver- 
mehrung der Argumente um ~i  ! O eine Spiegelung an der ~bene z ~--O. 
Die Punkte u 1 I u~ und ua + 0 + g i [ u s + ~ i  + 0 liegen also diametral. 

IH. Die Aenderung des Vorzeiche~ yon M in den IntegraMif- 
ferenzen u 1 I u~ (vgl. die Definition (28)) bewirkt dne S~iegelung an der 
JEbene z ~ 0, die Ae~ulerung des Vorzeichens van N eine Spiegelung 
an der JEbene y-~-O. 

IV. /)/e Aenderung des Vorzeichens yon M mit gleichzeitiger Ver- 
mehrung der Aryumente u~tu~ um ~i}O Mssr den Punkt x ,  y ,  z ,  t 
ungeiindert, wechsett abet das Vovzeichen der Function ~ / ~  in (38); 
die Aenderung des Vor~eichens yon N mit gZeichzeitiger Vermehrung der 
Argumente ~11u~ um Ol~i bedeutet eine SpiegeZung an der JEbene x-~-O. 

Bei diesen Siitzen, sowie bei den sp'~ter anzufiihrenden S~tzen 
yon ghnlieher Tendenz~ liege die elementare Auffassung der Integral- 
differenzen u 1 l u~ zu Grunde. Es sind also in: 

die Integrationswege auf der reellen Axe yon fl resp. 7 his zum oberen 
Grenzpunkte zu nehmen, und zwar mi~ denjeaigen Vorzeiehen der 
Wurzeln Z ~ N  resp. Z ~  M, (vgl. (27)), wetche den oberen Grenzen 
expliei~e beigeschrieben sin& s ,~_~  ,,__~ 

Es ist daun im Besonderen der Uebergang yon I d e o  zu t d e o  SO 
g ]  

7 

zu versiehen, dass der im oberen Blatte der R i e m a n n ' s e h e n  Fl~che 
(vgl. die Festsetzungen in w 8) yon 7 bis 

c, /~+M - . ~, + M laufende Weg (vgl. Fig. 2, wo 
"], ........ :-'~1% - M  rio der betreffende Weg auf die reelle Axe 

rig. 2 zusammengezogen zu denken ist) wieder 
riickw~rts gemacht, und hierauf der Weg yon 7 bis/t,  - -  M im un~eren �9 
Blatte angeschlossen wird. Dabei ~ndert die einfache Wurzelfunetion 
/ /~---  7 ihr Vorzeichen, wa~ der 1. Theft des SaSzes IIl aussagt. In 
analoger Weise vers~eh$ man-den 2. Theil des Sas Es is~ ferner 

der Uebergang vonfdeo, ifd%zufd~ , 0 so z,  

denken, dass man vonder  S~etle /~, -{-M im oberen Blatte den Weg 
his 7 zuriickmachl, alsdann yon 7 im nnteren Blatte bis go, yon bier 
im oberen wieder bis ~ zuriick und nochmals im unteren Blatte yon 7 
bis g,  - -  M hinl~iuf~. Oabei bat / / ~ - - 7  zweimal, //~to.s ~ einmal 
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w 

das Vorzeichen gewechsett, was der 1. Theil des Satzes IV aussag~; 
der 2. Theil wird in ~hnlicher Weise verst~ndlich. 

Die angefiihrtea S~tze bestimmen die Vertheilung der Pammeter- 
paare "~t~ 1 ~t~ auf die durch die ebenen Schnit~e X ~ 0, *y ~ 0, z ~ 0 
und die Kriimmungscurven g ~ go bsgrenz~en 8 Felder der Zone 
#a/t0) des Ellipsoides it o , wenn man hinzunimmt, dass ffir die Argumente 

- ~+:~ ~ ,+~  .,, + _ . v  ~ , , + M  . - 

u,l,~ ~j'da~t--jda,, j d % - - j d %  die x, y, z alte posi~v werden 

(x ~ x : t~ y -~- y : t, z -~- z : t). Die Form der den einzelnen I~eldern 
zugehSrigen Parameter ist in Fig. 3 angegeben, welchr die Zone (~togo) 
in schematischer Ausbreitung auf die Ebene vorstellt~ 

~z-~.O y~O 

( + +  --} ('{" - -  - -  I . u = - , .  o 

:~...,,+++~ilo ,~..~-++ ~ fo 
. c / u W -  OIo .~./u---- 

(+ --F +) ,ilo ~ 'F--+) /'*=~' 

(- - -} ,,,=t*o I (-+--1 
iv,,,._ u+++O[,i+gilOl~,.u_++O[gi+rtilO' 

- = o i l / _ , §  ..... 
v.~+-- +o I m:+~ii o ]'.~....,*---- +o I ~i§ ~ il o 

~+++o1,~, ,/~7++3t~, 
u +  - + : * i l o  

Fig. $. 

~.....u + ~ 1 o  

Dabei bedeuten die Symbole u~-:- + die Parameter 
~,~N t~.+_ M ~.+~7 ~ , + M  

o, o _bo, j.fzo, 
und geben die oberen Indices yon u -  + + die eni~prechend ges~l l~n u 
~zeichen yon N und M. Unter dem Symbol u +  O [ ~ r i - t - g i [ 0  ist 
ferner das Parameterpaar u~ + 0 + zci ] u~ + z i  + 0 zu verstehen. 

Die den einzelnen Feldern eingeschriebenen und in Klammern ge- 
schlossenen 3 Vorzeichen beziehen sich auf die Werlhe der gewShn- 
lichen rechtwinkligen Coordinaten x,  y, "~ der Punk~e der betreffenden 
Felder in dem Sinne, dass z. B. innerhalb des mit ( +  + --)  markirten 
Feldes x und y positiv and z negatTiv isf,. 

Die den Grenzlinien ~t~---~t~, g==7 (z~---0), x:=-O, ~---0 der Felder 
beigefiig~en Pfeile charak4erisiren die in w 2 fes~gesetzte positive Richtung 
dieser Linien. Die Winkelpfeile innerha|b der Felder werden in w 13 
ilare Erkl~rtmg finden. 

Die beiden einem Pankte zugehSrigen Parame~erpaare sind, yon 
dem Periodenpaare ~ti I0 abgesehen, im Vorzeichen yon M un~ersehieden. 
Fiir die Mitt~llinie g ~ y der Zone (~t o ~to) f~ll~ der Unterschied in 
dem Vorzeichem yon M" for~, indem M ~ 0  wird, und die beiden 
ParamefmTaaxe unterscheiden sioh nur mehr um xi l0 .  



Fiir V ~---~o fallen die be/den Parameterpaare" eines Punktes in 
eines zusammen. 

Den Punkten der Kriimmungscurven ~---~fl und v-~--c~ entspreehen, 
wie im Allgerfieinen, zwei versehiedene Parameterpaare. 

Zusammenfassend erhiilt man das Resultat: 
V. Jedem Punk4e der Zone (~o ~o) des _Elli2soides ~o kommen zwei 

rood. 2~i  i O u~d O l2~i  verschiedene rein imagingre t)arameter2~aare 
all % ~u, die sich im Allgemeinen um z i l O  und, falls M nicht 0 ist, 
im Vora~'ehen yon M unterscheiden; die t),~nkte der 1)urchdringungs- 
curve der ~ c ~ m  A o and #o erhallen nut ei~ Parameterlpaar. 

In analoger Weise, wie auf dem Ellipsoid ~t0, sind die Parameter 
u l l u  2 auf die iibrigen Ellipsoide Z des confocalen Systems vertheilt, 
sofern die Betrachtung derselben wiederum auf die yon dem Ylyper- 
boloid /~0 ausgesehnittenen Zonen beschrfinkt wird, yon deren Pankten 
reelle gemeinsame Tangenten an die Fli~chen Z o und/~o gelegt werdenkbnnen. 

Man erkennt endlich dutch Vergleieh der gewonnenen Pammeter- 
vertheilung mit "den Betrachtungen des w 6: 

V]. In der oberen Grenze % ++ N der beiden einem gusseren Pwakte 
des Ellipsoides it zufal~enden Parameterpaare u~ ]% ist ~ N einsc]diess- 
~ich seines Vorzeichens die dem t~unkte zugeh6rige zusammengesetzte 
Wurzelfunction N. 

w 11. 

Da~sf~11~_~g der homogenen Ebe~encoor~inat~n im Raume d~oh l~oducf~ 
z w e i e r  ~-Functionen. 

Die ~ranseendenten Parameter u~ [u~, v~ t%, welehe zur Darstellung 
der homogenen Punktcoordina~n x, y, z~ t in den Formeln (33) benutzt 
warden ~ gestat~n in ganz analoger Form auch die homogenen Ebenen- 
coordinaten ~, ~, ~ v auszudriieken, welche in w  12 dutch die 
eltiptischen Coordinaten definirt wurden. Es bestehen ni~mlich zwischen 
den Parametern v~ I%, u~ l uz nnd den Wurze]funetionen der Z,/~, v 
auf Grand der Beziehungen (28) die folgenden P~elationen*): 

Y~-:~o Y~- - .,;. 

y~__~ y~:--~ 

*) Fgl. Prym, a. a. O. S. 
/ 

~8, 69. Rosenh~in, a. a. O. S. 423. 

(a') 
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und ferner: 

Cb') 

(~- ~) ~/~--~ V~--~ ~/~--~ 

= . ( i  ~) . .  (o ~ ? ) . . ( :  o')(~, ~ )  

.(o~ ~ .;~ (I l). ;~(~ l)(~,, ~:~ 

. (o  o')-o(o ~). o r I ~  

(ooo).~ (ooo). ~ (o oo1 ~, ~.~ 
O l  O 1  O 0  ~(o o)' ~ (oo) ~ (o o) !~, ' ~,~ 

(~-~) 1/~-- ~ V~--y Yr 

~(I I). ~ (oo). ~ (oo). ~ ( 1 oo)~, ~ 
= o(o~).  ~ (o~). ~ (o~). ~ r ~, , ,  ~ 

Fiihrt man hiernach an Stelle der algebraischen Functionea der ~, g, 
die ~-Functionen in die Definition der ~, 71, ~, v in (12) ein, so gelangt 
man zu dem Satze: 

Die  homogenen Coordinaten ~, "7, ~, ~ der Ebenen dz.s l~aumes 
stellen sich in Abhi ingig '~ t  yon den 4 Parametern v I I v2 und u ! l u: in 
folgender Weise dar : 

10 

01 

~.~ = - o ( I  ~)(~, I~:). (I o ~ (~, I,:), 

Die in diesen Formela dargest~llh~n Ebonea ~, y,  ~ v sind bei 
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constantem v, I v2 die den einzelnen Punkten des Ellipsoides Z im Sinne 
des w 2 zagehSrigen Normalebenen ~ .  

Die Formeln verlieren in der vorliegenden Form ihre Anwen~- 
barkeit ~ r  das ausgezeichnete Ellipsoid Xo, indem dannv i ] v 2 ~ b } 0 
wird, und die ~-Funefionen der Variabeln vl I v~ alle 4 verschwinden. 
Man kann indessen die Verh~il~nisse dieser 4 tmgeraden #-Funcfionen 
dureh die Verh~ltnisse yon 4 geraden @-Functionen ersetzen. Dazu 
bedient man sich so]eher dreigliedriger Produc~relationen*) zwischen 

den ~-Funetionen, wels 

wegen des Verschwindens dieser Function ffir die vorliegendenVariablen 
auf 2 Glieder herabkommen. Es ergeben sich dann die wen iger ein- 
faehen Formeln: 

_ _  

�9 ~'. V ~ - ~ -  ~ 

(43)" 
~'. 1/7-- x,. 

O0 

9s "g 

t 0  

die aueh ffir v t [ v 2 ~ 0 ] 0 unmittelbar anwendbar bleiben. 
Die Ausdrficke (12) des w 2 ergaben flit ~---~ #Q bei variabel 

bleibendem v und 2 die Tangen~iaIebenen des Hyperboloides ~0; die 
Coordinaten 6, ~/~ ~, v der le~zteren gehen daher aus (43) hervor, wenn 
u 1 [u  s der-Bedingung gen~igen (vgl. w 9): 

[I0\ 
(~) ~ ko U (~, I , , , )  = o.  

~ehnlieh kSnnte man in der Gleiehung: 

*) Vgl. Weber, CreUe's Journal, Bd. 84, S. 336, ~Pormelsystem B~ ferner: 
Krazor, ~.. a .  0.~ S. 39, Form ol~yst~m (G~). 
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die Tangentialgleiehung des Etlipsoides /t o mit Bezug auf die Formeln 
(43) erblieken. :Hierzu mag zum Vergleiehe mR den entspreehenden 
Betraeh~ungen des w 9 bemerkt werden, dass die 4 ~-Functionen der 
Argumente ~1 I u2 in (43) zusammen mit den beiden unter (44), (44") 
auftretenden ~-Funetionen wiederu~n ein R o s e n h a i  n' sches Seehser- 
system bitden. 

Die Darstellung (43) der homogenen Ebeneneoordinaten im Raume 
liefer~ zu jedem Parametersyst~m v I t v~, a~ L ~ eine einzige Ebene. 
Dagegen gehSren, wean man selbst v l t v  2 sis constant ansieht, be/ 
unbesclvrii~l~ter Variabilitiit yon u~ I u2 zu jeder ~bene 4 ~arameter- 
loaa~'e u~ I u~. 

Besehriinkt man aber, die in w 10, die oberen Grenzen v and g 
der Integraldifferenzen u l [ u .  , durch die Ungteichungen (6), sodass 
bei gegebenem v und # nu~ noch 16 incongruen~ Par~meterpaare 
ul ] u2 (rood. 2~ i  I 0 und 0 ] 2zi)  hervorgehen, so kommt auf jede der 
16 einem Werfkepaare v,  # en~sprechenden Ebenen ~, ~2, ~, v nu~r 
md~r ein Werthepaar u, l us. 

Um die Vertheilung der beschr~inkten t'arameter~vaare ut ] u 2 auf 
die Normalebenen E~ in den Punk~uen tier Zone (gt 0 ~Y0) &nes festen 
Ellipsoides und zugteich den Zusammenhang der Parameterdaxstethngen 
(33) und (43) zu iibersehen, hat man die wechselseitige Abh~ngigkeit 
der Vorzeiehen in den Formela (b) and (b') der ~ 9 tmd 11 zu 
beachCen, welch% sotange v und g den Ungleichungen (6) entspreehen, 
den folgenden Regeln gehoreht: 

I. ~edeu;tet in den beiden Formelsystemen (b) ~nd (b') u 1 I us alas 
~d~mliehe der 16 rein imagintiren und nach den dotrl~elten Perioden in. 
congruenten Werthepaare u~ t u~, d~ zu gegebenem v,  ~ geh6ren, so 
haben auch die Quadratwurzeln 7/a -- v ,  y ~ - -  fl~ ~/y~ - -  7 i~ beiden 
l~ormelsystemen die nSmlichen ( impliei~n) Vorzeiehe~r (Dabei gelt~n mit 
Ausnahme der 3 genannten and der Wurzel ~ / ~ - - g ~  wie friiher~ ~lle 
einzelnen Wurzeln positiv). 

H. 1)ie Aenderung des Vorzeichens yon M in den oberen Grenze~ 
der u~ ] % mit gl~ivh~eitigdr Z~f'ggung der t)eriodea ~ i t O, welehe ~die 
linken Seiten der Formeln (b) unge~indert lSss~, ~indert in den ~ormeln 
(b') durchgehends das Vor~eichen yon 1 / ~ - ~ - ~  (vgl. w tO, IV). 

Was endlieh die Formeln (b') fEr sich angeht, so gilt noch ferner: 
III. Jenachdem in de~ obere~ C~enzen der 1ntegrale u~ 1 u~ die 

Wurzelfunction M positiv oder negativ ist, si,ad auf  den lidken Seiten 
der Formeln die Wurzelfunctionen ~/l~ - -  7 und 1 / ~  g yon gleiel~em 
oder entgegengesetztem Vorzeichen. 

Aus diesem u der Formelsysf~ne (b) and (b') geht in 
Riieksicht auf die zar Definition der ~, ~, ~, z in (12) gemaeh~n Be- 
merkungen hervor: 
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IV. D/e den N o r m a l e b e n e n  J~ eines gusseren _Punktes des 
~EZli~soides ~ fiir die Darstdlung (43) zugeh6rigen Parameter~aare u I ] u~ 
sind zugleich die beiden dem t )u~k te  selbst fiir die Darstel~un 9 (33) 
zugehSrigen -Pu~kteTaare ul ] u ~, 

Die beidea Normalebenen E~ enthalten je 2 der durch / )gehen-  
den ~angenten der Fl~chen ~o and /~o- Den Anfangselementen dS  je 
zweier in derselben Ebene gelegenea Tangenten geh5ren auch die- 
selben zusammengesetzten Wurzelfunctionen N und M zu (vgl. w 6). 
Demnach ergiebt sieh mit Hinbliek auf Satz III: 

V. In  den oberen Grenzen v, +_ N und ~, -~ M des Parameter- 
paares u I ~ u 2 dner Ebene JE~ im l~un~te 1 ) sind + N un~ + M ein- 
schliesslich der'gerade gelterMen Vorz~chen diejenigen zusammengesetzten 
WurzeZfunctionen N und M, welche dem t)unkte t ~ als einem Punkte 
der in .Ez enthaltenen Tangente~ der _V~ichen ~o und ~ angehb'ren. 

Da der Punkt ~, /~, v in jeder der beiden zugehSrigeu Normal- 
ebenen Ez gelegen ist und aks Punkt einer jeden yon ihnen~ je die 
ngmlichen Parameter, wie die Ebene, besitzt, so muss die :Bedingu~g 
(11) der vvreinigten Lage yon Punkt und ~bene mit Substitution der 
Werthe (33) und (43) fiir x~ y, z~ t und ~, ~, ~ ,  in Bezug auf v 1 [ v~ 
und u t ] u~ identisch effiiltt seth, solange v t ] v 2 der Bedingung (32) 
geniigt. 

In der Tha~ besteht zwischen den ~-Functionen der Formelsysteme 
(33) und (43) die identische ~elation*): 

10 , 

(45) 

deren geometrische Bedeutung ftir das confocale Fliiehensystem hiermit 
gegeben is~. 

w 12. 

Darstellung~ 4er homogenen Liaioncoordinaten 4er gemeinsamoa Tan- 
genten der Fl~chen ~o und ~o dutch ~.Functionen. 

VermSge der in w 8 gesetzten Beziehung zwischen den elliptisehen 
Coordiaaten v, ~ und den Lategraldifferenzen u~ ! % lassen sieh in den 
Formeln (!8) die Variabeln v,/~ dutch die Parameter u t ] u :  erse~zen. 
Dazu dienen dis Formeln: 

~) Vgh Krazer~ a. a. O. S. 37, Formelsystem C~p 
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(b") 

~,o o :  ~ (o .,,~ (", I ,,,) 

Ol 

Ol oo (oo)~ i+  

(~- ,>I/~-~ Y~-~ ~ - ~  

O0 + 

Indem man dieselben mi t  den Formeln (18) verbindet ,  gewinut  man 

das Resul ta t :  
Die 6 homogenen Liniencoordinaten einer gemeinsamen Tangente 

der lh~chen ~ und Vo stellen sich in AbMing~gkeit yon den Parametern 
uj ] u s in folgender Weise dar: 
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(46) 

~" V.--:~o ~}T---  = + a �9 o (u, 

1 ~ ) ,  

i ~ ) ,  

Um die gleichbereehtig~e Beziehung der gemeiasamen Tangenten 
zu der einen und der anderen tier beiden Fl~ehen •o und Fo aueh 
analytiseh zum Ausdruck zu bringen~ hal man zu bemerken, dass in 
Folge der Gleiehungen: 

~V:~o = ~(~176 ~ -  ~0= ~(o~) ~(~176 
~_~o ~(~o).~(~), r~ -~  ~(o~).~(~o), 

r~-  ~o= ~(oo).~ (o~) 
v~,-~ ~(~0). ~(~o) 

die Darstellung (46) aueh in folgender Form gegeben werden kann: 

(46') 

P~a 

~ "  J0a$ _ _  

' .PC  

o(ol),o, 

--+ O(o o ) 

lug),  

I u~), 

t u~), 

lug),  

lug),  

bei der gegen die frtihere Form (46) die NullwertJae der ~-baunetioaen 
in den 3 ersten und den 3 letzten Zeilea en~spreehend vert~uscht sind. 
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Dieser Ums~nd bewirk~ (lass die zwischen den Liniencoordina~en 
bes~ehende iden~ische Gleichung: 

i~ + l~ +~14P~3 ---- O, 
gleichviel ob man die eine offer andere Darsteltungsform, (46) oder 
(46'), substituirt, in die n~mliche identische &-t~elation~): 

e lO, ~ 'oo _o(11).~(o~).  (oo)<,lo,~- (1~  
fibergelat. 

Dass die Darstdlung (46), (46') auch den beiden Gteichungen (17) 
der Linieneongruenz geniigt~ beruht atff den (lurch die Substitution 
(46) resp. (46') in die 2. resp. a. Gleichung (17) hervorgehenden 
identiscl~n &-_Relationen : 

~ (oo). ~,(ol)~o ' ~,~ + o,(oo). ~(Oo,)~ " f,~ 

- ~  (o~ o ~ -~' (o*~)(o,, . ~ _  o,~ (o ::,). o.(oo)~. ~ . )=o .  

1 t  

_ ~ / 1 1 \  .+.~ff~)- o: ( , ;~)(o , . - ) -o  ~o()~. o. (oo)(. ~.)=o. 
Was die 3 Relationen (47) and (48) angeh~, so sind dieselben 

. nur eine einfachere Combination 

(49) drr simultaner G 5 p e l " scher t~elat~one~ **) , 

die je 2 der in der RelatSon (47) auftretenden 3 Paare yon ~-Functionen 
yerbinden. 

Demnach ergiebt sich: 

*) Weber,  a. a. O., S. 336, Formelsystem B. Krazer,  a. a. O., S. 39, 
Formelsys~em 0'4, 

**) G6pel, Theoriae transcenden~ium Abelianarum primi ordiuis adum- 
bratio levis, Crelle's, Journal Bd.'35, 8. 292, -- Krazer,  a. a. O., S. 55, Formel- 
system IV'. Die I~elationen (49) sind wegen ihre~ weitlgufigen Form nieht explicite 
augegeben. 
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1)ie Darstellung der speciellen Liniencongruenz 4. Ordnung und 
4. CTasse, welche yon den gemeinsamen Tangenten der ~'l~chen ~o und 
~o gebildet wird, griindet sich auf ein System dreier G6pel'scher 
b~uadratischer l~elationen zwisehen 3 2aaren yon @. Fundionen, welches 
in der einfaeheren Form (47), (48) gesehrieben werden kann. 

Ifi der Dars~llung (46) ist im Besonderen die Darstellung der yon 
den Tangenten der Durchdringungscurve der Fl~chen ~'o und /~o ge- 
bildeten developpablen Fliiche 8. Ordnung enthalten. Es gilt n~mlich 
mit Zuziehung frfiherer Resultate (vgl. w 9, 37') der Satz (vgl. Satz I 
des folgenden Paragraphen) : 

Wenn zwischen den t)arametern u I l u~ die l~dation: 
10 

~ ( 0 1 ) ( u ,  ] u2) ----- 0 

besteht, so geben die Gleiehungen (46), (46') die Liniencoordinaten der 
Tartgenten der Durchdringungscurve der _Fli~chen Z 0 und ~o. 

w 13. 

Vertheilung der transcendenten Parameter auf die Tangenten dsr 
beiden Fl~chen ~o und ~o. 

Die Darstellung der Liniencongruenz der gemeinsamen Tangenten 
der FlKehen Z0 und tt~ ist im AUgemeinen dadureh eharakterisirt, dass 
zu jedem Parameterpaare u~ } % ein Congruenzslrahl~ aber zu jedem 
Strahle ~/er naeh den doppelten Perioden incongruente Parameterpaare 
vom Typus: 

uj tu2, u, A-~i A-a1, tu2 +O+a~l,  
- -ulq-a ,21--u2q-a22,  --u12vrci-{-an-]-a,~tu2-[-O-~-a21-]-a2.~ 

gehSren. 
Im reellen Gebiete des mit Bezug auf die Flgchen Z o und /~o 

~usseren Raumes aber F~llt~ unter der friiheren Beschr~hakung der 
Parameterpaare u I [u2, auf jeden Straht nut dn  Parameterpaar. 

Wenn bei dieser letzteren Auffassung in der Formel (b") dbs w 12, 
ebenso wie in den Formeln (b') und (b) der w167 11 und 9, mit Aus- 
nahme der 4 Wurzelfunc~ionen / / a - - v ,  //~---Z~fl, / /F---Z, / /P0 - -9  
alte einfachen Wurzelfunctionen positiv genommen werden, so gelten 
fiber die ZusammengehSrigkeit der transeendenten Parameter und der 
Wurzelfunctionen wiederum die in w 11 fiber die Formeln (b') ge- 
gebenen S~ze I b i s  III. Es geht daher mit Zuziehung der zu der 
Definition (18) der Liniencoordina~en gemachten Bemerkung unmittelbar 
hervor: 

I. Diejenigen Parame2erl~aar% welehe den beiden in ein~n t)unkte 
P des .Ellipsoides ~o beri~hrenden Congruenzstrahlen fiir die Darstellungen 
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(46), (46') zugeh6ren, s/rid die beiden t)arameterpaare des Beriilrr~ngs- 
punktes f'~r die Darstellung (34). 

]I. I n  den oberen Grenzen v, ~ N und ~z, -~ M der Integrale des 
~Parameterpaares ul l u ~ einer gemeinsamen Tangente der ~-7~ichen )'o 
und go sind -~-N und ~_ M einschliesslich der gerade geltenden Vor- 
zeichen diejenigen zusammengesetzten Wurzdfunctionen N und M, welche 
dem Beriihrungspunkte mit der Fliiche 2 o als einem Punkte der Tangente 
im Sinne des w 6 zugehSren. 

In Fig. 3 (w 10)ist dutch die Winkelpfeile innerhalb der einzelnen 
Felder der Zone (~t o ~to) des Ellipsoides /t o die Vertheilung der beiden 
Parameterpaare des Beriihrungspunktes auf die beiden zugehSrigen 
Tangenten angegeben; es geh5rt der je in der 1. Zeite stehende Typus 
yon u I I u2 zu der Tangente, welche mig der Kriimmungseurve v ~ v 
einen stumpfeu Winke[ bildet; der in der 2. Zeile stehende Typus zu 
der Tangente, die mit derselben Kriimmuugscurve einen spitzen Winkel 
bildet. 

1st x ,  y, z ,  t der Beriihrungspunkt der Tangente pi~ mig dem 
Ellipsoid Zo, so hat man als analytisehe Folgeu der vereinigkm Lage 
yon Punkt  und Strahl die Gleichungen: 

xp~4 -~- YP42 9v zP2a -~- O, 

YPt4 - -  ~P13 "~- tP34 ~ O, 
zp, 2 ~ xpj 4 2 r- tT~: -~- O, 
xp, a - -  ypj~ ~- t ~  a ~ O. 

In diesen erkenut man, wenn die'gemeinsamen Parameter u I l u~ yon 
Punkt trod Strahl durch die Darstellungen (34) und (46) eingefiihrt 
"werden, die identischen &- t~elationen : 

 (ooo) ' 

11 O(1o)r 
o(oo)(o, 

U. 8. W . ,  

deren geometrische B ~ t u n g  im eonfocalen F1Kehensystem hiermit 
gegeben ist  

Am Sehlusse dieses Kapi~els II sei es gestattet, einen kurzen 
/~//ckbl/c~ auf die Resultate desselbeu zu werfen. 

Es ergab sieh zuerst die Darstdlung der _Punkte (Formeln (33)) 
uud ~benen des /~zumes (43) durch vier transcendente Par ameter~ yon 
denen 2' dutch eine Relation (32) yon einander abh~ngig waren, 

Maf~hemat~che ~ua.uale~. ~ 4 
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Aus diesen Darstellungen ging im Besonderen die Darste~lung der 
t)unkte der 27iiche ~o (34) und der beiden NormaZebenen dieser Punkte ((43') 
mit v t tv2~-010) dutch zwei transcende~nte Parameter hervor. Hieran 
schloss sieh die JOarstell~ng (46), (46') der Liniencongruenz der ge- 
n ~ s a m e n  Tangenten der Flgchen ~o und 9o an. Mit den Formeln (34), 
(38) und (43') far v~ lv  2 ~ 0 1 0  und (46) wurde die vollst f~ndige 
D e u t ~ n g  der 16 b - E u n c t i o n e n  der  A r g u m e n t e  u~ l u2 im con- 
f oealen _Fl~ichensysteme erreicht. 

An diese Deutung reiht sieh die Frage nach der ~edeutung der 
identisehen &-t~elationen im confocalen Ftiichensysteme an. Auch die 
Beantwortung dieser Frage wurde im vorliegenden Kapitel begonnen. 

Als Repriisentant der quadratischen _~elationen zwischen je 4 ~- 
_~,a~ctionen eines t~ o s e n h a i n ' schen Sechsersystems erscheint die Rela- 
tion (35) mit ihrer Bedeutung ffir die 1)arstellung der Fliiche 2. Grades. 
Als Reprgsentanten der G 5 ~ el' schen biquadratisehen l~elationen zwisehen 
4 t)-Functionen bilden die unter (49) angedeuteten l~ela~ionen die 
Grundlage fiir die JDarstel~ng der speciellen Liniencongruenz 4. Oral- 
hung u~d 4. Classe. 

Endlich Mad die vier- und dreigliedrigen -Productrelationen *nit be- 
ziehungsweise zwei und einem Paare yon Variablen durch die Formeln 
(45) und (50) mi~ ihren geometrisehen Bedeutangen ffir die vere/nigte 
Lage gewisser l~aumelemente vertreten. 

Kapitel IIl. 

Bedeutung der Additionstheoreme tier hyperell iptischen Integrale  
im System der confocalen FHichen. 

w 14. 
Die Addition der transcendenten Parameter. 

Von einem iiusseren Punkte .P ~ ~, 9, ~' ~ x, y, z eines Ellipsoides, 
dessert Parameter ~ der Bedingung 2 < it o entspricht, seien die 4 ge- 
meinsamen Tangenten an die Fliichen X0 und Y0 gezogen; d~e Be- 
riihrungspunkte mlt dem Ellipsoid )~o seien in der gemeinsamen Be- 

t zeichnung ~P' ~ to9'~,' -~- x', y ,  ~' zusammengefassk 
Die Gleiehungen eiaer der beiden dem Pankte _P zugehSrigen 

NormaIebenen ]~z, welche die 4 Tangenten P/)"  enthalten, ist nach 
w 3, 11 in laufenden (nieht homogenen) Punktcoordinaten x', y', ~: 

~x" + ~y" + ~ ' +  ~ =  0, 
wo ~, ~, ~, v als die homogenen Coordinaten der Ebene Ea duzeh die 
Formeln (12) definirt wurden. Es ist ferner: 
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~x' yy' q_ z~" 1"~0 
,, ---Zo q- (~ -- ~o r -- zo 

die Polarebene 2~ o des Punktes i p in Bezug auf das Ellipsoid 2o. Die 
Schnittlinie der beiden Ebenen ~ und .E o trifft das Ellipsoid ~t o oder 

x'~ Y'~ z'2 1 ~ 0 
, , - a o  -k  6---ao q" ~ - - a ~  

in den Berfihrungspunkten xP' der beiden in der Ebene/i?a enthaltenen 
gemeinsamen Tangenfen der Fl~chen ~o und ~o dutch den Punkt t). 
Es folgt also: 

I. Sind x, y, z die gew6hnlichen Coordinaten dues ~usseren t~unktes 
_P und ~, ~, ~, �9 die homogenen Coordinaten einer der behlen ibm zu- 
geh~rigen ~ormalebenen ~E~, so bestimmen sich die Coordinate~z x', y', z" 
der Beriihrungslyunkte P" der beiden dutch den Punkt 1 ) gehenden und 
in der Ebene .Ea enthaltenen gemeinsamen Tangenten der ~l~ichen ~o 
und t~o mit den* .Ellipsoid ~ dutch die Glvichungen: 

~x" + ~y" + ~z' + �9 = O, 

x x "  y y '  
(51) ~, - 2. + ~ - ~o 

~ - a o  + r  
Bezeiehnet man nun mit % l v 2 ,  
Punk~ P mit der Ebene 3~a gemeSn 

Z Z" 
- - - -  "+- ~,--ao 1 ~ - 0 ,  

,$-" 2 

q- 7--zo I ~ 0 .  

u, lu=, die Parameter, welche der 
hat,  und mit u 1' J u 2' die Parameter 

der beiden Punkte P ' ,  und fiihrt mittels der Formeln (33), (34) und 
(43) diese Parameter in die Gleiehungen (51) ein, so wird die dritte 
Gleichung identisch efffillt, w~thrend die beiden anderen die Form 
erhalten : 

0 0  10 11 01 
( # ( O 0 ) ' ~ ( l O ) ( V ' [ % ) ' & ( l O )  (%}u~)'@GO)o) ( u / ]  %') 

O0 1.0 11 Oi  ' [q-e(O1).e(ll)(V,l%).@(ll)(U,!%).&~l)(U, [u,') 
11 01  0 0  10  , 

(5.0) 

01 11 - + o )  o 
O0 0 

O0 O0 

(1,) . ,  
q - O ' ( l l  "& 11 , 

, (o,) (ox) 
t - , ~  O0 "~ O0 (v, lv~).~' 

4" 
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Dutch Vergleich di~ser Formeln mit den folgenden Additionsformeln 
der #-Func~ionen*) : 

+.(~176176 < i . ) . .  (I I)(.~.). ~(~I ) ( . •  
0 0  - . ( i  I).o(~ I)(o,,,).o (o 0 (o, ~.). o(I ~ (o,+_., ._+.) 

_ ~ (Oo~)..(11) ( . , . ) . .  (I o ~ (o, t , ) . .  (o oo)~.+o,, . •  

�9 .(oo)(u,~.).O(oo)(o,+_., . •  .(OoO) ~(oo)<, .  ) o~ Ol 
O0 O0 

t l  1 +. (, ,). o(~ I)(, t,>-~ (I o)~o, ,,). ~(I o)( ,___, , ,  +__,, 
_ o  <, , , , . o  (o a) (o, ,u,> . o •  

ergiebt sich, dass die Gleichungen (52) bei gegebenem v 1 [ %, u, [ % 
f[ir %' I us' die beiden L5sungen u 1' I u:' ~ u I ~ v, i u2 .~_ v2 zulassen. 
Mit Rficksicht auf die geometrische Bedeutung der G]eichungen (52) 
ergiebr sich hieraus der Satz**): 

II. Sing v, 1%, u, [ % die Parameter, welche ein ~usserer _Punkt 
t ) mit einer der beiden ibm zugeh6rigen :Yormalebenen ;E~ gemein hat~ 
so haben die .Ber~hrungspunkte T '  der in dieser ~Ebene gelegenen ge- 
meinsamen Tangenten der FEichen 20 und t% mit dem Ellipsoid 20 be- 
ziehungsweise die Parameterpaare : 

(54) u," t u~" = u, 4" v, 1% ~ vs. 
Es verdien~ dabei hervorgehoben zu werden~ dass jede der Gleichungen 
(52) f~ir sich allein bei constantem v t ! %, ~ ] u 2 einen ebenen Schni# 
des Ellipsoides ~o in laufenden Parametern uj' lus' des Ellipsoides dars?ellt. 

w  

Das Additionstheor~m der Integrale 1. 6at tm~.  
Was den im vorigen Paragraphen gehmdenen Satz II angeht, so 

gehSren sowohl zu dem Punkte P des Ellipsoides 2~ wie auch zu den 
Punkten /~" des Ellipsoides 2,) je zwei Parameterpaare u, lus; die 

*) Vgl. Krazer ,  a. a. O. S. 34, Forme]sys~em B,. j 
**) VgL die Behandlung des analogen Sa~zes der Kege]schnit~s~heorie bel 

E nne p er ,  Elliptische Funchonen. Theorie uBd GeschichCe, S. 499. 
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beiden Parameterpaare des Punktes 1) vertheilen sich auf die Normal- 
ebenen .Ez im Punkte 1), die der Punkte 2 '  auf die gemeiDsamen 
Tangenten der Fl~ichen 2o und #o in den Punkten "1)'. Um in dieser 
Beziehung die :Angaben des Satzes II zu vervollst;4ndigen und zu 
ermitteln,welches der beiden Parameter-paare eines Punktes 1)' den 
Werth (54) erhi~lt, bedient man sich der Differentialgleichungen (20) 
des w 5. 

Dem Punkte 1) kommen naeh w 6 vier verschiedene Systeme zu- 
sammengesetzter Wurzelfunetionen N, M, A zu, die sich auf die F.lemente 
dS der 4 durch den Punkt gehenden gemeinsamen Tangenten tier Fliichen 
,l 0 und ~0 vertheilen. Die Differentia]gleichangen der 4 Tangenten 
siad in der gemeinsamen Form: 

enthalten, wo N; M, h jeweils die dem Pdnkte 1) als einem Punkte 
der be~rachteten Tangente zugehSrigen zusammeagesef, zten Wurzel- 
functionen bedeuten. 

Diese Differentiaigleiehungen mag man sich fiir jedes Element der 
Tangente P1)' niedergesehrieben and alsdann die succesivea Gleiehungen 
addirt denken; man integrirt mi~ anderen Worten die Differentialglei- 
chungen l~ngs der Tangente yon /) bis 1)' bin. Das Resultat der 
I ntegration: 

giebt zwei Relationen zwisehen den elliptisehen Coordinaten ~, ~ und 
v', ~" der Punkte 1) und ~P'. Die Integration ist, wie ihre ausdrtiek- 
lich hervorgehobene Zergliederung erkennen l~isst, ftir alle 3 Integrale 
in der Weise auszufiihren, dass fiir jeden Punkt der be~effenden 
Tangente 1)1)' die dem Punkte als einem Punkte dieser Tangente 
zugehSrigen Wurzelfunctionen N, M, A einschliesslieh ihrer Vorzeiehen 
in Reehnung gezogen werden. Demnach sind im .Besonderen untvr 
N', M' die dem 1)unkte 1)" als einem 1)unkte der Tangente t )1)" zukom- 
mende~ zusammengesetzten Wurzelfunctionen zu versteken. 

Was die Anfangselemenf~e dS der 4 gemelnsamen Tangenten der 
FIiichen Xo und ~o angeh~, die durch den Punkt 1) hindurehl/~ufen, 
so kommt zweien derselben ein positives und zweien ein negatives Vor- 
zeiehen yon A zu. Lgngs der Streeken .P1)' weehselt alas Vorze/chen 
yon A nieht, und es gehSren yon den 4 Strecken 1)P'  stets zwei tier 
negativen Hiilfte der betreffenden Tangente an, so zwar, dass je eine 
positive trod eine negative Streeke 1)Y' hn P ~ I ~  y eina~ader eon- 
jngirt sind (vgl. w 6). 
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Ob die Vorzeichen yon N" und N m# einander oder die yon M" und M 
mit einander iibereinstimmen oder nieht, das hgngt n a c h w  6 davon ab, 
ob der Weg s die Ebene v = fl, v = a oder g = 7 durchsehndidet 
oder das Hyperboloid P = g o  beriihrr mad ist also aus der geometrischen 
Ansehauung unmittelbar ersichtlieh. 

Die gefundenen Relationen zwischen Z, g, v tmd g', v' kSnnen 
so aufgelSst werden: 

f+-, 
J N #  r M , 1 ~  r M i J  ~ 

worauf man das Resulta~ ethYlS: 
III. Zwischen den elliptischen Coordinaten v', # des Beriihrungs- 

~nktes  P" einer der 4 yore Punkte 1 ) an die beiden tiTtichen 20 und 
~t o laufenden gemeinsamen Tangenten mit der TTiiehe .Z o einerseits und 
den ell~tischen Goordinaten g, g, v des Punktes 1) andererseits be- 
stehen die _Rdationen : 

~,, N tz, 2VI 2, .$ ~', N '  ~ ", M "  

(55)' v y 

i t / .  - ' v ~ 4 N J M 

wo N, M, A d~ &m Punkte P u ~  N', M' die ~m P~,~k~ P" a~ 
Punkten der betrachteten Tangente ~ugeh6rigen zusammengesetzten Wurzel- 
functionen bedeuten. 

Dieser Satz enf3a~lt die geometrische Deutung des einfachenAdditions- 
]~roblems, welches verlangt, bei gegebenen oberen Grenzen v, g, ). und 
gegebenen u yon N~ M, A die oberen Grenzen v'~ p' und die 
Vorzeichen yon N', M' so zu bestimmen, dass yon Multiplis der 
Perioden abgesehen die beiden Relationen (55) bestehen. 

Die co~uctructive L6sung des Problems ist folgende: 
Man fixirt auf dem Ellipsoid Z einen der Punkte v, &% fiir welche 

die zugeh5rige Qhadratwurzel N das gegebene Vorzeichen besitzt, und 
wiihlt un~r den 4 dutch diesen Punk~ P gehenden gemeinsamen Tan- 
genben der Fliichen 20 und ~t 0 diejenige aus, der im Punkte P die 
gegebenen Vorzeichen yon M und ~ zukommen. Die ellip~isehen Co- 
ordinaten v' und /t' des Beriihrungspunktes dieser Tangente mit dem 
Ellipsoid 20 siad die gesueh~en oberen Grenzen und die dem Punk~e 
als einem Punkte der Tangente zukommenden zusammengesetzten 
Wurzelfunetionen N" mad .M" sind die gesuehf~n Wurzelwert.he N" 
und M'. 
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Indem man die Relationen (55) dutch ]ineare Combination auf die 
in (28) eingefiihrten Normalintegrale libertr~gt, nehmen sic die Ge- 
stalt an" 

Die nithere Betraehtung der Integrationswege der vorliegenden 
Integrale ffihrt alsdann zu dem Schlusse, dass die linken Seiten dieser 
Glr nicht nur modulo z i  I 0 und 0 ] ~i, sondern auch modulo 
2 ~ i  i 0 und 0 I 2 ~ i  als die Differenzen u ( - - u  1 I u2'--u2 eines Para- 
meterpaares u 1' [ u 2" des Punktes/~' und eines Parameterpaares u~ I u2 
des Punktes /)  za betrachten sind; und zwar ist u~lu~ dasjenige 
Parameterpaar, welches der Punkt /~ mit der die Tangente /)/~" ent- 
haltenden Ebene ~ ftir die Darstellung (43) gemein hat (vgl. w 11, 
IV. V), und u(  ]u~" dasjenige Parameterpaar, welches der Punkt / ) '  
mit der Tangente P P '  fiir die Darstellung (46)gemein ha~ (vgl. w 13, 
I. I1). Hiernach ergiebt sigh mit [tticksicht darauf, dass den Punkten 
der Strecke zP/)' der negative oder positive Werth yon A zugehSrt, 
jenachdem dieselbe einen Theil der positiven oder negativen H~lfte 
der betreffenden Tangente der Fl~chen ~l 0 und tlo ausmaeht, der Satz: 

IV. Zwischen einem _Paramet*rpaare u l" I ul" des JBeriihrungspunktes 
1 )" einer der 4 vom t)unkt* _P an die beiden _Fttichen Z o und ~o laufenden 
gemeinsamen Tangent*n eit~rseits wad einem _Parameterpaare ul [ u ~ 
d.s _Punktes P andererseits bestehen die Beziehungen: 
(54) u1" 1 u2' = u~ • vl I u~ ~ v2; 
dabei ist unter u l" ] u.~" dasjenige _Parameterpaar des l:)unktes P '  ver- 
standen, welches derselbe mit der Tangent* t ) t  )" gemein hat, u~ i  unter 
u I [u~ dasjenige Paramet*rpaar des Punktes 1 ~, welches er mit der die 
Tangent. _PP' e~thaltenden Ebene J~ g e ~ n  hat; endtich ist fiir v I ] v~ 
in der Definition (28) jetzt unter A der positive Werth tier Quadrat- 
wurzd verstanden: es gelten dann "in (54') die oberen oder unteren 
Zeichen, jenachdem die Strecke :P_P" der negativen oder positiven ttiilfte 
der betreffenden Tangente angeh6rt. 

Damit ist der Satz II des vorigen Paragraphen in einer erweiter~en 
Form wiedergefunden, aus welcher die Nothwendigkeit der genauen 
Vorzeiehendiscussionea des Kapitel II zu erkennen ist. 

w 16. 
Die Additionstheoreme dor ~.Fauctionen als analytischer Ausdruck 

der vereinigten Lage gewisser Raumelemente. 
Auf Grund des Satzes IV kann man unmittelbar die Parameter 

der ~ r  P ~ k ~  angeben, in welchen die vier durch den Punk~ ~P 
gehenden Taugenten der Fl~chen Xo und ~o die Fl~che ~o ber~hren. 



Bezeichnet man niimlich die beiden Parameterpaare u~lu ~ des Punktes 
/~ mit u~]u~ und ~ I ~ ,  so sind die Parameterpaare der vier Beriihrungs- 
punkte J)' : 

Als wei~ere Folgerung geh~ hervor (vgL w 13, I. II.): 
V. Sind ui l % und aj ]a~ die beiden t)arameter~aare eines ~iusseren 

_Punktes _Pauf  dem ~lli~oid v~ ]v~ oder Z, !so sind: 

(5~) 

die _Parameter~awre der 4 dutch den _Punkt _P gehenden Strahlen S der 
Congruenz der gemeinsamen Taagenten der _tZltichen ~o und ~o (fOr die 
Darstellung (46)). 

Die je /ibereinandersCehenden Parame~erpaare in (57) kommen 
zweien in derseIben Normalebene /i:z .des Punktes /~ gelegenen, also 
einander conjugirten Strahlen S zu; die nebeneinanders~ehenden Para- 
meterpaare der oberen, resp. unteren Zeile in (57) gehSren den Strahlen 
zu, die mi~ ihrer negativen, resp. positiven Hs dutch den Punkt 
~P gehen. 

Zu einem ~usseren PtmkSe P des Ellipsoides v~ lye gehSrten 2 
Normalebenen ~z and 4 Congruenzstrahlen S. Die analytischen Folgen 
der vereinigten Lage yon Punkt x, y~ z, ~ und Strahl p~ ,  resp. yon 
Ebene ~, ~, ~, v und Strahl ~pi~ sind: 

YP. - -  ~P~3 + tP~4 ~ 0, 

In den transcendenten Paramete~n der bstheilig~en Elemente ge- 
schrieben~ sind diese Relationen nichts anderes als die Additions- 
theoreme der #-  Funetionen: 

(58) _ a ( ~ o  o o  11 o).o(o 
O 0  �9 

mad 3 analoge Formeln, 
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und 3 analoge Formeln. o 

Di~se Addltionstheoreme gelten in Bezug auf u~lu. ~ identisch~ in 
~ezug auf v~ I v~ nut unter der Voraussetzung (32). Diese letztere ist 
es~ welche die im Allgemeinen v/ergliedrigen Additionsformeln auf 
3 Glieder reducirt; es wiirden n~ml~ch beispiel~weise die beiden aus- 
gesehriebenen Additionsformeln (58), (58") in unverkiirzter Form so 
lauten: 

-.(1~176176 ..(o ~ 
+.(o 1).. (] :)(~; r;~)..(~ 

und 

1) (~, i"2) 

)(u, lug) 

11 
"~ (0 l ) (ut ~-~-vl tu2-~-'~v2 ) 

.~ (O0) (ul-~-vl lu., ~_v2) 

�9 ~(O0)(u,~vllu.,~_v~) = 0  

o)c~,~,, ).~(oo)(~,_+~,,u~+~)=o. 
�9 Mit vi ! v 2 ~ 010 gehen die 4 Additionsformeln (58) in die 4 Product- 

relationen (50) des w 13 fiber, w~hrend in den Formeln (58') alle 
Glieder einzeln verschwinden. 

w 17. 

Geolnetrische Bedeutung der Additionstheoreme tier [ntegrale 
2. und 3. 6attung. 

Die vorstehenden w167 14--16 bezogen sich auf das in den Glei- 
chungen (55), (56) enthaltene Additionstheorem der hyperelliptischen 
Integrale 1. Gathmg ~ ~-2.  Der w 15 gab eine geometrische Inter- 
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pretation di~er Gleichungen, welche in w 14 mittels der Param~ter- 
darsteltnngen des Kapitel II und in w 15 mittels der Differential- 
gleiehungen (20) begrtindet wurde. Es ergaben sieh ferner die den 
transcendenten Relationen (55) entspreehenden algebraisehen Glei- 
chungen (51), in welche mittels der Formeln (9) und (12) die oberen 
Grenzen 2, it, v, ~t', v" der Integrale der Relationen (55) eingefiihrt 
w~den kSnnen, und zugleich die geometrische Bedeutung einer Gruppe 
yon Additionstheoremen der ~-Functionen. Auf Grund der dabei be- 
nutzten geometrischen Vorstellungen sollen ira vorliegenden ~" 17 die 
yon dem Additionstheorem (55) der Integrale 1. Gattung abh~ingigen 
Additionstheoreme der Integrale 2. und 3. Gattung abgeleitet werden. 

Sei zu dem Ende wiederum z O ~ x , y , z ~  ~.,~t,v ein auf dem 
Ellipsoide 2 beliebig gegebener ~iusserer Pankt und -P'--~ x', y', ~" 

~t,, g', v' einer der 4 Beriihrungspunkte der yore Punkte P an ~o 
und ~t o gezogenen Tangenten mit ~ ;  seien ferner N, M, A die dem 
Punkte /) und N', M' die dem Punkte/~' als Punkten der betrachteten 
Tangente zugehSrigen Wurzelfunctionen. 

Alsdann dr(ickt sich di_e L~nge einer solehen Tangente yon s bis 
P" in gewShnlicher Maassbestimmung nach w 7, 23 also aus: 

~,~r. ~.~, 
~10' ~ _ I  (V--lO) 2N(V--gto)dv _ f ( ~ - - ~ O ) 2 M  ( ~ - g ~  

ilo 
-4- ~ (~ -- zo) (~ - ~0) d 

2A 

und zwar (st dies die positive oder negative L~inge des betreffenden 
Linienstiickes, jenachdem die dem Punkte/ )  als einem Punkte der Tan- 
gente zugeh5rige Wuvzelfunetion A positiv oder negativ (st*). Anderer- 
seits hat man: 

P-P" =- +__ F ( x  - x')~ + (y - y')'~ + (~ - -  z') 2 
Die Combination beider Gleichungen giebt: 

(59) 

~',N ~t,M 
(v - -  1 o} (~ ~to) d v  1.) (~ - -  ~o') d 

�9 -2N 2M y 

7A 
~',A r' u',M" 

=~/~ (* ' -  ~l~176 __/(it--7 ;-o)(p, -- #o) d ~ t 2 M  

T 1 / ( x - x ' ?  + (y--y')~ + ( z - z ' )  ~, 

~) Weil im ersteren Fal|e bei der Integration die positive, im letzteren die 
negative Richtung der Tangente verfolgt wird (vgL w 7, III und w 6, Mitre yon S. 22). 
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wobei im 3. Gliede reehter Hand das obere oder untere Vorzeiehen 
gilt, jenachdem im 3. Gliede linker Hand, ffir die obere Grenze, 
h positiv oder negatdv is~. 

Ebenso wie hiernaeh die Anwen~ang tier gewShntiahen M ~a~s- 
bestimmung auf die Tangente xP/)' zu dem Addit/o~l~earem tier Inte- 
grale 2. Ga t tung  ff ihrt ,  gelangt man mi~ Anwendung der projeciivischen 
Maassbestimmung ffir die Fundamentalfliiche to zu dem Add/t/ons- 
theorem der In tegrate  3. Gat tung .  Die entspreehende F0rmel lautet 
(vgl. w 7, (~')): 

(6o) 

~ /  (~ - -  ") ( '  l ") ( '  l ") { ? ( "  -- ~)  (" ---- "0) ' '  

f 
' ,  M "  

(~ - -  ;~o) (~ - -  ~o) d,~ ], 

,to) (z  - -  ~o) d Z "[ ~-,- ~)^ 

we zur hbkfirzung gese~zt is~: 

xx" ._~ yy" z i  

t x -  x ) (~ 5_ z')~ (y z' - ~y')~ . . . . .  (x_y' --  yx ' )  2 

and das Vorzeiehen des logar/thmischen Gliedes dem yon A entgegen- 
gesetzt zu nehmen is~. 

In die erhal6enen Formeln (59) und (60) kann man an Stelle der 
x ,  g, z und x' ,  y ' ,  z" vermittels~ der Formeln (8) die ~/L~ ~ und/~', v" 
einffihren oder aueh vermittelst der Formeln (33) und (34) die yon 
den Integralen der Gleiehungen (56) abh~ngenden ~-Funetionen ein- 
tret~en lassen. Das le~ztere sell wenigs~ens fiir die Formel (59) explielte 
durchgefiihr~ werdeu. 

Sind wieder ut [ u 2 die Parameter des Punktes P auf dem Ellip- 
soidev i ] v 2 (Z) und der die Tangente/~xP" enthal~nden Ebene J~z, ferner 
uj'iu2~" die Parameter des Pauktes P '  und der Tangen~e xoP" selbst, 
so wird naeh (33) mad (34); 
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O l  o o  
~_~+ +(~o1-O(o~176176176 +) 

~ ~ �9 X)(~,++ +(3o~)<-,'~-'J w - - ~  + (o~,)O(oo) (,,+,,) �9 + (o 
OO o !  o + (X o)O(o o)(~, I o,>. + (o ~)(~,1~, �9 + (o ~ ~)~+,' ~ -;) 
O l  O l  + (o o)+(o o)<~, I+- + r ~)~,~)-  + (o ~ o) ~.  ~ .) 

Nun ia~ nach (54) ul"[u 2'~u I ~ v  1 [u~+v~, wo die oberen 
oder un~eren Vorzeichen geiCen, jenachdem /)T" der nega~/ven oder 
positiven t~.lfte der be~reffenden Tangente angehSrt. Benutzl man 
daher, iadem man zun~chs~ die oberen Vorzeichen annimmt, das 
Additions~heorem : 

01 + (~ o~)o r o~ ~)  �9 o (oo)(~, ~-> .+ (o~176 § ~, I +:++~) 
O0 , O1 

- + ( o  ~ o ~ .+(o ~ o~)<+, I~+~ �9 o (oo)<++~ + o(oo)~ ,  § !~ +~> 
00 __L~.(? 01).,9,(0 l)(v,!v~ ) . .  (11)(u '  i u~) "O ( ? I ) ( u '  + v ,  ', u,+v~) 

10 

in welchem das letzte G~ied in Folge yon (32) verschwindet, so erhEl~ man : 
o o  O l  , o o  o 

~--- o l  O l  . o o  I o o  
+ +(oo).~(oOo)(~,~.,.+(oo)~+,,.)+(o o)~+,1.'> ~ 

hieran re/hen sich die analogen Formeln: 

(61). 

yz'-~y" - - - - A -  

xy'--yx" 

+ (o ~ o).+(o ~)(o,~+).+(o o)~,t ~+).+(o ~)~+.: , )  

+ (o ~ o'). +(o ~ ~,,~+).+(o ~ ~)~o,i+ .+(~ ~)(~,' + ~'~ ' 

+ r ~ t ~  ~)<o,t~-+ ~ ~ o%,'+ ~> 

+(o~ ~ '~  ' 

+ r ~ ) . ~  ~)~o,1~.+r ' 

+ r ~ ) . ~  ~)~,~+ -+ r ~)<+,!~>-+(o ~ ~)(~; I ~ > '  

+C? ~)~ ~ ~)(~,I++( ~ ~)~,l~.+~ o~ ~ ~,') 
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Diese Formeln sind vollstKndig aufgestell~ worden, well sie einen 
neuen Beweis der Darstellung (46) der Z, iniencongruenz der gemein- 
samen Tangenten der Fliiehen ~o und ~o liefern, tier sich unmittelbar 
auf die Additionstheoreme der ~-Functionen und die geometrische Be- 
deutung der Addition der transeendengen Parameter strict (vg[. w 4, (16); 
w 1 2 ,  ( 4 6 ) ;  w 13 ,  I ) .  

Z u z i i g l i c h  d e r  F o r m e l n  : 

1 o0 

o~o~,o~ ~(~o)-~(o~) 
ergeben die 3 ersten Gleiehungen (61): 

~/a -- ao 

O0 O l  O0 O0 01 , , 

Ol O l  o o  ~ (o o)-~(o o)~,~*(o o)~, 
~(oo o ,).~(,~) oo 

o o  o * 

o o  O l  , , I o,~. o(~ o)~, !-~ 
Ot O1 (vt  o o  ~(oo).O(~ - 1~,-(o~)(~, 
o o  Ol  o 

Ol  O1 o o  ~(o0)-~(oo%,,~:-(o%, 

00 00 ~. �9 

10 , 

O0 O0 I,~,-~(oo).~(o%, 1~', 
Die Bildung der Quadratsummen der rechten und linken Seitau 

fiihrt unter Benutzung der identischen RelationS): 

~ (o o oO).~ (o I)~o,'~o;~ + ~ (o ~ o). o~(o ~)~.~;~ 

zu dem Resultate**).: 

o o  O l  o o  o o  , 

----_q 
0 0  O1 0 0  , 0 0  , , ~ (o o). ~(o o%,1o,>~(~ o),.~,,-,:,*(o o)~, l~, 

Hiernach nimmt die Gleichung (59) die Form an: 

*) Vgl. Krazer, a. a. 6. S. ~5, B~, 
**) Vgk die analoge FormeI aus der Anwendung der elliptisehen Fanctionen 

auf die Geometrie kler Kegelschnitte bei Enneper, a. a. O. S. 500. 



~, N ~', M 

= i " ( , , -  Zo) o . , -  co) a.,, 
( r  J 2 ~/a - -~ - -~  �9 N 

i f ( z - -  no) (z-- ~o) d +~, .~-~.~:x 

- j  7a V2>_ ~; T K~ 

oo o OO 0 t)(u,q_v, lu~+v~) _ ~(, ,).o(,',)~,1~.~.(, , ) c ~ , l . ~ . ~ ( ,  ~ 

-{" O0 Ol  O0 r O0 ., (o ~ ~) ,:,,,1o, :, .., (o o)(,,,~.:,.o (,~ o),:~, +~, 1 ~ , )  
wo das Vorzeiehen des 3. Gliedes reehter Hand so zu bestimmen bleibt, 
dass dieses Glied mit Einsehluss seines Vorzeichens einen negativen 
oder positiven Werth erh~il~, jenaehdem im 3. Gliede linker Hand, fiir 
die obere Grenze, A positiv oder negat ivis t .  

Trennt man die Integraldifferenzen u 1 
und setzt etwa: 

j ' d o t  , 
.e 

(63) 

u s in ihre Bestand~eile 

y y 

und, wie friiher: 
~,~ i,~ 

sa bestehen zwischen den Variablen s I Is2, t t t t2, vt ] v2 nach (31) 
die Relationen : 

(I o ) ( ,  t~, = o. ~ (o ~ ~)~, I,~, = o, ~ (o ~ I) r  = o. 
In Folge derselben fallen aus der ftir beliebige Werthepaare s, [ s.) 

und. t  1 I t~ gel~enden Additionsformel: 

(o ~ o).~ (o 1 o) ~s., , ) .  ~ (o % I~) 

_ o  (10 o)~(o  o ~)~, , , ) o ( o  0% ~, 

O0 " 
- #  ( O 0 )  ( s l - - t l  l s2--L.)  

.o (o ~)(,,_,, 1,,-,~)=o 
im vorliegenden Falle die beiden letzten Glieder fort ,  und es folgt: 

. (o o) . K? ?) ~.  i ~ ) ~ (oo)  ~ , , j~ .  ~ (oo) ~, j ~,) 

O 0  O 0  ~ O 0  
O ( ~ o ) . K ~  o (XX) (.,f..) �9 o (o~ o) (,, ~ ~.) 
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Demnach kann m a n  das Additionstheorera ( 6 2 ) d e r  Integral, 
2. Gattung auch in der Form schreiben: 

(64) 

,,Y ~,m. ~,,~ 

J 
'(z 

d ~ ~  J ~.rE-%M ~ ~ . . ^  

�9 ? ( ~ - -  ~o) (~, - -  ~,o) dt~ = / ( , -  zo)(~-~o)~, 
.~  ,~rE~.u -j_ ~v-~r~.--~ 

I _ _  

-t- 

Y 

0 O 0  

1 0 0  0 0  0 

wo s I }.s.,, t l l t ~ ,  v l l v  ~ die BedeutuDgen (63) haben, und zwischen 
v, N; ~, M; i ,  A; v', N'; ~', M' die Relationea (55) bestehen. 

w 18. 

Bestimmung des Schnittpunktes zwoier sich schneidender 
Congruenzstrahlen. 

An den Satz V des w 16 schliessen sich als leichte Folgerungen 
die ferneren S~tze an: 

I. Sind u t I us die Parameter eines Strahles S der Congruenz (46), 
so wird das Elli!asoid v I I v2 oder ~ yon dem p o s i t i v e n  Halbstrahl S 
im -Punkte : 

ul + v, I **2 + v2, 
yon dem n e g a t i v e n  HaZbstrahl ira Punkte: 

Ul - -  ~1 I U2 - -  V2  

geschnitten. 
Hierbel sind unter v I Iv 2 die Integrale aus '(28) mit positivem h 

zu verstehen, wie solehes aueh fiir die beiden folgenden Siitze gilt: 
II. Die den Strahl u t l u~ in seinen Schnittpunkten mit dem.Ellip- 

soid v t ] v 2 enthaltenden Normalebenen dieser _Punkte sind u 1 -[- v t I ue!-~v2 
mit der don Satz I entswechenden ]~edeutung der Voraeichen. 

IH. Ein yore _Punkte u~ [ u~ des Ellipsoides v~ [ v~ ausgehe~der 
und in der Normalebene ut ] u 2 des _Punktes enthalteno" Strahl S 
schneider dasselbe .Ellipsoid zum 2. Mal  im Punkte : 

ul • 2vl I u2 • 2v~, 
wo die positiven oder negativen Vor~eiehen ~u nehmen sir[d, jenachdem 
der 2. Sch~ittpun]2 auf  dem ~ositiven oder negativen Halbstrahl S liegt. 

An diese S~tze knfipft sich welter die Frage, wann zwei reelle 
Congruenzstrahlen~ die dureh ihre, wie in w 10 beschr~nkten, Para- 
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meterpaare ~l' I u( und at" ] ~2"" gegeben werden, sich schneiden, und 
zwar sich so schneiden, dass sie in ihrem Schnittpunkte conjugirt 
sind, also die (lurch sie bestimmte E bene eine der heiden ihrem Schnitt- 
punkhe zugehSrigen NormMebenen des Ellipsoides ist, auf dem der 
Schnittpunkt liegt. Diese besondere Form des Schneidens zweier 
Strahlen son als,conjugirter Schnitt auf dem Ellipsoid" bezeichnet werden*). 

Seien unter der Voraussetzung, dass die gegebenen Strahlen sieh 
auf dem Ellipsoid vl]v. ,  " conjugirt schneiden, u l l u  ~ die Parameter 
ihres Schnittpunktes und zugleich der diesem Punkte zugehSrigen 
Nornmlebene Ea, welche die Strahlen enth~lt. Der Schnittpunkt mug 
etwa auf dem negativen Halbstrahl u t ' l u  ~' und auf dem positiven 
Halbstrahl ut" I u2" liegen. Dann m~ssen sich n a c h w  16, V die Para- 
meter u t' [ u s' und u(" I u~" in die Form setzen lassen: 

u~' t u; = u~ + vl I u~ + ~2, ~j" I ud' = ~,~ - -  vt I u., - -  v~ 
oder, wie der K(irze halber geschrieben werde: 

Diese Form angenommen, fol~:  
u' + u" u" - u" 

2 2 

Da nun v t I v'z allgemein der Bedingang (32) genfigen mfissen, so 
ergiebt sich als nothwendige Bedingung f~ir den eonjugirten Schnitt 
der Str~hlen d und u": 

i o 2 / ~ 

Diese Bedingung ist aber aueh hinreivhend. Is~ aie n~mlieh erf'tillt~ 
so wird die gemelnsame obere Grenze X~ A der beiden einfachen Inte- 
grale v~ t v~ aus der Forderung: 

(65) v~ t~2 dot o~ ~ ~ 

bestimmt, und zwar eindeutig. Da fiberdies aus dem Umkehrproblem 
(65) unter anderen die Relation: 

( u , ~ u ,  I ~ ' - - u , "  o o '- "' ~ ) 
0 00 II Ol 

folgt~ deren rechte Seite, bei der den Parametern u i t u~ der reellen 
Strahlen auferlegten Besehr~kung, immer reell ist, so muss die LSsung 

*) Dabei liegt tier Schnit~unkt tier beiden Straiten immer auf tier ffositive~ 
HRlf~e des e/hen und tier ne~a~ve~ HRlfte des and~n Struhles (vgL w 6). 
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~t des Umkehrproblems (65) immer zwischen den reellen Grenzen - -  
und ~o liegen. 

Es kann alsdann aueh stets erreicht werden~ da~s in der L5sung 
~, A die Wurzel A positiv ausF~llt, indem man~ falls dies bei der 

Forderung: v _~_ _ _ _ _ u "  -- ~" ~ich~ der Fall is~, die Fordertmg v ~_ u" -- ~" 2 2 
stellt. Hat  man die obere Grenze ~t, A der befden In~egrale v l [ v  2 

bestlmmt, und ist fiir v ~ - - ~ - - -  das A positiv ausgefallen, so wird 

nachw 18, 1 das Ellipsoid ~t yon dem negativen Halbstrahl u' im Punk~  

, d - t -~"  und yon dem posltiven Halbstrahl ~ '  im Punkle 

u" -t- v - -  u' + u'" geschnitten. Die beiden Sehnittpunkte fallen also 2 " 
zusammen; ferner liegen n a c h w  18, II die beiden Strahlen u' und g" 

auch in derselben Normalebene des EllipsSides ~ im Punkte - - - ~ - - - .  Da 

ul"]u  2" ein reelter Strahl der Congruenz und vjlv.~, wie bewiesen, 
ein reelles, s umschliessendes Ellipsoid ist, so folgL, dass aueh der 

Schni~tpunkt u" - -  v ~ u'-{-u'_____ ' ein reeller, iiusserer Punkt sein wird. 2 
Das Resultat ist dieses: 

IV. a) D/e nothwendige und hinre~chende Bedingung dal~r, dass 
zwei redte Congruenzstrahlen u," I u~" und ul" I u~z" sich auf  einem ~7li2- 
soid ~ conjugirt schneiden, lautet: 

b) Der  Schnitt~nkt liegt dann auf dem" ~llipsoid: 

- -  2 ~ 2 

e) 1)ie gemeinsamen Parameter des Schnittlganktes u~M tier Ebene 
der beiden Strahlen sind: 

d) Jenachdem sich in der L6sung des Umkehrs 

(65) , de~2 = 2 I u~'-- 2 u;" 

fiir A das ~ositive oder negative Vorzeic]~ ergiebt, l{~jt der Schnit~ 
tmnkt der beiden Strahlen auf der negativen H~lfte yon u(  [ u~" und 
der )ositlven yon u~" ] u~", oder umgekehrt. 

Mathemati~che Annalem XXIL 5 
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Da die nich~ symmetrische Verwendung der 3 elliptischen Coordi- 
natea )l, /z, r zur Definition (28) der Parameter u und v den ~Tlipsoi3en 
des confocalen Systems eine ausgezeichnete l~olle zuweist, so kann 
der Gleichberechtigung der drei ~'ltichenarten des confocalen Systems 
nicht in jeder Beziehung Rechnung getragen werden, ohne dass man 
die einmal gew~.hltcn Parameter verl~isst. Um jedoch wenigstens die 
einschaligen Hyperbo~oide fiir spiitere Zwecke der Betraehtung zug's 
lich zu machen, soll bier noeh die Frage beantwortet werden, wann 
zwei Congruenzstrahlen u' und u" ,,sich auf einem Hyperboloid ~ con- 
jugirt schneiden", d. h. sich so schneiden, dass ihr Winkel yon der 
Normale ~ r  des einschaligen Hyperboloides, welches durch ihren 
Sehnittpunkt geht~ halbirt wird. 

Sei -P ~--~t,/~, v der Schaitgpunkt der beiden Strahlen u' und u", 
d i e  in der bezeiehneten Art sieh schneidend angenommen werden. 

Bedeaten nun ej und a., nach" Bedfirfniss das Zeichen -q- oder -- ,  so 
sind die beiden Parameterpaare u und ~ (vgl. w 16) des Panktes im 
Allgemeinen yon der Form: 

u ---- u ' , , ' : ,  ~ ---- u' , ,  -~'-' + ( ~ i  I 0 ) ,  

wofern man yon dem ef.wa zutretenden Periodenpaar 0 1 g i  absieht 
(vgl. Fig. 3). Dabei steht u--~-(zilO ) zur Abkiirzung fiir u~-l-gilu2+O. 

Die 4 Congruenzstrahlen dutch den Punkt /~  haben naeh w 16, IV 
die Parameterpaare: 

u ' , , ~  + v, u' , , - ' ,+v+(~i lO),  
u',,  ", - -  v ,  u~  - ' ,  - -  v + ( ~ i  I 0 ) ,  

und zwar gehSren die je nebeneinanderstehenden Parameterpaare za 
einem Paar in Bezug auf _~T~ eonjugirter SLrahlen; denn die dem 
Punkte P a l s  einem Punkte eines jeden der 4 Strahlen zugehSrigen 
zusammengesetzten Wurzelftmetionen sind beztiglich: 

e l N  , ~ M ,  + h ,  ~ I N ,  - -  ~ M ,  + A ,  

a l N ,  ~2M, - -  A ,  ~1N,  - -  a : M ,  - -  h 

(vgl. w 10, VI. w 11, V. w 15~ IV). Zwei in Bezug auf zV~, im Punkte 
/) conjugirte Strahlen u' und u'" haben also ]~othwendig die Parameter~ 
differenz: 

u' - -  u" ~ u ' , , " - -  u ' , , - ' ,  - -  ( ~ i  I 0 ) ,  

und zwar gehSrt bei dieser Sehreibweise dem Punkte P a l s  einem 
Punkte auf u'~ resp. u" die zusammengesetzte Wurzelfunction e2~l , 
resp. - -  E. M zu. Mit Rficksicht aaf die Definition (28) der Parameter 
u und auf die Beziehung: 

$Jo "" ' # o  

)' r 
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wird hieraus: 
y ,  - -  a j  M ,u,  - -  e~ 2Dl 

8etzt man also abkiirzend: 

(68) w ~ w t  l w. , . -~ - o~ I - - .  d o : ,  

so hat man den Satz: 
Wenn sich die beiden Coagrueuzstrahlen u" trod u" im Punkte 

P ~ X, ~, v ,auf  dem Hyperboloid t~ conju~rt schneiden"~ so stehen 
ihre Parameter in der Beziehung: 

(65') ~ + w, 2 

WO .W die Bedeutung (68) hat, und das obere oder untere Vorzeichen 
gilt, jenachdem die dem Punkte xP als einem Puakte des Strahles u" 
zugehSrige Wurzelfunction M das positive oder negative Vorzeichen 
besitzt. 

Um der Vorzeichenregel einen anschaulicheren husdruck zu geben, 
wird man neben die in w 5 eingefiihrte Thei]ung jedes Congruenz- 
strahles in ,zwe/H~lften", eiae positive und eine negative, eine zwei~e, 
yon jener unabhiin~ge Theilung jedes Congruenzstrahles in ,,zwei Ab- 
schnitte" treten lassen. Der positive Abschnitt erstreeke sieh, mit •e- 
zugnahme auf die positive Riehtung des Strahles, yore Beriihrungspunk~ 
des Strahles mit dem Hyperboloid ~o his zum Schni~2wnkt mit tier ~bene 

~ 7, der negative Abschnitt, ebenfalls mit Bezugnahme auf die positive 
~ichtung des Strahles, yon diesem his zu jenem Punkte zuriick. Auf dem 
positiven Abschnitt ist dann naeh w 6 M negativ, auf dem negativen M 
posit-iv. 

Hiernach gilt in (65') das obere oder untere Zeiehen, jenaehdem 
der Punkt P auf dem negativen oder positiven Abschnitte des Strahles 
u" liegt. 

Man kann nun ohne Schwierigkeit zeigen, class die aus (65") noth- 
wendig folgende Relation (vgl. Formeln (31))." 

0 

umgekehrt auch die hinreiehe~wle Bedingung fiir den verlang~en Schnitt 
der Strahlen u" und u" isL. Damit erh~lt man das Resultat: 

V. a) Die nothwendige und hinreiehende Bedingung daf'C/r, dass 
die 2 reel~ Congruenzstrahlen u1" [ %" und u(" ] u;" sieh auf einem 
Hyperboloid ~ conjugirt schne~Mea, lautet : 

5* 
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(66') a , ]~  =i ~ ) = o .  

b) / )er  Sehnittpunkt liegt alsdann auf dem einschaligen Hyperboloid, 
dessen 1)arameter i~ siah aus dem Umkehrproblem bestimmt: 

(65")  w ,  l w~  - .  - -  = . r I f02 ~ 2 

c) Jenachdem die Lgsung des letzteren fiir M das positive oder 
negative gorzeiel~n ergiebt, liegt der Schnittpunkt der beiden Strahlen 

a u f  dem negativen Abschnitt yon u" und dem positiven yon ~", oder 
umgekehrt. 

Die Giiltigkeit der Siitze dieses Paragraphen ist wesentlich ge- 
bunden an die Beschriinkung auf die reellen Congruenzs~ahlen und 
auf die yon den beschr~inkten Variablen ~., ~, v (vgl. w 1, 6) abhiingjgen 
Parameterpaare u 1 ] u 2 und v 1 [ v2' Bei v511ig unbegrenzter Variabilit:,it 
der Jl, g~ v im eomplexen Gebiete h5rt nicht nur die eindeutige Be- 
ziehung zwisehen Strahl und Parameterpaar u I t u., auf,  sondern geht 
auch die Unterseheidung der Ellipsoide und Hyperboloide des con- 
focalen Systems durch die Bezeichnung ihrer Parameter 4, /~, v ver- 
loren. *) 

Um bei dieser aUgemeinen Auffassung die nothwendige und him 
reichende Bedingung dafiir zu finden, dass. zwei Congruenzstrahlen u" 
und u'" sieh schneiden, gehe man yon der algebraischen Form dieser 
Bedingung aus. Diese lautet~ wenn P[* und pi'~ die Liniencoordinaten 
der beiden Stxahlen sind: 

t n t s t  �9 ~,~ t v  ~, . . . ,  �9 

~2~3~ + p~_P42 + p14~3 + '" ' p~p~ + pl3p~.~ + P141~ -~- O. 

Ffihrt man in diese Gleichung mittels der Formeln (46) die transcen- 
denten Parameter u" and u" der beiden Sta'ahlen ein und benutzt die 
identische Relation (wo allgemein u ~ - u l l u  2 zu denken ist): 

~ (~)., (~ (~~ (1I)(o,,)+o (~).~ (~ (~)o (~) (o,,) 
.o (g)-e (~)(~').o (~ (~)(r e (11~176176162 a (o~~ e (11) (r 
. (~).  (~~ ~(~)o (g)~o'~_. (g). (~)(~')~ (1 ~ .o (~)(o') 
.__40 t,O 1 ] V _ ~ / .  , (0  I )  u ' - u "  

( ~ ) .  (oo) ( ~ ) .  (1o) (~,~), 

*) VgL die Dissertation des Vetfa~aets (Leipziger Di~ert~tionen 1881), S. 22. 
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welche ein Speeialfall der Riemann ' schen  ~-Formel*) ist, so nimmt 
die obige Bedingung die Form an: 

.(11) ..-o.. 
�9 . , t  Die den beiden Parameterpaaren u," [ u~" und uj" 1% entst)rechen" 

den Congruenzstrahlen schneiden sich also, wem~ die beiden Parameter- 
paare einer der 4 t~elationen geni, gen: 

(69) 

.(,o I)(o: 
/0 0"~ I u," + u,'" 

u~" 7 u,") = O, 

u; + u,".) ~____ 0, 2 

) - ~ 0 ,  

"" + ";'  ~ O. 

Unter diesen 4 gIeichberechtigten Formen der Bedingung des Schnittes 
zweier be|iebiger, reeller oder nicht reeller Congruenzstrahlen finden 
sich im Besonderen die in den Siitzen IV und V angegebenen Glei- 
chungen wieder. 

Das yorstehende Kapitel giebt ia den Formeln (55), (59) und (60) 
die einfachen Additionstheoreme der hyperelttpgisehen Integrate I.,'2. und 
3. Gattung, bei wetchen es sich um die t~eduetion der Sammen yon 
nut 3 Integralen auf Summen yon 2 ]ntegralen derselben Art handelt, 
und entwickelt die geometrische Bedeutung dieser einfachen Additions- 
theoreme; es zeigt ferner, wie aueh die Additionstheoreme der ~-Func- 
tionen ihre geometrische Bedeutung besitzen; es bereitet eadlieh in 
w 18 die weitere geometrische Verwerthung des Zusammenhanges vor, 
welcher zwisehen den Additionstheoremen der hypere|liptischen Lute- 
grale einerseits und der Theorie des Systems der confocalen Fl~chen 
andererseits zu Tage trat. 

(Fortsetzung folgt). 

B re s l au ,  hn Januar 1883. 

*) Vgl. Kra~er ,  a. a. O., S. 2, Formel 8. 


