
Ueber die Entwickelung der doppett periodischen Functionen 
zweiter und drig~r Ar~ in trigonomegrische Re[hen. 

Von 

KRXUS~ u n f l ~ M o ~  in Restock. 

In zwei Arbeiten gleiehen Titels*) is~ ers~ens naehgewiesen worden, 
dass die Entwickelung "der doppelt periodisehen Functionen zwei~er und 
drifter Ar~, bei denen die Zahl  der Nul]punk~e grSsser is~; als die 
Zahl der Unencllichkei~spunkte~ zurfiekgeffihrt werden kann auf alas 
Problem die. GrSssen 

zu entwickeln. Zwei~ens sind dann zwei Methoden angegeben worden, 
mit deren Hfilfe dieses Problem wirklich gelSst werden kanm Diese 
beiden Methoden sind als indirectv bezeiehne~ worden. Es wurden bei 
der ersten gewisse Res~funct~onen als gegeben angesehen und mi~ 
ihrer Hfilfe die Darstellung tier Primfunc•onen in tier Form yon 
trigonomet~ischen Reihen wirklieh gegeben. E~was ~hnhches gilt yon 
d,er zweiten Methode, die atlerdings, wie teieh~ folg~, auch in eine 
directe verwandelt werden kann. 

Im Folgenden sotlen nun drei d~recte LSsungen desselben Problems 
gegeben werden. Die erste ist die in der Theorie der elliptischen 
Func~ionen gebr~uchliehe, welche auf den Eigensehaften der complexen 
Integrale beruht. 

Von besonderem In~eresse diirften die zweite und dri~e Methode 
sein und zwar, weil sie mit durchaus element~aren Miti~eln operiren 
und auf e~igen wenigen ebenso einfachen wie durehsich%igen Ge- 
danken beruhen. Beide kSnnen als Verallgemeinerung der Me,bode 
angesehen werden, mit deren Hfilfe Herr B i e h l e r  in seiner schoa 

*) Ueber die Entwiekelung der doppell~ periodischen Fanet~onen zweiter un~ 
dri~er Ar~ ~u ~ i g o n o ~ e  Re,  on, erie und zweitr Abhaudlung. Von 
M. Krauso. Bd. 30 dieser Annalen p. 425 ~, p. 516 ft. 
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erwiihnten Dissertation eine Fiille schSner Reihenentwiekelungen findek 
Die Entwickelung der gewShnlichen elliptischen Functionen kana aus 
den fertigen Formetn dutch Specialisirung unmittelbar abgelei~et werden. 
Unter allen elementaren Methoden, die bei der En~w~ckelung dieser 
Functionen fiberhaupt existiren, dffffte der letzteren der enf~chiedene 
Vorzug zu geben sein. 

Die beiden ersten Methoden haben das gemeinsame, dass in den 
fertigen Ausdr~eken eine Reihe unbekannter Constanten auftritt, so 
zwar, dass man nach einigen Reductionen zu denselben Resultaten 
gelangt wie bei der ersten indirecten Methode der frtiheren Arbeit. 

Mit ihrer Htilfe kommt man dann dutch systematische Entwickelung 
auf vSllig naturgem~ssem Wege zu der Definition and Darstellung der 
Restf'unctlonen, die in der vorigen Arbeit als einmal gegeben an- 
genommen warden. Erst ~iermit kann die Theqrie derseZben als wirktich 
begriindet angesehen werde~. 

Die dritte Methode ist nur ffir den Fall der Funetionen zweiter 
Art durehgef~ihrt worden, um ihren Gedankengang mSglichst klar 
hervortreten za tassen. Im allgemeinen Fatle ist durchaus analog" vor- 
zugehen. Inwieweit hierbei sich neae Resulta~e ergeben, wird bei 
andrer Gelegenhei~ gezeig~ werden. 

Die beiden ersten Methoden sind yon tterrn M o h r m a n n  im 
mathematisehen Seminar der hiesigen Universi~t durchgefiihr~ worden. 

w  

Erste directe Mothode, die Primfunctionen in trigonomotris~ho Roihen 
zu entwickeln. 

Es mSge gesetzt werden: 

(1) ~ (V) ----- ~~ + h a '  ~ )  ~ e ~ x ~ .  ~ o ( v ,  ~)  ~ a ~  �9 

Es handelt sich datum, die GrSssen a, zu bestimmen. Aus be- 
kannten Theorien folgt: 

1 + ~  

(2) a~ - = - ~ ( v )  - dr. 
,KJ 

1 

2 

Zur Auswer~hung dieses Ausdruckes nehmen wit das Integral: 

J '~ (~ )  - e - ~ - ~ "  �9 dv 
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und erstreeken dasselbe ~lber den Umfang des Parallel%~ramms: 

1 I 1 I 
2' +E' +~-+~'r' ---if+w, 

wobei ~ eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet. Dann wird das 
Integral gbich: 

§ i I § - u  

f~ (v ) .  ~-~z-,o. av +j:,p(v).,-~.,,o. a, +f~(z,) .  e-s,-~,, a, 

1 

+ j ; ( v ) .  e - ~ ' ~ '  .dr. 
1 -E+,~ 

Da 9~ (v) die Periode 1 ha~, so wircl das zweite und vierte Integral 
aaf der rechten Seite der Ietzbn Gleichung sich gegenseitig for~eben 
und es bleibt: 

1 

j ; ( v )  . e - ~ ' , i ,  . dv = a,  -{- f ~(v)  . e-S""~o . dv. 
i + -E+'r 

In dem letzten Inbgral auf der rechten Seib se~zen wit an 
Stelle yon: 

so wird: 
1 1 --~§ -~- 

~ (v) . e -~.'~" . dv-~--- f V'o(.V~.o(V§ ~'~+ ,,~,+ na'~) n~) . e_s..~(.+.~) . d v 
1 1 

+ "~§ + -s- 
1 --y 

[ ( ) ]l',p( ) ~- " 

- " ~  ~"~+ ~ + ' ( ~ - ' )  ~ ~ (~+(~ - ' )~ )~ '~  d v  ~ ~) . , . 

e l  
1 +-~, 

Mithin erhalbn wit: 

( S )  ~ ) .  e - ~ " = ~ ~  �9 ~ v  : a ,  -- e �9 a , + ~ , _ ~ , .  

Das Inbgr~I ~uf der linken Seite k~nn noch auf andere Wdse 
berectmet werden, indem die Summe der geschlossenen ]nbgrale: 

f ~  (v) - e-~""~" - dv 



3 3 4  KRAUSE u n d  MO~R~A~. 

um die UnsCe~igkeitspunkte im Innern des Parallelogramms: 
1 1 1 1 

gebildet wird. Diese Unsteligkeitspunkt~ sind, wie man sich leichr 
iiberzeug%, die Punlde: 

3 v  2 v -  ! 

Bilden wir das geschlossene Integral 

f 't'(v) . e - ~ ' " ~  . d v  

um den Punkt 2 m - - i  r! 2 
Die Taylor'sche Entwickelung um diesen Punkt herum lauter 

Po~. 

2m~l t 2rn--1 

i-(--  1) m-l-~1 (ha, n,:).e -i ~t(~'*a+--Y-'~) 4;_..., 

#o(v, v) -~- (v um --1 0 "v'o^" ~,[ 2m:~--i v, v) q- sleig. Pot. 
2 

---- 6 + ' " ,  
2 

e-~*~,-~- e-(~- l )  " ~  + stoig. Pot. 

Daraus folgt, dass der Factor yon: 
1 

2m-- 1 
2 

in tier Entwickelung yon 

die Form annimmt: 

(4) 

r e - ~ ' ~  

~,  -e 

Das geschlossene Integral um den Punk4 
2m--1 

2 

hat dann denselben Wer~h multiplicir~ mit 2xi .  
Demgemiiss nimmf das gesuchte Integral; 

~ f f )  . e - ~ ' " i ~  �9 d v  

die Form an: 
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++~<:+++..++) ~-~'"+-'>+'+["++~('+-:'+:'+++++_7 2++ a," ~ e  

oder also wir erhalba die Recursionsformeh 

(~)  a ,  ---~ d -~,"++a-~++(,("-i++mz)�9 + ab+(+-i}+ 

@l" 
1 

Genau so wfirde r 

a,: --~ e ~a=ia + *,*i* (--*(.--i)+~.) . a*--O+--l),' 

. ++,<~~ . . )  ~ (-.-,>~+[,+~ 
- -  z + +  + .  - ~ + e  

1 

So haben wit Recursionsformeln gefmlden, mi~ deren Hfilfe es 
mSglich ist, die En~wickelung in ~rigonometrische Reihen in explicibr 
Form wirklich herzustellen. 

In der That, jedenfalts kSnnen wir schreiben: 

(6) ~(++,) = ao + a~ .  ~-++~,+ + . . .  + a,+_~ �9 ++++~,,-+.,~+, 

+ + - +  +++(++(+-i)@+ 

1 0 

~- ~ au-(,--tiv " e 
l O 

Die Ausdrticke a,+_(,_t), kSmlen vermSge der angegebeaen Recur- 
sionsformehi dutch die GrSssen a~ ersetzt werden. Es ergeben sich 
dann zweierlei Arbn yon Gliedelm. Erstens erhalbn wit Gtieder, die 
den Factor a~ besitzen, zweibns solche, bei denen dasselbe niche der 
Fall ist. Die Glieder der ersten Art siad leich~ zu tdren.  In der 
Tha~, der Facbr  yon a ,  wird: 

~+~+ ~ :+,,~+((~_i~,,,=++,,,,)+,+,,+,+(,,+.(+-i:++~) 

- - r  

oder also + gleich : 

(7) e+"+"".a~iCn--1)v+na..}-~v, ( n - -  1) v]. 

gb~as coml~ticirter gest~Ib~ sich die 8umminmg der fibrigen Glieder. 
Ffir e'mea festen Wert!t yon v ergeben sich aus der Smnme: 

,+-~+ ++~,++C~+(,_~t+,.), ' 
~ a,+{,-1)+ �9 

1 0 
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die Glieder 

- 2zti~'~(na, n~;__~) 6 2~i(~-1)'~ * M~ 

wobei geso~z~ ist:  

• 1 ~--2 

o 
_ �9 a 3-~ _ . n--2 

0 

�9 ~ ~ . o . ~ ~ �9 . ~ ~ o . ~ o 

1 .a~i  + ( ~ - y )  (~- l )a~ '*-s 
+ e ~ ~ �9 e ~=~''. 

0 

Hieraus  fo lg t :  

1 

M ~ e  

3 ~ 

+e 

1 - -  q o . , , - 1 ,  d~ni~, 

1 - -  qi2~-3)(n--~), e~ni(n--1)v 
i - -  ~[2~--3. e 2 ~ . i o  

�9 . �9 o ~ . . o �9 o ~ ~ ~ o o o ~ . . ~ . 

+ e  
1 - ~  q .  e 2 ~ i v  

oder also: 

,,--1 2 m + : t  ~(n-x)(2rn+l). e~i(n--1)~ , -  
(8) M =  ~,~e 

1 __ ~ m - q - 1 .  e2a/ .v  
0 

Dieser Ausdruck Ftir M i s t  einzusetzen und dann die Summe nach 
yon 1 bis r zu nehmen.  Als Fac tor  yon:  

ergiebt  sieh hierbei die folgende GrDsse: 

(,,-i) ( i -  ~) 

+ ~ , - , , -  �9 q 

I - -  ~ ( 0 ~ - 1 ) .  e ~ l ~ - l )  

1 - -  ~ * e 2~ i~ '  

l - -  q{n--1), e~U~(n-.1)t, 

1 - -  q.  e ~ ~  

1 - -  q ~ -  e ~ * ~ '  J + . . . .  
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Wir addiren jeLzt naeh Vertiealreihen d. h. fassen alle Glieder 
zasammen, die den Faetor: 

e ~  ~ . 1 - -  q(~-1), e ~ ( . - , ) ~  - (~ - , )~  
I - -  q. d ~"  "q ,et;e. 

besltzen. AUgemein wird der Factor yon: 

e c ~ , - ~ , , , , -  . 1 - ~'~- '~"-~ . ~ ' - ~ " "  -~'-~@-~)~ 
1 - ~"- ' .  ~"~ fZ 

wie leieht ersich~lich is~, lauten: 

oder also: 

Das Product der beiden ~lieder ergiebf;: 

Diesel" Ausdruck id; nach m yon 1 his co zu summiren, so dass 
wit schlieaslich erhalten 

e,~(s 

Genau so wfirden sich aus der zweiten Summe die Glieder argeben: 

0 

D~aus folg% dass die Surame aller ~tieder~ die nieht mi~ einer 
der Grbesen a~ muli~plieirt sind, l~ute~: 

+o . . . .  , (--',(.~- �88 

~OC" 

oder also: 

(9) ~ ( ~ a ,  ~ )  ~ c ( ~ _ s ) ~  ~ . F 
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Wit kommen hiermit auf vSllig naOargemSzsem Wege zu der 
Function: 

. ~ a  2 m - - 1  ~ - - 2  

_~ sin ~ ~ 2 

Diese Function unterscheidet sieh nur unwesenffich yon der Function 

der vorigen Arbeit, so dass wit zu derselben Darstellung der l:~rim- 
functionen wie fri~7~er gd~ngt sind, jetzt abet auf systematisd~m und 
naturgemiiasem Wege. 

w  

Zweib directe Methode, die Primfunctionan-in trigonometrischB Reihen 
zu entwickeln. 

Man kann, wie leich~ zu sehen ist, ansetzen: 

~o(2v -~- 2a, 2v) (i) 

desgbiehen daft man se~zen: 

(2~) ~d2~+ '2a ,  ~ )  ~ ( 2 ~ , ~ )  i , ~t(v, ~) -- ~ ~ i  - - ~  ' - -  ~- 

oder auch~ da 

is~: 

8112 ~g2~ 
~(v,  a) ~ - ~  c,~.e ~=i~ 

~P(v, a) ~ ~ c~,+~, e(~+~) ~ ' .  

Da nun v .~  0 ffir O(v~ a) kein Unsbtigkei~spunk~ mehr ist~ so 

sind wit berechtigt, links und recht~ an Stelle yon v :  v -q- -~  zu 
setzen. 

Wit  erhalten dann auf der linken Seifm den ~usdraek: 
I 

- - u  @o(2V-q-2a, 27) @l(2a,2z) 1 

auf der rechten dagegen: 

q u  c~+i �9 q~ " e (~+i)=~". 
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Unter solchen Umslinden ergiebt sich ffur q~(%a) ein zweiter Aus- 
druck~ nimlich: 

1 

(3) ~(v ,  a) = ~ q 4  e~[,+~,~]. #, (~a, ~z) 1 

S 4-~, 

Setzen wlr in dieser Gleiehung: 

1 
~__ __ 2 i ~  ~ .  e~,'~. ~ e ~ ' ~ ~  . q~, 

0 

so erhalten wit ffir ~(v, a) eine zweib tleihe, die naeh steigenden 
und fallenden Potenzen yon e ~ fortschreitet. Dutch Vergleichung 
ergeben sich die Relutionen: 

~) ~r  ~ o  
1 

�9 0 "  i 

(4) II) flit n ~ 0 
3 

qu Z - q-~ �9 c-(~.~-l) -~- b-~(~-l), 

it ~ e 2~r 

oder also hi: 

3 

qu i t -1.  q- , , .  ce~-x 

oder auch: 

g2n--1 

3 

Man sieht ferner unmi~elbar, dass die Relationen bestehen: 

Sieht man die Gf6ssen b u n d c  als Functionen yon a an, so wird: 

Setz~ man nun in Gleichung (4)1x - - a  an Stelle yon a ,  wobei zu 
beachbn ist, dass hierfiir it in seinen reciproken Wertli iibergeht, so 
gehr diese Gleiehung fiber in: 

qT. Z_i . q_~. c_(~,,-1)(--a) ~-- b_~(,,_,)(--~a), 
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Dieser Werth yon c ~ - i  in (4)~ eingese~zt;~ ergieb~'die Recursionsformel: 
1 

(5) b ~  --~ q~-~  �9 ~ ' ~ "  . b~(~_~) - -  2 ~ i ~  . g ~  o~(~a,~) 

Es is~ dieses dieselbe Reeursionsformet, die bei der ers~en Me,bode 
gefunden is~, so class w i t  also ~u genau denselbe~ t~esultaten, wie 
vorhi~ gdangt  sing. 

w  

Dritte directe Methode, diB Primfunctionen in trigonometrise]le 
Roihen zu ontwiekeln. 

Wir  sind jedenfalls berechtig% innerhalb eines gewissen Bereichs 
die Entwickelung anzuset~en: 

und zwar kann hierbei a alle end lichen Werthe annehmen. Se~zen 
wit nun an Stelle yon a : a - ~ - z ,  so wird einerseits: 

eo (v) --~ e " --~a,  (v--~j ..... 

und audrerseits ergiebt sieh far die Grbssen a.~ die Recursionsformel: 

~'r--1 , / .~1 = ~ r , k  
oder 

Aus dieser Formel folg~, dass es zur Kenn~niss der gesuchten Coe5 
ficlenten vStlig geniigt, die GrSssen; a..o ffir alte Wer~he yon r zwischen 

~ und ~ c~ zu kennen. Dabei finde~ zu gleicher Zeit die Re- 
lation start: 

(3 )  a~o ------- a _  ~,o. 
Ganz genau so kSnnen wir setzen: 

-b~ + ~  [2r+t'd 
(~) ~_,4"~+~,z) ~'~,~) oo~ + ~ . ~ b , , . ~  ~-j.~<~+(~+~)< 

Die Gr5ssen b..~ kSnnten genau so redueirt werden, wie die GrSssen 
a ~ .  Da uns aber an ihrer Bestimmung niches liegt, so beschr'~nken 
wit uns auf Aufstellang tier einen einzigen Beziehung: 
( 5 )  b,,~ ~ - -  b _ ~ , _ ~ .  

Jeiz~ wird genau so verboten,  wie bei der zweiien Methode. Wir 

se~en in Gleichung (4) an Stelle yon v: v - ~  ~ .  Durch Coefficienien- 

vergleichung ergiebt sich die Relation: 



Elliptische Functionen zweiter und dritter Art. 341 

Pr+W p , + ~ ,  

(6) ar+,,o �9 q('+*)* = ~ "q'~,, ~ " - i -  b,,o �9 q~---Y-" �9 

In  dieser Gleichung setzen wlr  an Stelle yon r :  - - r ,  so erhal ten wit  : 

a - , ~ - i , o  �9 q("-*)~ -.--~ - -  = q e i ' - -  - -  i b - ~ , o  " q 

oder also : 

q , -W'~.  
a~-l,o �9 q(~-l)"- ~ ~ + i b ~ - l , o  " 

Setzen wir hierin an Stelle yon r - -  1: r ,  so wird: 

= ~i~ .... + i b,,o q 

Mithin ergiebt  sich die Recursionsformel:  
,+,; 

2 ~  
(7) a~+l,o ~(,~i)'-" + a~,o q~" = - -  -6~(" q 

oder auch die Formet :  

( s )  a~,oq': = -  - -  ~ L q , q - . .  ( - -  ...t 

+ ( - 1)-+~ a ~+,+1 g('+~+~':. 
Diese Formeln lehren alle GrSssen a,,o kennen,  wenn aoo gegeben ist, 
aber sie geben auch unmit telbar  ar,o in expticiter Gestal t ,  indem wit  
in der letzten Gleiehung n ~ oo setzen: 

e~ 

a~,o ---- - -~,  q - ~ .  ~ ( - -  1)~ �9 q 
0 

Die soeben gefundene Form der Entwi tke lung  ist yon der t t e r m i t e ' -  
schen verschieden, indessen ist die Reduction auf dieselbe so wenig 
schwierig,  dass yon ihr  abgesehen werden kann.  

R o s t o c k ~  den 28. Januar  1888. 
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