
Die Brennlinien ~in~s unendlich dflnnen astigma- 
tisehen gtrahlenbfmde1,~ nach sohiefer inoidenz 
eines homocentfischeu Strahlen.bfindels in eine 
krumme Oberfl~che und das Strahlenconoid yon 

Sturm und Kummer. 

Eine R.eldik yon 

Prof. Ludwig Matthiessen in Ros~oek. 

I~ierzu auf Tafel II Fig. 1~ 2, 3. 

In einem fraheren Aufsalze dieses Arehivs (Bd. XXIX. 
Abthl. 1 S, 147--149, 1883)*) aber die Form der ast~g- 
matisehen Bilder sehr kleiner Geraden bei schiefer Strait- 
leNneidenz in eine brechende sphgrisehe Fl~tehe sind zum 
Hinweis auf die den Theoremen zu Gnmde gelegten goo- 
metrisehen Prineipien yon mir folgende Schlussworte hin- 
zugefagt: ,,Die Sturm'sehe Theorie setzt voraus, dass 
auch die zwdt.e Brennlinie auf dem Hauptstrahle senk- 
recht stehe, wofin offenbar ein Lrrthum enthaI~en is~, wie 
schon eine eIementare Betraehtung der sogenannten spha- 
rischen LSngenabweichung erweist. Dessenungeaehtet hat 
sigh die Slurm'sche Theorie, getragen yon der ikutoritfi, t 

*) Vergt. Revue g~n~rale d ophthalmologie (p. 385--386, 
30. 8eptembre 1883). 
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versehiedei~er manha~ter ()eometer und Physiologen in der 
inodernen ophghMmologisohen Li~teratur ObsrMi festge- 
wurze]t." ~ei'r Dr. Leroy polsnfisir~ in einem Memoirs 
der Revue g6n6rMe dbphthMmo]ogie (p..JSL--48~, 30. ~No- 
vember 1883) g'egen dieso S.atze, indem or ansfCthrb, dass 
das Theorem yon S~u~m niehf, ber{i]~r~ werde voa dem 
Widersl~ruehe, dass bsi der sphgrisehen Brechung sines 
damaen homocentrisehsn Str~l~_ienb~tnds!s die If. Brennlinie 
mit dsx Axe des B0ndels eiuen yon 90 ° versohiedenen 
Winkol (Rouseh), dagegen naeh dent Stunn'sohen Theo- 
rems, welshes nntsr ge~,issen iJesehr~h~kungen mittels 
DiffsrenziMealoOI horgeleitet, sei, mit der Axe einen Wi>.ke] 
yon 90 u bilde. Leroy Ngt hinzu, dasses  geboten sd. 
mdne Behaup~ung, es enthaKe die Stm'm'sehs Theorie 
einsn Fehler, ernsglich zu bek~impfen, da sis m0gHeher- 
wdse in den Ansd~annngen und Ueberzengungsn der 
Ophthalmologsn sine Verwirmng herbeiftthren k0nne, wenn 
denselben nieht die analytisdlen Mi~tel zn Gebo~e stgnden, 
meinen ,,Irrthum" zu durohsehausn. 

Dutch diese Erkl~mng {:.tits nunmehr al  mieh die 
unabweisbare Fordemng b eran, mdn Urthsil zu begrtinden. 
Es wttrde zu welt ftthren nnd den gahmen absrsehreiten, 
innerMlb dessert sich die Mit~heilungsn und Diseussionen 
in diesem Archive mit Biteksieht anf den Leserkrsis zn 

besehritnksn haben, wenn ici~, wJe sine s~rsng wisssnsehaft- 
fiche Theorie des Astigmatismus ss doet~ erfordert, unter- 
nd~men wollto, bier sine rein ma~hematisehe Deduction zu 
gebsn. Es sohemt mir dies aneh insofern ttbel~fttssig zu 
soin, ale dasselbe in mehreren frtthsren Abhandiungen be- 
reit.s gesehshen ist. *) Vielleisht m0shts es mir abet ge- 

*) Cent ra lzemmg f~r Optik and N_eehanik No. 2-K Leipzig 
~8~2. - -  Sitzungsberiehte der mathem,-physikaL Ctasse (let Kg'l. 
bayerisohen Akad. d. Wise. 1883~ iJ[e~ 1. - -  Zeitsehrif t  fi Math. 
und Physik. X X I X .  aahrg. Suppl. 1881. - -  A.ot,~ mathom,~tiea, 
Journ. rgdig~ par G. Mittag.-J~eff'ler. eah. 4,, 11. Stockholm 188,t, 
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lingen, hier in einer aueh ftir Galen verst~ndlichen und 
ansehauliehen Weise zu zeigen, weleher Correction das 
Sturm'sehe Theorem ffir die Zweeke der physiologisehen 
Olotik bedfirRig ist und wodureh jener Widersprueh des- 
selloen mR dem gew0hn!iehen und einNchstea Falle des 
Astigmatismus alleiu aus dem Wege ger~tumt werden kann. 
Die Forderung einer ErweRemng des Sturm'sehen Theo- 
rems mae.ht sieh immer mehr geRe~d, wie diejenigen 
Ophthalmologen zugestehen worden, wel&e den zahlreieben 
ArbeRen des legzten Deeenninms auf dem Gebiete der 
Lehre yon tier astigmatisehen Brechm~g in Linsensystemen 
und besonders in der eontinuirlieh gesehiehteten Xrys~all- 
linse des Auges mR AufmerksamkeR gefolgt sind. 

Wenn nun augenseheinlieh Leroy jenen Widersprueh 
zugestehl., ihn aber auf Grund des Sturm'sehen Theorems 
ftir unerheblich haR, so muss ieh meinerseRs zugestehen, 
dass das Theorem yon Sturm tiber die Form nnendlieh 
diinner astigmatischer Strahlenbandel sieh mR Nothwen- 
ctigkeR aus seinen Voraussetzungen ergiebt. Da aber das 
Theorem aus geometrisehen Grtmden eine strengere Be- 
handlung zul~sst, so bedarf es einer genauen Pr~iNng, ob 
dasseibe bei suhtileren Untersu&ungen, z. B. fiber die Ein- 
wirkung der J3ilder ~usserer Objee~e auf die iiehtempfind- 
lichen SehietRen der Retina noeh den Ansprtiehen geni~ge; 
and dies ditrRe allerdings streitig sein. Nan wird indessen 
jedenfalls zugestehen massen, dass, wenn irgend wo in 
einer Theorie ein Widersprueh sich vorfindet, dieser auf 
einem FeWer oder mindestens auf einer Ungenauigkeit 
derselben beruhe. 

Es ist ein unbestreRbares Verdienst des gfossen gJ[a- 
thematikers um die Theorie des Sehens, dass er, naehdem 
man frtther yon der Vorstellung ausgegangen war, dass 
sieh ein Ieu&tender Punkt auf der getina pm~ktneI1 ab- 
bilde, die Form des gebroehenen Strahlenbtindels in der 
Weise definiRe, dass f/it jede nicht senkreetRe Ineidenz 
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dassdbe sine :;en'aedrisehe ~,fodification erleide. (S~urm- 
sehes Conoid,)*) Diese Figur is~ bekann~ genng and be-- 
daft also keiner detaillirbn Besohreibang.**) Der Nr db 
Xecommodatioa und die Psriskopie des kuges wieh~igsb 
Thdl dieses Cdonoides ist der sogsnannb Brennraum 
u~d die Brenns t reoke ,  final begrenzt yon beiden B r e n n -  
]inien. gs handdt sioh vor allen Dingen um die Lags 
tier lstzbren gegen den AxenstrMd. St, urm land, dass 
in ersbr Aml~ihorung die I~renntinien gegen den Axsn- 
.~erahl senkreeht sbhon. Sei~ d~erzig Jahren ist kein Forb 
schritt in dieser Thsorie zu verzeichnen. Es isg wohl be- 
grdflidl, dass mi~ den Fortsohri~bn in dot Diop~rik des 
Anges dis knsbildung der thsoretisehen Grundlagen und 
;1or mathematisehen Principien glei&en Schritg halbn 
mtisse, und diese berahen in tier Lehre yon de.r Xrf im- 
mung der Pliohen. 

Wir gehen aus yon denl Mahs'sehen Satze, dass die 
gebroehensn Strahlenb~lndel NormalenbOndel dsr Wellen- 
fliohe sind; ihre Form wird also bssgimmt dutch die 
Edtmmnng oder W01bung sines unendlioh kleinsn Seg- 
menb der We!!enflidle° VeNegenw~rtigen wit uns die 
Wellenfliehe, weieho naoh beiiebigen viden Breehungen 
in e, inem System ebenso vieler eengrirbr, sphgrischer 
Ftichen entsteht; wenn der leuehbnds Punkg in tier Cen- 
~rale liegt, so ist dieselbe sine I%otationsflaehe. Naeh 
dem Stnrm'sohen Theorem is~ mm aber die Bsriihrung~- 
fly, the sines unsndlioh klsinen Segmentes der Wstlsnfi~dche 
sin mit der Normale desselben coaxialss s! I ipt isohos 
Parabolo id ,  welohes offenbar keins gota~ionsfl~iehe ist, 
also auch 'kein hinrsichend genaues Maass N:r die Xritm- 
~nnng des Segmsnbs abgeben kann. Es muss sine Be- 

*) Compg rend. Paris 1~5. 
**) Nodelle des Sturm'schen Conoides werden nenerdings v~m~ 

Optiksr ApeI in Giittingen unter tier BezeMmm~g K,animeFsd,~.~.s 
F~denmodell I. ArC getiefert. 



Die Brennlinien eines Str~hlenbiindels etc. 145 

rahrungsfl~ehe gesuoht werden, welche sich genauer an die 
Wellenfl~ohe anschmiegt, mit andern Worten, das Nor- 
ma.lenconoid muss eine andere Gestalt haben und seine 
Bestimmung sell die Aufgabe unserer Untersuchung sein. 

Def in i t ion  eines unendl ich  dtlnnen S t r ah len -  
brandeis. Denkt man sich in einem unendlioh kleinen 
Segment einer krummen Oberft~che, welches man sich yon 
einer e]liptischen Indicatrix MlqM1 N~ (Fig. 1) begrenzt 
vorstellen kann, dutch ihren Mittelpunkt ]? die beiden 
Krtimmungslinien N P ~  und MPM1 gezogen und in un- 
endlich viele unter sich gleich grosse Abschnitte Pc und 
und Pg getheilt, ferner in allen diesen Schnittpunkten c 
und g wiederum die zugehSrigen Krilmmungslinien non1 
und mgmi gezogen, so wird das Ftfichensegment MNM~N~ 
in unendlich viele quadratische Folder P e f g zerlegt. 
Wenn man sigh nun in sgmmtlichen Eckpunkten dieser 
Quadrate Normalen construirt denkt, so bildet ihre Ge- 
sammtheit Bin unendlich dttnnes Strahtenbtindel. 

Def in i t ion  eines unendl ioh  dttnnen und sohma-  
len St rahlenf~ohers .  Wenn man aus der @esammtheit 
jener Strahlenreihen nun zwei aufeinander folgende, d. h. 
die auf zwei aufeinander folgenden para]lelen Krtimmungs- 
linien, z. B. bTPN~ und ncn~ odor MPM~ und mgm~ 
stehenden whhlt, so heisst ihre Gesammtheit ein unendlieh 
dtinner nnd schmaler Strahlenf~cher. 

Folgerung.  Wenn also die beiden Hauiotnormal- 
sehnitte NPN~ =: 2ds und MPM~ = 2d¢ unendlich kleine 
Bogen der I. Ordnung sind, so werden s~mmt]iehe Strah- 
lenf~c.her aus der Indieatrix 8treifen schneiden, deren 
L~nge unendlich klein der I. Ordnung und deren Breite 
unendlich klein der 1I. Ordnung ist. 

Wir untersuehen zun'~tehst den Verlauf der Normalen 
odor Strahlen eines Strahlenf~c]lers. Der Durchschnitts- 
punkt der beiden Normalen in P und g sei #, derjenige 
der beiden Normalen in P und e sei ~; dann sind fl und 

v. Graefe 's  Arehiv f~ir Ophthalmologio~ XXX, 2. 10 
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,~]ie Kr/immungsmi[telpunkte der unendlieh kleinen BOgea 
Pg und Pc; ferner P,~ ----- o und P~ = r die Krtlmmungs- 
radien. Wir d enken uns dureh die I. Kr~mmungslinie NN1 
und die Normale oder den Axenstrahl P ~  eine Ebene 
gelegt; dann werden s'~mmt]iche Kr~mmungsmittelpunkte 
des Bogens NPN~ =:: 2ds auf seiner Evotute N#N liegen; 
~1 is~ der Krt'Kmmungsmittelpunkt yon N, #s der yon N~. 
Dieser Bogen der Evolut.e ist im Allgemeinen yon der- 
selben Ordnung der Kleinheit, wie ds und kaun als das 
Scheitelsegmen~ elmer Pan~bel betraehtet werden, deren 
Seheitel in ~ liegt. Die Evolute tier I. Krttmmungstinie 
NNt lieg~ auf der I. grammungsmittelpunkgsflgche; sic 
hag einen Krammungshalbmesser ~C =1t~, weleher sieh 
einfaeh durch den Krflmmungsradius Q und die Bogen- 
differenziale ds und ~ = d2 -- d e ausdraeken lgsst, ngm- 
lich R~ =: @do: ds. Wir setzen voraus, dass der I. ttaupt- 
sehnitt NN~Ps in der Ebene tier Zeichnung liege; dann 
lieg~ aueh alas Parabelsegment in ihr, ebenso seine Axe 
~aC, welche mit tier Sehne ~,aN einen reehten Winkel 
bildet. In der ganzen Ausdehnung des Bogens ds ist nun 
das Verh~ltniss d@:ds ein eonstantes, d. h. d e = rods, 
folglieh aueh ~die Relation tier unendlieh kle~nen Theile 
d",o =: rod"s, wenn man das uneudlieh kleine Stack Pg 
des Bogens NN~ mit d"s bezeichnet, welches eine unend- 
]ich kleine GrOsse der II. Ordnung sein wird. ])~iir alle 
auf (is stehende Normalen oder Strahlen ist also tier Zu- 
waehs d"o yon Strahl zu Strahl constant und zwar ein 
coustanter Bogentheil d"2 der Evolute fi~flfi2. S~mmt- 
!iche Strahlen des Bogeus NN~ gehen nun (lurch das 
Axeuelement ~7, welches gleich 8" trod somit yon der 
[I. Ordnung der Kleinheit ist. In ~)' hat der halbe 
S~rahlenNcher NN~7[d~ offenbar seinen kleinst, en Quer- 
s&nitt und wenn es sich um die Be~rachgung yon Lieh~- 
strahlen handelt, die gr0ss~e ttelligkei~. 

Wird nun weiter die Dick~, Pe des ganzen S~rahlen- 
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f~chers in P mit d"¢ bezeichnet, so ist sie in ~ gleieh 

r--? d"a und folglich der Quersohnitt des ganzen F~chers 
r 

inf l  gleich ~ X r - -e  d"a. Da aber ~7 und d"a yon 
r 

einer Kleinheit der II. Ordnung sind, so kOnnen wit den 
querschnitt als einen Punkt betrachten - -  es ist der 
I. B r e n n p u n k t  des StrahlenfSchers NNlnnl. 

Wenn es also mit R~cksicht auf den n~chsten Zweek 
unserer Untersuehung sieh um die Betrachtung eines 
optischen, in einer krummen Flfiche gebrochenen, urspr~ing- 
lich homocentrischen Strahlenbandels handdt und die In- 
dieatrix MNM1N~ das unendlioh kleine und unendlich nahe 
an der breehenden Fl~ehe gelegene Segment der Malus- 
sehen Wellenfl~ehe begrenzg, so liegt der Parabelbogen 
fl~flfi~ auf der sogen~nnten I. di~k~ustisehen ]?l~ehe und 
diese selbst senkreeht zur Ebene der Zeichnung. Es sind 
nan die auf dieser diakaustischen Fl~ehe befindliehen 
parabolischen Evoluten, welehe allen ~brigea zu M~I~ 
senkreoht stehenden Strablenf~chern angehOren, zur H~tlfte 
vet, zur H~lfte hinter tier Ebene tier Zeichnang parallel 
nebeneinander gereiht und zwar entspricht jedem 4ieser 
F~cher ein Punkt fl, tier einem Strahlenp~are ef angeh0rt 
und ein Punkt 7, in wetchem sieh jedesmal die beiden 
~ussersten Strahlen n~ and n ~  schneiden. Diese Punkt- 
reihe y bildet in ihrer Continuitgt eine sehwach gekrtlmmte 
Hohlkante, welche wit die I. S t r ah len fu rohe  nennen 
woIlen. Diese Strah]enfurche hat eine Lgnge, welehe n~t 
d~ yon derselben Ordnnng der Kleinhei~ ist, also yon der 
I. Ordnung. Sie umsehliesst also mit derjenigen flaohen 
Curve, writhe s~mmtliohe Durchsehnittspunkte fi der 
Strahlenpaare cf des Strahlenf~iehers MM~mm~ verbindet, 
den kleinsten Querschnitt des vollen Strahlenbandels. 
Dieser Quersehnitt ist nunmehr naeh dem Vorhergehenden 
als linear zu betrachten; er bildet die I. Brennl in ie .  

lO* 
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Dieselbe schmiegt sieh ebenso wie der Oft der Punkte /; 
an die II. H~uptnormalebene MMlf? unendlieh nahe an 
uad kann ebenfall~ als der Sehei~elbogen einer Parabel 
betraehtG werden. Ob aber diese Brennlinie oder die 
I. Strahlenfurche senkreeht zum Hauptstrahle Pfi, oder 
mit andern Worten: senkrecht zur Ebene der Zeiehnun~ 
stehe, ergieb~ sieh daraus nich~ ohne Weiteres, sondern 
bedarf einer genaueren Untersuehung. Diese Untersuehung, 
auf deren Ergebniss es uus haupts~ehlich ankommt, wird 
wesentlich vereinfaeht, wenn wir uns der Betraehtung der 
Oerter der Durchsehnittspunkte s znwenden, welehe den 
Strahlenpaaren fg des Str~hlenf~chers NNlnn~ angeh0ren. 
Diese Curve sehmiegt sich ebenf~lls unendlieh nahe an 
die I. Hauptnormalebene NN~e an, tangirt also in e die 
Ebene der Zeiehuung. Der Durehsehnittspunkt des Sgrah- 
lenpaares Pe ist e; derselbe ist der II. Brennpunkg des 
Strahlenf~chers 2v[M~mm~. Wenn nun die Krnmmnngs- 
radien r der DOgen fg beim Uebergange yon P naeh N 
oder N1 eonstmlt wgren, d. h. dr - -  0, so warde der Ort 
der Xrtimmungsmittelpunkte resp. in s, ~'~ und & und 
zwar in einer zum Axenstrahle senkrechten Liuie ~& 
liegen, ein Resultat, zu welehem das Sgurm'sehe Approxi- 
mativ-Verfahren fahrt. Dies ist aber durehaus nicht der 

dr 
Fall, dadas  Verhgltniss ~-~- im Allgemeinen endlich und 

far eineu unendlieh kleinen Bogen ds c.onstant ist, wie ieh 
fraher naehgewiesen babe *) und was aueh kein /~Iathe- 
matiker bestreiten wird. Ist also ~ = ~,  --=- dr, so ist 
dr proportional ds und der Oft der Xrammungsmittel- 
punkte ist, ~ ,  ein sehr flaeher Parabelbogen, welcher auf 
der II. diakaustisehen Flgehe liegt, wghrend diese die 
Ebene tier Zeiehnung tangirk Es ist demnaeh ~Eg eine 
Linie, welche einen yon 0 ° und 900 versehiedenen Winkel oJ 

*) 3[iinchener Be, iehte l. e. S. 45--47. 
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rait dem Hanptstrahle bildet. Da arts der Be~rachtung 
iihnlicher Dreiecke folgt: 

~ : PN = (1.--,o) : e, 
so fblgt: 

_ _  r - - Q  ds 
dr e " dr" 

Bezeiehnet man ~-~ = ed mit da, so ist noeh dr ~= da. 
cos eo u n d  

d~----r--q ds. 
@ sin co 

Da die Linie ~d in jeder Beziehung dem Orte der Punkte fi 
entspricht, so liegt die zu s~mmtliehen dem I. Itaupt- 
sehnitte parallelen Strahtenfaehern zugeh0rige II. S t r a h -  
l e n f u r e h e  in einem senkreeht zur Ebene der Zeiehnung 
dutch ~d geffihrten Ebenensehnitte in Abstaaden, deren 
Dimensionen gleiehfalls yon der II. Ordnung der Kleinhei~ 
sind. Demnaeh hat in diesem Ebenenschnitte das ganze 
Strahlenbtindel einen zweiten kleinsten Quersehnitt; d. 11. 
S0 ist die II. B r e n n l i n i e  desselben. 

Anf analoge Weise finder man fiir den Winkel ~o~, 
welchen die I. Brennlinie mit dem I-Iauptstrahle bildet 
und far die hatbe L~nge derselben die Werthe 

r--~ d~ r--~ 
tan co~ - -  , d al - -  d~. 

r " d,o rsin~ol 

Es lenchtet nun ein, dass far praktiseh-dioptrisehe 
Verhi~ltnisse die Strahlenbtindel zwar sehr diinn genommen 
werden k~innen, jedoeh immer eine endliehe Dieke behalten. 
In Folge dessert hebt sieh die Strahlenfurche aueh anf 

.endliche Entfernungen yon der diakaustischen t~lgehe ab, 
ihr Abstand bleib~ zwar hinter den Dimensionen der 
Brennlinien tier beiden ttanptstrahlenfaeher zurtiek, aber die 
Strahlenfurehe wird zugleieh seh/irfer und das Strahlen- 
biindel verdiekt sich zu beiden Seiten derselben in stei- 
gender Proportion, so dass es nieht gestattet sein wird, 
fiir die beiden optischen Brennlinien zwei beliebige d u r g  
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die Brennpunkt~e ,,~ und ~ geffihrte Querschnitte z. B. senk- 
reehte anzunehmen. 

Die yon uns hier abgeleitete Theorie der Brennlinien 
ist die allgemeinere und sehliesst aueh die der Rotations- 
!l~ehen ein, wogegen die Sturm'sehe Theorie bei tier sI~h~.- 
risehen Breehung Nr die It. Brennlinie eine Ausnahme 
s~atuiren oder den Begriff der Brennlinie nothwendig 
:~indern muss. Naeh tier Sturm'sehen Theorie muss bei 
tier sph~risehen Breehung naeh sehiefer Ineidenz die 
iI. Brennlinie ebenfatls senkre&t zum Strahle bleiben, 
wahrend doeh nieht in Abrede gestellt wird, dass sie 
sogar bei endlieh dicken Strahlenbfindeln mit der Centrate 
des leueh~enden Punktes eoineidire. 

Aus alien diesen Gr~indeu tritt die unabweisliehe 
Forderung an die physiotogisehe Opgik heran, den Begriff 
der Brennlinien genauer zu definiren und daraber zu ent- 
scheiden, ob sie bedeuten sollen entweder die kleinsten 
quersehnitte oder etwas anderes undefinirbares. 

Sollte Herr Leroy  die Behaup~ung aufstellen, dass 
der dureh die Strahlenfurehe gelegte Normalsohnitt aes 
Strahlenbandels nieht einer der beiden kleinsten Quer- 
sehnitte desselben sei, no muss ieh es ihm aberlassen, den 
Gegenbeweis zu fahren. In dem einfaehsten Falle der 
Breehung in einer sph~risehen Ft~ehe wird ihm dies un- 
mOglieh sein, da in der If. Brennlinie die Strahtenfurehe 
mit der diakaustisehen Fl~ehe eoineidirt, diese aber in eine 
Gerade degenerirL 

Wir wolten aber noah einen Sehritt welter gehet~ und 
einea Strahlenf~eher NN~nnl (Fig. 2) betraehten, tier zwar 
m~.endlieh dann yon der I. Ordnung ist, aber eine endliche 
BreRe s besitzL Es sei also aus der Wellenflhehe parallel 
mit einer Krammungslinie eiu Streifen herausgenommen 
yon der Dieke da und tier 13reit, e s. Die I. diakaustisehe 
Cur~'e sei ~ ,  die II. ai. Wir zerlegen den Ausschnitt 
let Wellenflaehe in unendlieh viele Streifen yon der 
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Breite ds und tier Li~nge da. In diesem Falle werden die 
beiden iiussersten Punktepaare Nn und Nlnl in Abst'~nden 
yon der II. diakaustisehen Curve ai Iiegen, welehe um 
endliche Griissen yon einander differiren. Da die IL Strah- 
lenfurehe yea der Curve a i i a  Abst~nden liegt, welche 
Gr(~ssen yon der II. Ordnung der Kleinheit nicht aber- 
schreiten, so ist ai die II. Brennlinie und zwar eine Raum- 
curve yon endticher L~nge. Sie setzt sieh aus den par- 
tiellen Brenn]inien ~b, be, ed u. s. w° zusammen, welche 
im A]lgemeinen keinen der Strahlen unter einem reehten 
Winkel schneiden, so dass der Winkel co variabel ist, well 
r, q and inre Differenziule variabel sind. Naeh der S~urm- 
schen Theorie sind nun abet alfi, fil~,, y~d u. s. w. die 
partiellen Brennlinien, wedurch ihre Continui~t verloren 
geht, die dooh sichtlieh vorhanden is& Da der Strahlen- 
f~tcher windsohief ist, so degenerirt die I. Brennlinie, wie- 
wohl der ]~asher zwischen fl~ und f12 einen kleinsten Quer- 
sehnitt hat. Die II. Brennlinie dagegen ist thats~chlich 
vorhanden, tIier verliert die 8turm'sche Theorie den 
Boden, da die Bedingungen ihrer Vorgussetzungen fehlea. 

Zum naohdriickliohen Hinweise auf das Bedarfniss, 
ich mSehte sagen die Nothwendigkeit, die wahre Form 
und Umhallungsfl~ehe unend]ich dtinner - -  astigmatisch 
gebrochener Strahlenbiindel mathematiseh zu untersuchen 
und die Brennlinien zu definiren, sowie auf die unzu- 
reichende Genauigkeit and die Unzul~ssigkeit der bedin- 
gungslosen Anwendung des Sturm'schen Conoides oder 
Kummer'schen Sh'ahlenmodelles auf Anschauungen, welche 
wit uns yon den entsprechenden dioptrischen und katop- 
h'isehen Vorgi~ngen zu bilden haben, mSchte ieh schliess- 
lieh die Aufmerksamkeit der Physiologen auf eine vet 
Kurzem im II. Hefte des Borehardt'schen Journals fiir 
~eine uud angewandte Mathem~tik (1884) yon Dr. B(iklen 
publicirte Abhandlung, betitelt: ,,Ueber die J~rt~mmung tier 
Fliiehen" hinlenken. Wahrend Sturm unter alleiniger 
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Bert~cksichtigung der L und H. Differenzialquo~ienten*) 
der Flgchenordinaten sdn Normale~conoid als Norm des 
Krttmmungsmaasses einer F15che anfAe]l~, und somit zur 
Charakteristik der Kriimmungen oder W6tbungen sein 
Conoid iden~ificirt mit dem Normalenbiindel des mit der 
Norm~le des Fl~chenpunkts coaxialen in II. Ordnung oscu- 
!irenden elliptischen Paraboloides, sieht BSklen  die Hin- 
zuziehung der ][I[. Differenzialquotienten als geboten an. 
Er setzt deshalb an die Stelle der Centralfli~chen der 
~talus'schen WelIenfl'~che diejenigen eines diesdbe in 
IlL Ordnung oseulirenden Ellipsoides. Da nun soleher 
mlendlich vide mOglich sind, so proponirt er zur Bestim- 
nmng desselben zwei l~ittel und Wege, welche er zngleieh 
gnalytisoh illustrirt und wghlt dazu 

1. die sogenannten Polsh'ecken R uM P, d. h. die 
U. Krtimmungsradien der beiden tIauptkrttmmungslinien 
projicirt auf die Tangentialebene des Fl~chenelementes; 

oder 

2. die beiden Krttmmungsradien R~ und P~ der Evo- 
!uten der beiden Hauptkrfimmungslinien. 

Sind also r and p die Hauptkrammungsradien des 
oseuIirten Punktes, so sind BeAimmungsstacke des oscu- 

lirende~l Ellipsoides 
entweder r, ,~, R, P, 

oder r, O, ode rdr 
ds '  d~" 

Das Pfineip yon B0klen  unterseheidet sieh yon dem yon 
mir bereits 1882 angenommenen nur insofern, als ich zu 
Bes~immungssNeken des oscutirenden Ellipsoides far die 

*) Den yon Hrn. Leroy schlechthin gebrauchten Ausdmck 
,Si Fen n6glige des iniiniment petits du second or/ire" h~lte ich 
aicht fiir zutreffend. Wohin d~s i~ren kann, wenn man unend~ 
lich kleise Gri~ssen II. O. gegen sotche I. O. vernachl~ssigt, h~be 
ich gezcigt in meiner Abhs, ndlung in Acts, mathem, t. c. S. 183. 
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genauesten und bei der graphisehen Dioptrik besonders in 
Betracht kommenden ~tlle die Elemente 

dr do 
r, ,o, ds' do "~ 

wo de und de die Differenziale der Hauptkrtimmungslinien 
des Fli~chenpunktes bezeiehnen. Die Werthe tier beiden 
Differenzialquotienten sind 

d.o r--@ dr 1"----o cot o~, ---= cot to~. 

Um die Anwendung dieser £unetionen zur Bestim- 
mung des oseulirenden Ellipsoides zu illustriren, verweilen 
wir noeh einen Augenbliek bei der Betrachtung des Strah- 
leneonoides bei der Breehung in einer sphariseheff Fl~che. 
In diesem eoncreten Falle is~ die i~Iahs'sche Fl~che eines 
beliebigen, aueh endlich dicken, ursprtinglieh homooentri- 
schen S~rahlenbandels eine Rotationsfl~ehe. Es wird also 
in irgend einem Wellenttiichenelemente sich eine Rotations- 
fliiche an die Wellenfli~che genauer ansehmiegen als das 
oscnlirende elIiptisehe ParaboMd. Es lassen sich nun die 
mit s~mmtliehen anfeinander folgenden ~quidistanten WeN 
lenfiiiohen coaxialen Rotationsellipsoide leicht bestimmen. 

Es sei NsB~ (Fig. 3), also ein Theil des gebroehenen 
S~rahles OBs die Norma]e des elliptischen Quadranten ANsi) 
und der I. Brennpunkt B~ ein Punkt seiner Evolute. 
Denken wir uns diesen Quadranten um seine karzeste 
Halbaxe AF oder die Centrale der breohenden l)'ti~ohe um 
den unendlieh kMnen sph~risehen Winkel MSM~ gedreht, 
so besehreibt die kleine Normale MN die Basis des ge- 
brochenen S~rahlenbtindels ein Wel]enfliichenelement nnd 
das elliptisehe Bogenelement M~Ns ein kleines Element 
einer der iicluidis~anten Wellenfliichen. Der Punkt B1 be- 
sehreibt die I. Brennlinie B1B~ ~- dal und BsBs = da 
ist II. Brenn]inie; das astigmatisehe Strahlenbandel wird 
ein Normaleneonoid des Rotationsellipsoides. Wit sind 
nun im Stande, die I-Ialbaxen DF ~ b, AF = a desselben 
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~us den gegebeacn Verh'Nmissen zu bestimmen. Die 
Gleichung dsr breoh.endsn Kugetfl'iche sei 

und wsnn man den Abstand CF der Csntra der beiden 
Flaehen mit e bezeiohnet, die Gteichtmg des Ellilosoides 

(x--s) 2 y~ + z ~ 

Par alas gegsbene Objectweite PS trod Ampiitade 
SPO --  ~ des einfallenden Strahles PO sind r, e und re 
besffmmbare, bskannte Gr0ssen. Betraohtsn wir dot Ein- 
fa&heit wegen die Wsllenlinie and Brennfl~aohe des Axen- 
schnittds, so si~d z and ~ gleioh NM1, trod es existiren 
folgende realisirbars Gleichtmgsn, woria t den bslisbigen, 
gegenseitigen Abstand der Wellenliaien MN uacl M.~ N~ : d s ~  
bedeutet: 

L o--t  = f (y, a, b, e), 
ti. r - t  = ~ ( y ,  a, b, e) == y ' s i n  oo, 

HL r--@ = ~O (y, a, b, e), 

@ dr ,~--t dr _ 17 (y, a, b, e). 
!V. oot o~ == r~@ ' d s =  r--@ " ds~ 

Aus diessn Gleic, hungen lassen sic]t a, b und e findsn, 
wobei ~ eine witlkarliche Grssse blsibt und y sieh aus tI.  
srgiebt.. Hierdurch sind GrSsss und Lage tier osculirendsn 
]gotagionsellipsoide tilt alte Wellsnfl~tchen des gebroohensn 
S~l*alaIsnbandels bestimmt. Ne k0nnen innsr]aalb des Brsnn- 
raumss B~ B1 B~ B~ auoh in HyperboIoide ,ibergshen.*) 

Rostoek, 25. M/~rz 188~. 

*) Man vergleiche auch: Hay, Ueber die a~iytische Be- 
deatung etc, Arch. £ Augen- u. Ohrenh, VI. ib77. S. 4[~. 
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