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8. Beitrige zur Theorie der geschweiften Strahlen-
biischel und ihrer Wellenfléichen;

von Ludwig Matthiessen.

Die analytische Untersuchung der Bahnen von Licht-
strahlenbiischeln und ihrer Wellenflichen in nicht krystallini-
schen, aber doch heterogen-isotropen Medien mit einem von
Schicht zu Schicht stetig variabelem Lichtbrechungsvermégen
ist bei dem wissenschaftlichen Bediirfnisse einer mathematischen
Verfolgung der Gesetzmissigkeit der in der Natur hiufig auf-
tretenden ,krummen Lichtstrahlen® (curved rays) fiir die
angewandte Dioptrik von besonderer Wichtigkeit. Solche
krummstrahlige Lichtbiischel treten auf bei der Refraction in
planetarischen Atmosphéren, oder in den Augenlinsen der
Wirbeltiere und Insecten, oder auch bei den Diffusions-
erscheinungen in fliissigen Losungen. Infolge dessen ist denn
auch seit der Mitte des verflossenen Jahrhunderts eine grosse
Zahl bahnbrechender Abhandlungen tiber diese Materie er-
schienen, Die atmosphirische Strahlenbrechung war schon von
den Astronomen des Altertumes erkannt aus den Anomalien
der scheinbaren Oerter der Gestirne. Kine wissenschaftliche
Betrachtung dieser Vorginge tritt erst hervor gegen Ende des
XVIIL. Jabrhunderts, nachdem brauchbare Hypothesen iiber
die Natur und die Bewegungsgesetze des Lichtes aufgestellt
waren und die Erfindung der Differentialrechnung einen wirk-
samen Hebel an diese Probleme ansetzen liess. Huyghens
beschreibt in seiner Schrift ,,Traité de la lumiére* die Kriim-
mung der Lichtstrahlen in der Atmosphire und giebt auch
eine graphische Illustration von der ungefihren Gestalt der
Wellenflichen von Lichtstrahlenbiischeln, welche von einem
leuchtenden Punkte sich nach allen Richtungen ausbreiten.
Sein Zeitgenosse Johann I. Bernoulli war der erste, welcher
die Differentialgleichung eines krummen Lichtstrahles in Medien
von parallelen, ebenen Niveauflichen bei gegebener optischer
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Coustitution aufstellte und integrirte. Er stiitzt seine Be-
trachtungen auf das Fermat’sche Theorem vom Minimum der
Zeit und fihrt damit die Losung des Problems auf das der
damals bereits bekannten Brachystochronen zuriick. Da die
Bernoulli’sche Abhandlung ziemlich selten ist, so moge hier
der Inhalt derselben in Kiirze mitgeteilt werden. Sie findet
gich in den Act. Erudit. 1697 Lipsiae p. 206—210 unter dem
Titel eines an seine Schiiler gerichteten mathematischen Pro-
blems: Curvatura radii in diaphanis non uniformibus.?) Darin
heisst es:

»Fermat hat in einem Briefe an De la Chambre (vgl
Fermatii opera math. p. 156 sqq.) constatirt, dass ein Licht-
strahl, welcher aus einem diinneren in ein dichteres Medium
tibergeht, so gebrochen wird, dass in Bezug auf die Zeit ein
Lichtstrahl, welcher von einem leuchtenden Punkte allm#hlich
zu einem anderen Punkte gelangt, den kiirzesten Weg be-
schreibt und zeigt zugleich, dass die Sinus von Einfalls- und
Brechungswinkel im Verhiltnisse der Geeschwindigkeiten stehen,
womit die Medien durchlaufen werden.?) Wenn wir nun das
gesamte Medium als baterogen annehmen, etwa in horizontale,
unendlich dinne Schichten geteilt, erfiillt von einer durch-
sichtigen Substanz mit einer variabeln zu- oder abnehmenden
optischen Dichte, so ist einleuchtend, dass der Strahl, den

1) Der vollstindige Titel lautet: Curvatura radii in diaphanis non
uniformibus, solutioque problematis a se in Actu 1696 propositi de in-
venienda linea brachystochrona, id est, in qua grave a dato puncto ad
datum punctum brevissimo tempore decurrit et de curva synchrona seu
radiorum unda construenda.

2) Der Fermat’sche Satz lautet bekanntlich:

Yo My = min. #, oder 6f&ds =v5fnds= 0.

2, A o
Sind %, und «, die Abstinde der beiden Punkte vom Incidenzpunkte,
Yo; @ und ¥, x; die Coordinaten derselben beziiglich desselben Punktes,
so ist y, und y, constant, alles andere variabel und weiter

t d
;'“o =1+mn d::l =0, wl=yt+ad, wdu,=x,dx, =— x,d,
(]
ui =yl +a, wmduy =zdn,
folglich
dw, @ ® __ sinf nd sineg
du, w,  w,  sinoa’ sinf
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wir als den Weg einer kleinen Kugel betrachten wollen, sich
nicht in einer Geraden, sondern in einer krummen Linie be-
wegen wird (wie schon Huyghens in seinem Tractatus de
lumine p. 40 angiebt) von der Gestalt, dass eine kleine Kugel
durch sie herabrollend mit vermehrter oder verminderter Ge-
schwindigkeit in der kiirzesten Zeit von Punkt zu Punkt ge-
langt. Es steht fest, dass, weil die Sinus der Durchgangs-
winkel sich wie die Geschwindigkeiten der kleinen Kugel
verhalten, die Curve die Eigenschaft haben miisse, dass die
Sinus ihrer Neigungen gegen die Verticale sich iiberall wie
die Geschwindigkeiten verhalten. Darnach ist klar, dass die
Brachystochrona ganz dieselbe Curve ist, welche ein Licht-
strahl bildet, der durch ein Medium geht, dessen Dichtigkeiten
im inversen Verhiltnisse der Geschwindigkeiten stehen, welche
ein schwerer Kérper im verticalen Falle erreichen wiirde, sei
es nun, dass die Zunahme der Geschwindigkeiten von der
Natur des mehr oder weniger widerstehenden Mittels abhingt
oder dass vom Medium abstrahirt wird, man sich also vor-
stelle, dass die Beschleunigung oder Verzogerung von einer
anderen Ursache abhiinge, jedoch nach denselben Gesetzen
geschehe, wie beim freien Falle. So kann das Problem all-
gemein gelost werden, welches Gesetz der Beschleunigung man
auch apnimmt und danach suchen wir den Weg des Licht-
strahles in einem beliebig variabeln Mittel.

Es sei #G@ D (Fig. 1) das Medium, in der Horizontalen # @
der leuchtende Punkt 4, 4D die Verticale, die gegebene Ge-
schwindigkeitscurve 4 H E,

F 4 ¢
deren Ordinate HC der op-
tischen Dichte umgekehrt
proportional ist, oder, wie i
man auch sagen kann, den ./ LY Nar
Geschwindigkeiten des Licht- / 4 TNz
strahles 4 M B oder der Ku- Z? ; & KB

gel in den Punkten M direct

proportional. KEs sei ferner

AC=z, CH=t CM=y, Cc=dz, nm=dy, Mn=dz und

a eine willkiirliche Constante. Dann ist n M m = ¢, der Bre-

chungswinkel, mn proportional H C oder ¢, also
dy:t=dz:a,

Fig. 1.
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folglich ady = tdz, oder a?dy®= ?dz? = * (dz? + dy?).
Daraus folgt die Differentialgleichung der Trajectorie
dy _ t

o Vai-#
und zwar sowohl im optischen als mechanischen Sinne. Nehmen
wir einen speciellen Fall, der zuerst von Galilei eingefithrt
ist, dass die Geschwindigkeiten im quadratischen, die Fall-
héhen im einfachen wachsen (v?2= 2 g 4); dann ist die Indicial-
curve 4 H F eine Parabel, also t* = az. Setzen wir den Wert
von ¢ in die Differentialgleichung der Trajectorie ein, so wird

7y — v _
_J; a - !
welches die Differentialgleichung der Cykloide ist.

Bernoulli fiigt weiter hinzu, dass, wenn die Geeschwindig-
keiten im cubischen Verhiltnisse, die Tiefen im einfachen
wachsen, also. 2 = a%z sei, die Brachystochrone algebraisch,
und wenn sie im einfachen Verhiltnisse wachsen, also ¢ ==z
gei, die Brachystochrone geometrisch und zwar kreisférmig
werde. Endlich bringt Bernoulli mit diesen Problemen noch
das geometrische der isogonalen, speciell orthogonalen Tra-
jectorien in Zusammenhang, womit das Problem der Wellen-
flachen der Lichtstrahlenbiischel bereits angedeutet wird.

Wir wollen nun das Bernoulli’sche Problem dahin er-
weitern, dass wir den Verlauf des ganzen Complexes der Licht-
strabhlen untersuchen, welche von einem leuchtenden Punkte
innerhalb eines Systems concentrischer, sphirischer Niveau-
fiichen von stetig variabeler optischer Dichtigkeit sich aus-
breiten und die zu diesen Curvenschaaren zugehdrigen Wellen-
flichen zu bestimmen suchen. Die analytischen Grundlagen
zu diesen Untersuchungen sind in mehreren fritheren Aufsatzen
des Verfassers enthalten, von welchen einige hier unten angegeben
sind.’) Um die Methoden der Losung unserer Probleme zu

1) Ueber den Strahlendurchgang durch conaxial continuirlich ge-
schichtete Cylinder etc. vgl. Exner’'s Rep. d. Phys. 22. p. 333. 1886.
Die Phoronomie der Lichtstrahlen in anisotropen, unkrystallinischen Me-
dien ete. 1. ¢. 26, p. 663, 1889, Beitriige zur Dioptrik der Krystalllinse,
IV. Folge, Berlin u. Eversbusch, Zeitschr. f. vergleich. Augenheilk.
7. p. 145. 1898,
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erliutern, wihlen wir als einfaches Beispiel folgende Aufgabe:
In dem Systeme concentrischer, sphirischer Flichen sei die In-
dicialcurve n = (#*+ y®):a% Es sollen die Lichistrahlen eines
im Abstande R vom Centrum gelegenen leuchtenden Punktes be-
schrieben wund zugleich mit ihren Wellenflichen (orthogonalen
Trajectorien) graphisch illustrirt werden (Fig. 2).

Fig. 2.

A. Bestimmung der Strahlencurve.

1. Lisung: Nach Liaplace gilt fiir concentrische, sphiirische
Niveauflichen gleicher optischer Dichte die Relation:

(D nrsine, = N, Bsin 7, = const.

Da n = (2® + y?):a® = r?:0% N, der Index der Kugel-
fiaiche vom Radius R ist, so wird &, = R?:42, n= N, r*: R?
mithin

,

oder - ’ +(d&)

dr T _ . RPsint,
W—Tl/—l, 3‘(9'-—-—&1'081]] 75 +C.

Zur Bestimmung der Constanten ist & =0 fir » = R,
also die Gleichung der Strahlcurven bei variablem z,:
(2) r3sin (z, — 3 &) = A¥sinz,.

BN sinz,

= gine, =
nr
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Dies sind hyperbeldhnliche Linien, welche symmetrisch
verlaufen mit zwei Aesten und Asymptoten. IThre Scheitel
sind gegen das Centrum gerichtet und entsprechen dem Mini-
mum von 7. Die Gleichung simtlicher Scheitel des ganzen
Strahlencomplexes ist:

= R%cos 8¢, oder (22 + y?° = R3(2% — 3zy?).
Dies ist eine Schleife, welche einen Doppelpunkt im Cen-
trum hat mit der Doppeltangente

Wenn in (2) B =0, d. h. der leuchtende Punkt im Anfangs-
punkt liegt, so wird 7, — 3¢ =0, d. h. die Strahlen sind
samtlich geradlinig.

2. Lisung: Nach Heath?) ist ganz allgemein fiir die
Axenschnitte beliebiger Rotationsflichen die Differentialgleichung
des Lichtstrahles:

3) n _0n dv _0On dy
e 0dy ds ox ds’
also wenn man beiderseits mit ds multiplicirt:
@y
2
4 _18n, 1[0n dy.
[ (dy)] n 0y n\0x
14+
d
In unserem Falle ist nun:
dn _ 2zdx + 2ydy dx 2(ydw— a;dy)
= 3 Py B - =
i s+ [1+<43/)l ERE
dx

Die Integration ergiebt:
dy __ x
arctg T = 2 arctg v + C.

Um die Constante zu bestimmen, ist der Winkel 7, ein-
zufithren, welchen ein Lichtstrahl im leuchtenden Punkte mit
der z-Axe bildet. Da hier y =0 ist, so wird 7, =x -+ C, also

dy _ 23y + (@ - a)tgr,

dx gt - at—2zytgr,

1) Heath, A treatise on geometrical optics p. 835, Cambridge 1887,
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Das Integral dieser Gleichung oder die Lichtcurve in
rechtwinkligen Coordinaten ist:

cotg 7, 8@ + vy — 4y} + B(@? + Dz — 42% + B3 = 0.
Fiir 7, =m/2 ist cotgr, =0, und die Gleichung der Lichtcurve
z(22 — 3y?) = R® oder r®cos83 9 = RS

Dieselbe liegt zu beiden Seiten der z-Axe symmetrisch;
simtliche Asymptotenpaare haben die Winkeldistanz 600
Bemerkenswert ist, dass die Lichtbewegung auf diesen Kugel-
sector von 120° beschrinkt bleibt.

3. Losung: In manchen Fillen empfiehlt es sich, statt
rechtwinkliger Coordinaten Polarcoordinaten einzuftthren. In-
dem wir bei der symmetrischen Anordnung der Dichte einen
Ebenenschnitt der Kugel betrachten konnen, welcher durch
den leuchtenden Punkt geht, kénnen wir die Coordinaten =z, y
in die newen r, ¢ verwandeln auf folgende Art:

z=rcosp, dr=cospdr—rsinpdep,
dr=cosgpdz | singpdy,

y=rsingp, dy=singpdr+rcospdeg,
rdp=—singpdr+cospdyg, ds?=dr?+4 r2dg?

dx oz . ar 8r .
73—7=COS¢, —67=—rsm<p, 'a—w=COS¢, W:Slntp,
oy . oy X . o . So .
W= Sln(p, —W=TCOS¢, TW= b Sln?, 1‘7?/—=COS(]J,
dr Bz or 8 0r Jdx or 90
IRl _y_ O, _____._?/___r,

ferner ist:
on _0n 0r , On B9 On 6m 8r , 0n 09
dx  ©6r 0w  O¢ 0z’ Ody 0Or 8y ' d¢ 0y’
dx dx Or 6z 0@ o0y oy Or 0y O¢

|
|

0

- + - .- a —Y .
s r 8s ' dg ds’ Os dr '8s " g @
Setzen wir diese vier Werte in die ohige Gleichung von

Heath ein, so resultirt:
Annalen der Physik. IV. Folge. 5. 43
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e o o

By o¢ dx dg¢
+ do 6:0_69) Oy én ar
dy " or 9z  dr

+ oo aa;__a:p ay)Bn do
dy  d¢ dz d¢ | g ds

In Beriicksichtigung der vorigen Gleichungen erhalten wir
hieraus:
dn do on dy n 1 6n dr

By ds am‘W—'g r 8p ds

Wenn wir nun den Krhmmungsradms o des Lichtstrahles
durch Polarcoordinaten ausdriicken, so resultirt die Differential-
gleichung:

ERLLAP PRLAN

dr
0 ar e ey

Wenden wir diese (leichung auf unseren speciellen Fall
an, 80 ist:

n=N1~ri 6n=0

R’ ¢
und
—d( dr )
rdeo dr
—’—d—r—2=—3dth, arcctgm=—3(p+0.
14 -
Da
dr . s
iy = ctg 7, ist fiir ¢ = 09,
80 ist

d
C=17, und ﬁ = ctg(z, — 3 ),
folglich die Lichtlinie wie in (2):

r3sin (r, — 8 ) = Risin<,.
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B. Bestimmung der Wellenfliiche in der Kugel oder der
Wellenlinie im Centralschnitte.

Die Wellenflichen sind Orthogonalfiichen zu den Strahlen-
btischeln, wenn der Brechungsindex eine Function der Knt-
fernung eines Massenpunktes vom Coordinatenanfangspunkte
ist. Die Strahlen sind dann gekriimmt, die Strahlenbiischel
geschweift. Wenn dagegen der Index nur abhingig von einer
Richtung in dem Medium ist und in dieser constant bleibt,
wie bei den Krystallen, so sind die Strahlen geradlinig und
die Wellenflachen sind nur nach gewissen Richtungen ortho-
gonal, z. B. die Fresnel’schen Flichen. Der uns vorliegende
Fall gehort der ersten Kategorie an.

1. Die Wellenflichen in rechtwinkligen Coordinaten. Man
findet die Differentialgleichung der isogonalen Trajectorien mit
dem Neigungswinkel J aus:

8y _ 4y

de do

d gy y dy Yy

1+ as dw ' da

wo y und 2z’ die Coordinaten des Lichtstrahles, y und 2 die
der Trajectorie hedeuten. Dabei ist nach dem vorigen:

dy _ 20y + @ —2Nigs,

de = P —o —2zytgr,

7 ?

tgd =

also

2wy+(y —2)tg ﬂ}
tgé‘{l-}- - 2xytg, x dx
2wy+(y*'—g{’)_tgto 4y _
Y —al - 2xytgr, dx

+

Eliminirt man hieraus tg z, mittels der fritheren Gleichung

der Lichtcurve, nimlich:
Yy~ 32"
% = o+ B’

so erhalt man die Differentialgleichung der isogonalen Tra-
jectorie, speciell, wenn man J = 90° setzt, die Wellenlinie.
Kiirzer geschieht dies bekanntlich, indem man — (dz/dy) an
die Stelle von dy[/dx setzt. Nach Einfihrung des Wertes
von tgz, erhilt man:

x(y2+x2)2+(y2—x2)R3+—g—‘z—{y(_1/2+x2)2+2:cyR3}=O.
43*
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Das Integral hiervon, also die Gleichung der Wellenlinie,
wird:

(#® + y»® + 6 R%(2® + y¥) 2 — 8 R%2% = R! — 2 R R},
wo R, ein willkiirlicher Wert von z bei y =0 ist. Fiihrt man
Polarcoordinaten ein, so wird
(5) r® — 2R%r%cos 89 = R} — 2R3 R}.

2. Einfacher gelangt man zu dieser Gleichung, wenn man

in der Differentialgleichung den Lichtstrahl flir Polarcoordi-
naten — (rd&/dr) an die Stelle von dr|rdJ setzt, also:

rdd
I, = — otg(r, — 3 ).
Man eliminire zuvor z, mittels (2), woraus sich ergiebt:
dr — R®sin3 9
3 = A asss 2B )

oder
8r2dr — 32" RIcos39 + R*sin85d(3 )

und wenn man mit 2r® multiplicirt und integrirt, die Glei-
chung (5).

8. Auf eine andere Art lisst sich noch die Gleichung der
Wellenlinie finden, wenn man ausgeht von den Relationen fir
die Lichtwege bei constanter Zeit. Wegen der Beziehungen
ds=wvdt, n=v,:v ist:

) vofdt=fnd‘s.

Wir gehen wieder von der Specialitit n =N, r2: R? aus;
danach ist fiir ein constantes ¢ verschiedener Strahlenlingen:

4
Ny ]/ dr \'
t1=—-——%1‘a,‘[1'2 r2+(-‘i'—;~)dz9
0

Fithren wir das Differential der Gleichung (2) der Licht-
linie ein, so ist:
0

d{ty— 85
— § Bsinz, sm(;:,, 8 3))’

h= &

T R’ R3sin £, ctg (z, — 3 9),
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oder

t, = 3ij, r8cos(r, — 3 9) + C.

Nun ist fiir 4 =0, & =0 der Radiusvector r =R, also

P N,
177 8o, B2

Fiir den Axenstrahl ist:

Nyridr 3
4 —f v, B2 31}0R’{R _R}

Mithin ist die Glelchung des Wellenzuges, welcher durch
= R, geht:
(N r¥cos(z, — 39) — Ricosz, = R} — RS,
Hieraus ist mittels (2) der Parameter z, zu eliminiren.
Zu diesem Zwecke schreibe (7) in der Form:
r3cos(ry, — 89) = R¥cosz, + (B} — E%),
erhebe zum Quadrat und addire das Quadrat von (2), woraus
(8) r® = RS + 2 R3(R? — R%cost, + (R} — R%)*
Aus (2) folgt weiter:
cosz,.r%sin 39 = sinz, (rcos 3 ¢ — R%)

{récos(r, — 8 %) — R3cost,}.

und aus (7):
cos 7, (r¥cos 839 — R% + sint,r®sin8 ¢ = R} — R®
Eliminirt man aus den beiden letzten (leichungen sin z,
so resultirt:
oS 7, (r® — 273 R3cos 8 & 4 R®) = (R: — R%(r°cos 3¢ — RI).
Setzen wir den Wert von cosz, in (8) ein, so erhalten
wir wieder die Gleichung (5):
r® — 298 R3c0os 3 9 + RS = (R — RB%?,
Ks ist bekannt, dass bei allen Bestimmungen der ortho-

gonalen Trajectorien die Elimination des Parameters z, viel-
fach auf untiberwindliche Schwierigkeiten stosst.

Rostock, 2. April 1901.
(Eingegangen 8. April 1901.)



