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22.
ber einige allgemeine Eigenschaften der Gleichung,

von welcher die Theilung der ganzen Lemniscate
abhangt, nebst Anwendungen derselben

auf die Zahlentheorie.
(Als Fortsetzung der Abhandlung No. 19. im vorhergehenden Hefte.)

(Von Herrn Dr. G. Eisenstein zu Berlin.)

§. 4.
Α χΝ(™) JL njp

us dem im vorigen Paragraphen ber die Form y = T
n der

l ~T~ iiii ĵ

rationalen Function γ von χ bewiesenen Satze fliefsen durch Verallgemeine-
rung und wiederholte Anwendung desselben fruchtbare Principien, mittelst
welcher sich die L sung mannigfaltiger wichtiger Probleme ber Lemniscaten-
theilung und deren Anwendung auf die Zahlentheorie bewerkstelligen l fst,
w hrend sich diesen Problemen auf anderen Wegen, so viel ich sehe, un ber-
windliche Schwierigkeiten entgegenstellen.

Zun chst kann man den Satz selbst auf den Fall ausdehnen, wenn an
die Stelle der complexen und prim ren Primzahl m eine beliebige Potenz von
m gesetzt wird; denn da sich y(iw2/) in y(wii), <p(mzt} in φ (m2/) u. s. w.
allgemein φ(ιημί) in <p(mf~lt) eben so ausdrucken lassen, wie φ (ml) in y(/),
d. h. y in x> so ersieht man durch successive Substitution, dafs φ(η^Γ) von

der Form V\\ Q se*n wird, wo P und Q ganze ganzzahlige Functionen
von <p(£) — x sind; denn man sieht leicht, dafs wenn allgemein f i ( x ) und
/*2(#) irgend zwei ganze ganzzahlige Functionen von χ sind, der Quotient

£7=^ die Form t ,}}**,* annehmen wird./•W t*(xp)-\-mQ
Durch Multiplication mit dem Nenner ergiebt sich γ in der Form

xp-\-tn(P—Qy)) d. h. q>(ml) = <p(l)p-\-r/ιΤ, und allgemeiner (p(m>ul) =
(p(l)plA-\-mT9 wo T eine ganze ganzzahlige Function von den Gr fsen φ (i),
Φ (nif) 9 φ(^ί) u. s. w, bis φ(ιη^1) ist.
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22. Eisenstein, zur Lemniscatentheilung. 225

Man wird leicht darauf geführt, bei Gelegenheit der Theilung der Lem-
niscate für den Divisor m den in Rede stehenden Satz auf einen von m ver-

schiedenen Multiplicator n zu übertragen; denn wenn / von der Form — ist,

so ist <p(nt) zugleich mit (t) Wurzel der Gleichung FF— 0 für jeden nicht
durch m theilbaren Werth von n, und wenn n primäre Primzahl ist, so läfst
sich dann (n/) durch <p(f) in der Form <p(t}q-\-nT ausdrücken, wo T eine
ganze ganzzahlige Function der Wurzeln der Gleichung W=:Q (hier von
xwei Wurzeln) ist; es läfst sich diese Form auch benutzen, um umgekehrt (/)9

durch (n t) in der Form cp(nf}-\-nT auszudrücken; q ist hier die Norm
von n. Es ist dabei nicht zu vergessen, dafs man zwar T auch durch eine
einzige Wurzel der Gleichung W=0 ausdrücken kann, dafs aber dann die
Coefficienten im Allgemeinen aufhören ganze Zahlen zu sein ; für viele Unter-
suchungen ist es jedoch vorteilhafter, eine Function mehrerer Wurzeln mit
ganzen Coefficienten als eine solche von einer einzigen mit gebrochenen Coef-
ficienten zu betrachten.

Man bezeichne durch S2k den Inbegriff der p — l Wurzeln der Gleichung

W = 0 in der schon oben angezogenen Form <p\f—J, und es sei jetzt f\k)

eine beliebige ganze ganzzahlige Function aller oder einiger der p — l Wur-
zeln i2Ä, welche recht gut als Function von k allein aufgefafst werden kann,
also eine Summe von Termen von der Form

. /r, MV' frtkC\°* Srp-ikC\aP-> ~
A. -1 — ) (— — ) ---- (-^^ — ) = Z,Y \ m / \ m / 7 \ w / '

wo h eine ganze complexe Zahl ist und an #2, . . . . —1 nicht negative ganze
Exponenten vorstellen. Erhebt man ein solches Polynom F(k) zur yten Po-
tenz, so kommen in der polynomischen Entwicklung desselben erstlich alle
Glieder wie

m ' m '
vor. Was die übrigen Glieder betrifft, so sind ihre Coefficienten sämmllich
durch y, respective ^q theilbar, je nachdem q selbst Primzahl oder das Qua-
drat einer Primzahl, d. h. je nachdem n, deren Norm q ist, eine zweigliedrige
oder eine eingliedrige complexe Primzahl vorstellt; in beiden Fällen sind die
Coefficienten der übrigen Glieder also durch n theilbar. Vernachlässigt man
die durch 11 theilbaren Glieder, so bleiben nur diejenigen von der Form Zq

stehen. Man giebt der letzteren Potenz eine einfachere Form, wenn man be-
30*
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226 22. Eisenstein^ zur Lemniscatentheilung.

merkt, dafs mit Hinweglassung von Gliedern, welche den Factor n enthalten,

h statt ti* und nach obigem Princip ( j statt (^— ) , <p(J*ni j statt
1ff*\Q
— u.s .w. gesetzt werden darf; so erhält man

Die Summe aller Glieder von dieser Form giebt aber genau Dasjenige,
was aus F(A) folgt, wenn tiberall nk an die Stelle von k gesetzt wird,
also F(nÄ).

„Wenn also F(A) irgend eine ganze ganzzahlige Function der Wurzeln
„i2* vorstellt, so ist immer F(k)q = F(nÄ)-f nT; wo T eine ähnliche
„ganze Function, n eine beliebige von m verschiedene primäre complexe
„Primzahl und y deren Norm bedeutet."

Dieser Satz ist von besonderer Wichtigkeit für Anwendungen auf die Zahlen-
theorie. Man bemerke noch, dafs die Coefficienten in T von k unabhängig
sind. Übrigens kann auch n = m, also (/ = p sein; dann reducirt sich F(riK)
= F(mk) = 1 (̂0) auf eine ganze complexe Zahl und wird gleich dem Coef-
ficienten desjenigen Gliedes, in welchem sämmtliche Exponenten an «2, — ap-1

der Null gleich sind: also selbst =0, wenn ein solches Glied nicht vorkommt.
Dies folgt daraus, dafs (0)=0 ist.

Wenn man die gefundene Gleichung F(kyi = F(nk)-\-nT wiederholt
auf beiden Seiten zur qien Potenz erhebt und F(n2Ä) statt F(HÄ)?, F(n3Ä)
statt F(w2Ä)9 u.s. w. setzt, was nach derselben Gleichung erlaubt ist, so er-
hält man das allgemeinere Resultat

wo T nicht dieselbe, aber eine ähnliche Function ist wie oben. Statt in
F(nfk) kann man natürlich seinen Rest (mod. m") setzen; ist z. B. n^ = l (mod.wi),
so hat man F(Ä)^ = F(Ä) + nT.

Der allgemeine Coefficient A des Polynoms F, welcher bisher als ganze
Zahl angenommen wurde, könnte selbst eine oder mehrere andere Gröfsen
£ #2, ____ in ganzen Verbindungen enthalten. Schreibt man, um diese letzteren
sichtbar zu machen, F(k; ^, z*, . . . .) statt F(Ä), so hat man in diesem Falle:

F(*;*n*2,...0* = F(nk; ̂ , ^, ....) + nT(x„x„ ....),
F(Ä; *»z»....r*=F(**ki «!2, « - · · O + iTC*!, ̂ , ... 0,

u. s. w. Fernere Reductionen bieten sich hier dar, wenn für die Gröfsen
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22. Eisenstein, zur Lemniscaientheilung. 227

z Wurzeln der Einheit genommen werden, oder auch lemniscatische Func-
tionen aliquoter Theile des Umfanges C, welche sich auf andere Divisoren m',
wi", u. s. w. beziehen. Namentlich findet sich, wenn * irgend eine p — Ite
Wurzel der Einheit, g eine primitive Congruenzwurzel mod. m, n^gv (mod. r/i),
und F(k; z} von der Form

F(k;x) =
angenommen wird:

Dies mag genügen, um die Verallgemeinerung desjenigen Princips zu zeigen,

welches in seiner einfachsten Form durch die Gleichung (—) *=<p\^—}-\-nT

dargestellt wird. Unter den zahlreichen Anwendungen desselben will ich nur
hervorheben, dafs sich mit Hülfe desselben die Divisoren (nämlich die com-
plexen im gewöhnlichen Gaufstschen Sinne) derjenigen Gleichungen voll-
ständig bestimmen lassen, welchen die Perioden aus den Wurzeln der Glei-
chung fV=0 oder aus ganzen Functionen dieser Wurzeln Genüge leisten.
Man erhält auf diese Weise zahlentheoretische Sätze von grofser Allgemein-
heit, welche denen von Kummer für die Kreistheilung aufgestellten vollkom-
men analog sind. Was z. B. die Function W selbst betrifft, so hat dieselbe
aufser den Divisoren l -j- i und m nur solche Primtheiler, welche = l (mod. in)
sind, und wenn umgekehrt n eine complexe Primzahl =1 (mod. m) ist, so hat
die Congruenz W = Q (mod. n) p — l Wurzeln, nämlich so viele als ihr Grad
beträgt. Ist ferner für irgend eine primäre complexe Primzahl n der kleinste

Exponent, der n^ = l (mod. m) macht, so ist W ~ = dem Producte aus — —

ganzen ganzzahligen und irreductibeln Ausdrücken (mod. n) (im Sinne von
Schoenemann) vom Grade . Der letztere Satz ist das Analogen zu einem

von Schoenemann über den Ausdruck ^ ~ in seiner Abhandlung im 31ten
JC — i

Bande gegenwärtigen Journals bewiesenen Satzes *).

*) Schoenemann hat das Verdienst, zu einer allgemeineren und mehr erschöpfenden
Auffassungsweise der Probleme über Congruenzen angeregt zu haben, indem er darauf
aufmerksam machte, dafs neben der gewöhnlichen Frage nach den Wurzeln einer Con-
gruenz, resp. Lösbarkeit oder Nichtlösbarkeit derselben, welche sich nur auf die Linear-
factoren bezieht, auch die Factoren höherer Grade eines in Hinsicht auf einen vorge-
legten Modul zu untersuchenden Ausdrucks berücksichtigt werden müssen. Nachdem der
genannte Verfasser gezeigt, dafs sich jeder gegebene Ausdruck auf eine und nur eine
Weise dem Producte irreductibler Factoren congruent setzen läfst, hat er ferner die
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228 22. Eisenstein^ zur Lemniscatenthetlung.

§. 5.
Die eben gemachten Auseinandersetzungen bezogen sich auf mod. n,

eine von m verschiedene complexe Primzahl, und waren Folgerungen aus dem
Satze, dafs, mit Vernachlässigung des wfachen einer ganzen Function von (l)
und cp(nt), <jp(n/) sich auf ff(t)g und umgekehrt (f)q sich auf <p(ni) zu-
rückfähren läfst. Ich kehre jetzt zum Modul m und zu denjenigen Schlüssen
zurück, welche sich unmittelbar daran anknüpfen, dafs in der Gleichung
W = xp-1-}-Alx^i-A2x^-\-eic. = 0 die Coefficienten J19 J2, etc. durch
m theilbare ganze Zahlen sind. Da jede symmetrische ganze ganzzahlige
Function der Wurzeln sich als ganze ganzzahlige Function dieser Coefficienten
ausdrücken läfst, so ist jede solche symmetrische Function einer ganzen Zahl
gleich, welche =0 (mod. t/ ). Eine Ausnahme macht der Fall, wenn in der
symmetrischen Function ein Glied vorkommt, welches die Wurzeln gar nicht
enthält: dann ist die Function dem unabhängigen Gliede congruent (mod. in).
Z. B., wenn w, w', w", etc. die sämmtlichen p —i Wurzeln der Gleichung
W = Q bezeichnen, so ist ein Product aus p—l Factoren, wie

(a(r\-aLiv-\~(i2w2-\- ) (e0 + «i M>'+ ÄI ̂  + etc.) ,
wo £/„, a19 etc. ganze Zahlen sind, = dem unabhängigen Gliede nJJ""1 (mod. r/i);
ein solches Product ist also immer = l (mod. tri) und nie durch m theilbar,
aufser wenn a(] durch m theilbar ist. Unter den symmetrischen Functionen ver-
dienen die Potenzsummen der Wurzeln eine besondere Beachtung. Bezeichnet
man. durch 2f(x} die Summe der p— l Gröfsen A^H/W) + /W')+ etc.,
so ist - = 0 (mod. m), aufser für = 0; dann ist () = — l = — l
(mod. //*). Wenn demnach f ( x ) irgend eine ganze ganzzahlige Function von
vorstellt, deren constantes Glied =a, so ist J£/(;F)EEE (/>-—!)# =— a (mod.m).

Existenz, die Anzahl und die wichtigsten allgemeinen Eigenschaften der irreductibeln
Congruenzen aller Grade nachgewiesen. — Die von Kummer Seite 107 ff. im 30ten
Bande des gegenwärtigen Journals gegebenen Sätze müssen der Betrachtungsweise von
Sckoenemann gemäfs ergänzt werden; was keine grofsen Schwierigkeiten darbietet. Setzt
man p — l = ef, und bedeutet den kleinsten Exponenten, welcher <//" = ! (mod./O macht;
ferner & den gröfsten gemeinschaftlichen Theiler zwischen — und ^-7— = eß so ist, f
die Gleichung vom den Grade für die Perioden aus f Gliedern, wenn sie als Congruenz

f)
(mod. 7) aufgefafst wird, genau in & irreductible Ausdrücke vom Grade -^- zerfällbar;
einige specielle Werthe der Primzahl geben Ausnahmefälle. Ganz Analoges gilt in
Bezug auf die Wurzeln der Gleichung W r= 0, wenn statt der reellen Primzahl r/
eine complexe n gesetzt wird und wenn den kleinsten Exponenten bedeutet, der
w<" = l (mod. m) macht; wie ich in einet besondern Abhandlung beweisen werde, n wird
immer primär angenommen.
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22. Eisenstein, zur Lemniscatcntheilung. 229

Die h heren Potenzsummen , von der p— Iten incl. aufw rts, kann man auch
nach mod. m2 bestimmen, von der 2(p — l)ten an nach mod. m3, u. s. w.; denn
es ist -2TF=0, also Σχ^'1 = — Α^χ?"5 — ____ — ηΣα?, und da hier
rechts jedes Glied aufser dem letzten durch m2 theilbar ist, so erh lt man

~ι~ — m (p — 1) = m (mod. »i2). Ferner ist auch Σ χ <" W = 0 , also
= — AL2xv-5+>u — etc. =0 (mod. m2), wenn μ>0. Nachdem erst

einmal bewiesen, dafs alle Potenzsummen, deren Exponent zwischen p—i
und 2(/> — 1) liegt, durch w2 theilbar sind, folgt wieder aus der Gleichung

—ΑίΣχΡ-*+Ρ— etc., dafs Σχ1^^ = — m2 (mod. m3) und
o (mod. m3). So fortfahrend erh lt man durch Induction zum

Resultat, dafs allgemein
ΣΧ*<Ρ-*> ΞΞΞ (— ly+lmr (mod. »i1"*·1) 9 2xv^-^ = 0 (mod. m1"*·1)

f r μ > 0 ist. Aus der eben angewendeten Form
af-l+" = — Α,χΡ'5^ — As a*-9*/· — etc.

der Gleichung W=Q, folgt auch, dafs jede Potenz einer Wurzel derselben,
deren Exponent ^Ξΐρ — Ι ist, sich als das mfache einer ganzen ganzzahligen
Function dieser Wurzel darstellen l fst. Hieraus geht folgendes Princip hervor:
„Wenn χ Wurzel der Gleichung W=Q ist und man darf in einer ganzen
Function von χ Vielfache von m weglassen , so ist es auch erlaubt, Potenzen
von χ wegzulassen, oder hinzuzuf gen, deren Exponent ^.p—i ist, also
z. B. nur diejenigen beizubehalten, deren Exponent <^p— l ist."

Es ist schon bemerkt worden, dafs, wenn w eine Wurzel der Gleichung
^=0 bezeichnet, jede andere Wurzel derselben, welche zun chst als ge-
brochene Function von w auftritt, auch als ganze Function von w dargestellt
werden kann; wobei jedoch ein numerischer Nenner nicht zu vermeiden ist.
Ein solcher numerischer Nenner kann nie durch m theilbar sein*). Es

sei φ(ιι<) = ·^Γγ^9 wenn φ (t} = x, so ist WJ*\*' irgend eine zweite~l\x) ι \w)
Wurzel der Gleichung W= 0, wenn n eine ganze complexe Zahl, die weder
= 0 noch = l (mod. m") ist. Man verwandelt die gebrochene Function auf die

bekannte Weise in eine ganze, wenn man sie in der Form W l(™^ ,

schreibt; der Nenner ist dann eine symmetrische Function aller Wurzeln, also eine

*) F r eine sp tere Gelegenheit behalte ich mir vor, zu beweisen, dafs bei der Re-
duction der ganzen Functionen mehrere Wurzeln der Gleichung W = 0 auf ganze Func-
tionen einer Wurzel kein anderer Nenner auftreten kann, als eine Potenz von i-\-i.
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230 22. Eisenstein^ zur Lemniscatcntheilung.

ganze Zahl, die mit & bezeichnet werden mag; das Product f(w'}f(w") — wird
einer ganzen ganzzahligen Function von w gleich und der Zähler erhält die Form

a±w -f a6w6 -f — ·> also der ganze Ausdruck die Form -^( ^-\- ^·\- — );

wo #i, #5 etc. ganze Zahlen sind; man kann immer annehmen, dafs die
ganze Function von w in der Parenthese mit Hülfe der Gleichung W = 0 auf
einen Grad </* — l gebracht ist Das constante Glied in f ( x ] ist = 1, also
ist & =:f(w]f(w^f(wn) ____ nach einer obigen Bemerkuqg =1 (mod. in) und

daher gewifs nicht durch m theilbar. Man kann also ^f™ =wf = wF(w}

setzen, wo F(w) eine ganze Function von w vom Grade p — 5 ist, deren
Coefficienten zwar gebrochene Zahlen sein können, welche aber sicher nicht
m als Divisor in ihren Nennern enthalten. — Obgleich die Coefficienten von
F(w) sich nicht a priori angeben lassen dürften, so können doch ihre Reste
in Hinsicht auf mod. m auf eine elementare Weise bestimmt werden. Aus

der Gleichung £^==F(w} oder fi(w)=f(w)F(io) folgt, dafs für einen

unbestimmten Werth von x, /i(#) = /*(#) F(x} -J- W. H ist; wo H eine
ganze Function von mit rationalen Coefficienlen bedeutet, deren Nenner

ebenfalls nicht den Divisor m enthalten. Man entwickle den Quotienten *£&
/W

in eine unendliche Reihe nach Potenzen von und bringe diese Reihe auf
die Form R(x}-\- xp~~lS(x}; R(x) bedeutet den Anfang der Reihe bis zu
der Potenz xp~* incl. , also eine ganze (geschlossene) Function von vom
Grade p — 5, und &(x) eine unendliche Reihe; man erhält dann

Das Product S(x)f(x) mufs sich auf einen geschlossenen Ausdruck reduciren,
da ft(x) — f(x}R(x} ein solcher ist. Es läfstsich auch das ganze Problem über
die Entwicklung des Anfangs R(x) der unendlichen Reihe so auffassen, als
handelte es sich darum, eine ganze Function R(x) zu bestimmen, von der
Art, dafs die Differenz fi(x}—f(x}R(&} durch a "̂1 algebraisch theilbar wird.
Es sei also fäx} — f(x}R(x}-\-xp~lT(x}. Setzt man diesen Werth von
f i ( x ) in die obige Gleichung, so kommt

Setzt man hier für eine Wurzel w der Gleichung FF=0, so ergiebt sich
} — R(w)')=wp^T(w). R(x) ist nichts anderes als der Anfang
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22. Eisenstein, zur Lemniscatentheilung. 231

der Entwicklung von /A nach Potenzen von ( ) = ?, und da diese Ent-

wicklung nur bis zu xp~~5 fortgesetzt werden soll, so kann nach (§. 3.) in den
Nennern der Coefficienten von R(x) kein Primtheiler vorkommen, dessen
Norm >/? — 4, also namentlich nicht der Divisor m, dessen Norm p ist;
dieser Divisor kann, der Bildung von T(x] gemäfs, eben so wenig in den
Nennern der Coefficienten von T(x) enthalten sein. Multiplicirt man nun die
zuletzt gefundene Gleichung auf beiden Seiten mit f(w')f(w") , setzt wieder
das Product f(w)f(i09)f(wn)— der ganzen, nicht durch m theilbaren Zahl &
gleich, verwandelt f(w')f(w'f)— in eine ganze Function von w und dividirt
endlich durch #, so erhält man F(w)— R(w}-> als das Product aus wp~l in
eine ganze Function von w dargestellt, deren Coefficienten rational sind und
den Divisor m nicht in ihren Nennern enthalten. Da nun wp~~l dem mfacben
einer ganzen Function von w gleich ist, nemlich =— ^ "5—etc.—tn,
so wird F(w)— R(w) ebenfalls dem r/ifachen einer solchen Function gleich.
In Rücksicht auf die Irreductibilität der Gleichung W = Q, und daraus, dafs
F(w) — R(w} von niedrigerem Grade als W ist, ergiebt sich, dafs in Hin-
sicht auf die Coefficienten F(x) = R(x) (mod. in) sein mufs. Bisher ist
angenommen worden, dafs F(x) zuvor mit Hülfe der Gleichung W=0 auf
den niedrigsten Grad reducirt worden sei: aber selbst ohne diese Reduction
würde noch immer derjenige Theil von F(x}, welcher niedrigere Potenzen
als ~ enthält, =JR(#) (mod. m) sein, da ja bei jener Reduction wp~~l und
höhere Potenzen von w> wie schon oben bemerkt, nur auf Glieder führen,

die den Factor m enthalten. „Wenn man also auf irgend eine Art ~%A für

„den Fall, dafs <p(t) = x eine Wurzel der Gleichung fF=0 ist, als ganze
„Function von (t) ausdrückt, so sind die Coefficienten derjenigen Potenzen
„von ü in dieser ganzen Function, welche vor xp~~l vorhergehen, = den
„Coefficienten der entsprechenden Potenzen in der unendlichen Reihen -Ent-

„wickhrng von y " j nach Potenzen von x; oder auch, es ist <p(nt)— dem

„Anfange der Entwicklung von ( /), wenn man die Reihe vor xp abschneidet,
„4- dem iwfachen einer ganzen Function von x, welche den Factor ent-
„hält." Die gebrochenen Zahlen hindern nicht die Anwendung der gewöhn-
lichen Sätze von Congruenzen, sobald man sich nur überzeugt, dafs keiner
der vorkommenden Nenner den Modul als Divisor enthält. Statt des Anfangs
der Entwicklung von (nt} kann man auch irgend eine andere ganze Function
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232 22. Eisenstein, zur Lemniscatentheilung.

von χ setzen, welche mit demselben in den vor xp vorhergehenden Potenzen
bereinstimmt: denn xp und h here Potenzen von χ lassen sich sofort in das

wfache einer ganzen durch χ theilbaren Function verwandeln ; nur m ssen da-
bei stets Glieder vermieden werden, welche 191 im Nenner haben. Man kann
also z. B. φ(ηΐ} nach Potenzen von t entwickeln, vor lp abschneiden und f r
t berall den Anfang seiner Entwicklung bis xp excl. setzen, statt dafs man
eigentlich in jeder einzelnen Potenz von t bei der Entwicklung nach χ vor
xp abschneiden m fste. Setzt man also, wie in (§. 3.),

l = χ + iof + gaf+inirf., χ = i-f^ + jV+in Snf.
und ferner die ganze Function χ -j- 5 x·5 -j- ---- -{" βρ-*χΡ~* =^ so ist φ(ηί)
= ηξ-\-γ*>η*ξ*-\-γ9η?ξ9-\- ____ -\- γρ-4ηρ~* ξρ~* -\- dem wifachen einer durch χ
theilbaren ganzen Function von x9 wenn f r χ eine Wurzel der Gleichung
FF=0 gesetzt wird. Bezeichnet man durch E irgend eine ganze Function
von x9 deren Coefficienten rational sind und m nicht im Nenner enthalten,
und setzt

so wird
<p(nt) =

Es seien jetzt r19 r2, r3, . . . . beliebige, nicht durch m theilbare ganze-
complexe Zahlen, «19 a^ «3, .... beliebige nicht negative ganze Exponenten,
deren Summe at -j- «2 -j- cc3 -j- ---- = cr, und es sei der Ausdruck

φ(Γ1«)>(Γ2^φ(Γ3«)β' .... = Z;
so folgt leicht aus dem eben bewiesenen Resultate, dafs

Z = x(r&*X(r&*<x(r3gr> .... +«ι.^.Α ist,
wenn f r # irgend eine Wurzel der Gleichung W — Q gesetzt wird, oder
auch dafs Z = dem Anfange der Entwicklung von Z nach Potenzen von χ ist,
wenn man vor der Potenz χρ~ι+α abschneidet, -\-mxa.E. Man hat auch
Z — Z'~\-mxa.E, wenn man Z' so bestimmt, dafs Z nach Potenzen von t
bis i""1*·* excl. entwickelt wird, welcher Theil der Entwicklung die Poten-
zen /σ, Γ+4, etc. bis tp~5+a enth lt, und dann statt der Potenzen von / die
ihnen gleichen Reihen nach χ setzt, die man entweder s mmtlich, oder in
denen man auch blofs die eine Reihe f r t selbst vor χρ-1+σ abbrechen kann.

Setzt man resp. Λι·η &r2, etc. statt rx, r2, etc. und bezeichnet
φ(ΑΓ1ί)αιφ(ΑΓ2£)α* .... durch Z , so erh lt man allgemein Zk = Z'k-\-mx0 . Ek·,
wo die Coefficienten von Ek, gleichviel auf welche Weise, von abhangen*
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22. Eisenstein^ zur Lemniscatcnthcilung. 233

und wo Zj gefunden wird, wenn man in der Entwicklung von Z nach t berall
kt statt t schreibt und dann wie oben verf hrt. Wir wollen jetzt k seine
p — l incongruenten Werthe (mod. m) durchlaufen lassen, und indem wir durch
-SZjt die sich auf diese p — l Werthe von k erstreckende Summe bezeichnen,
die aus einer solchen Summation hervorgehende Zahl in Bezug auf eine m g-
lichst hohe Potenz von m als Modul zu bestimmen suchen. Zun chst hat man
ΣΖί = ΣΖ'1ί-{'ΜχαΣΕΊ[·, ΣΕι ist wieder von der Form E, da k nur in
den Coefficienten vorkommt, also kann man auch blofs schreiben:

Der Anfang der Entwicklung von Z* ist von der Form

wo die Coefficienten nicht von k abhangen. Es ist daher
ΣΖ\ = (?σ^.^Ασ+(ϊσ+4ί*+4^^

wenn man die Potenzen von / durch den Anfang ihrer Entwicklungen nach
χ ersetzt, also durch ganze Functionen von x, die brigens s mmtlich durch
xa theilbar sind. Nun ist bekanntlich immer Σ k*1 = 0 (mod. r/ι), aufser wenn
der Exponent μ durch p — l theilbar ist; in diesem letzteren Falle ist Σΐ&*
= l-)- 1 -]-.... -f l =p — l (mod. τη). Wendet man Dies auf die in obiger
Reihe vorkommenden Summen dieser Art an, so erh lt man ein Resultat von
der Form

wenn v(p—\) das einzige Vielfache von p — l bezeichnet, welches sich
unter den Exponenten er, tf-j-4, cr-j-8, ---- bis a-\-p — 5 befinden kann;
ist σΞθ (mod. 4), so befindet sich immer ein Vielfaches von p — l unter
diesen Zahlen; im entgegengesetzten Falle verschwindet ΣΖ^ denn diese
Summe mufs unge ndert bleiben, wenn man ik statt k setzt, indem ik, eben-
sowohl wie k, ein reducirtes Restensystem (mod. m) durchl uft. Nun ist, wie
aus φ(ίΙ} = ίφ(ί) folgt, Ζ£Α = ισΖΑ, also ia^Zk = ̂ Zk und daher ̂ ZA = 0,
aufser wenn ia = l , n mlich a = 0 (mod. 4). Nehmen wir also a als ein
Vielfaches von 4 an und substituiren ΣΖ\ = — dv(p-i^p-l}-\- mx°E in
j£Z* = -2Zi + »ia?0IZ7, so kommt -ΣΖΑ = — ̂ ^r^^ + m^ , indem die
beiden ganzen Functionen E in eine einzige zusammengezogen werden. Hier
ist noch die Potenz Γ^-^ in Potenzen von χ umzusetzen, deren niedrigste
.TV(P-I) und deren h chste x'+r-* ist. Um nun ΣΖ* in Bezug auf eine
m glichst hohe Potenz von m als Modul zu bestimmen, m ssen die Gr fsen

31*
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234 M. Eisenstein^ zur Lemniscatentkeihtng.

zur rechten Seite — #„(p_1)/l'ip~1) und mx°E untersucht werden, von denen
die erste nur eine symbolische Bedeutung hat. Aus der Gleichung Χ^+Ρ
= — Ĵ ""5**" — etc. — mxu folgt, wie schon oben bemerkt,1 dafs χρ~1+μ dem
^fachen einer ganzen Function von χ gleich ist. Man kann hinzuf gen, dafs
diese ganze Function mit xu aufgeht; es ist also χρ~ι+Ρ = ιηχμΕ; f r μ = 0
ist xp~l = mxE — m. Hieraus und aus der obigen Gleichung, wenn man
in derselben μ^ΐρ — l setzt, folgt wieder, dafs a?20^ = m2xE-\-m2 und
^(ρ-1)-^ — = m^x^E. Benutzt man dies und setzt in obiger Gleichung
= — AIX*-*+P etc., μ^>2(ρ— 1), so kommt x^~v = m3 xE — m
= ΐη?χμΕ. So fortfahrend erh lt man allgemein a^(p~1) = m*xE-{- ( — l)*m*
und χλ(ρ-ν+Ρ = ιηλχμΕ. Jede Potenz von χ also, deren Exponent > l(p—\}
ist, ist = dem Product aus m1 in eine ganze Function von x, welche durch
eine gewisse Potenz von x, mindestens durch χ selbst theilbar ist ; wenn der
Exponent =λ(ρ — 1) ist, so mufs zu einem solchen Producte noch ( — m)1

hinzugef gt werden. Da nun die ganze Zahl v oben so bestimmt worden ist,
dafs gewifs σ>>(ι>— !)(/*— 1) ist, so sind x° und alle h heren Potenzen von χ
als xa von der Form m(r~"^xE; von derselben Form ist also auch x°E, und
daher mx°E von der Form mvxE. Was die Bestandtheile von Γ(ρ~1} be-
trifft, so ist das erste Glied xv(f)~~V — mvxE-\- (— wi)v; die folgenden, welche
h here Potenzen von χ enthalten, sind von den Formen resp. mv xE, mrx*E,
mvx3E, u. s. w., also, um zusammenzufassen, s mmtlich von der Form mvxE. Im
Ganzen hat man also f r tv^~l') einen Ausdruck von der Form mvxE-\-(— m}v

zu setzen, und da auch mxaE=mvxE gefunden worden ist, so erh lt man

Es l fst sich annehmen, dafs die ganze Function E in dem letzten Ausdrucke
mit H lfe der Gleichung W=0 auf den p — 2ten Grad erniedrigt ist; dann
ist xE vom p — Iten Grade; das h chste Glied in xE9 welches die Potenz xp~~l

enth lt, l fst sich wieder auf die Form mEf bringen, und die Gleichung wird
so endlich zu

wo E vom p — 3ten, also xE vom p — 2ten und E1 ebenfalls vom // — 2ten
Grade ist. 2Zk ist, wie leicht zu beweisen, eine ganze, mindestens eine
rationale Zahl. Zur rechten Seite der Gleichung befindet sich eine ganze
Function von niedrigerem Grade als W9 und da die Gleichung f r alle Wurzeln χ
der Gleichung IF=0 Statt findet, so mufs sie identisch erf llt werden; es
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22. Eisenstein, zur Lemniscatentheilung. 235

mufs daher -ΣΖ* dem constanten, von χ freien Gliede rechts gleich sein. In
dem Theile mvxE findet sich kein solches constantes Glied, also mufs -2?ΖΛ =
dem constanten Gliede in mr+lE'-\- (— l)y+1tfy(p_1)ffir sein, mithin ist

ΣΖ, ΞΞΞ (-1)"+1<ν-ΐ)™" Ood.ro"*1)·
Die eben gefundenen merkw rdigen Resultate lassen sich auf eine etwas allge-
meinere Weise folgendermafsen aussprechen:

„Wenn F(k) eine homogene ganze ganzzahlige Function der Wurzeln

? ____ vom Grade σ bedeutet und man bezeichnet durch

nv(p—\} das kleinste Vielfache von p— l, welches der Bedingung <v(p— 1)
„gen gt, so ist die Summe 2F(k)^ in der das Zeichen Σ sich auf die p — l
„incongruenten , nicht durch m theilbaren Werthe von k bezieht, einer durch mv

„theilbaren ganzen Zahl gleich. Setzt man ferner t an die Stelle von — in F(K)
Wl>

„und betrachtet i als eine unbestimmte Variable, nach deren Potenzen man
/ _ j \ y l

in eine unendliche Reihe entwickelt, so ist der Quotient

„ = dem Coefficienten von tv(P~^ in dieser Reihe, welche durch elementare
„Methoden bestimmt werden kann. Endlich ist F(K) selbst einer ganzen Func-

„tion von χ = φ(ί) = φ[ — -j gleich, welche, bis auf Vielfache von iw, mit

„demjenigen Theile jener Reihe bereinstimmt, welcher die Potenzen von x,
„von xa an bis α?σ+ρ~5 incl. enth lt."

Aus diesem Satze ergiebt sich leicht folgender.
„Wenn unter denselben Voraussetzungen F(K) selbst einen rationalen

„(ganzen) Werth hat, so ist dieser Werth durch mv theilbar und der Quo-

„tient -4rF(*) = (— !)"<? (mod.iw); wo d den Coefficienten von Γ(^1} in

„der obigen Reihe bezeichnet." }

Denn wenn F(K) einen rationalen Werth hat, so mufs dieser (nach
§. 2. am Schl sse) f r alle p — l Werthe von k derselbe bleiben; es ist

also dann -SF(*) = (j-l)F(*) und ~L^F( )= (^-1). - , also da

= 0 (mod.fn), F(k} = -
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§. 6.
Der grofse Nutzen dieser Sätze kann erst durch mannigfaltige Anwen-

dungen auf specielle Probleme klar werden, welche ich in der Folge zu geben
beabsichtige. Bei diesen Anwendungen wird man die bisherigen Principien ge-
wöhnlich mit dem folgenden Hüffssatze in Verbindung zu bringen haben, dessen
Notwendigkeit sich schon im Vorhergehenden fühlbar gemacht hat: dafs näm-
lich : „wenn eine ganze ganzzahlige Function der Wurzeln der Gleichung W— 0
„einer rationalen Zahl gleich ist, diese letztere nothwendig ganz sein mufs."
Dieser leicht zu beweisende Hülfssatz, welcher für jede Gleichung richtig ist,
deren höchster Term die Einheit zum Coefficienten und sonst ganze Coef-
ficienten hat, scheint von Abel merkwürdiger Weise übersehen worden zu
sein, da er mehrere solche Verbindungen der Wurzeln aufstellt, welche ratio-
nale Werthe haben, ohne zu bemerken, dafs sie deshalb allein schon noth-
wendig auch ganze Werthe haben müssen; Niemand wird aber bezweifeln,
dafs man der vollständigen Erkenntnifs einer Grofse bei weitem näher gerückt
ist, wenn man weifs, sie sei eine ganze Zahl, als wenn man blofs weifs, sie
sei eine rationale Zahl; wäre es auch, anderer Vortheile nicht zu gedenken,
die sich später zeigen werden, blofs aus dem einfachen Grunde, weil eine
ganze Zahl durch Einschliefsung zwischen Grenzen ermittelt werden kann,
was bei einer blofs rationalen, deren es unendlich viele zwischen gegebenen
Grenzen giebt, nicht der Fall ist. — Um den Hülfssatz zu beweisen, sei
x*4- & ~ -j- 2 ~2-f . . . . -\- = —0 irgend eine Gleichung, in welcher
#n %> — ganze (reelle oder complexe) Zahlen sind; cc, /?, j/, seien ihre

Wurzeln und /"(a, / ? , / , . . . . a>) == z sei eine beliebig gegebene ganze
Function dieser Wurzeln mit ganzen Coefficienten, also eine Summe von Termen
von der Form Aa"/?"'/1"...., wo h eine ganze Zahl ist und die Exponenten
positive ganze Zahlen sind. Man permuüre in der Function /*(«, /?, y , . . . . )
die Wurzeln , /5, , .... auf alle mögliche Arten und bezeichne die durch
solche Permutation hervorgehenden Ausdrücke durch z', z", zm, etc.; es wird
hierbei keine Rücksicht darauf genommen, ob einige dieser Ausdrücke, incl.
z selbst, einander gleich sind, sei es wegen ihrer Form, oder wegen ihres
numerischen Werthes; man bilde rein typisch alle Permutationen, und es wird
dann die Anzahl der Gröfsen z, z', z", z"', etc. 1.2.3 .... betragen; welche
letztere Zahl für einen Augenblick durch bezeichnet sei. Bildet man nun
dasProduct (x — z)(x — x')(x — z").... = ̂ // + Ä1^7/-1-f *2x//-2+etc.= F,
so ist z eine Wurzel der Gleichung 1^= 0 vom Grade IT. Ich behaupte,
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22. Eisenstein, zur Lemniscatentheilung. 237

dafs die Coefficienten 6n #2, etc. ganze Zahlen sein werden; denn sie sind
offenbar zunächst ganze ganzzahlige und symmetrische Functionen von z, z',
z", etc., also auch eben solche Functionen der Wurzeln a, /?, , ---- :
folglich sind sie endlich ganze ganzzahlige Functionen der Coefficienten Ä19

«2, . ..., also ganze Zahlen. Man kann b^ b^ . ... übrigens*) in die Po-
tenzsummen der Gröfsen #, z', z", . ... ausdrücken, und diese Potenzsummen
setzen sich aus Summen von der Form hSarßv'yr" . . . . zusammen, wo das
Zeichen Ä sich auf alle Permutationen der Wurzeln a, /?, , ____ bezieht.
Nun ist bekanntlich jede rationale Wurzel einer Gleichung von der Form

n

— 0 einer ganzen Zahl gleich : denn wäre z = - - , wo c und d ganze
Zahlen sind, die keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so erhielte man aus
z1I-\-biz.ir~"l-\-b2z7I~2-{- ____ =0 die unmögliche Gleichung

in welcher links ein Bruch und rechts lauter ganze Zahlen stehen. Es kann
also wirklich z keinen rationalen Werth haben, ohne einer ganzen Zahl gleich
zu sein. Es ist möglich, dafs der eben bewiesene Satz schon von Anderen
aufgestellt worden ist, ich lege auch keinen weiteren Werth auf denselben,
als insofern er mir von mannigfaltigem Nutzen bei meinen Untersuchungen
gewesen ist. Um die Art der Anwendung desselben zu zeigen, will ich mit
Beibehaltung der obigen Bezeichnung noch einmal auf die Betrachtung der
Summen von der Form 2F(k} zurückgehen. Aus der ursprünglichen Form
von 2F(K) ersieht man nicht, dafs es eine symmetrische Function aller Wur-
zeln der Gleichung W=0 ist, man ersieht nur, dafs es eine solche Function
ist, welche man eine cyclische nennen könnte, nemlich welche bei einer cycli-
schen Permutation der Wurzeln ungeändert bleibt. Hieraus folgt noch nicht,
dafs sie die Eigenschaften symmetrischer Functionen der Wurzeln theilt, und
es würde dieser Schlufs bei einer Gleichung im Allgemeinen gänzlich unge-
rechtfertigt sein; dafs dessenungeachtet 2F(K) in eine symmetrische Function
der Wurzeln und somit in eine rationale Zahl verwandelt werden kann, liegt
daran, dafs jede Wurzel als rationale Function einer Wurzel dargestellt wer-
den kann, also an einer speciellen Eigentümlichkeit der Gleichung IF=0,
und es ist dies gerade ein Punct bei diesen Untersuchungen, welcher von

Abel mit grofser Klarheit hervorgehoben worden ist. Da man nämlich (——-\

*) Zur numerischen Berechnung und nicht zum Beweise des Satzes.
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-^, u. s. w. durch rationale und sogar ganze Functionen von <£>(— ) mit

rationalen Coefficienten ausdrücken kann, so wird auch F(k] = einer solchen

Function von <£>(— ) allein, nämlich

wo du) «n etc., rationale, mcA/ nothwendig ganze Zahlen sind, und es ist

dann 2F(k} = a(>(p — l)-f ̂ ^(^-f «2- (-^) -j- etc. = einer symme-

trischen Function aller Wurzeln mit rationalen Coefficienten — einer* rationalen
Zahl. Wenn diese Transformation von 2F(K) nothwendig war, um zu zei-
gen, dafs es einen rationalen Werth hat, so mufs man doch bei der Anwen-
dung des obigen Hölfssatzes gerade auf die ursprüngliche Form von *( )
zurückgehen. Da es in dieser Form eine ganze Function mit ganzen Coeffi-
cienten der Wurzeln (nicht einer Wurzel) ist, so mufs es einer ganzen Zahl
gleich sein, wenn es überhaupt einen rationalen Werth hat, und dies ist eben
gezeigt worden. Die auf dem vorhin eingeschlagenen Wege der Transformation
von 2F(K) in eine symmetrische Function gefundene rationale Zahl mufs sich
also, gleichviel auf welche Weise, auf eine ganze reduciren. Im Allgemeinen:
„Wenn eine ganze ganzzahlige Function der Wurzeln der Gleichung W=Q
„sich auf irgend eine Weise in eine symmetrische Function der Wurzeln,
„wenn auch nur mit rationalen Coefficienten, transformiren läfst, so ist sie einer
^ganzen Zahl gleich", denn sie ist dann als symmetrische Function einer
rationalen, also deshalb nach dem Hülfsatze einer ganzen Zahl gleich. Diese
Bemerkung gilt für jede Gleichung von der Form x*A-{-alxl"~l-{-a2xl"~'1-\' ____ ,
in der «A, #2, · · · · ganze Zahlen sind. Nicht so ist es mit der folgenden Bemer-
kung, welche erfordert, dafs jede Wurzel sich als rationale ganzzahlige Function
einer Wurzel ausdrücken läfst, nämlich: „Wenn JP(Ä:), eine ganze ganzzahlige

Function der Wurzeln \-^— <p(-* — , etc., für alle p — i Werthe von k

denselben Werth behält, so ist JP(Ä), nämlich dieser gemeinschaftliche Werlh,
selbst eine ganze Zahl"; denn es ist in diesem Falle (p—\}F(k}=-2F(k],

welche letztere Summe sich wiederum, wie oben, in eine symmetrische Func-

tion der p —l Wurzeln (— ), also in eine rationale Zahl transformirt; es ist
also (^_i)jp(&) und mithin auch F(k) in diesem Falle einer rationalen Zahl
gleich, und letztere mufs nach dem Hülfssatze ganz sein, da F(k) mit ganzen
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Coefficienten vorausgesetzt wurde. Kürzer kann dase eben Bewiesene so aus-
gesprochen werden:

„Jede cyclische ganze ganzzahlige Function der Wurzeln der Gleichung
W=0 ist einer ganzen Zahl gleich." Der letztere Satz ist in dieser Form
um so wichtiger, da die algebraische Auflösung der Gleichung W=Q, wie
schon Ab el gezeigt hat, wesentlich von den Eigenschaften und der Auffindung
der cyclischen Functionen der Wurzeln abhangt; d. h. derjenigen, welche bei
einer cyclischen Permutation der Wurzeln ungeändert bleiben. Wenn die
Coefficienten der cyclischen Function, statt ganze Zahlen zu sein, ganze ganz-
zahlige Functionen einer neuen Gröfse % sind, so kann man behaupten, dafs
die cyclische Function, welche in diesem Falle, um z sichtbar zu machen,
durch F(k; z] bezeichnet werden mag, sich auf eine ganze ganzzahlige Func-
tion von z reducirt; nur mufs vorausgesetzt werden können, dafs F(k; z) für
mehr Werthe von z die Eigenschaft einer cyclischen Verbindung hat, als ihr
Grad in Bezug auf z beträgt. Denn setzt man, was erlaubt ist,

F(k;z) = F»(k) + Fl(Q*+F*(k)s* + .... + Ffl(®x<>,
wo die Coefficienten ganze ganzzahlige Functionen der Wurzeln der Gleichung
1^=0 sind, so hat man für jeden zweiten Werth k' von k:

und wenn diese Gleichung für mehr als Werthe von z besteht, so mufs
einzeln F(}(kf) = F()(fy, jFA(Ä') ===JFi(Ä) u. s. w. sein; es sind also dann die
Coefficienten der einzelnen Potenzen von z selbst cyclische Functionen , folg-
lich nach dem Obigen ganze Zahlen, und F(k; z] nimmt die Form

an, wo ÄO, «19 etc. ganze (complexe) Zahlen sind. Die Voraussetzung , dafs
F(k;z} für mehr Werthe von z cyclisch sein soll, als der Grad in Bezug
auf z beträgt, wird z. B. erfüllt, wenn z Wurzel einer Gleichung mit ganzen
Coefficienten ist und die Eigenschaft der cyclischen Unveränderlichkeit von
F(k;z) für alle Wurzeln dieser Gleichung Statt findet, mag übrigens F(k;z]
dann von so hohem Grade gegeben sein, als man will; denn man kann diesen
Grad "mit Hülfe der Gleichung, welcher z genügt, unter den Grad der Gleichung
selbst reduciren, und zwar ohne einen Nenner einzuführen *), so dafs F(k; z)
nach dieser Reduction immer noch ganzzahlig bleibt, aber zu einem Grade

*) Der Coefficient des höchsten Gliedes der Gleichung, welcher z genügt, wird = i
angenommen, und es soll das Nämliche auch in der Folge bei allen Gleichungen mit
ganzen Coefficienten stillschweigend vorausgesetzt werden.
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herabsinkt, der durch diee Anzahl der Wurzeln der Gleichung, welcher % ge-
nügt, mindestens um eine Einheit übertröffen wird. So ist z. B. wenn man
durch irgend einen Theiler von p — l, durch % irgend eine Wurzel der
Gleichung z1 = l und durch g eine primitive Congruenzwurzel (mod. m) be-
zeichnet, die Potenz jedes Ausdrucks wie

F(*) + arF(^*) + «2jP(/*)+ . . . . +«P-2F(^*) = L
eine cyclische Function und deshalb von der Form

L1 = 00-f tf^-f-tf^-f ---- '-f-e^**-1;
wo a0, #i, etc. ganze, nicht blofs rationale Zahlen (von der Form a-\-bi) sind,

so oft für F(K) irgend eine ganze ganzzahlige Function der Wurzeln — -— -
gesetzt wird. Eben so verhält es sich mit einer Menge ähnlicher Verbindungen,
in denen Wurzeln der Einheit neben Wurzeln der Gleichung W = 0 vor-
kommen und die zum Theil von Abel betrachtet worden sind, bei denen man
auch aus dem einmal erwiesenen cyclischen Verhalten schliefsen kann, dafs
sie sich ganzzahlig in diejenigen Elemente allein ausdrücken lassen, welche
sie in ihrer ursprünglichen Form neben den Wurzeln der Gleichung W = 0
enthalten.

Wenn die cyclische Function homogen in Bezug auf die Wurzeln und
vom Grade o ist, so ist ihr Werth, nach dem weiter oben (§. 5.) Bewiesenen,
durch mv theilbar, wo v die kleinste der Bedingung a<^v(p — 1) entsprechende
ganze Zahl ist; und der Quotient, den sie durch mv dividirt giebt, ist
= ( — \}vd (mod. m), wenn wieder d wie oben den Coefficienten von r(p"1}

in der Reihe bezeichnet, welche aus der cyclischen Function entspringt, nach-

dem man in derselben die unbestimmte Variable t an die Stelle von -m̂
gesetzt hat. Dies gilt auch, wenn die cyclische Function noch % enthält, also
von der Form F(k;z} = F(i(k)-\- Fi(ty.z-\- etc. ist, und hierbei einzeln
jFI,(A), jFi(Ä), etc. cyclisch sind; diese letzteren Coefficienten sind dann
selbst durch mv theilbar, und d wird eine Function von z. Man kann bei der
Bestimmung von beliebig Vielfache von m vernachlässigen und dadurch den
Werth von $ auf eine möglichst einfache Form reduciren, da $ doch nur in
einer Congruenz (mod, m) vorkommt. Betrachten wir, um diese Art der
Reduction deutlich zu machen, noch einmal die Potenz L1. Dieselbe ist homogen
und vom Grade , wenn F(Ä), in L = F(k}^-zF(gk)-\-ziF(g'1k}-\- etc.,
homogen und vom Grade ist. Bezeichnet v(p—\} das kleinste die Zahl
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bertreffende oder auch das ihr gleiche Vielfache von p — l , so sind in
L·1 = a(}-\- tZ -\- a^z? -\- ---- -\-αλ^%λ~ι die ganzen Zahlen a(n a^ etc. durch
mv theilhar und also i/ = mv (b()-\- bLz-\- etc.), wo *„, 6Χ, etc. ebenfalls ganze
Zahlen sind. Den Rest der letzteren (mod. m) kann man nun bestimmen,, wenn
man den Coefficienten von tv(p~1** in der Entwicklung von L1 aufsucht. Um
diese Entwicklung zu erhalten, hat man zun chst statt F(k) dieselbe ganze
ganzzahlige Function von 9(1·^), <p(r20, etc. zu setzen, welche F(k) von

φ(-ΐ — ί\ φ( 2 fc j etc. bedeutet, und die so erhaltene Function der unbe-7 \ m / Ύ \ m ' * '
stimmten Variabein / nach Potenzen von t zu entwickeln. Es sei die hieraus
hervorgehende Reihe Aj+^i^ + ̂ 2<2+ etc., oder besser:

Μτ + *τ+ι<τ+1 - f i n in f . = R(t}.
Es ist n mlich F(k} von der Dimension τ in Bezug auf die Wurzeln ange-
nommen worden, und da jede der Gr fsen φ(^1\ φ(Γ2 /) , etc. in ihrer Ent-
wicklung schon mit der ersten Potenz von t und nicht mit einem constanten
Gliede beginnt, so f ngt eine ganze Function derselben von der Ordnung τ
mit der Potenz Γ an. F r F(gk\ F(glk\ etc. hat man dann die Entwick-
lungen JB(yi), (^2/), etc. zu setzen; diese s mmtlichen Entwicklungen
brauchen nur bis v+p~l excl. fortgef hrt zu werden. An die Stelle von L
tritt auf diese Weise

4. *^+i -|- ̂ (T+D 4- . . . .

und in der λίβη P.otenz dieser Reihe L (t) hat man den Coefficienten von
aufzusuchen. Bezeichnet man denselben durch S = i0"|-^i^4" e*c-~h^-i^~\
so ist 6υ = (ϊ0, ii^tfj. etc. (mod. m). Bei der Aufsuchung von J findet nun,
da man Vielfache von m vernachl ssigen darf, folgende Vereinfachung Statt.
Man kann, wenn p — l = λβ gesetzt wird, aus der Reihe L (t) alle diejenigen
Potenzen von t weglassen, deren Exponent nicht mit e aufgeht, denn ihre
Coefficienten sind durch m theilbar. Man hat n mlich allgemein, wegen s2 = l,
f r jede ganze Zahl ρ:

dem Producte

und hier ist der zweite Factor = i_ ^ = \_^i durch m theilbar,
32*
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242 22. Eisenstein^ zur Lemniscatent Heilung.

aufser wenn p = 0 (mod. 0), dann ist derselbe =0 (mod. m); unter den
Werthen y = r, τ-j-l, τ-)~2, etc· brauchen also, da brigens keiner der
Coefficienten CT, cT+1, bis cT+p^ den Divisor m im Nenner enthalten kann,
nur die durch e theilbaren beibehalten zu werden, und an die Stelle von L (t)
kann man schreiben:

e. {cve(\ -f *?- -|- *V "+ · - - · + s2-1/2" 1)κβ) « Ή ^c.}.
In der λίβη Potenz dieser Reihe ist der Coefficient der niedrigsten Potenz
von t, deren Exponent mit p — l aufgeht, n mlich der Coefficient von tlve

= /^-1), offenbar

Diesem sehr einfachen Ausdrucke, mit (— l)y multiplicirt, ist also die ganze
complexe Zahl aus Aten Wurzeln der Einheit

-i**""1 congruent (mod. m).
Setzt man hier an die Stelle von % eine Wurzel der Congruenz 3λ = 1 (mod. m),
also eine Potenz von ge, so verwandelt sich der Factor

_
welcher = . — ̂ — ist, in eine durch m theilbare ganze Zahl; mit Ausnahmel zy
des einzigen Falles, wenn gerade die specielle Wurzel g~ve statt % gesetzt
wird. In diesem Falle wird der eben betrachtete Factor = λ (mod. in). Die
mehrgliedrig complexe Zahl b(}-\-bLz-\- — geht also f r jede Wurzel der Con-
gruenz #*ΞΞ! (mod. m) in eine durch m theilbare ganze Zahl ber; nur f r die
eine Wurzel g~~ve geht sie in eine ganze Zahl ber, welche = ( — ΐγβλ€*£.λλ

= (-l)*(p— I)*c4 ΞΞΞ (-l)y+V, (mod. m) ist, d. h. == (~l)v^mal der ^ten
Potenz des Coefficienten von tve in der f r F(k) zu setzenden unendlichen Reihe.
Im Vorbeigehen bemerkt, heifst dies, im Sinne der von Kummer eingef hrten
idealen Primfactoren : die complexe Zahl b{)-\- δλζ -\- . . . . enth lt alle idealen
Primfactoren von m aus ten Wurzeln der Einheit, mit Ausnahme desjenigen,
welcher zur Congruenzwurzel g~ve geh rt; der letztere kann nur dann in
ft0 +*!«-}· etc· enthalten sein, wenn der Coefficient cvt durch m theilbar ist.
Analoge Betrachtungen lassen sich, statt auf die Potenz i/*, auf ein Product
mehrerer Factoren von der Form F(k}-\-zaF(gk}^rziaF(g'lk}-\- etc. an-
wenden, welches eine cyclische Function darstellt, sobald die Summe aller
Exponenten a in den verschiedenen Factoren ein Vielfaches von λ ergiebt,
mag brigens die Function F als dieselbe, oder verschieden in den verschie-
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22. Eisenstein, zur Lemniscatentheilung. 243

denen Factoren angenommen werden. Ohne für den Augenblick in weite-
res Detail einzugehen, will ich unter den Resultaten, welche sich in Folge
einer ausführlichen Entwicklung [der obigen Principien ergeben und auf welche
ich später zurückkommen werde, nur eine characteristische Eigenschaft der in
den Auflösungsformeln für die Wurzeln der Gleichung W= 0 vorkommenden
Irrationalitäten als besonders bemerkenswert hervorheben. Ehe die neue-
sten zahlentheoretischen Arbeiten von Kummer erschienen und mir bekannt
geworden waren, hatte ich diese Eigenschaft in einer ziemlich complicirten
Form gefunden; sie läfst sich mit gröfster Einfachheit und Kürze aufstellen,
wenn man den schon oben berührten Begriff der idealen Zahlen zu Hülfe
nimmt, und zwar müssen die Elemente der idealen Zahlen nicht als reell, wie
bei Kummer, sondern selbst als complex und von der Form: a-\-bi ange-
nommen werden. Man findet dann, dafs mit Hülfe dieser Gattung idealer
Zahlen den Formeln für die Theilung der ganzen Lemniscate durch den Di-
visor m immer eine solche Form gegeben werden kann, dafs die vorkom-
menden Wurzelzeichen sich nur auf ideale Primfactoren des Divisors m
beziehen und dafs die Potenzen und Producte jener Primfactoren von m
unter den Wurzelzeichen ein demjenigen ganz analoges Gesetz befolgen,
welches Kummer für die Kreistheilung und in Rücksicht auf die gewöhn-
lichen idealen Primfactoren der reellen Primzahl p nachgewiesen hat. Die so
beschriebenen Irrationalitäten sind in der Lemniscatentheilung noch mit ge-
wissen rationalen Factoren aufserhalb des Wurzelzeichens multiplicirt, welche
durch die complicirte Natur der lemniscatischen Functionen bedingt werden.
Diese zu den wesentlichen Wurzelgröfsen hinzutretenden rationalen Factoren
entziehen sich den von mir angewandten Principien; sie kommen übrigens auch
schon in der Kreistheilung vor, wenn man statt der Wurzeln der Einheit an-
dere trigonometrische Functionen, z. B. die Tangenten aliquoter Theile des
Kreis-Umfanges betrachtet. Glücklicher Weise ist aber die Bestimmung der
genannten Factoren für eine ganze Reihe von zahlentheoretischen Anwendungen
nicht erforderlich, sondern nur die genaue Untersuchung der wesentlichen Wur-
zelgröfsen selbst; welche letztere, wie bemerkt, mittels der obigen Principien
vollständig durchgeführt werden kann.

§· 7.
Nachdem in den vorhergehenden drei Paragraphen allgemeine Prin-

cipien auseinandergesetzt worden sind, auf die ich mich in der Folge stützen
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werde, soll hier die vollständige Durchführung eines speciellen Problems aus
der Lemniscatentheilung versucht werden, welches wegen seiner Anwendung
in der Theorie der 8ten Potenzreste ein besonderes Interesse hat. Neben
den cyclischen Verbindungen der Wurzeln der Gleichung W= 0 hat schon
Abel diejenigen als besonders wichtig erkannt, welche, wie dies z. B. bei dem
oben betrachteten Ausdrucke F(k}-\-zF(gk)-\-zlF(glk}-\- etc. der Fall ist,
zu einer gewissen Potenz erhoben werden müssen, um eine cyclische Function
zu ergeben. Ich beabsichtige hier ins Einzelne solche Functionen zu unter-
suchen, deren achte Potenz die eben genannte Eigenschaft hat und welche
man als cyclische Verbindungen achter Ordnung bezeichnen kann, während dann
die früher definirten gewöhnliche cyclische Functionen, oder cyclische Functio-
nen erster Ordnung benannt werden müssen. Zuvor will ich noch einige Be-
merkungen über die cyclischen Functionen 2ter und 4ter Ordnung voraus-
schicken, deren Untersuchung als Einleitung zu der viel schwierigeren Theorie
der cyclischen Functionen 8ter Ordnung angesehen werden kann.

In einer früheren Abhandlung ist bereits ein sehr einfacher Ausdruck
betrachtet worden, dessen 4te Potenz einen rationalen Werth annimmt; ich
will denselben hier in einer von der dortigen etwas verschiedenen Weise

/> *\darstellen. Bezeichnet man der Kürze wegen die Wurzeln \—J durch (r}

und, wie oben, durch g eine primitive Congruenzwurzel (mod. m), so sind
(10 V(*)> VC?A), Vi/*),....^*-1*)

die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung FF=0. Ich wähle die Zahl g unter
derjenigen Hälfte, welche der Bedingung g^~^ = i (mod. / ) und nicht der
entgegengesetzten ^(P-I} = i (mod. in) genügen. Bildet man den Ausdruck

so ist derselbe, als Product aller Wurzeln, = dem letzten Coefficienten der
Gleichung W — 0, und zwar mit positivem Zeichen, weil der Grad p — l
dieser Gleichung eine gerade Zahl ist. Man hat folglich

(2.) (*) (^*) (^*) · · · · W2*) = »·-
Dieses Product, dessen Werth, m ist, will ich in vier Partialproducte zerlegen,
indem ich die ersten ^(p— 1) Factoren und dann von den folgenden ebenfalls
immer %(p— 1) vereinige. Diese vier Partialproducte lassen sich leicht auf
einander reduciren. Bezeichnet man das erste derselben mit P (k), setzt also

(3.)
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22. Eisenstein, zur Lemniscatentheilung. 245

und bedenkt, dafs allgemein
//(^( ~ } ) = ; (i r) = *y(r)i V(^(p~1)r) = y(—r} — — ̂ >(r);

und endlich /(^( -1) ) = /(— ir) = — ii//(r) ist, so sieht man leicht, dafs die
drei folgenden Producte durch resp. ^-^. ), (~1)^-1}P(Ä), (-i)<Cp-1}P(*)
ausgedrückt werden können und dafs demnach das ganze Product in (2.)
durch i*p-1>.(— I)«P-D.(_ i^^.P^)4 = (— l^-^.P^)4 ersetzt werden
kann. Hieraus ergiebt sich

(4.) P(kf = ( — l)*"-1*.»! = £191,

wo P (A) durch (3.) bestimmt ist. — Der Ausdruck P (k) ist eine cyclische
Function 4ter Ordnung und P(/c)4 eine gewöhnliche cyclische Function. Um
im Allgemeinen von dem cyclischen Verhalten eines Ausdrucks sich zu über-
zeugen, genügt es offenbar, zu untersuchen, ob derselbe durch die Substitution
von g k statt k unverändert bleibe. Man hat

und da y(gPih-»k) = y(ik) = iy(k) ist, so genügt P (k) der Relation P(gk} =
iP(/v), und es ist folglich P(gltf=P(kf. Ich will auf eine bestimmtere Weise,
als oben geschehen, durch die Benennung cyclische Functionen vierter Ordnung
alle diejenigen ganzen ganzzahligen Functionen derGröfsen(L) definiren, welche
der Relation F(gk) = iF(k) oder auch der entgegengesetzten Relation F(gk)
= i3F(A) Genüge leisten; für die cyclischen Functionen der zweiten Ordnung
soll auf analoge Weise die Bedingung F(gk) = — F(k) als Definition fest-
gesetzt werden. Unter dieser Voraussetzung ist nicht allein die vierte Potenz
jeder cyclischen Function vierter Ordnung, sondern auch das Product aus
irgend vier, welche derselben Relation genügen, und aus zweien, die den bei-
den entgegengesetzten Relationen genügen, eine gewöhnliche cyclische Func-
tion; Dasselbe gilt von dem Producte aus irgend zwei Functionen zweiter
Ordnung. Da demnach, mit Rücksicht auf (§. 6.) , die eben bezeichneten Ver-
bindungen ganzen Zahlen gleich sein müssen, so kann man diese Bemerkung
dazu anwenden, um die Werthe aller cyclischen Functionen zweiter und vierter
Ordnung auf den bereits durch (4.) ermittelten Werth von P (K) zurückzu-
führen. Gesetzt die drei Functionen F(A), JF'(Ä), F"(k) genügen den Be-
dingungen resp. F(gk) = iF(k\ F'(yQ = -iF'(Q, F"(gk} = — F"(k\
so sind, da auch P(gk} = iP(k} ist, die folgenden Combinationen F(k}P(k}3,
F'(k)P(k) und F"(k)P(ky ganzen Zahlen gleich. Bezeichnet man diese gan-
zen Zahlen durch h, K, h" und erhebt zur vierten Potenz , so erhält man, mit
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246 S2. Eisenstein, zur Lcmniscatenthellung.

Rücksicht auf den Werth von P(k}*, aus (4.) :
F(*)4.(«f»)3 = A4, F'(kf. em = A'4, F"(k)*.m2 = A"4.

Da nun auch F(k}\ F* (kf unAF"(k)* ganzen Zahlen gleich sind, so müssen
A4, A'4, A"4 durch m theilbar sein, und da m eine Primzahl ist, so mufs Das-
selbe von A, A', k" gelten. Setzt man demnach

A = wiÄ19 A' = roA/, A" = «iA/f,
so erhält man, nach Weglassung gemeinschaftlicher Factoren, die Resultate

welche in folgenden Lehrsatz vereinigt werden können :
4

„Bezeichnet man durch z/ die Wurzelgröfse y(( — I)*(P~"I}.M), so ist
„der Werth jeder cyclischen Function vierter Ordnung, welche der Bedingung

= iF(k) genügt, von der Form kJ. Genügt dieselbe der Bedingung
= — *F(k)) so ist ihr Werth von der Form kJ3. Endlich: ist der

„Werth jeder cyclischen Function zweiter Ordnung, welche der Bedingung
yyF(gK) = — F(k) genügt, von der Form Az/2; und es bedeutet dabei A
„jedesmal eine von der Natur der Function abhängige ganze Zahl.'"

Als Beispiel betrachte man den Ausdruck

welcher in die Categorie der bei Abel vorkommenden gehört. Die vierte Po-
tenz dieses Ausdrucks ist von der Form A4( — IjK'^jw, oder von der Form
A*(— l)*(p""1}tw3, je nachdem a = 3oder ! (mod.4) ist. Wenn a = 2 (mod.4),
so ist schon das Quadrat desselben eine ganze Zahl von der Form A2(— l)*(p"^m.

In gewissen Fällen kann die ganze Zahl A sich auf Null reduciren; in
solchen Fällen ist die cyclische Function selbst =0 und die Form des Re-
sultats wird illusorisch, da es sich von selbst versteht, dafs Null die Eigen-
schaften der cyclischen Functionen theilt und unter den mannigfaltigsten For-
men aufgefafst werden kann; dafs aber immer solche Verbindungen existiren,
für welche A von Null verschieden ist, ergiebt sich aus dem Obigen, und
wäre es auch nur die einzige Function P (k) selbst, welche gewifs dieser
Bedingung genügt, indem für sie k = l ist. Die besondere Wichtigkeit dieser
letztern Bemerkung wird weiter unten noch klarer hervortreten.

Das biquadratische, von Gavfs aufgestellte Reciprocitätsgesetz ergiebt
sich, wie ich hier kurz anführen will, mit der gröfsten Leichtigkeit aus der
in obigem Lehrsatze ausgesprochenen Eigenthumlichkeit der cyclischen Func-
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22. Eisenstein, zur Lemniscatentheilung. 247

tionen vierter Ordnung, und zwar leistet jede Funclion dieser Art zu dem
Ende gleiche Dienste, nur ist es nöthig, wenn man m mit einer anderen pri-
mären Primzahl n vergleichen will, F(k) so auszuwählen, dafs h zu n rela-
tive Primzahl wird. Dieser Bedingung genügt P (k) selbst unter allen Um-
ständen. Hat man also F(gk) = iF(k} und mithin dem Lehrsatze zufolge
F(kf = s m A4 gefunden, so ergiebt sich nach den Principien in (§. 4.)
(im)^^A^+3=F(*)^ = F(*)3(F(nÄ)4-iir(Ä)); woN(n} = </ gesetzt ist.
Nimmt man n^gv (mod. r/i) an, so wird F(nk) — F(gv Ä)== ivF(K), und
wenn man noch statt F(KfT(K) blofs T(/c) schreibt und iv F(kf durch P.
ersetzt 9 so gelangt man zu einer Gleichung, der sich die Form

geben läfst. Hier steht links eine ganze Zahl. Dividirt man dieselbe durch n,
so erhält man, wenn nicht eine ganze, so doch mindestens eine rationale Zahl.
Es hat also T(Ä), welches eine ganze ganzzahlige Function der Gröfsen(l.)
bedeutet, einen rationalen Werth und ist demnach nach den Principien in
(§. 6.) einer ganzen Zahl gleich. Die obige Gleichung verwandelt sich dem-
nach in eine gewöhnliche Congruenz (mod. n) ; aus derselben kann man noch
den Factor emh* weglassen, da m von n verschieden und A wie vorausge-
setzt zu n relative Primzahl ist; dies giebt dann

(€Hi)*(*-1)Ä«f-1 (mod. n).
Aus dieser Congruenz, in welcher € = (— 1)* >- js^ ergiebt sich unmittelbar das
gesuchte Reciprocitätsgesetz, wenn man bedenkt, dafs A9"1, welches =1 (mod.»)
ist, ebenfalls weggelassen werden kann, und dafs v den biquadratischen Character
von n in Bezug auf m (nach der Definition von Gaufs') bedeutet. Es ist
leicht zu sehen, dafs das ganze Verfahren illusorisch werden würde, sobald
A = 0 wäre.

Hieran schliefsen sich auch, wenn man den Analogieen der Kreistheilung
folgt, diejenigen Zerfällungen der ganzen Function MF, welche der Eintheilung
ihrer Wurzelwerthe (1.) in zwei oder vier Perioden entsprechen. Setzt man

so geht, wenn gk statt k substituirt wird, W± in W2 und zugleich FF"2 in
W über; es bleibt daher W^W^ durch diese Substitution ungeändert und
Wi— W \ wechselt sein Zeichen; und zwar gilt dies für jeden Werth von x,
also auch in Rücksicht der Coefficienten dieser ganzen Functionen. Diese Coef-
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ficienten sind demnach für die Summe W^W^ gewöhnliche cyclische Func-
tionen, also ganze Zahlen, und für die Differenz W± — W2 cyclische Functionen
zweiter Ordnung, also, von der Form A]/fw. Hiernach ist es erlaubt

'Wi+ W2 = Y, W,- W* = Zym
zu setzen, wo und Z ganze ganzzahlige Functionen von bedeuten, die
erste vom Grade ^( — 1), die zweite vom Grade \(p — 3). Aus diesen
Gleichungen folgt, durch Addition und Subtraction:

und da W =* dem Producte W± W2 ist, „so läfst sich immer 4 PF auf die Form
^w = ( -f z ]///*)( r- z ///o = r2— mZ2 = r2-f « ( 2

„bringen." Durch eine mehr detaillirte Untersuchung läfst sich sogar zeigen,
„dafs W selbst auf diese Form F2 — m Z2 gebracht werden kann." und
ZI sind stets beide von Null verschieden, weil sonst W als ein vollständiges
Quadrat dargestellt werden könnte, was offenbar der in (§.2.) bewiesenen
Irreduclibilität der Gleichung W=0 widerstreitet. Um wenigstens ein Bei-

_ 3^4-6 754-^ 9

spiel zugeben, sei m = — 3, ;> = 9; dann ist <p( — 3£) = . fi ' 4 — ̂  8» · ,

also = ?8-|-6^4 — 3 = (^ + 3)2 — 3.4, F=^4 + 3, Z = 2i. Hier kann
man nämlich y = l-^i setzen, und die geraden Potenzen von g werden = l,
— i, — l, i (mod. — 3), die ungeraden Potenzen von ff = denselben Zahlen
noch mit 1-j-i multiplicirt; es nehmen daher FFi und W^ die Formen resp.
x* — w* und x* — M/4 an, wo w* und wn die beiden Wurzeln der quadrati-
schen Gleichung £2-f-6£~ 3 = 0 sind. — Diese Art der Zerfällung steht
im genauesten Zusammenhange mit der von Dirichlet im 24ten Bande ge-
genwärtigen Journals untersuchten Anzahl der binären quadratischen Formen
in der complexen Zahlentheorie; doch will ich dem hochgeehrten Verfasser
in der näheren Auseinandersetzung jenes Zusammenhanges nicht störend vor-
greifen, da der zweite Theil seiner betreffenden Abhandlung (a. a. 0. Seite 291)
noch zu erwarten ist und Dirichlefs eigene weitere Durchführung dieses
Gegenstandes gewifs ein Wunsch aller Freunde der Zahlentheorie sein wird.

Eine der obigen analoge Betrachtung der vier Factoren von W> welche
der Zerlegung der Totalität der p — l Wurzeln in 4 Perioden entsprechen,
zeigt, mit Rücksicht auf die Eigentümlichkeit der cyclischen Functionen vierter
Ordnung, dafs diese vier Factoren in der Form

F"z/2-f »'4*)
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enthalten sind, aus welcher sie hervorgehen, wenn man der Wurzelgr fse
^/ = y((-l)*i''-1)fw) ihre vier verschiedenen Werthe giebt. F, Υ', Υ", Υ'"
sind vier ganze Functionen von χ mit ganzen Coefficienten ; die erste F ist
vom Grade \(p — 1), die brigen drei sind wenigstens um einen Grad nie-
driger. Bezeichnet man n mlich die vier Factoren durch FF0, W^ W7^ ΗΚ3,
so ist nur zu bemerken, dafs die ganzen Functionen von x:

und w* — iWi—WiYiWi,
so wie ihre Coefficienten, cyclische Verbindungen resp. von der ersfen, vier-
ten, zweiten und vierten Ordnung sind, und dafs aulser der ersten in den drei
anderen das h chste Glied ar*(p"1) sich aufhebt. Das brige ergiebt sich leicht.

Cyclische Verbindungen achter Ordnung, zu denen ich jetzt bergehe,
finden nur dann Statt, wenn p = l (mod. 8), also £(/? — 1) eine gerade Zahl
ist. Unter dieser Voraussetzung, welche im Folgenden stets gelten soll, ist
(— l)*<p-1) = -|-l, P( )4 = 0i, und die Wurzelgr fse Λ geht in \/m ber.

Um die einfachste cyclische Function achter Ordnung, oder wenigstens
eine solche, welche die leichteste Behandlung zul fst, zu finden, zerlege ich
das Product P (K) abermals in zwei Factoren

wo der K rze wegen p — l =8 λ gesetzt ist. Aus Q und R bilde ich die
Verbindung

(6.) 0(A) — >iB( ) = 8 (K) = Α(Α;ω),

in welcher ω irgend eine der beiden Wurzeln der Gleichung ω2 = i be-
zeichnet. Zwischen den Functionen Q und R finden folgende Relationen,
bei denen nicht zu vergessen, dafs y(g'llK) = ψ(ίΑ) = ιψ(Κ) ist, Statt:

ferner 0fi= P, Q*R*= P4 = m. F r die Function ergiebt sich hieraus

also ist in der That eine cyclische Verbindung 8ter Ordnung: denn aus
Α(4*) = α)Α(Λ) folgt S(#k)*=S(k)s, da ω8=1 ist; und zwar gilt dies
f r beide Werthe von ω, die der Gleichung ω2 = ί gen gen und deren einer
dem ndern entgegengesetzt und zugleich die 5te Potenz desselben ist. Statt
indessen gleich von vorn herein bis zur 8ten Potenz von S aufzusteigen, be-

33*
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trachte ich zun chst S~ und andere eben so einfache Verbindungen, welche
sich bequem mit den bereits untersuchten cyclischen Functionen 4ter Ordnung
vergleichen lassen. Beachtet man die f r alles Folgende sehr wesentlichen
Relationen

(7.) P(gh) = iP(k) = c»2P(/fc), S(#k;a>} = αιβ(Α,-ω),

so zeigt sich leicht, dafs die Verbindungen

S (k; ω)2Ρ(Α)3, S (k; u/)2P(£)3, S(k} ω) S (k; ω5)Ρ(&)
-durch die Substitution von gk statt k unver ndert bleiben; denn die in Folge
der Relationen (7.) als Factoren hinzutretenden Potenzen von ω vereinigen
sich jedesmal zu o?8=l. Da diese Unver nderlichkeit f r beide Werthe von
ω Statt findet, so sind alle jene Verbindungen nach (§. 6.) ganzen complexen
Zahlen von der Form Α-\-Βω gleich, so dafs A und B gew hnliche ganze
complexe Zahlen aus vierten Wurzeln der Einheit bedeuten. Um jene Ver-
bindungen bersichtlicher darzustellen, kann man S (k; ω5) = S' (k) setzen
und die Zahl k berall weglassen, so dafs S—Q — u>iR9 S'=Q-\-a>iR
geschrieben wird. Dann sind also
(8.) S2 P3, S'2P3, SS'P, = ganzen Zahlen von der Form Α + Βω.

Ich entwickle jetzt die Ausdr cke in (8.), indem ich statt S und &' wieder
die Verbindungen Q — icoR und 0-j-t'coJR setze und die Gleichungen QR = P,
P4=±rf/i zu H lfe nehme. Dies giebt

S2 P3 = Q2-iR2

Der Coefficient von ω wird also = — 2 im und ist*« priori angebbar; der
brige Theil (Q2 — iR2)P^ welcher ω nicht enth lt, mufs f r sich ebenfalls

einer ganzen Zahl gleich sein. Dies kann a posteriori nachgewiesen werden;
denn setzt man yk statt Ar, so geht Q2 in 2, R2 in — 2, also Q2 — iR2 in
R2-{-iQ2=:i(Q'2 — iR2), ferner P3 in i3P3 ber, also bleibt «?2 — i 2)P3

durch diese Substitution unver ndert und ist deshalb nach (§. 6.) einer ganzen
Zahl gleich. Diese ganze Zahl ist berdies nach (§. 5.) durch m theilbar, da
der Ausdruck in Bezug auf die Wurzeln (1.) homogen und vom Grade
2λ4-6λ==8λ = ̂ — 1>0 ist. Die f r S2 P3 zu setzende complexe Zahl
Α-\-Βω hat also die beiden Eigenschaften B= — 2im und -4 = 0(mod. w).
Der Werth von S'2P3 geht entweder aus dem von 2P3 durch Vertauschung
von ω mit ω5 = — ω hervor, oder kann auf dieselbe Weise ermittelt werden,
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22. Eisenstein^ zur Lemniscatentheilung. 251

und man erh lt
(9.) S2P3 = w(fi — 2ίω), S'2P3 — »ι(ιι-}-2ιω).

Die Multiplication dieser beiden Gleichungen giebt
Α2Α^Ρ6 = »ι2(ιι-}-2ιω)(ιι — 2ιω).

L fst man links P4, rechts statt dessen den Factor r/i weg, so kommt (SS'Pf
= iii(ti-j-2tc )(« — 2ίω), und da SS'P ebenfalls eine ganze Zahl und zwar
eine gew hnliche complexe Zahl ist, indem SS'P= (02-f -i R2) P die Wurzel ω
nicht enth lt, so mufs wi(ti-j-2ico)(ti — 2 i ω) ein vollst ndiges Quadrat sein;
woraus hervorgeht, dafs (ti-j-2tco)(ti — 2ίω) (welches sich brigens auf die
gew hnliche complexe Zahl u?-\-4i reducirt) mit m aufgeht und dafs der Quo-
tient der Division ebenfalls ein vollst ndiges Quadrat sein mufs. Setzt man
(u -j-2 i ω) (u — 2ic0) = r/ii?% so jist v eine gew hnliche ganze complexe Zahl
und man findet

(10.) SS'P = mv, (tt + 2ioi)(ti — 2ίω) = mv\
Aus dem Werthe ±2 im des Coefficienten von ω in S2P* und S"*P3 (9.)
ergiebt sich sogleich, dafs diese Gr fsen, und folglich auch S und S' selbst,
von Null verschieden sind und dafs es demnach immer cyclische Ver-
bindungen achter Ordnung giebt, die einen von Null verschiedenen Werth
haben. — Die ganze Zahl u bleibt unbekannt; es l fst sich indessen ihr Rest
(mod. r/ι) angeben. Zu dem Ende ist es nach den Principien von (§. 5.) nur
n thig, den Ausdruck (Q~ — iR2)P3 = mu in eine unendliche Reihe nach

fcOPotenzen von / zu entwickeln, nachdem man zuvor t statt — in den Wur-

zelgr fsen ψ (A) = φ(^— )^ <p(gty — i/>(— — J u. s. w. gesetzt hat, und in

diese Reihe den Coefficienten der niedrigsten Potenz von i aufzusuchen, deren
Exponent durch μ — l theilbar ist. F r das vorliegende Beispiel wird die Auf-
findung jenes Coefficienten dadurch ungemein erleichtert, dafs der zu ent-
wickelnde Ausdruck vom Grade p— l ist und also nur das erste Glied der
Entwicklung, welches die Potenz P*1 enth lt, beibehalten zu werden braucht;
auch bei der Entwicklung der einzelnen Theile ist jedesmal nur das erste
Glied beizubehalten n thig. Da wir es hierbei nur mit Producten von der
Form y(rf)y(r'/)y(r"/) zu thun haben, so bemerke man, dafs allgemein die
Entwicklung der lemniscatischen Function <jp(ri) mit rt als erstem Gliede be-
ginnt, und dafs demnach f r ein Product wie tp(rt}<p(r'l}q)(r"l}. . . . der
erste Coefficienl der Entwicklung zu dem Product der Zahlen rr'r" ____ wird,
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wobei brigens die Zahlen r, r'9 rtf
f . . . . ungleich, oder auch zum Theil gleich

sein k nnen. Hiernach f ngt, wenn man die Entwicklung ausf hrt, Q* mit
(///.--./^^^/^^Λ 2 mit (9W....j*-^f*=y**f* an,
also Q* — iR* mit /'^(l —ί/λ)^; ferner f ngt P3 mit C^///..../^1)3*6*

^ also endlich der zu untersuchende Ausdruck (Q2 — ijR2)P3 mit

Rest (mod. »0 des gefundenen Coefficienten ^2~5A(1 — ig2*) handelt, so kann
man denselben vereinfachen, indem man die Congruenz g~l^i (mod. m) hinzu-
zieht; l— igu geht dann in l— i.i = 2 ber, <fl* wird =l, g~*1 ~g*1 = igl, also
kann blofs 2ig* statt des Coefficienten von ίρ~λ geschrieben werden. Vergleicht

man dies mit dem allgemeinen Satze —-JF(A) = (— \}V3 (mod. m) in (§.5.),

so ist hier i>=l, 8 = %igl (mod. »i), mithin u = —(Q2 — iR2)P* = — 2ig*nt>
(mod. m). Man bemerke die hieraus sich ergebenden Congruenzen

(11.) u — 2ia) = — 2?(^-|~ω)> u-\-2ia> = — 2ί(^ — ω ) (mod. iw),
durch deren Multiplication sich das schon oben gefundene Resultat best tigen
l fst, dafs n mlich das Product (ti —2ίω)(«-}-2ιω) durch m theilbar ist; denn
dieses Product wird = —4(^-{~α>)(^λ — ώ) ^—4(^2 λ — i) (mod. iw) und
g& — ί ist wirklich durch m theilbar. Um indessen einzusehen, wie sich der
Divisor m auf die beiden Factoren vertheilt, sind einige S tze aus der elemen-
taren Theorie der aus achten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten Zahlen
nothwendig, mit welchen ich mich im folgenden Paragraphen besch ftigen werde.
Inzwischen folgt ber die Form von und S", soweit das Bisherige reicht, dafs

(12).
*~vo f f\ · \Λ r-̂  ίο= m (u—2?ω)4, Ss =

ist, wie sich aus (9.) ergiebt, wenn man statt P seinen Werth ]/m setzt; das
Producl beider Wurzelverbindungen in (12.) enth lt nur noch die eine Irra-
tionalit t ]/iw, wie aus (10.) hervorgeht, und die ganze Zahl n ist Ξ— 2igl

(mod. i/i). Zu einer gr ndlichen Erforschung der in (12.) vorkommenden
Irrationalit ten ist es jedoch ebenfalls erforderlich, die wichtigsten elementaren
S tze ber die aus achten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten Zahlen
vorauszuschicken.
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§. 8.
Die aus 8ten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten complexen Zahlen

betrachte ich immer unter der Form Α-\-Βω, in welcher A — a-\- bi, B = c-\-di
gew hnliche complexe Zahlen sind und ω2 = i ist. Vollst ndig ausgeschrieben
wird eine solche Zahl

a-\-b^-\-(c-\-di)ω — a-j-cu> -\- bωλ-|~ rfco3,
und wenn man a-\-cx -\-bx2-\-dx* = a-\-bx2-\- (c-\-dx2) χ — f ( x ) setzt, so
wird sie = /"(ω). A und B bleiben unver ndert, wenn ω 5 — — ω an die
Stelle von ω tritt; dann geht A -j- Βω = /*(ω) in A — Βω — f(co5) ber.
Anders verh lt es sich, wenn ω3 oder ω7 statt ω gesetzt wird, wodurch i
in — i und A und B gleichzeitig in ihre conjugirten Werthe a — bi resp.
c — di bergehen. Da das Product der beiden Werthe Α-\·Βω und A — Βω,
welche ich zugeordnete nennen will, eine wichtige Rolle spielt, und da das
Wort Norm schon eine anderweitige, ganz bestimmte Bedeutung als Quadrat
des analytischen Moduls f r die imagin ren Ausdr cke erhalten hat, so entsteht
in der That eine Verlegenheit, wie ein solches Product zu bezeichnen sei. Ich
will, in Ermangelung eines besseren Ausdrucks, das Product (Α-\-Βω)(Α—Βω)
= /*(ω)/"(ω5), welches die gew hnliche complexe Zahl A2 — i B1 vorstellt,
einstweilen das Normalproduct von Α-\-Βω oder A — Βω nennen und durch
$1(Α-\-Βώ) = $1(Α— Βω) bezeichnen. Die Norm von /*(ω) ist dagegen das
immer positive Product f^f^^ — Nf^ — Nff ), die Norm von /'(ω3)
das ebenfalls positive Product f(w?)f^) = #/*(co3) = Nf^*). Das Product
aller vier Werthe f(<**)f(u?)f(uf)f(a?) ist die Norm des Normalproducts
= Ν$1(Α-}-Βω) = Ν(Α2— iB2) und hat immer einen reellen positiven und
zwar ganzen Werth, wenn A und B ganze Zahlen sind. Da die vorliegen-
den complexen Zahlen vom Standpuncte der gew hnlichen complexen Zahlen-
theorie und nicht von dem der reellen angesehen werden und ω nicht
sowohl als achte Wurzel der Einheit, sondern als Wurzel der Gleichung
ω2 = i zu betrachten ist, so soll im Allgemeinen eine Trennung von A und B
in ihre weiteren Bestandtheile nicht unn thigerweise vorgenommen werden,
und ich unterscheide nur die beiden F lle der complexen Zahl .4-}-1?ω, wenp
B = 0, und wenn B von Null verschieden ist. Im ersten Falle ist die-
selbe monom und man hat /"(ω) = /*(ω5), 91 f(ω) = /"(ω)2 == Α2, im zweiten
ist sie binom und /"(ω5) ist von f(co) verschieden. F r gewisse Betrachtungen
k nnte es von Interesse sein, die F lle, in welchen die complexe Zahl auf
die Form a-^bf oder a-\-b^/—2 gebracht werden kann und in welchen
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254 22· Eisenstein, zur Lemniscatcntheilung.

entweder /» mit /"( 7) und /"( 3) mit /"( 5), oder f ( m ) mit /"( 3) und /*( 5}
mit /*(c/j7) übereinstimmt, speciell hervorzuheben und von den übrigen abzu-
sondern: für den gegenwärtigen Zweck scheint indessen eine solche Unterschei-
dung überflüssig und würde nur unnöthige Complicationen verursachen.

Obwohl die elementaren Sätze über diese complexen Zahlen aus der
von Dirichlel gegebenen Theorie der binären quadratischen Formen für die
gewöhnlichen complexen Zahlen abgeleitet werden können, wenn man der
Determinante den speciellen Werth i giebt *), so scheint es mir doch ein-
facher und angemessener, einem demjenigen ähnlichen Wege zu folgen, welchen
auch Dirichlet am Anfange seiner oben erwähnten Abhandlung (a. a. 0. §. 2.)
eingeschlagen hat und welcher schon von Gaufs in seinen „Disq. Arithm."
für reelle Zahlen, ja selbst schon von Euclid vorgezeichnet worden ist. Man
geht hierbei von folgender Grundbetrachtung aus. Ist -^ eine beliebige
gegebene complexe Zahl, in welcher a und nicht nothwendig ganze Zahlen
sind, sondern beliebig rationale oder irrationale Werthe haben können, Ä-j-1°>
eine unbestimmte ganze complexe Zahl, und setzt man die Differenz

a + ßa>-(k+la>} = («-*) + (/?-/)«> = /-( ),
so läfst sich über die unbestimmten ganzen Zahlen k und l immer so ver-
fügen, dafs das Product f(w)f(u>*)f(o}6)f(w7)<^l wird, wobei das Zeichen <C
in allen Fällen die Gleichheit ausschliefst. Setzt man f(u))f(w^f(a)5)f(a)7) = H
und bezeichnet durch ein vorgesetztes M den analytischen Modul irgend einer
Gröfse, so erhält man

17= JV[(a - k)2 — i(ß — O2], }//7= M[(a -k? — i(ß — /)2].
Betrachtet man den Ausdruck (a — )2— i(ß — /)2 als die Summe aus ( — )2 und
— i(ß — l}\ und bemerkt, dafs M(a — kY==]M(a — Ar) und M ( — i ( ß — /)2)
= M(ß— )2 = (/3 — /) ist, so folgt aus einem bekannten Satze:

in<^N(a — Ä) + JV(/9— I).
In den beiden Normen N (a — A?) und N(ß—/) kann man die ganzen Zahlen
k und / immer so bestimmen, dafs jene entweder beide < \ werden, oder we-
nigstens die eine <i, die andere =£ wird. Eine Ausnahme macht nur der
Fall, wenn a und gleichzeitig von der Form ±|±|i sind; d.h. man kann
immer N(a — A)^^ und N(ß — l)<^% machen und beide untere Zeichen
zugleich braucht man nur in dem einzigen eben erwähnten Falle gelten zu
lassen. Mit Ausnahme dieses einen Falles hat man also stets, wenn k und /

*) Vergl. Jacobi's Bemerkung hierüber im 19ten Bande dieses Journals S. 316.
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demgemäfs bestimmt werden, yiI<^N(a — k)-\-N(ß -- 1)<.%-\-%<1, also
auch 77<1 (nicht < 1); wie behauptet. Was den allsgenommenen Fall be-
trifft , in welchem a = ±^±^i und zugleich = l±i^ so kann man f"r

diesen der Zahl /"( ) die Form (£-[- £ ) + (± -f £1) = ±(1 -fi).(l -f- ) ge-
ben und es wird .77 ==·{·, also auch in diesem Falle I7<Cl.

Aus diesem Princip geht hervor, dafs zu dem Quotienten je zweier

gegebenen ganzen complexen Zahlen von der hier betrachteten Art J]

immer eine ganze complexe Zahl A-f/ dergestalt bestimmt werden kann,

dafs für die Differenz ~\ — (A-j-to) die Norm des Normalproducts unier

der Einheit liegt und dafs also

wird. Hierdurch wird die Möglichkeit gegeben, die bekannte Operation der
Aufsuchung des gröfsten gemeinschaftlichen Theilers zweier Zahlen auch für
die hier vorliegenden complexen Zahlen so durchzuführen, dafs die Reihe der
zu bildenden Quotienten und Reste endlich abbricht; und im Gefolge dieser
Operation ergeben sich alle diejenigen elementaren Sätze über die Theilbar-
keit der Zahlen durch einander und ihre Darstellbarkeit durch Producte von
Primzahlen, welche das Fundament der reellen und der gewöhnlichen, von
Gaufs eingeführten complexen Zahlentheorie ausmachen. Da sich demnach
in der neuen Theorie mit wenigen Ausnahmen Alles vollkommen analog ge-
staltet, so wird es der Kürze wegen genügen, wiederholt auf die ersten
Paragraphen der schon oft citirten Abhandlung von Dirichlet im 24ten Bande
gegenwärtigen Journals zu verweisen und nur die eigenthümlichen Puncte der
Theorie hervorzuheben, unter welchen die Betrachtung der complexen Ein-
heiten obenan steht.

Unter den complexen Einheiten will ich alle diejenigen ganzen Zahlen
zusammenfassen, deren Normalproduct eine gewöhnliche Einheit ±1, oder
±i ist. Aufser den Potenzen von sind also noch die übrigen Lösungen
der Gleichungen A2 — iB2 = ±1 und A2 — iB2 = +i aufzusuchen. Ich
bemerke, dafs aus den Lösungen der Gleichung A1 — iB2=-\-l sofort die
der drei übrigen in der Form A2 — iB* = iu enthaltenen Gleichungen durch
Multiplikation mit einer Potenz von hervorgehen. Denn genügt /'( ) der
ersteren, so dafs f(w)f(a)*) = l ist, so hat man, /*( ) = ~ ( ) setzend:

i»;
Crellc's Journal f. d. M. Bd. XXXIX. Heft 3. 34
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also genügt dann w>uf(w} der Gleichung A2 — iB2 = i^; und umgekehrt : jedes-
mal, wenn f(u>} der letzteren Gleichung genügt, ist a)Pf'(a))=f(a)) eine
Lösung von A2 — iB2 = l ; so dafs demnach, wenn f(co} alle Lösungen dieser
Gleichung enthält, u)~~Pf(ü)} alle Lösungen von A1 — iB2 = it4 ergeben wird.
Dirichlel hat die allgemeine Theorie der Gleichung A2 — 2 = 1 für eine
beliebige gewöhnliche complexe Zahl D aufgestellt und dabei den Fall beson-
ders hervor gehoben, wenn D einen reellen Werth hat, oder, wie dies hier
der Fall ist, das ifache einer reellen Zahl bedeutet. Seinen Andeutungen fol-
gend, setze man A = a-\-ßi, = -\- , wodurch die Gleichung

in die beiden
(a.) a2-/?2+2^ = l und 00 2a/3— y2-f<F = 0

zerfällt. Die zweite läfst sich so schreiben:
(c.) 2aß = (y + J)(y-J);

woraus hervorgeht, dafs einer der beiden Factoren y-fi und — d gerade
ist, also, da Summe und Differenz zweier Zahlen immer zugleich entweder
gerade oder ungerade sind, dafs auch der andere Factor gerade sein mufs.
Setzt man demnach y-\-d = 2k, — d = 2h, so wird y = k-\-A, d = k — h9

2yd = 2(k2 — h2} und aus (c.) wird
(t>.) aß = 2kh.

Erster Fall: gerade = 2/3'; aß' = kh = abcd, a = ab, ß' = cd, k = ac,
h = bd; aus (a.) wird a2b2 — 4c2rf2 + 2aV — 2b2d2 = (a2 — 2rf2)(Ä2 + 2c?2) — 1;
da also b2-\-2c* in l aufgeht und gewifs positiv ist, so kann nur b2 4- 2c2 = -[- 1
sein, also 0 = 0 und b = +.1= ; ferner ist dann zugleich «2 — 2rf2=l.
Hiernach ist/3 f = crf = 0, also auch /3 = 0, /c = «c = 0, A = €d, a = ea,

s= ed, = — *rf, folglich in diesem Falle /"( ) = 6(#-[- (1 — i)J) =
€(a-frf | /2), während «2 — 2rf2 = 1. Zweiter Fall: a gerade = 2<x';
a'ß = kh—abcd, a'— ab, — cd, k = ac, h = bd; aus (a.) wird
(2a2 — d2)(2b2-\-c2) = l, woraus, wie vorhin, 6 = 0, c = +1 = €,

2— 2«2=— l, « = A = 0, ^=erf, y = J = * = «e, ^( )== ( -[-( (14.|)«)
= 6i(rf-f H]/2), während rf2 — 2«2= — 1. Die einfachste Lösung der Gleichung
#2 — 2y2= — l ist £· = 19 y=l , also sind alle Lösungen von x2 — 2y2

== — l in ±(l~f ]/2)2y+1, y von — oo bis oo, und alle Lösungen von x2 — 2y2

= +1 in ±(l-j-]/2)2y enthalten. Daher sind alle Werthe von /"( ) in den
beiden Formen €

±(l-fl/2)2" und ±t(
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enthalten, die sich in ±[i(l +]/2)]v vereinigen lassen, weil iv = ±1 oder
= + 1, je nachdem v gerade oder ungerade ist. Da if — ω.ω^2 = ω(1 -f-i) ist,
so hat man, in der gew hnlichen Form ausgedr ckt, f(u>) = ±(i-f ω(1 -\-i}~y
= ±ev, wenn die einfachste complexe Einheit i-|-co(l-f i) hier und im Fol-
genden durch e bezeichnet wird. Alle complexen Einheiten sind demnach in
der Formel

(13.)
von —σο bis σο

enthalten. Die Zahl e f llt, abgesehen von dem Factor i, mit dem positiven
und von l verschiedenen Werthe l -j- ]/2 zusammen, und es sind daher alle
ihre Potenzen sowohl unter sich als auch von den Potenzen von ω verschie-
den. Die Potenzen der zugeordneten Zahl ef ==^i — co(l-j-i) liefern keine neuen'
eomplexen Einheiten; denn aus eer==l folgt ef=^e^i

9 also fallen die positi-
ven Potenzen von er mit den negativen von e und umgekehrt zusammen.

Nach den complexen Einheiten sind die einfachsten complexen Zah-
len l -[-ω und die Potenzen dieser Zahl. Von ihnen ist zu bemerken:
1) das Normalproduct von l-}- ω ist (l -f ω) (l — ω) == l — i, hiervon 2 ist die
Norm; 2) l-j-ω geht f r jeden ganzen Werth von μ in 1-j-o/1 auf; wenn μ
ungerade, so ist der Quotient eine complexe Einheit; jede Potenz von ω ist
= l (mod. l -{-ω)· 3) Die Potenzen von l-}- ω k nnen, so oft sie als Moduln
vorkommen, durch einfachere Zahlen ersetzt werden: die geraden Potenzen
(l-f-ω)2, (l-j-ω)4, (l-fco)6, (l + ω)8 u. s. w. durch resp. l±i, 2, 2±2i,
4 u. s. w., die ungeraden Potenzen durch die Producte dieser Zahlen in l-j-ω,
so dafs z. B. (l-j-ω)17 mit 8-[-8ω gleichgeltend ist. 4) Alle complexen gan-
zen Zahlen zerfallen in ungerade und in solche , die durch l -f ω oder eine
h here Potenz von l -f ω theilbar sind; jede ungerade Zahl Α-\-Βω ist
Ξ l (mod. l-f^) und ^ΟΓ s'e ist eine der beiden Zahlen A, B ungerade,
die andere gerade, d. h. durch l -[-t theilbar. Wenn Α-\-Βω durch l-}- ω, aber
nicht durch 1-j-i theilbar ist, so sind A und B beide ungerade; in jedem
anderen Falle sind A und B beide durch 1-fi theilbar. 5) Die ungeraden
Zahlen kann man durch Multiplication mit Potenzen von ω und mit der ein-
fachsten Einheit e immer so einrichten, dafs sie in Bezug auf die hier in Rede
stehenden Moduln gewissen Bedingungen gen gen, die in der Folge von Wich-
tigkeit sein werden. In /"(ω) = Α-\-Βω ist entweder A ungerade und B
gerade, oder es verh lt sich umgekehrt, und in letzterm Falle wird ω(Α-\-Βω)
= iB-\-wA eine solche Zahl, f r welche der erste Bestandtheil ungerade, der

34*
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Coefficient von ω gerade ist; unter den beiden Zahlen /*(co) und ω/'(ω) be-
findet sich also eine und nur eine, die dieser Bedingung gen gt. Durch Mul-
tiplication mit i kann man ferner erreichen, dafs -4 = \ (mod. 2) wird, d. h. dafs
in A = a-\-bi, a ungerade, b gerade wird und dafs nicht das Umgekehrte
Statt findet; gen gt A schon von selbst dieser Bedingung, so unterl fst man
die Multiplication. Auf diese Weise ermittelt man unier den vier Zahlen /*(co),
a)f(w), i/\co), iwf(o}} eine und nur eine, Α-γΒω, f r welche gleichzeitig
A~l (mod. 2) und JB~ 0 (mod. l-|-i) ist. Nachdem dies geschehen, kann
man mittels der Factoren +1 und e ber neue Bedingungen verf gen. Je
nachdem B durch 2 oder blofs durch \-\-i theilbar ist, wird die dem Vor-
hergehenden gem fs eingerichtete Zahl =1 oder =1-|-ω(1—i) (mod. 2);

*im letzteren Falle wird ί/*(ω)Ξ0 (mod. 2). Man findet demnach unter je vier
Zahlen, wie /'(ω), ω/*(ω), ί/"(α>), ίω/^ω), stets eine und nur eine, die ent-
weder = 1 (mod. 2.), oder =e (mod. 2) ist; und zwar hangt das Letztere

vom Reste des Quotienten -j-r-r (mod. l -}-i) ab. Das Product zweier Zah-
l -fl

Jen, welche beide = e (mod. 2) sind, ist ΞΞ l (mod. 2); denn dasselbe ist
= 02(mod.2) und man hat e2 = — i +2ω(14-ί)ί + 2ί.ω2 = — l = 1 (mod.2);
wenn also /"(co) nicht schon =1 (mod.2) ist, sondern =0(mod. 2), so ist
sicher ef(a)) = l (mod.2). Vereinigt man dies mit dem Fr heren, so folgt,
dafs es, wenn /"(ω) irgend eine ungerade Zahl bezeichnet, unter den acht
Zahlen

/», ω/», ω2/», ωΥ(ω), */», *co/*(co), *ca2/», βω^ω)
eine und nur eine giebt, welche = l (mod. 2), d. h. f r welche Α^Ξ l (mod. 2)
und 1? = 0 (mod.2), f r welche also, wenn A = a-\~bi, B—-c-\-di ge-
setzt wird, a ungerade, b, c und d gerade sind. Benutzt man endlich den
Factor ±1 dazu, um, wie es f r die Anwendung auf die Theorie der achten
Potenzreste am zweckm fsigsten scheint,

!

J= l (mod. 2 -j- 2i) zu machen, wenn = 0(mod.2-f2i) (I.) und
A = -l (mod.2-f2i) zu machen, wenn B =2 (mod.2 j-2i) (II.),

und nennt eine so bestimmte complexe Zahl eine prim re Zahl (der ersten
oder zweiten Art, je nachdem I. oder II. Statt findet), so findet sich unter
den 16, in den beiden Formeln α>*"/*(ω) und a)uef(a)} enthaltenen Zahlen eben-
falls eine und nur eine prim re Zahl. Ob dieselbe zur ersten oder zweiten Art,
d. h. in die Categorie (I.) oder (II.) geh rt, hangt davon ab, ob J? durch
2-f 2i, oder blofs durch 2 und nicht mehr durch (l -f i f theilbar ist, und es kann
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22. Eisenstein, zur Lemmscatentheilung. 259

hierüber nicht mehr nach Willkür verfügt werden. Die in (I.) enthaltenen
primären Zahlen sind =1 (mod. 2-j- 2i), die in (II.) enthaltenen =—l-j-2co
= 3-]-2 (mod. 2+ 2i), beide Arten sind l (mod. 2-f 2 ). Zwei Zahlen,
welche entweder beide zur ersten oder beide zur zweiten Art gehören, geben
mit einander multiplicirt ein Product, welches zur ersten Art gehört, denn es ist
(3-f 2 >)2 9 (mod. 4), also gewifs l (mod. 2-{-2i). Zwei zu ver-
schiedenen Arten gehörige primäre Zahlen geben ein in (II.) gehöriges Pro-
duct; eine monome Zahl A9 für welche also /? = 0, ist offenbar nach der
hier gegebenen Definition primär und zur ersten Art gehörig, wenn sie im
Sinne von Gaups primär, nämlich l (mod. 2-|-2i) ist. Es ist von Wich-
tigkeit, unter den einer ungeraden Zahl f(to) associirten und in der Form
c*)'uevf(a)} enthaltenen Zahlen diejenigen hervorzuheben, welche gleichzeitig
primär sind, wenn /"( ) als primär vorausgesetzt wird. Diese Zahlen sind in
der Form #2?//*( ) begriffen, und alle übrigen sind nicht primär; der zweite
Theil dieser Behauptung wird durch das Vorhergehende evident. Um sich von
der Richtigkeit des ersten Theils zu überzeugen, genügt es offenbar, zu unter-
suchen, ob e1 und demnach jede Potenz von e2 eine primäre Zahl sei. Dies
ist in der That der Fall; denn e2 = — 3-|--(2-f2i)ico ist nicht blofs primär,
sondern überdies zur Categorie (I.) gehörig, so dafs dio Zahlen e*vf(a}) primär
sind und mit /*(co) zu derselben Art gehören. Eine primäre Zahl bleibt dem-
nach primär, wenn man sie mit solchen complexen" Einheiten multiplicirt, welche
geraden Potenzen von e = i-\-(l-\- ) gleich sind. Dies ist nicht der Fall in
Bezug auf andere complexe Einheiten; ferner ist es unmöglich, durch eine
solche Multiplication die primäre Zahl aus einer Art in die andere zu ver-
setzen. 6) Läfst man für einen Augenblick /( ) die Totalität aller primären
Zahlen bedeuten, so ist nach dem Vorhergehenden jede ungerade Zahl in einer
der beiden Formen <"/"( ), ^0/*( >) enthalten, welche in der That 16 ver-
schiedene Formen ausmachen. Es lassen sich hieraus verschiedene Folgerungen
ziehn. Bildet man das Normalproduct dieser Formen, so erhält man, da ee'~l
und *» = (— ist: (—iyf(a))f(a>5) = (—iy(A2 — iB2). Da nun f(w}
primär, also jedenfalls .4 = 1 (mod. 2), ß = 0 (mod. 2) vorausgesetzt wird,
so hat man A2 — iB2 = l (mod. 4), und der obige Ausdruck wird (— t)*
(mod. 4). Es wird hierdurch ersichtlich, dafs verschiedenen Formen der Zahl
verschiedene Formen des Normalproducts und umgekehrt entsprechen, dafs
die Zahl nur dann primär sein kann, wenn auch das Normalproduct im ge-
wöhnlichen Sinne primär ist, dafs es keine Zahl giebt, deren Normalproduct
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260 S2. Eisenstein, zur Lcmniscatentkeilung.

= 3-{-2i (mod. 4) wäre, dafs eine Zahl, deren Normalproduct primär und
folglich (da der andere Fall eben ausgeschlossen worden ist) =1 (mod. 4)
ist, nur in den Formen ±f((o) oder ±ef(a)) enthalten sein kann u. s. w. Das
Quadrat jeder ungeraden Zahl ist in den Formen 2>~j-4Z> oder "02-}-4 / ent-
halten, die sich wegen e1 = l (mod.2-f2i) in t>-j-(2-j-2t)JL vereinigen
lassen; das Biquadrat ist in (—1)"-|-8L oder (—lYe*-\-SL zusammen in
(—iy.|-(4-|-4i)£/ enthalten, die achte Potenz immer in der Form l -f (84-8?*) L
u. s. w.

Bei der Untersuchung der ungeraden complexen Primzahlen, welche
nun ihren Platz findet, gehe ich dem oben festgesetzten Standpuncte gemäfs
nicht von der Zerfällung der reellen, sondern, was die Betrachtung ungemein
vereinfacht, von der Zerfällung der gewöhnlichen complexen Primzahlen aus.
Es sei m eine solche Primzahl und wenn es möglich ist m — (A-\-Bui)(C-\-Dto\
wo beide Factoren von complexen Einheiten verschieden sind. Man kann m
als primär voraussetzen, da ja die Zerfällung von Einheiten wiederum nur auf
die bereits vollständig erledigten Einheiten zurückfuhrt. -\- und C-\-Da>
dürfen dann ebenfalls beide primär angenommen werden. A und B können
keinen gemeinschaftlichen Factor haben, denn ein solcher könnte, da m Prim-
zahl ist, nur m selbst sein, und C-\-Dw würde sich dann auf eine complexe
Einheit reduciren; eben so wenig können C und D einen gemeinschaftlichen
Factor haben. Die vorgelegte Gleichung zerfällt in AC-\ B Di = m und
AD-\-BC—Q; schreibt man die letztere so: AD = —BC, so folgt, da A
zu B und D zu C relative Primzahl ist, dafs nur entweder C=±A und
dann D = ~+B9 oder C — ±iA und dann D — ^£iB angenommen werden
kann. Die zweite Annahme ist deshalb unstatthaft, weil bei derselben nicht
gleichzeitig A und C=l (mod. 2) sein könnten, und in Bezug auf die erste
können nur die obern Zeichen gelten, weil sonst ebenfalls -\· und C-\-Da>
nicht beide primär sein könnten. Es wird also der zweite Factor C-\-Da>
= — die dem ersten -\- zugeordnete Zahl und m = A2 — iß2,
so dafs nur noch zu untersuchen bleibt, welche Primzahlen m in diese Form
gebracht und demnach als Normalproducte anderer Zahlen A -(- angesehen
werden können. Alle primären Primzahlen m zerfallen in dieser Hinsicht
in zwei Classen, je nachdem sie =1 oder = 3-{-2t (mod.4) sind, und es
ist dies dieselbe Eintheiiung, welche auch bei den biquadratischen Resten eine
Rolle spielt und zuerst von Gatifo aufgestellt worden ist. Dafs die zur zweiten
Classe gehörigen Zahlen nicht als Normalproducte dienen können, ist schon
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22. Eisenstein, zur Lcmniscatentheilung. 261

oben gezeigt worden; es bleibt nur zu beweisen, dafs die der ersten Ciasse
wirklich diese Eigenschaft besitzen. Wenn /Λ = l (mod. 4), so ist N (m)
= /? = ! (mod. 8). Setzt man, wie im vorigen Paragraphen, p — l = 8λ und
bedeutet wieder g eine primitive Congruenzwurzel (mod. r/i), die der Bedingung
g~l = i (mod. in) gen gt, so ist g* — i = (^-f ω) (.P* — ω) durch m theilbar,
und da die beiden Factoren gl-\-u> und g1 — ω keinen anderen gemeinschaft-
lichen Theiler haben k nnen, aufser einen solchen, der in ihrer Differenz 2ω
aufgeht, also eine Potenz von 1-j-co ist, brigens m in keinem der beiden
Factoren enthalten sein kann, da diese Zahl sonst in ±1, dem Coefficienten von
ω aufgehen mfifste: so bleibt nichts anderes brig, als dafs m in das Product
zweier complexen Factoren zerf llt, deren einer in gl~\-u>, der andere in
g1 — ω enthalten ist und welche beide von complexen Einheiten verschieden
sind. Nach dem Obigen ist es immer m glich, diese Zerf llung in der Form
m^=(A-\-Bu))(A — jBco) = m1f/i5 und zwar nur in dieser Form zu bewerk-
stelligen, wenn Α·\-Βω prim r angenommen wird. Man kann hierbei ferner an-
nehmen, dafs m^ in g1 — ώ und iw5 in g*-\-u> aufgeht, dafs also ^*=co (mod.Mj)
und gl^wb (mod. #?5) ist. Wenn die Zerf llung m = mlm5 in irgend einer
Weise ausgef hrt ist, so gehen alle Primzahlen, welche das Normalproduct m
haben, und berhaupt alle in m aufgehenden Primzahlen aus »ιλ oder aus m$
durch Multiplication mit Einheiten hervor. Setzt man f(to) — tm^ wo ε eine
Einheit ist, und soll Sft/'O) = /*(ω)/*(ω5) = m werden, so mufs, da auch schon
$R(fft1) = H!1fti5 = Mi ist, 9ΐ(ε) = 1 werden; und dieser Bedingung gen gen,
wie oben gefunden, nur Einheiten von der Form € = ±ev, wo e = i4-(l -j-i)oi;
es ist also z. B. im^ kein Werth von /"(ω), noch weniger ωτηί. Es sind dem-
nach alle Zahlen, deren Normalproduct = m ist und die zu mt associirt sind,
in der Form ±ermL enthalten; eben so sind alle zu w?5 associirten Werthe, die
der Bedingung yif(a>) = m gen gen, in der Form /"(ω)=+βι/^?5 enthalten;
unter allen diesen sind die prim ren: einerseits f(co} = e2vml^ andrerseits
f ( w ) = β2"//ϊ5, wenn mL und m5 selbst als prim r vorausgesetzt werden.

Hierin ist bereits die elementare Theorie der Primzahlen vollst ndig
enthalten; denn f gt man hinzu, daft eine zusammengesetzte Zahl auch ein zu-
sammengesetztes Normalproduct ergiebt und dafs jede im gew hnlichen Sinne
zusammengesetzte Zahl auch in dieser Theorie als zusammengesetzt angesehen
werden mufs, ferner keine zusammengesetzte Zahl als Normalproduct einer
binomen Primzahl dienen kann, so leuchtet ein, dafs, abgesehen von com-
plexen Einheiten, welche als Factoren hinzutreten k nnen und den Character
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der Primzahl nicht ver ndern, von Primzahlen keine anderen existiren aufser
den beiden folgenden Arten:

1) Die gew hnlichen Primzahlen m = 3-\-2i (mod. 4), deren Norm
p ΞΞΞ 5 (mod. 8) ist, wie z. B. — l ±2i mit der Norm 5, 3±2i mit der Norm 13,
u. s. w., welche in dieser Theorie ebenfalls als Primzahlen angesehen werden
m ssen. Es sind zugleich die einzigen gew hnlichen Zahlen, welche hier als
(monome) Primzahlen gelten, namentlich sind die gew hnlichen reellen Prim-
zahlen ohne Ausnahme als zusammengesetzt zu betrachten.

2) Die aus der Zerf llung der gew hnlichen Primzahlen r/i = l (mod. 4),
deren Norm p = l (mod. 8) ist, entspringenden. Diese sind die binomen
Primzahlen, und jedes m = m^n^ giebt zwei derselben m^und r/i5, welche
einander zugeordnet sind. Hierunter sind auch diejenigen begriffen, welche
aus den Zerf llungen <r-f262= (α-f 6(1 + ί)ω)(η— δ(1 +·)ω) und a* — W
= (a -j- b (l — t ) ω) (a — b(\ — i ) ω) reeller Primzahlen hervorgehen, welche
abgesehen vom Zeichen ±, resp. =3 und ΞΞΞ? (mod. 8) sind und deren Norm
mit ihrem Quadrate zusammenf llt, also gewifs =1 (mod. 8) ist. Es w rde
indessen berfl ssig sein, die Primzahlen dieser Art zu einer besonderen
Gattung zu rechnen, im Gegentheil liegt es, wie schon weiter oben bemerkt,
im Interesse der Einfachheit und bersichtlichkeit f r alle sp tem Unter-
suchungen, sie gemeinschaftlich mit den brigen hier unter 2) enthaltenen
Primzahlen zu betrachten, und nur die monomen von den binomen Primzahlen
zu unterscheiden.

Die Theorie der Potenzreste f r die aus achten Wurzeln der Einheit
zusammengesetzten Zahlen ist vollkommen analog derselben Theorie f r die
fr heren complexen Zahlen. Man hat auch hier, wenn f(co) eine ungerade
Primzahl und p die Norm ihres Normalproductes bedeutet, analog dem Fermal-
schen Satze F(a)f-1^ l (mod./'(ω)), f r jede nicht durch /'(ω) theilbare ganze
Zahl JF(co). Der Exponent p— \ ist in allen F llen durch 8 theilbar, und
deshalb zerf llt die Differenz jF(co)^1 — l = //\ω)8λ — l in 8 Factoren, deren
jeder die Form Γ(ω}λ—ω^ hat, wo μ die Werthe 0, l, 2 7 erh lt.
Einer und nur einer dieser Factoren ist jedesmal durch /*(ω) theilbar, und nach
dem Werthe von μ, welcher die Congruenz F(u>}1 = ω" (mod. /'(ω)) erf llt,
zerfallen f r eine gegebene ungerade Primzahl f(w] alle Werthe von F(a>)
und f r ein gegebenes F(w) alle nicht in V (ω) aufgehenden ungeraden Prim-
zahlen /"(ω) in acht Classen, deren erste, f r welche F(u))1 = l (mod. /\«>))
ist, einerseits die achten Potenzreste (mod,/"(ω)), andrerseits alle ungeraden
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Primzahlen f(w} enthält, zu denen als Moduln eine gegebene Zahl F(u>] achter
Potenzrest ist. Die vollkommen bestimmte Potenz von co, welche in der Con-
gruenz &( = " (mod./"(to)) für ein gegebenes -F(cü) und /"(cu) vorkommt,

kann durch ( — r) 9 oder wenn keine Zweideutigkeit zu befürchten ist, blofs

durch ( ?7- ) bezeichnet werden, und es kann die Bedeutung dieses Symbols

nach Analogie der zuerst von Jacobi *) für die Legendreschen Zeichen ein-
geführten fruchtbaren Verallgemeinerung auf den Fall eines zusammengesetz-

ten Nenners ausgedehnt werden, indem man unter (/·/ \ft(~\ — ) das Product

. . . . versteht.

Dies ist ungefähr Alles, was aus der elementaren Theorie der hier
betrachteten complexen Zahlen im Folgenden vorausgesetzt werden wird, und
es scheint daher ein ausführlicheres Eingehen in dieselbe überflüssig. Es
versteht sich von selbst, dafs beim jetzigen Standpuncte der Wissenschaft,
und namentlich in Rücksicht auf Dirichlefs und Kwnmer's neueste zahlen-
theoretische Arbeiten, die bisherigen Entwicklungen dieses Paragraphen nicht
als etwas Neues beansprucht werden können, sondern nur des Zusammenhan-
ges wegen vorgetragen worden sind. Übrigens habe ich Grund zu vermuthen,
dafs auch Kummer, von demselben Principe des Algorithmus der Aufsuchung
des gröfsten gemeinschaftlichen Theilers ausgehend, nicht blofs die elementare
Theorie der aus 8ten, sondern auch der aus 5ten Wurzeln der Einheit zu-
sammengesetzten complexen Zahlen abgeleitet hat. Viel weiter möchte sich
indessen das hier zum Grunde liegende Princip nicht erstrecken, da es wesent-
lich darauf beruht, dafs man das Product aller Werthe der complexen Zahl
<C l machen kann, während die Elemente derselben arithmetische Reihen mit
der Differenz l durchlaufen, und es ist demgemäfs eine in den Pariser „Comptes
rendus" vorkommende Notiz eines ändern Verfassers zu berichtigen, in welcher
diesem Princip die unbeschränkte und ausgedehnteste Anwendbarkeit auf com-
plexe Zahlen aller möglichen Gattungen zugeschrieben wird.

§. 9.
Zurückkehrend zu der am Schlüsse von (§. 7.) abgebrochenen Unter-

suchung, beschäftige ich mich jetzt mit einer näheren Erforschung der dort

*) Monatsberichte der Berl. Akademie vom Oct. 1837.
Crelie's Journal f. d. M. Bd. XXXIX. Heft 3. 35
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vorkommenden complexen ganzen Zahlen u — 2ia> und u-\-2ia>. Man zerlege,
was f r eine gew hnliche complexe Primzahl m = l (mod. 2-j-2i), deren
Norm /?ΞΞ l (mod. 8), nach dem Obigen (§. 8.) immer m glich ist, m in seine
beiden zugeordneten Primfactoren m=^rn^m^ und setze fest, dafs diese beiden
einander zugeordneten Factoren in solcher Reihenfolge genommen seien, dafs
die Congruenzen

(l 5.) g1 = ω (mod. m^ und g1 = ω5 = — ω (mod. m$)

erf llt werden. Durch diese Congruenzen sind, nach Annahme einer gewissen
primitiven Congruenzwurzel g, die beiden Factoren ml und w5, bis auf hinzu-
tretende Einheiten von der Form ±cr, vollkommen bestimmt, und eine Ver-
tauschung von ml mit iw5 w rde die Annahme eines neuen Werthes von g
bedingen. Ferner werden »ΙΑ und //&5 als prim r vorausgesetzt und d rfen dann,
wenn man nicht aus dieser Bedingung heraustreten will, nur noch mit e*v resp.
e~2v multiplicirt werden. Verbindet man jetzt die Congruenzen (11.) in (§. 7.)
mit denen in (15.), so erhellet, dafs u — 2ίω durch w5, aber nicht durch mlt)

und tf-f-2fet> durch mx, aber nicht durch m5 theilbar ist. Man kann demnach
u — 2ίω = hm% und ti-f2ico = '«I£ setzen, wo A und A' zugeordnete
Zahlen sind, die mit m keinen Theiler weiter gemein haben. Das Product
(ti — 2ιω) (ti-{-2ίω) nimmt demnach die Form Ah'm&m* = A&'rn* an, und da
dasselbe Product nach (§. 7.) Gleichung (10.) auf die Form mv~ gebracht wer-
den kann*), so mufs ΙιΚΜα~ι = ν* ein vollst ndiges Quadrat und a—l mufs
daher eine gerade Zahl sein, weil nach der Voraussetzung Mi zu m relative
Primzahl ist. Hieraus ergiebt sich, dafs u — 2ίω und ti-{- 2ito den Primtheiler ws,
resp. »in in einer ungeraden Potenz enthalten, so dafs die zu untersuchenden
complexen ganzen Zahlen in folgender Form erscheinen: u — 2ico = hml +l,
?*-|-2ίω — 'wiJ^1"1; wo h und /*', wie bemerkt, keinen Factor, weder mL noch
?/!5, mit m gemein haben.

Um jetzt zu untersuchen, in welcher Weise dieselben Zahlen die in
ihnen vorkommenden, von mL und m5 verschiedenen ungeraden Primtheiler
enthalten (wenigstens so weit es hier erforderlich ist), bediene ich mich der
folgenden Reductionsmethode, welche sich auf die S tze in (§. 4.) st tzt
und f r die ganze Theorie der Lemniscatentheilung bemerkenswert!! scheint.
Es sei JF(k; ω) irgend eine ganze ganzzahlige Function der Gr fs n (1.) und

*) So dafs beil ufig u und v eine L sung der unbestimmten Gleichung w2—
= —4i ausmachen.
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von , welche der Bedingung F(gk} = coJF^Ar), und zwar für beide Werthe
von aus 2 = i genügt. Jede solche Functiori ist eine cyclische Verbin-
dung 8ter Ordnung und ihre 8te Potenz F(k)8 = einer ganzen Zahl aus 8ten
Wurzeln der Einheit. Nach (§. 4.) ist, wenn n irgend eine von i/i ver-
schiedene gewöhnliche primäre Primzahl uudN(n) = q ihre Norm bedeutet:

P (k; )9' = F(ri*k; ^}-\-nT (k; ).

Wenn y l (mod. 8), so geht co? in , also F(nk; ?) in F(nk; ) = F(nk)
über: wenn dagegen q = 5 (mod. 8), also erst ^2 (mod. 8) ist, so kann man
wenigstens in der zweiten Gleichung JF(n2Ä) statt F(n^k; 9*) schreiben; und
da überdies F(t£K) und F(nK) nach der Voraussetzung sich von F(k) nur
durch eine Potenz von unterscheiden, so läfst sich in beiden Fällen eine
Gleichung finden, deren erster Term rechts genau dieselbe Gröfse F(k) ent-
hält, welche links zur Potenz q resp. tf erhoben ist. Um die für beide Fälle
n^ l und n^3-\-2i (mod. 4) sich ergebenden Formeln bequem vereinigen
zu können, lasse man die bisherige Bedeutung von n fallen und bezeichne viel-
mehr durch n das Normalproduct einer primären Primzahl h aus 8ten Wurzeln
der Einheit; n ist dann, nach der Untersuchung über die complexen Primzahlen
im vorigen Paragraphen, entweder selbst eine gewöhnliche Primzahl, welche

l (mod. 4), oder das Quadrat einer solchen, welche =3-|-2i (mod. 4) ist,
je nachdem h binorn oder monom angenommen wird. Im ersten Falle ist h als
Theiler in n enthalten und n = hh'; im zweiten fällt h selbst mit der früheren
Bedeutung von n zusammen. Hiernach sieht man, dafs, A mag binom oder
monom angenommen werden, stets eine Gleichung von der Form
(17.) F(k; )^"> = <ovF(k,· a)) + hT(k; ) oder kürzer F* = u>vF-\-hT

Statt findet, in welcher n = $l(fy, q — N(n} ist; entspringt aus F(nk) =
wvF(k}) und es bedeutet also v den der Congruenz n^gv (mod.m) oder auch
n=ffv (mod. Wi) genügenden Exponenten, und da hieraus mit Zuziehung von (15.)

n* = ̂  = " (mod. mO folgt, so kann " durch (—) ersetzt werden.

Die Gleichung (17.) geht für einen binomen Werth von A aus der ersten in
(16.) hervor, wenn dort ' statt n und darauf T (k) statt K T (K) geschrie-
ben wird, und fällt für einen monomen Werth von A mit der zweiten in (16.)
zusammen; im letzteren Falle wird aus der ersten in (16.), weil dann N (h)
= 5 (mod.8) ist:

35*
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(18.) F(k; coyw = <xfi*F(k; o>5) -f hT(k; ω) == w^F' -f A T,
welches nur f r eine monome prim re Primzahl A gilt; p gen gt der Congruenz
h=g* (mod. m), also auch der Congruenz h=g? (mod. r/^), und da hieraus

Λλ=^Ξω? (mod, m^) folgt, so kann o>5? durch (— ) ersetzt werden. Die
W'l 8

Gleichung (17.), welche sp ter bei den arithmetischen Anwendungen in der Form

(17'.)

zugleich mit (18.) in der Form

(18'.)

eine Rolle spielen wird, benutze ich f r den vorliegenden Zweck, um umge-
kehrt nicht die yte Potenz JF* durch die erste F, sondern die erste Potenz F
durch die brigen Theile der Gleichung auszudr cken. Ich gebe ihr deshalb die
nachstehende Form:

(19.) F(k) = CD-'F(W — Λ.ω-Τ(Α);
auch wende ich sie im Augenblick nur auf den Fall an, wenn h Primtheiler
der ganzen Zahl F(Kf ist. Schreibt man die Potenz F(k)g so: F(k)s.F(ky-s,
so wird in diesem Falle, da y>8, also q — 8 ein positiver Exponent ist,
die ganze Seite rechts das hfache einer ganzzahligen Function der Wurzeln
der Gleichungen fF=0 und ω2=ί; n mlich wenn F(kf = hl ist: F—
Α.{ω^//Ρ*-β — ω'νΤ}. Dies gilt f r alle p — i Werthe von k und f r beide
Werthe von ω. Wird demnach F(K)==^hFl(K) gesetzt, wo F^K) die in
der Parenthese { } stehende Function bedeutet, so hat man ebenfalls F(gk]
= Af\(^/k), indem A zugleich mit F(kf von k unabh ngig ist; und aus der
Voraussetzung F(gK) = )F(k] ergiebt sich dann, dafs auch FL(k) der ana-
logen Relation FL (gk) = o)Ft( A) gen gt, also, wie jF( ), eine cyclische Func-
tion 8ter Ordnung vorstellt. Wird ω mit co5 vertauscht, so geht A in die ihr
zugeordnete Zahl A' ber, die brigens, wenn A inonoin ist, mit ihr zusam-
menf llt, und man erh lt

F(k; ω5) = /M\(kf ω5), F^gk; ω5) = co5FA(/f; ω5).
„Wenn also F(k) irgend eine ganze ganzzahlige Function der Wur-

„zeln der Gleichungen FF=0 und ω2 = ί bezeichnet, die der Relation F(gk}
n=wF(k) gen gt, und A bedeutet einen der von m19 m5 und l-j-ω ver-
„schiedenen Primtheiler der ganzen Zahl F(k)8, so l fst sich die erste Potenz
„F( ) auf die Form AF4( ) bringen, wo JF\(A) alle von F(k) vorausgesetzten
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22. Eisenstein, zur Lemniscatenthcilung. 267

„Eigenschaften ebenfalls besitzt. Es ist demnach JP\(A:)8 wieder einer ganzen
„Zahl gleich und F(Kf nicht blofs durch Ä, sondern durch A8 theilbar."

Statt (19,) hätte man bei dieser Reduction von F(k) auch eine allge-
meinere Gleichung zum Grunde legen können, in der q durch eine beliebige
Potenz von q ersetzt ist und die sich eben so leicht aus den Principien von
(§. 4.) ergiebt. Eine wiederholte Anwendung desselben Verfahrens, durch
welches der Primfactor h herausgezogen und F(k] auf die neue cyclische
Function JF\(A) reducirt worden ist, dient zur successiven Absonderung sämmt-
licher in F(k)8 aufgehenden ungeraden Primfactoren, aufser m± und r/i5, und
man kann auf diese Weise zuletzt F(K) auf eine neue cyclische Function
reduciren, in deren achter Potenz nur noch l -J- « , m^ und w*5, und keine an-
deren Primfactoren mehr aufgehen. Denn ist h± irgend ein Primfactor der
ganzen Zahl Ft(k)s (aufser m^ m5 und l-f0^ wie immer stillschweigend
vorausgesetzt wird), von dem es übrigens gleichgültig ist, ob er mit h über-
einstimmt oder nicht, so läfst sich nach dem Obigen wiederum i\(Ä) auf die
Form ALF2(k) bringen, wo aufs Neue F2(k) allen Bedingungen einer (ganzen
ganzzahligen) cyclischen Function 8ter Ordnung genügt, und man hat nun
schon F(K) = hhJ?2(k}. Ist ferner A2 ein Primfactor der ganzen Zahl F2(A·)8,
so erhält man durch das wiederholte Verfahren F2(Ä) = A2jF3(Ä); woraus
F(k} = hhih2F^(K} folgt, u. s. w. Da jede ganze Zahl, also auch der Werth
von F(Ä)8, wenn man von den complexen Einheiten absieht, nur eine endliche
Anzahl von gleichen oder ungleichen Primfactoren enthalten kann, so kommt
man in der Reihe der cyclischen Functionen

F(*), F,(Ä), F2(Ä), F3(Ä), . . . .
nothwendig zuletzt auf eine solche, deren 8te Potenz keine von mt und m
verschiedenen ungeraden Primtheiler mehr enthält. Mit dieser letzten cyclischen
Function, welche ich durch G (k} bezeichnen will, findet das Verfahren sein Ende.
Man hat dann F(/c) = hhjh . . . . £(Ä) ==/·(«/).£(£), F(/c)8=/>)8G(Ä)8.
G(k] ist eine der Bedingung G(</K) = a)G(k) genügende ganze ganzzahlige
Function der oft erwähnten Gröfsen, und zwar, was das Wichtigste ist, von
der Art, dafs G(k)s eine durch keinen ungeraden Primfactor aufser mL und
m5 theilbare ganze Zahl wird, die also nur Potenzen von l -fco, mL und m*,
und aufserdem nur noch complexe Einheiten enthalten kann. Eine Aus-
nahme macht nur der einzige Fall, wenn F(k)8= 0, also auch F(Ä) = 0 sein
sollte; denn da Null durch jede beliebige ganze Zahl, also, wenn man sich so
ausdrücken will, durch unendlich viele Primzahlen theilbar ist, so würde man

b
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268 22. Eisenstein^ zur Lemniscatentheilung.

in diesem Falle bei dem Reductions-Verfahren, welches dann ohnedies ganz;
illusorisch wäre, nie zum Schlüsse kommen, und jede folgende cyclische Func-
tion hätte, wie die erste, den Werth Null. Man sieht hieraus, wie wichtig es
ist, sich nicht allein jedesmal, ehe man das Verfahren beginnt, vom Nicht-
stattfinden dieses Ausnahmefalles zu überzeugen, sondern auch, wie schon
früher bemerkt, sich überhaupt der Existenz zunächst nur einer von Null ver-
schiedenen cyclischen Verbindung achter Ordnung zu versichern, um sich der-
selben als Ausgangspunct für und zur Vergleichung mit allen ändern Func-
tionen derselben Art zu bedienen. Wenn eine solche von Null verschiedene
Verbindung existirt (und wir haben uns davon durch die Function S (k) (6.)
überzeugt}, so existirt auch stets eine, deren achte Potenz einen solchen gan-
zen Werlh erhält, welcher zu einer, nicht durch m± oder m$ theilbaren, sonst
beliebig gegebenen ungeraden Zahl relative Primzahl wird.

Als Corollar zu dieser fortgesetzten Reductions-Methode ergiebt sich,
dafs die 8te Potenz jeder cyclischen Function 8ter Ordnung (und ich verstehe
darunter immer eine der Bedingung F(gk) — a)F(k} genügende ganze ganz-
zahlige Function) jede von mt und //i5 wesentlich, d. h. nicht blofs durch com-
plexe Einheiten verschiedene ungerade Primzahl nur in einer solchen Potenz
enthalten kann, deren Exponent durch 8 theilbar ist, und dafs demnach, wenn
F(k) in der Form F(k) — ^(F(kf') geschrieben wird, alle diese Primzahlen aus
dem Wurzelzeichen herausgezogen werden können. Wir werden bald sehen, dafs
das Gleiche auch von der Primzahl 1~|- und von den complexen Einheiten gilt
und dafs demnach unter dem im Werthe der cyclischen Function vorkommen-
den notwendigen Wurzelzeichen nur Potenzen von mL und #i5 enthalten sind.

Wendet man diese Reduction im einzelnen auf unsere Functionen S (k),
mit ihrer zugeordneten S'(k) an, aus denen die Zahlen u+2iu) entsprungen
sind, so ergiebt sich, in Verbindung mit dem Früheren, Folgendes:

1) S(Ä) läfst sich auf die Form S(k)=f(io)G(k) und zugleich S'(k}
auf die Form jS>'(Ä)=/"( 5) €?'(*) bringen, wo /( ), /"( 5) zwei zugeordnete
ganze complexe Zahlen sind und G (K) eine neue cyclische Function 8ter Ord-
nung von gröfserer Einfachheit als 8(k) ist, insofern ihre 8te Potenz nur die
drei Primfactoren 1-f , mL und m5 enthält; G'(k) geht aus G(k), so wie
S'(k) aus S (k) durch Vertauschung von co5 mit hervor.

2) Die VerbindungenS2P3 = m(u — 2 ), Ä'2P3= w(« + 2ico) und
SS'P=9M> werden resp. zu f(w)*G*P\ f(a)5fGnP\ f(w)f(<xf)GG'Pi und
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22. Eisenstein, zur Lemniscatentheilung. 269

zwar sind die neuen Verbindungen 6?2P3, Gf2P3, GG'P ebenfalls ganze Zahlen,
welche keine ndern als die drei obigen Primfactoren enthalten. Letzteres
ergiebt sich zun chst f r die achten Potenzen dieser Zahlen aus der ber Gs

und 6r'8 in dieser Hinsicht gemachten Voraussetzung und aus der Gleichung
P4 = m; sodann f r die Zahlen selbst, welche keine anderen Primfactoren
haben k nnen, als solche, die auch in ihren achten Potenzen aufgehen.

3) Die ganzen Zahlen u + 2 i ω lassen sich in solcher Weise durch ein
vollst ndiges Quadrat dividiren, dafs der Quotient nur durch l-fco, mL oder mb

theilbar bleibt; und da sich am Anfange dieses Paragraphen bereits zeigte, dafs
u — 2 i ω nur m$ und nicht w l9 η-\-2ίω nur mt und nicht w5, und zwar beide
den in ihnen vorkommenden Primfactor in einer ungeraden Potenz enthalten,
so kann vor der Hand

(20.) u — 2«ω = /ι2.£.(1-|-ω)α.™5, n-}- 2ίω = /ιη.ε'.(1 — ω}α .m^
gesetzt werden. Die etwa noch hinzutretende Potenz von r/i5, resp. MI, mit
geradem Exponenten, ist als bereits in den Quadraten 2 resp. hn enthalten
anzunehmen. Da diese zugeordneten quadratischen Factoren h und hn keiner
Beschr nkung unterworfen sind, so kann ferner a der Exponent'von l-(-ω
(resp. l—ω) auf einen der beiden Werthe 0 oder l reducirt werden; denn
setzt man a = 2/5 -}-«', wo 0<^a'<2, so kann man die gerade Potenz
(1-}-ω)2/9 m^ ^2 zu einem einzigen quadratischen Factor vereinigen. Weiter
unten wird sich zeigen, dafs a = 2 ist, also auf 0 reducirt werden kann.
Aus hnlichem Grunde ist es erlaubt, die complexe Einheit ε nur unter den
folgenden vier Einheiten

l, ω, e, cae,
und «f dann unter den entsprechenden zugeordneten

l, ω5, β""1, ω5 β""1

anzunehmen, da jede andere Einheit sich von diesen nur durch einen quadra-
tischen Factor unterscheidet, welcher ebenfalls mit 2 resp. hn zusammenge-
zogen werden kann. Der Werth von v wird jetzt durch die Gleichung
i,2=: (M')2«?'(! — i)a bestimmt.

4) Nach Annahme der obigen Formen in (20.), und wenn man m^m^
statt m schreibt, wird also

(21.) 2P3 = Α\*.(14-ω)«.*ηΧ, S'2P3 = Λ'2.*'.(1-ω)α .mim,.
Wenn man zur vierten Potenz erhebt und "mit P12 = r/i3 = m\m\ dividirt, so
erh lt man

(22.) S8 =
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§. 10.
Die wichtigste Untersuchung besteht jetzt noch darin, den Exponenten

a von 1-j-eo und die complexen Einheiten e, €f zu ermitteln, welche wir
wenigstens schon solchen Beschr nkungen unterworfen haben, dafs nur noch
zwischen einer geringen Anzahl F lle die Wahl sein kann. Ferner sind noch
einige andere hier vorkommende Unbestimmtheiten zu heben; z. B. es ist der
zweifelhafte Werth von v in der Gr fse SS'P — mv zu bestimmen, von
der nur das Quadrat und nicht die erste Potenz aus den etwa bekannten Wer-
then von $2Ρ3 und "2JP3 ohne Zweideutigkeit abgeleitet werden kann.

Zur Bestimmung einer complexen Einheit und eines zweifelhaften Vor-
zeichens ergiebt sich hier kein anderer Weg, als der durch eine Congruenz in
Bezug auf eine Potenz von 1-|-ω, als Modul. Es wird also, um die noch
obschwebenden Fragen zu erledigen, zu untersuchen sein: 1) Welches die
h chste Potenz von l -(-ω sei, die in den f r S*P3, S"2JP3, SS'P sich er-
gebenden ganzen Zahlen aufgeht. 2) Nachdem man die letzteren durch jene
h chste Potenz von l-|-co dividirt hat, welches der Rest sei, den die Quo-
tienten der Division in Bezug auf eine neue Potenz von l -f ω ergeben.

Um die so eben kurz bezeichnete Untersuchung durchzuf hren, leite man
aus dem Additionstheorem f r die lemniscatischen Functionen, indem man das
zweite Argument dem ersten oder dem ifachen des ersten gleich setzt, fol-
gende Multiplicationsformeln ab:

welche sich auf die Multiplicatoren 2 und 1-f« beziehen und in denen wie
immer χ = φ(1} gesetzt ist. Multiplicirt man beide Formeln mit einander,
schafft die Nenner weg und setzt der K rze wegen l -[-i =77, <^(2/) = #2,
φ(ηί} = χη, so erh lt man

(23.) x,xn(l-\-x^ = (2 + 2i).x2; , = l + i.

Bedeutet jetzt χ eine Wurzel der Gleichung FF=0, so sind x2 und χη eben-
falls Wurzeln dieser Gleichung; multiplieirt man links und rechts mit dem Pro-
ducte der aufser x2 und χη noch fehlenden p — 3 Wurzeln, so erh lt man
links 1-f-a?4 multiplieirt mit dem Producte aller Wurzeln, also r/i (l -j- #4), und
rechts das (2-f2i)fache eines Products aus theils gleichen,* theils ungleichen
Wurzeln, jedenfalls also das (2-f 2i)fache einer ganzen ganzzahligen Function
der Wurzeln. Schreibt man die Zahl r/ι, welche ΞΞ l (mod. 2-f 2«) ist, in der
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22. Eisenstein, zur Lemniscatentkeilung. 271

Form l-{~(2-|-2i)w', und bringt den Theil (2 + 2i)»»'(l +^4) auf die rechte
Seite hinüber, „so erhält man l-j-.r4 selbst in der Form (2-]-2i)5F darge-

stellt." Es wird also, wenn man statt seinen Werth (—) oder (r) setzt,

„i//(r)4-j~l = dem (2-f 2i)fachen einer ganzen ganzzahligen Function der
„Gröfsen > ( ), ifj(gk), . . . . , während r irgend einen der Werthe k, gk,
„vorstellen kann." — Für die nachfolgenden Untersuchungen scheint es zweck-
mäfsig (und es hätte vielleicht schon früher geschehen können), das Zeichen
= in einer solchen Bedeutung zu nehmen, dafs der Modul statt mit einer
ganzen Zahl, auch mit einer ganzen ganzzahligen Function der Wurzeln der
Gleichung W=0 multiplicirt sein kann, und L = i/ (mod. #) zu schreiben,
wenn die Differenz L — L' zweier ganzen ganzzaidigen Functionen L· und
U dieser Wurzeln dem ̂ fachen einer ändern ebenfalls ganzen ganzzahligen
Function derselben gleich wird. Hiernach wird das oben gefundene Resultat
so ausgedrückt:

(24.) (r)4 = -l (mod.2 + 2i).

Eine Congruenz dieser Art ist nicht mit einer gewöhnlichen zu verwechseln,
indem das Zeichen = dabei nur der Kürze wegen und in Ermangelung einer
eigentümlichen Bezeichnung des Begriffs angewandt wird. Nur in dem ein-
zigen Falle, wenn sich nachweisen läfst, dafs L und Lf ganzen Zahlen gleich
sind, ist man nach (§. 6.) berechtigt, eine solche Congruenz wie eine ge-
wöhnliche anzusehen und zu behandeln; was wir denn auch in der Folge thun
werden. Übrigens versteht es sich, dafs man in Hinsicht auf Addition, Sub-
traction, Multiplication (aber nicht Division) mit dieser Art von Congruenzen
eben wie mit gewöhnlichen operiren kann.

Auf diese Betrachtungen, namentlich auf die Congruenz (24.) gestützt,
läfst sich die Untersuchung in folgende Puncte zusammenfassen.

1) AusS=Q—iRw folgt, wenn man beim Quadriren das doppelte Product
vernachlässigt, S2=Q* — iR2 (mod. 2) und hieraus S*~(Q2 — iR2T (mod. 4),
d. h. S4 = 04 — Ä4 — 2iQ*R2 (mod. 4), also auch (mod. 2 + 2i)· Nun ist
O4— Ä4 = 0 (mod. 2 + 2i); denn Q* und A4 sind Producte aus lauter Gröfsen
von der Form /(r)4, deren Anzahl jedesmal beträgt. Wendet man also (24.)
auf jedfe der in Q und R enthaltenen Wurzeln an, so ergiebt sich, multipli-
cando, Q*~R* = (—1)* (mod. 2 + 2i). Die Congruenz für S4 (mod. 2 + 2i)
wird, da man hiernach aus derselben Q*—R* weglassen kann und ferner auch,
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272 22. Eisenstein, zur Lemniscatenthellung.

da für diesen Modul -j- 2 statt — 21 geschrieben werden darf, S* = 2Q2R*
= 2P2 (mod. 2 -j- 2«). Hieraus folgt endlich durch' abermaliges Quadriren
$8 = 4P4 —4?/i (mod. 44-4i). Die letztere Congruenz S* = 4m (mod. 4-f 4«)
enthält nur ganze Zahlen und gilt daher auch im gewöhnlichen Sinne. Als
erstes Resultat ergiebt sich aus derselben, wenn man sie vorläufig nur in Bezug
auf den Modul 4 betrachtet, der durch (l-[- )8 ersetzt werden kann, „dafs
„S8 durch (l -\- )8, oder 4 theilbar ist." Dafs S8 auch durch keine höhere
Potenz von l-fco, als (l-)- )8, theilbar sein kann, sieht man aus derselben
Congruenz, wenn man sie (was hiernach erlaubt ist) folgendermafsen schreibt:
^S8^m (mod. l-f i); denn da m eine ungerade Zahl ist, so ist £&8 eben-
falls ungerade und durch keine weitere Potenz von l-j- theilbar. Dieselben
Betrachtungen lassen sich auf SfS anwenden.

2) Die vierte Potenz von S2P3 ist SSP12 = m3S8, und da m3 ungerade
ist, so ist diese Gröfse, so wie Ä8, ebenfalls durch (l-[- )8 und durch keine
höhere Potenz von 1~|- theilbar; Ä2JP3 selbst, oder m (u — 2£ ), ist demnach
genau durch (l -j- )2 oder l -j- i theilbar, und aus ähnlichem Grunde ist S'2P3

= iw(tf-|-2iaj) genau durch (l-j- )2 oder \-\-i theilbar.
3) Die beiden ganzen Zahlen # + 2? sind demnach durch 1-f-i oder

(l-j- )2 theilbar und der Quotient der Division ist eine ungerade Zahl. Da der
Coefficient von in diesen beiden Zahlen durch 2, also durch (1-f i)2 theilbar
ist, so gilt Obiges auch von ti, und es ist u= 1-j-i (mod. 2), +2 = 1-[
(mod. 2). Aus u2-\- 4i = mv2 ergiebt sich dann, dafs v2 durch 2, also v durch l -\- i
und durch keine höhere Potenz von 1-f i theilbar ist. Setzt man u = (1-j-i) u',
t> = (l + i)0', so wird n2 = 2iu'2, t>2 = 2«>'2, n'2 — mv'2 = —2; wo u' und
v' ungerade Zahlen sind. Das letztere ergiebt sich auch aus der Gleichung
ti'2 — tfii/2=—2 selbst und ohne die früheren Betrachtungen: denn wäre u'
gerade, so wäre es auch v', und umgekehrt. Gesetzt also, es wäre tif=(l-{-i)fi"
undtf f=(l-f i) v"9 so erhielte man, nach Division mit (1-f *)2=2i, um—mv"2=i;
da aber das Quadrat jeder ungeraden (gewöhnlichen) Zahl = l (mod. 2) und
das jeder durch 1-f-t theilbaren (mod. 2) ist, so könnte die linke Seite
der Gleichung nur entweder =0, oder = l—m, oder =1, oder endlich
= — m (mod. 2) werden, und keiner dieser Fälle giebt ein Resultat, welches
= i (mod. 2) wäre.

4) Setzt man n + 2 = (l — i)(« + ßco), so ist (l — i)ß = 2t,
ß=j(l-j-t)9 also auch ß = 1-f i (mod. 2), oder allgemeiner /3 = i^(l-fi)
(mod. 2); ist ungerade und daher entweder =+1, oder = +i (mod. 2);

Brought to you by | University of California
Authenticated

Download Date | 6/11/15 10:47 AM
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demnach ist α + βω entweder = «-j-(l-f·«)^ (mod. 2), wenn α Ξ£ (mod. 2),
oder a^ βω~ί(ί-\-(\ -{- i)w)^ wenn cc=l (mod. 2), d. h. a^f ca^e, oder
= w (mod. 2). H tte man, statt ti+2cu durch l — i zu dividiren und den
Quotienten =α + βω zu setzen, dieselben Zahlen vielmehr durch (l-fo>)2

dividirt und w + 2oj = (1-{-ω)2(^+ (5ω) gesetzt, so m fste sich yifffoii — 1
oder = i (mod. 2) ergeben ; denn unter dieser Voraussetzung ist a + βω
— e(y + da)\ weil e selbst sich, wie schon in der Gleichung (13.) angemerkt

ist, = ' . findet. Schreibt man die Gleichung α^βω = e(v'+dw} als
l — — f, *

Congruenz (mod. 2), so liefert sie das Behauptete, da die linke Seite nach
dem Obigen nur = e oder = ie (mod. 2) sein kann. Da i = ω2 ein voll-
st ndiges Quadrat ist, so l fst sich sagen, dafs «ι + 2ιω sich mit H lfe einer
quadratischen Factors, n mlich entweder (l-j-ω)2, oder [ω(1-]-ω)]2 — (i-f-o?)2,
auf eine Zahl reduciren l fst, die =1 (mod. 2) ist; und da ±1 ebenfalls
ein vollst ndiges Quadrat ist, so k nnen sich η + 2ίω von prim ren Zahlen
(vergl. §. 8.) nur durch einen quadratischen Factoren unterscheiden. Hierin
ist die Bestimmung der am Schl sse von (§. 9.) mit ε bezeichneten com-
plexen Einheit enthalten: denn da m5 selbst als prim r vorausgesetzt ist
und f r den Werth von 8 nur unter den vier Einheiten l, ω, β, we die Wahl
bleibt, so mufs nothwendig ε = ί sein; dasselbe gilt von ef. Es bleibt nun
kein Zweifel mehr, dafs «ι + 2ίω die Form

(20'.) n — 2ίω = A2(l-f co)2w5, t/-f -2ico = hn(\ — ω)Χ
annehmen m ssen; wo A, A' zwei einander zugeordnete ungerade Zahlen
bedeuten.

5) Setzt man diese Werthe und verf hrt wie am Schl sse des vorigen
Paragraphen, so ergiebt sich, als Erg nzung der dortigen Formeln:

(21'.) S2P3

(22'.) S8

S = A(l + co)J/(roX), S' =
wobei ins Ged chtnifs zur ckzurufen ist, dafs r/^, m5 zwei prim re (14.), ein-
ander zugeordnete und den Bedingungen (15.) gen gende Primzahlen bedeuten,
deren Normalproduct 0ι1ι»ΐ5==ΐ9ΐ ist, und dafs, wenn unter den, allen diesen
Bedingungen zugleich gen genden, immer noch unendlich vielen Systemen m^
nis zwei verschiedene genommen werden, dies nichts anderes, als eine Ver-

nderung des Werths von A und A' in den obigen Formeln zur Folge haben
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274 £& Eisenstein^ zur Lemniscatentheilung.

kann; wodurch die wesentlichen Irrationalitäten j/^fwt), -/(nijuig) nicht he-
troffen werden. Sollte man aber mt und m^ nicht primär angenommen haben,
so müfste zu den Formeln in (21'.) rechts im Allgemeinen noch eine der
complexen Einheiten co, e oder hinzutreten, und nur unter der gemachten
Voraussetzung haben die Formeln die obige (gröfste) Einfachheit; wenigstens
besteht die einzige Freiheit, die man sich, ohne diese Einfachheit zu stören, noch
erlauben könnte, darin, « 19 mb mit ±1 oder +i zu multipliciren, da sich
diese Factoren als Quadrate schreiben und mit Ä% hn vereinigen liefsen. Dafs
auch diese Unbestimmtheit in der Definition der primären Zahlen bereits auf-
gehoben ist (was für (21'.) allein nicht unbedingt nothwendig wäre): davon
wird sich der Vortheil in der folgenden Nr. zeigen.

(Der Schlufs folgt im nächsten Hefte,)
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