
1841. A.N N A L E N n o .  12. 
DER PHYSIK UND CHEMIE. 

B A N D  LIV. 

1 Die Gesetze der Doppdbrecliung tlcs L;i:h/.c 
in co mp rirnirtcn oder ungl&h/?irm ig urwirrrr - 
ten unkrysttdiiniscIum K6rpcrn; 

volz K. E. Neumnun. 

(Kin dem Noveruberbericlrte dcr Arademie eutnorrimener Ausrug vnn 

der Abllmdlung.) 

D i c  vorliegende Abhandlung zerf:ilIt in  drei Abscboitlt.. 
In den1 ersteii Absclinitt ( 5 .  1 bis 5. 5 )  beschaftige icli 
inicli mit dem Gesetz der Iloppelbrccliung 'des Lichts in 
yfekhfiirmig dilntirten oder coinpriiiiirten unkrystnllini- 
schcn KGrpern. Gleichfiirinig ' iienut: ich die Dilntotion 
( oder Contraction) eines I<iirpers, wenn dieselbe an jc- 
der Stelle desselben sowolil in Bczieliuiig nuf niclitiiiig 
als GriiCse gleich ist,' wiewolil sie in den verscliiedeneii 
Kchtungen verscliicdcn ist. Wenil ein rcchtwinhliches 
ParallelcpiI~edon, welcbcs init ciner seiner Seitenebcncn 
auf einer festeii ebeiicn Unterlnge riilit, diirch eincn glcich- 
lniikig, iiber die gcgcniiberstelicude Scitcnebene vertlieil- 
ten, senhrecht gegcii dieselbe gericlitcten Druck coniprimirt 
wird , so ist dieser Kiirper gloiclifiiimig compriniirt ; er 
ist diefs such noch, weiin ein zweitcr iind eiu tlrittcr 
Druck auf die zwei andern FI$rlirnl)nare ebcn so whi t ,  
wie dcr erstc Druck auf dns erstc Fl5chenpnar. Die 
Werthe dieser drei Druckkriifte kiiiinen in cincni belie. 
bigen VerhliltniCs stellen; in deinselben Verliiiltnifs stchcn 
die Wertlie der lincaren Coutraction in den drei Kaii[cii 

des Parallelepipedons. Ich ncniic n, 6, c diesc drei Kiin- 

tcii  or dem Druck, wahrend des Drucks bezcirliiic icli 
sic durcli a( 1 --a), b (  l-p),  c(  1 - a ' ) :  4 (lie drei Grij- 
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hen a, p, y heifsen die linearen Dilatationen respective 
der Kauten a, b, c. 

Mittelst dieser drei Gra ten  kann inan die linearc 
Dilatation einer jeden nndcrn Richtring in dein Karper 
bestimmen. Es bilden eine begranzte Lillie von der Liinge 
p in dem KBrper vor clem Uruck mit den drei Kauten 
a, b ,  c die Winkel m, n, p ,  und wiitrend des Drucks 
verwandle sich ihre L h g e  in Q 1 -- , wo also --- he i e 
die lineare Dilatation v011 e ist, dann ist: 

Betrachtet mati diese GIeichung als dic Gleichung einer 

Oberflache, deren Hndiusvector 1 - As - mit deu Coor- 

dinaten-Aien a, b ,  c die Winkel rn, n, p bildet, so ist 
sic, nach F r e s n  el's Benennung, cine Ehsficifafsfluche. 
Ich nenne sie die Ehsficiiulsflche des Drucks; ihre 
Axen sind: 1 -a, 1 -p, 1-7, ich nenne sie die Huupt- 
druckaxen. Die Werthe von a, p, 7 sind Iiberall in- 
nerhalb der Griinze der Elasticitat so klein, dafs ihre 
Quadrate uiid hilheren Potenzcn gegen die erstc vernach- 
lsssigt werdeu kiSnnen. - In jedem gleichfthnig dilatir- 
ten K6rper giebt es iinmer, welches auch die Ursache 
der Verruckung seiner Tbeilchen scy , drei auf einander 
rechtwinklich stehende Hauptdruckaxen , welche die Ei- 
genschaft haben, daL das ganze System der Dilatationen 
syminetriscb ist in Beziehuug auf Ebenen, welche durch 
dieselben gelegt sind, und dafs , durch die Dilatationen 
in den Hauptdruckaxen, die Dilatation in jeder andern 
Richtung, deren Neigung gegen sie gegeben ist, mittelst 
der Gleichung (1)  bestimmt wird. In jedem ungleich- 
farrnig dilarbfen Kbrper lasscn sich durch jeden seiner 
Punkte drei rechtwinkliche Hauptdruckaxen legen, dic sic& 
aber nur auf diejenigen Theile des Karpers bezieben, 
von welchen dieser Punkt unmittelbar umgeben kit; sie 

e 
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variiren in Richtung und Gr6ite von einer Stelle des 
Kbrpers zur andern. 

Die doppelte Strahlenbrechung, welchc ein gleich- 
filnnig dilatirter unkrystallinischer Kiirpcr besitzt, kann 
ihren Grund haben cntweder in einer verandertcn An- 
ordnung der Theilchen des schwingenden Luftsthers oder 
in einer veranderten Einwirkung der festen Theile des 
Kilrpers auf .dieselben, oder in der gleichzeitigen Wir- 
kung dieser beiden Ursachen. Ich weise naclr, dafs der 
voniiglichste Theil der Iloppelbrechiing des Lichts durch 
eine verlndertc Anordnuiig der Aelhertheile hervorge- 
bracht wird, uiid dafs, wenn eine Veriiiiderung der Ein- 
wirkung der festen Tlieilc des K6rpers auf die Bewc- 
ping der Aethertheile auch stattfiudct, diese nur yon der 
Orduung der Versnderung der Dispersion des Lichts, 
welche durch die Dilatation hervorgebracht ist, seyn kann. 
1)ie neue Anordnung der Lichuther-Theile, wie sic auch 
sonst beschaffea ist, mufs dieselbe Syininetrie als die der 
festen Theile rles Kilrpers besitzen. Hieraus wird gc- 
schlossen, dafs die Doppelbrechung des gleichf6rmig di- 
latirten unkrystallinisrben Kiirpers dicselbcn Gesetze be- 
folgen mufs, welche F r e s  n e 1 fur die Doppelbrechung 
in krystallinisclien Medien entdeckt hat. Der einfachste 
Ausdruck fiir diese Gesetze ist in ihrer geoinctrischen 
Construction mittelst der Elasticitlitsflache enthalten, wel- 
che ich die oplische Elclsiiciliilsfluche nenne. Die Axen 
der oytischen Elasticittitsfliiche und der ElasticitBtsfllche 
des Drucks miissen in dem dilatirten Kbrper dieselben 
Richtungen haben, und die ersteren niussen Functionen 
der letzteren s e p .  Ich weise nach, dafs, wenn mit A, 
B ,  C die drei optischen Elasticitatsaxen bezeichnet wer- 
den, und mit a, ,9, y die Dilatationen in den drei Haupt- 
druckaxen, welche parallel respective mit A, B, Csind, 
die Relationen zwischen diesen Graben folgende Form 
haben miissen : 
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A = G ' + q a + p P - ~ - p y  
B = G ' + p a + g p + p y . .  . . . . . (2)  
C= G ' t p  a +pP+gu  

morin p und 9 zwei von der Natur dcs dilatirten Me- 
diums abh5ngige Constaliten sind. und G' entweder gleich 
ist der Fortpflanzungsgeschwindigkcit des Lichts in die- 
sem Medium in seineui natiirliclien Zustande, oder von 
dieser do& nur um eine kleinc GriiCse verschieden ist, 
welche von den Quadraten und liiiheren Potenzen von 
a, p, y alihhgt. Aus cliesen lielationen zwischen den 
h e n  der beiden Elasticitiitstl~clicn ergeben sich einige 
merkwiirdigc geometrisclic Folgcmngen, welche eine phy- 
sikalischc Bedeutuiig Iiabcn. Ilcide Fllcheu Iiaben die 
Kreisschnittc gemeinscliaftlicli ; in beiden Fllichen haben 
in demselben Sclinilt die griifsten und kleinsten Radii- 
vectoren dieselben Richtungca, so aber, dafs der grafste 
Radius der eincii Fllclie die Kichtuiig des hleinsten der 
andern hat; die Unterschiede des griifsten und klciiisten 
Radiusvector habeii in jedein gemeiiiscliaftlichen Schnitt in 
beiden Oberfliiclien ein coustiintes Verhlltnils. Aus die- 
sen Satzen folgt, dafs wenn eine ebene Liclitwelle durch 
einen g1eichfi)rinig dilatirten Kbrper geht, diese polarisirt 
ist entweder parallel mit der griilsten oder der kleinsten 
Dilatation aller der Richtwigen, die mit ihr parallel sind. 
J e  nachdein die Welle  nach dcr einen oder der andern 
dieser beidcn Richtunpi  polarisirt ist, pHanzt sie sich 
mit einer andern Geschwindigheit fort; der Unlcrschied 
dieser beiden Gesclirvindi&eiteil ist proporLional wit dein 
Unterschied dcr grbfstcn und kleinsten der init ilirer Ebene 
parallelen Dilatationeu des Kijrpers. 

In drr  Abhandlung werden die nu~iierisclieii Wer- 
the von p und q fur gewijhuliches Spiegelglas bestimmt. 
Es werden dazu zwei Verfahrungsarkn angewandt , die 
einander ergiiuzen. -Das ersle Vcrfahren besteht in der 
Reobochtung der Lage der Farbeii - Curven, welche ein 
gekriiniinter Glasstreifen iiii polnrisirten Liclite zeigt. Diese 
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P--Q 
7, Beobachtung giebt den Wertb fur die Differenz 

wo G die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichts im 
Glase in seinem naturlicheu Zustande bezeichnet. Ich 
fand : ps == 0,126 G = 0,656 , 
mobei die Geschwindigkeit dcs Liclits iu atmosphlrischer 
Luft als Einlieit genoinmen ist. 

Das zwcite Verfahren besteht in der Beobachtung 
eines teleskopisclien Diffractions-Bildcs, ivelcbes durch 
zwci gleiche Ocffuungen in dem Schirnie vor dem Fern- 
rolirc hervorgebracht ist. Wird vor diese Oeffnungen 
ein gekrihnintcr Glasstreifeu gestellt , so verdoppelt sich 
das Bild; es eutstclien zwei Bilder; das eine ist parallel 
init dein Streifcn, das andere senkrecht darauf polarisirt, 
beide erleiden eine Verrtickung nach derselben Richtung 
in Eeziehung auf das iirsprungliche Bilcl, das Verhriltnifs 
dieser Verriickringcn ist unabhaugig voii der Griil'se der 
Kriiiiiiniiug, i d  liangt a h i n  , diircli cine eiufnche Rela- 

P 9 fiou, von den Wcrthcu von - und - ab. Ich faiid G c; 
diescs Verhiiltnifs gleich. Hieraus und aus dein scliou 

gefuudcncn Wertbe von 'z9 crg;ib sich : G2 
5= - 0,131 G -?- - - 0,213 6 -  

Das Resultat dieser expet-imcutcllen Bcstiinmuiig ist iiuii 

diets. Weun in eincin gleichfiirinig dilatirteu Glnskilr- 
per in den Hauptdrackaxeu J ,  b ,  c die Dilatationcn c(, 
F ,  7 stattfindcn, so habeu die hxcn der optischcii Ela- 
sticitztsflliche A, B, C respective parallel mit a ,  6 ,  c 
folgende Werthe : 

A= G' I 1 - 0,213 t~ - 0,13 I p - 0,131 71 
B= G ' 1 1 - 413 1 a - 0,213 p - 0,13 I 7 1 
C=G'f 1-0,131~-0,131~-0;213~/~ 
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woriu a , ,5', y positive Grbfsen sind, wenii sie wirkli- 
che Uilatationen bezeichnen, negative aber, wenn sie 
Contractionen bedeuten. Wenn  ein rechtwinkliches Glas- 
Parallelepiyedon z. B. durch eiiien auf zwei gegcntiber- 
stehende Seitenebenen ausgeubten Druck gleichfhnig, und 
zwar urn die Gr6be r', comprirnirt wird, SO ist in den vor- 
stehenden Ausdrucken zu sctzcn: y=- y', ,d=a=+y', 
worau6 sich ergiebt : 

A= B = G' 1 1 + O,OCi y ' 1 
C=G'I I+O,Id8y'I 

Bicser KOrper verhiilt sich also wie ein Kalkspathkry- 
stall, indem in ihm dcr gewihl iche Strahl die laugsa- 
iiiere Fortpflanzungsgeschwindigkeit besitzt. 

Sehr inerkwiirdig ist dns Resultat, welches man aus 
den allgemeinen Wertlien fur A, B, C erhalt, w e n  
darin a=$=y gesetzt wird, (1. h. wenn inan dieselbcn 
auf einen Glaskurpcr anwendet, welcher nacli allen Rich- 
tungen hin gleich stark dilatirt ist. In dieseln Fallc er- 
hiilt inan : 

A = B = C = G ' /  1-OQ,475a1 
also eine Verminderung dcr Lichtgcsclrn.indigkeit, obgleich 
die Dichtigkeit des Korpers in dem Verhsltnifs von 1 
211 1 - 3 a geringer gcworden ist. Hiernach war es wahr- 
scheinlich, dals auch cine gleicli fiirinige Temperalurerhb- 
hung des Glases die Geschwindigkeit des Liclils in ihin 
verinindern miisse. Ich liabe bei directen Refractions- 
beobachtungen in gewbhnlicher und in erhohter Tempe- 
ratur wirklich cine solche Venninderung gefunden, aber 
diese betrug nur etwas mebr als die Hallte dejenigen, 
die aus den Beobachtuugen der mechanischen Dilatation 
hier abgeleitet ist. 

In  dem zweiten Abschnitt (9. 5 bis tj. 10) werden die 
allgemeinen Fomeln  fur die Farbenerscheinuugeu ent- 
wictelt , w e l c h  ein mglcichforrnig dilafirter Karper uu- 
ter den bekannteu Bedingungen im polarisirten Lichte 



zeigt. Ein gleichfilrmig dilatirter Kbrper verhBlt sich fiir 
das Licht wie ein Krystall- Individuum, ein ungleichfilr- 
inig dilatirter Kilrper ist eincin Aggregat von unendlich 
vielen, sehr kleinen Krystall - Individuen zu vergleichen, 
deren optiscbe Elasticitltsaren eine stetige Function des 
Orts sind, sowohl in Bcziehung auf ihre Richtung als 
ihre Grbfse. Wenn eiii polarisirter Shah1 auf cin sol- 
ches Aggregat trifft, so theilt cr sich nicht allein bei sei- 
neui Eintritt in zwei rechtwinklich polarisirte Strahlen, 
sondern an jeder Stelle der Bahn theilt sich jeder Strahl, 
so wie er in ein neues Krystall-Individuurn tritt, wieder 
in zwei Theile, so dafs der eintretende Strabl sich in 
eine Unzahl von Strahlen im Innern des Aggregats zer- 
spaltet. Miifste man alle diese Theilungen verfolgen, so 
wiirde die Untersuchung uber die Interferenz des aus- 
tretenden Lichts in der That  selir schwicrig seyn. Die 
Untersuchung wird aber sehr einfncli, wenn die Unter- 
schiede der optischcn Elasticitiitsaxexi so klein sind, dafs 
ihre Quadratc als vcrschwindcnd gcgcn ihrc ersten Po- 
tenzcn behandelt werden ki)nncii. Untcr dieser Voraus- 
setzung beweise ich folgende zwci Theoreme: 1) Die 
Bahnen der Lichtstralilcii im Inncrn des Ktirpers kiinneu 
bei der Berechnung dcr Interferenz als geradlinig be- 
traclitet werden. 2)  Die nacb dein Austritt mit einan- 
der interferirenden Stmhlen kbuneii aiigeseben werden, 
als hiitten sie deli Ki)rper in dersrlben Richtung durch- 
laufen. Mit Hiilfe dicser Sztze eiitwickle ich den all- 
gemeinen Ausdruch fur die Differenz der Venbgerung, 
uiit welchcr die init einandcr iuterferirenden Strahlen 
aus dem Kiirper heraustrcten. Diese Differenz der Ver- 
zbgerung hsngt ab von dcm Gcsctz dcr Z)rehungen, wel- 
chein dic I’olarisationsebene des Strahls im Innern des 
Ki)rpers unterworfen ist, und von dem Gesetz seiner Fort- 
pflanzuniygeschwiudigkeiten. Beide miissen als Functio- 
nen des Orts gegeben seyn. Mittelst der Resultate, wel- 
che in1 crsten Abschnitt der hbhandlung erbalten sind, 
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lassen sicli diesc Functionen leicht ableiten aus dcin Sy- 
stcni dcr Dilatationen des Kilrpers, odcr, was darauf 
hinauskomint , aus clcin System dcr Vcrrtickuugen seiner 
Theilchen. Das Systcin von Verriickuiigen innfs entwe- 
dcr gegcben seyn, odcr durcli eine unabbsngige Unter- 
sachu ng eruii t tel t werden. 

Zur Erliiuteruug dcr Formeln werdcn dieselben an- 
gewandt auf Erkliiruilg dcr Farbcn, welclic ein tordir- 
ter Cylinder im polarisirten Lichte zcigt in  Hichtungcn, 
welclie seine Ase schneiclcn. E r  zeigt Farbenriiigc, de- 
ren Lfurchinesscr sicli nahc wic natiirliclie Zahlen uud 
uiiigekehrt wie die Torsionswinkcl verlialten. 

Dicse beiden Absclinitte bildcn die Grundlage des 
clrittcn Abschnitts, in welcliein ich die Tlieorie dcr Far- 
bcii eiitwicklc, wclclie in durchsicliligen unkrystallinischen 
Kiirpcrn iin polarisirten Liclitc nus dcr iiiigleicben Tein- 
peratnrvertheiliu~ cntstelicn. Wcnn die Teinperatur in 
eiiirln Kiirpcr uiiglcicli vcrtlieilt ist, so kiiniien dic ein- 
zeliien Theile dcsselbcn sicli uiclit so ausdelincn, als sie 
sich znfolgc ibrcr Tcinperntur ausdclincn wurclcn, menn 
sic iiiit dcn uiiigebeuden Tlieilen nicht cohiirirten. Die 
aus dicsein Zusainincn!iang entstrliendcu , nacli den ver- 
schicdencn Kiclituiigcn ungleichcn I)ilatationen dcs Theil- 
clicns sind clcr Gruiitl fiir die I ~ o p ~ ~ c l b r e c l i u n ~ ,  wekhc 
dasselbe anf das Liclit aucubt ,  urid fur die darniis ent- 
steheiiden Farbcncrscliriniinaeii. Ich entmichle die all- 
gcineinen I)iffereiitiiil~leieh~in~en, yo11 mclclieil das Sy- 
stein der Dilntntioiim des Kiirpers abhiingt, welchcs durch 
eine beliebigc Teiiiperatiir\ ertliciluiig in iliin herrorge- 
bracht wirtl. Man crliilt diese Glcic:hungt.n, wenn inau 
in die P O  i s s o ii'sclicn Gleichungcw fur das Gleicligervicht 
clnstisclirr Kiirpcr ( j fcrn .  de I'Acnd. d. Par. 5". V1fI) 
die Kcpulsivhraft einfuhrt, welche ails cler Erliiiliung dcr 
Tciiiperatur entsteht. Uiesc 1:epulsivkraft wirkt wic dcr 
Druck einer Flussigkcit a n  jeder Stelle nach allen Sei- 
tcu gleich, . und ist cine Function der crliijhtcn Tcmpe- 
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ratur. Ich habe diese Function linear angenoinmen, was 
irur innerhalb msfsiger Teinperaturgrlnzen riclitig ist, man 
kaiiu aber jede andere Function substitiiiren, oline dafs 
dadurch die Form der Gleichungen geiindert wird. Uebri- 
gcns, obgleicb ich seit vielen Jahren im Besitz dieser 
Glcichungen bin, hat D u b am e 1, der seincrscits zu den- 
sclben Gleichungen gekoinmen ist, die Prioritat ihrer 
Publication (Mem. present. T. V, 1838). Diese Glei- 
cbringeu, welcbc, wic aus dem Folgenden erhellen wird, 
bei mir nur eiuen besondkren Fall von vie1 allgemeineren 
Gleichungen bilden, kilnnen unmittelbar auf krystallini- 
sclre Medien angerrandt werden, nur miissen dann fur 
dic ~l’v’lolccularkr~fie die auf krystallinische Medien sich 
bcziehcnden Ausdriicke derselben gesetzt werden. Da- 
bei eirfsteht aber die physikalisch wiclitige Frage: ob auch 
in krystallinisclien Medien die aus der Temperaturerhb 
hung entstehende Kepulsion nacli allen Richtiingen hin 
dieselbe sey, oder ob  sie vou der Lage der krystallini- 
scheu Axen abhlnge? eiiie Frage, die sich durch Beob- 
achtungen entscheiden Itifst. 

Diirch Integratiou der in Rede stehendcn Gleichun- 
gcn crhiilt man dils System von Dilatationen, welche in 
dciii Ki)rper diirch die gegebeirc Teinperaturverlheilung 
her\ orgebracht wertlen. Substituirt man dieselbeii in die 
Foriiieln des vorhergehenden Abschnitts, so erhilt man 
die allgemeineu Ausdriicke fur die Farben, welche ein 
uogleichfiirmig envsrinter, durchsichtiger, unkrystallini- 
scher Kiirper iin polarisirtcu Lichte zeigt. 

Ich wende diese Gleichungcu zuerst auf eiue Kugel 
a n ,  in welcher die Temperatiir concentrisch um ihren 
Rlittelpiinkt vertlieilt ist. Dieser Fall ist z. B. realisirt, 
wenn eine Kugel gleichfiinnig erwarmt in eine Flussig- 
keit getaucht wird, von hiiherer oder niedrigerer Tem- 
peratur. Eine solche Kugel zeigt iin polarisirten Licht 
unter den bekannten Bedingungen concentriscbe Farben- 
ringe, dereii Gesetz ich angebe. Fiir den Charakter die- 
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ser Farben, ob sie positiv seyen wie im Bergkrystall oder 
negativ wie im Kalkspatb, finde icb die einfache Bestim- 
mung : je nachdem die mittlere Temperatur vom Mittel- 
punkt bis zur Oberflgcbe bestsndig wiichst oder abnirnint, 
sind die Farben positiv oder negativ. Bei der Erwar- 
mung zeigt die Kugel also Ringe, die gleichen Charak- 
ter init denen des Bergkrystalls haben, bei der Abkiih- 
lung aber solche, die gleichen Charakter mit denen des 
Kalkspatbs besitzen. Wenn  die Erwiirmung odcr, Abkiih- 
lung so weit fortgescbritten ist, dafs die Teinperatur der 
Kugel sich durch das erste Glied der Reihe darstellen 
llifst , wclche F o u r i e r  flir die concentrische WSrmever- 
theilung in einer Kugcl gegeben bat, so giebt es einen 
Xing der hbchsten Farbe, welcher seinen Ort  nicht wei- 
ter vdrgndert, wiewohl seine Farbe stets fillt. Dieser 
Ring der libchsten FSrbung vird von Strahlen gebildet, 
welche durcb die Kugel in einer Entfernung ron iLrem 
Mittelpunkt gegangen sind, dercn erste Annlherung etwa 
3 des Halbinessers der Kugel betrsgt. 

Eine hohle Kugel, gegen dcren innere und Sufsere 
Oberfliiche ein verschiedener Druck wirkt, zeigt Farben- 
ringe, deren Gesetz ich angebe; sie sind positiv, wcnn 
der innere Uruck der griirsere ist, iind ncgativ, wenn 
der Sufsere b u c k  der tiberwiegcnde ist. 

Die allgenieinen Gleichungen, von welcben die in- 
neren Ternperatur~pannung~,ii in festen Kbrpern abLn- 
gen, rind die daraus hervorgehenden Farben, sind par- 
tielle I)iffereutialgleichungcn zwischen drei abhhgigen 
uiid drei unabhkingigeii Variabcln. Nach den \ orhande- 
ncn aualytischen Methoden kann man nur hdfcn Resul- 
tate aus ihnen zu ziehen, welche sich init den Beobach- 
tungen vergleichen lassen, in den Fallen, in welcben 
sicli die Anzahl dieser Variabelu auf eine geriugere zu- 
riickfiihrt. Ein sehr allgeineiner Fall der Art ist der, 
wo der Kbrper eine so diiniie Ylatte ist, dafs man Al- 
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les, was von dem Quadrate und den h8hereir Potenzen 
der Dicke abhrngt, vernachllssigen kann. In diesem 
Falle reduciren sich die Variabeln auf zwei abhengige 
und zwei unabhangige. Dieser Fall ist auch fur die Beob- 
achtung besonders geeignet, weil es leichter ist die KBr- 
per iu der Form dunner Platten frei von pcrmanenten 
inneren Spannungen, welche bei der Solidification so 
leicht entstehen, zu erhalten. Es ist wahr, d a t  der Ein- 
flufs solcher dunner Platten auf das Licht, wegen der 
Kiine des Weges desselben in ihneo, nur gering ist ; die- 
ser kann aber bis auf eine beliebige HBhe gesteigert wer- 
den, weun man den Lichtstrahl nicht durch eine einzelne 
Platte, sondern durch eine grBfsere Anzahl derselben ge- 
heir Iiibt, die so gestellt sind, dals jede dieselbe Wir- 
liung auf den Strahl ausiibt. 

Nachdem die allgemeinen Gleichungen auf den Fall 
einer diinnen, von parallelen Ebenen begrrinztcn Platte 
transfonnirt sind, wende ich dieselben zuerst auf eine 
kreisftirmige Scheibe an, in welcher die Teuiperatur con- 
ccntrisch um den Mittelpunkt vertlieilt ist. Ich finde das 
eiiifaclie Resultat, daL der Unterschied der Zeit, in wel- 
clicr der gewiilinliche und ungewiihnliche Strahl sich senk- 
rcclit durch die Platte in der Entfernung r von ihrem 

Mittelpunkt bewegcn, proportional mit r -  wo p die 
dr '  

lnittlere Temperntur des Theils der Ylatte bezeichnet, 
welcher innerhalb des mit r um ihre Axe beschriebenen 
Cyliiiders liegt. Der Charakter der Farben fiillt zusain- 

dP men mit dem Voneichen von - Wenn also die Platte, 
d r '  

gleichfiirmig erwiirmt, sich in der Atmosphiire abkiihlt, 
zeigt sie Farbenringe von demselben Cbarakter wie der 
Kalkspath. Weirn die Durcbinesser dieser Ringe klein 
sind, was durch eine hinlangliche Anzahl von Platten 
ilnmer erreicht werden kann, so verhalten sich dieselben 
wie die Quadratwuneln der Glieder der natiirlichen Zah- 

d p  



460 
lenreihe, also wie die Durchmesser der N e w t  o n’schen 
Ringe. 

Der Fall, wo die Platte in einen Kreisring verwan- 
delt wird, erhiilt dadurch ein besonderes Interesse, dafs 
sich hier bei stationiirer Teinyeraturvertheiliing eine neu- 
trale Zone cinsetzt. Nennt man e’ und g” den inneren 
und sufseren Halbrnesser des Ringes, M seine mittlcre 
Temperatur, s die Temperatur in der Entfernung r voin 
nlittelpunkt, und niinmt , ~ i  in der obigen Bedeutung, so 
ist der Unterschied der Durchgangszeit des gewiihnliclien 
und ungewohnlichen Strahls, welche senkrccht durch die 
Riiigscheibe in der Entfernung r vom Mittelpunkt g o  
giingen sind, proportional wit : 

( rz -eBlz) (s -p)+e, *  ( 8 - W .  
\Venn s vom innereii Rande zum sufseren bestgndig 
d ichs t  oder abnimmt, so giebt es iminer einen Werth 
yon r zmischcn e’ und c”, fur welchen der vorstchende 
Ausdruck verschwindet, und diefs ist dcr Halbinesser der 
neutralen Zone. Iunerhalb dieser neutralen Zone liaben 
die Farben einen negativen Charakter, wenn s von 0’ 
bis e’’ ahnimmt, aufserlidb derselben einen positiven. 
Uingekehrt verhiilt es sich, wenn die Tcinperatur vom 
inneren nacli dem aufseren Rande zu mschst. 

Eine zweite Anwendung, welche ich ron den Glci- 
chungcn fur dunne Platten iiiaclie, bezieht sich auf die 
Verzerrungen, welche in einern schinalen und dunnen 
Kreisringe oder in einern Stucke cines solchen durch 
ungleiche Erwarmung hervorgebracht werdcn. Die Brcite 
des Ringes, d. h. der Unterschied seines inneren und 
iiurseren Halbmessers wird so gering angenomineii, dafs 
die Temperatur innerhalb cines jeden Querschuitts als 
constant angesehen werden kann, und diese also nur 
eine Function des Bogens ist. Die Untersuchung dieser 
Verzerrungen hat mir, aufser ihrern theorctischen Interesse, 
noch einiges praktisches Interesse zu haben geschienen, 
wegen ihrer Anwendung auf die Bestimmung der Fehler, 
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welche beim Winkelmessen aus der ungleichen Em&- 
mung des zum Rlessen dienenden Kreises entstehen. 
P o i s s o n  hat sicli in einer Abhandlung in dein Con- 
nnissance d. t. pour 1826 mit diesetp Gegenstande be- 
schiiftigt ; nach deiii dainaligen Standpuukt nimint er aber 
die Ausdchnung, wclche jeder Theil des Kreises erfiihrt, 
proportional init seiner Teinperatur , ohne die Modifica- 
tionen, welche aus seincm Zusaminenhang mit den um- 
gebenden Tlieilen entstehen, zu beriicksichtigen. Fur  
den Fall, dafs dcr Kreis frei ist, d. h. uicht von Spei- 
clicn , die in seiner Axe ziisaminenstofsen, getragen wird, 
gcbe ich in eincr einfachen Formel den Fehler an, wel- 
clier bei dcr Winkelmessung aus der uogleiclien Tcm- 
peraturvcrllieilung im Kreise entsteht. Ein solcher Ring 
lint a u J i  ein einfaches Verhalten iin polarisirten Licht. 
Er tlieilt sich durch eincn neutralen Uurchmesser in zwci 
Halftcn, die in Hinsicht ihrer Farbeu einen entgegenge- 
setzten Charakter haben. Iu der eineu Hlilfte liegen auf 
dcr concaven Seite des Riuges positive Farben, auf der 
convexen ncgatire, in der andern .H:ilfte verhalt es sich 
uingckehrt. Die positiven uiid die ncgativen Farben sind 
in jcder HBlfte durch den neutralen uiillleren Bogen ge- 
trcnut. 

W e n n  dcr Kreis von Speichen getragen wird, wie 
dids bci den zuin Winkelmessen dienenden gewfihnlich 
der Fall ist, so iiben diese Speichen und der Kreisring 
cine gegenseitige Defonnation aus, welche die Vener- 
rungen dcs Ringes, aufscr you seiner Tciiiperatiirverthei- 
lung, noch abhiingig inacht VOII der Anznhl, den Dimen- 
sioiien der Substanz dcr Speichen und der Temperatur- 
vertheilung in ihnen. Meine Formeln klinnen auf jedcn 
gegebencn Fall augewandt werden. 

Wcnn  iietcrogeue festc Substanzen, d. h. solche wel- 
che in ihrem Elasticitats - Rlodul oder therinischeln Aus- 
dchnungs - Coefficienten verschieden sind, auf eine feste 
Weise init einander verbondcn sind, so entstehen bei 
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Versnderung der Temperatur , auch bei gleichfbrmiger 
Vertheilung denelben , Spannungen, welche, bei Schick- 
lich gewiihlten Dimensionen der an einander befestigten 
Stticke, sehr merkbare Formverlnderungen hervorbringen 
kbnnen. Hierauf beruhen die Metallthennometer, welchc 
aus zusammengelfitlieten Streifen zweier differenter Me- 
talle bestehen. Ein solches System heterogener fcster 
Substanzen, die in einer haheren Teniperatur fest niit 
einander verbunden worden sind, zeigt in der gervbhn- 
lichen Temperatur die Farben der doppeltbrechenden 
Ktbrper, und zwar permonmf, wtilireiid dieselben in d ~ i i  
vorhergehendcn Fallen nur ooriibergehend. waren, jiliiilicli 
mie die gehzrteten (rascli abgektililtcn ) GlSser. 

Ich beschaftige mich in dcr Ahhandlung init dem ein- 
fachereu Falte, wo zwei reclitwinkliclie gerade Streifen 
von differenten Stoffen in ihrcn ltingereii Kandebeneu br i  
einer bestiminten Teinperatur an einander gelathet . sind. 
So wie diese Teinperatur sicli Yiidcrt; kruinineii sicli die 
Streifen; die an einander gelbtheteii Hnndebeiieii verwan- 
deln sich in gerade Cylinderfkichen, fur deren Uurch- 
messer D icli folgenden hrisdruck tinde: 

h* ~ + a h . i r ’ + 6 h l h ‘ Z + ~ i r i r ’ ” + - - I l ’ ~  k ’  
k 

5 ( f - - f ) h h ’ (  /2+/4’) 
D=; 7 

worin h und h’ die Hahcn der Streifen, (1. h. cliejeuigen 
Dimensionen bezeichnen, welche scnkreclit nuf der ge- 
meinschaftlichen Grtinze steheil, k und k ’ ,  f und f ilire 
respective Elaslicitiits - Modrile und ilire therniischeii Aus- 
dehnuugs- Coi;fficienten, und 5 den Unterschied der vor- 
handeiien Teinperatur von dei jenigen, bei welcher die 
Zusammenlfithung stattfand. Die concave Seite der Cy- 
linderfliiche liegt auf der des Streifelis init den kleiiieren 
Ausdehnungs- CoEfficienten. - Die isochroinatischen Cur- 
ven dieser Streifen sind parallel mit der gemeinschaftli- 
cheu. Grsnze; jeder Streifen hat eine neutrale, schwane 
Linie bei rechtwinklicher Stellung der beiden Turmaline. 
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Auf der einen Seite dieser neutralen Linie liegen pod- 
tive, auf der andern negative Farben, in der gemeinschaft- 
lichen Grlnze beider Streifen stofsen Farben entgegen- 
gesetzten Cliarnkters znsnmmen. Die Lngc der schwanen 
Linie ist nnabh:ingig vom Ausdelinungs - Coeflicienten ; sie 
hsngt allein von den Dicken der Streifen uod vom Ver- 
hiiltnifs ihrer Elasticitfits-Module ab. Ihre Entfernung 
von der gemeinschaftliclien Granze in dem Streifen von 
der Uicke h und dern Elasticitats-Modul k ist: 

4h3 +3h9h'++h'3 
-6 k' 1. '1  h ( h t h ' )  

Das letzte Problem, mit welchem ich mich in der 
Abhandliing beschlftige, hat seit der Entdeckung der durcli 
Tcinpcraturverthcilung hervorgebrachten Farben, wobl 
am ineisten das Interesse der Physiker auf sich gezogen, 
sowolil wegen der Schbnheit der Farbeo nls wegen der 
unenvartcfcn Syminetrie in ihrer Vcrtheiliing. Ich meinc 
die Farben, welche eine rechtwinkliche Platte zeigt, wenn 
sie mit cinein ilirer Rander auf eine erhitzte Metallplattc 
gestellt wird, odcr sclbst erhitzt mit diesem Rande auf 
pine kalte Unferlnge gelegt wird. Die Erkllrung der 
Fnrbeii eiiier solchen Plattc! iiiid ilirer Vertheilung habe 
ich, seitdem ich im Besitz der Principien der Theorie 
dieser Phliioineiic bin, fIir ihren vonuglichsten Prufstein 
gehalten. I h f s  bin ich dabei auf analytische Schwie- 
riglieiten gestofsen, welche die Publication dieser Arbeit 
so lauge verzbgert haben, deren neseitigung jedoch mir 
aricli jctzt nicht gelungen ist, und auf welche ich nur 
wunschen kann die Aufinerksainkeit cines Geometers zu 
lenken. Reilihn, deren Glieder nach den W u n e l n  ei- 
ner trnnscendenten Glcicliung fortschreiten, haben sich 
in mnthemntisch - phgsikalischen Untersucbungen hiiufig 
dargeboten , aber diese Gleichungen hatten immer lauter 
reelle Wurzeln. Hier hat sich, icb glaube zum ersten 
Mal, der Fall dargeboten, wo diese Gleichung lauter 
imaginiire W u n e l n  besitzt. Das zu 1i)sende Problem 
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besteht darin, .die constanten CoGfficienten dcr Gliedcr 
eines solchen nach den imagin%ren W u n e l n  eiuer trans- 
cendenten Glcichung fortschreitenden Rcihe zu bestimincn. 
Das Interesse dieses Probleins ist uin so griifser, da auf Rei- 
hen der Art viele anderc btersuchungeu fiihrcn, welclic 
von den Gleichungcn dcs Gleichgewichts elastischer KOr- 
per abhzngen. 

Meiiie Hesultate iibcr die Farben, welche in rcclit- 
.vvinklichen Platten unter den bezeichneten Bcdingungen 
auftreten, bescbrsnken sicli auf die FSlle, fur welclie sich 
nachweisen Iafst, dafs der Werth der in I\ede stclicn- 
den Rcihen unuerklich ist, und sie also vernachliissigt 
werden diirfen. Meine Forincln sctzen Platten voraiis, 
bei denen die Hirhe die Breite mehrere Male iibertrifft 
oder umgelielirt, die Breite mchrere Male griifstr ist, 
als die Hahe, und in dencn die Teinpernturcn iiiir 

Functionen dcr Entfernung voin unJeren Ronde sind, ocler 
docii als solche angesebcn wcrden kiinnen. Diese For- 
meln diirfen im erstercn Falle nicht a i d  Stelleu nnge- 
wandt werden, welche in dcr Niihc des uutcren odcr 
oberen Randes liegen, iiii zweiten Falle nicht auf Stel- 
leu, welche sich in der Nzhe der Seitenrlinder behudcn. 
Eine Platte, deren Hiihe die Breite inehrere Rlalc iibcr- 
trifft, zeigt im polarisirten Lichte, wenu ilire Tcinpera- 
tur stationar geworden ist, vier Farbenfelder, namlich 
ein centrales, zwei Seiteufelder und eiii uiitcres Farben- 
feld. Diese Felder sind durch sclirvarze Zonen von ein- 
ander getrennt, wenu die Polarisationsebenen des ein- 
fallenden Lichtes uud des analysirciiden Turinalius reclit- 
wiuklich stehen, iiud die Kinder dcr Platte 4 3 O  iiiit iliucii 
bildet. Meine Forrnelii erkllircn die Seitenfelder und das 
ceutrale Feld vollstandig, kbnnen aber auf das unterc 
Feld nicht angewandt werden. Sie zeigen z. B., dafs 
die Seitenfelder iininer ncgativ sind, dafs der Charakter 
des centralen Feldes aber vou der Breitc der Platte ab- 
hingt; fur geringe Breitcn bis zu einer bestilnlnten Granzc 

siiid 
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sind die ccntralen Farben positiv, zwischen dieser G r h z e  
und einer zweiten werden sie negativ, jenseits dieser 
zweiten Granze wiederum positiv u. S. w. Diese merk- 
wurdige Umkehrung des Charakters der Farben, bei wach- 
sender Breite, habe ich durch Beobachtungcn bestztigt 
gefunden. - Die schwanen Zonen, durch welche das 
centrale Feld von den Seitenfeldern getrcnnt wird, sind 
zufolge ineincr Formel keine neutralen Zonen, wie z. B. 
die Mittellioie in einem gekriimmten Streifen, sondern 
entstehen daraus, dafs in h e n  dic Polarisationsebenen 
dcs gewiihnlichen und ungcwahnlichen Strahls mit den 
Randern der Platte 4 5 O  bilden. Die Entfernuog dieser 
schwarzen Zonen von der Mitte der Platte finde ich an- 
niihernd gleich der halben Breite derselben, dividirt 

Platten, bei welcheu die Breite mehrere Male die 
Hohe ubertrifft, zeigen sich im polarisirten Licbte in fiinf 
Felder gctheilt, ein centrales, ein oberes und unteres 
Randfeld, und zwei Seitenfelder. Meine Formeln erkla- 
ren das Verhalten der Platte in den drei ersten Feldern 
vollstzndig, durfen aber auf die Seitenfelder nicht ange- 
wandt werden. Ich wende die Formeln auf eine be- 
stimmte Platte an, deren Dicke, Hahe und Breite bei- 
Iaufig 1, 10 und 40 Linien betragt, und berechne fur 
den Fall einer stationlren Temperatur die lidchsten Far- 
ben im centralen Felde und in den beiden Randfeldern, 
so wie die Lage der Granzen dieser drei Felder. Die 
numerischen Resultate, welche ich erhalten, stimmten mit 
den Beobachtungen so gut, als die ungenau gekannten 
Coefficienten der inneren und aufseren Warme -Leitungs- 
fiihigkeit es erwarten liefsen. Die Formeln, wie die 
Beobachtungen, geben die Farbenvertlieilung und die 
Lage der schwanen Zonen, welche das centrale Feld 
von den Randfeldern trennen, symmetrisch in Beziehung 
auf den oberen und unteren Rand, wiewohl die WIrme  
vom unteren Rande nach dem oberen Rande zu stetig 

d u d  #3. 
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abnimmt. Die Entfernung dieser schwarzen Zonen von 
der Mitte der Platte fand ich annahernd gleich der hal- 
ben H6he derselben dividirt durch v3. - Die statio- 
nHre Temperatur in der Platte wurde dadurch hervorge- 
bracht, dafs ihr untcrer Rand in eiiier festen Tempera- 
tur, welche ich init A bezeichnen will, erhalten wurde. 
Ich berechne die Dilatatibnen, melche die Theile in der 
Mitte der Platte ond in der Mitte des unleren und obe- 
ren Randes bei dieser stationiiren Teinperatur erfahren. 
Ich finde die Tlieilc in der Mitte dcs unteren und obe- 
ren Randes gleich stark in der Richtung der Breite con- 
trahirt .und in der Richtung der Hiihe dilatirt, in Be- 
ziehung auf die ihren Temperaturcn entsprechenden Di- 
latationen, ntimlich contraljirt a m  so viel, als ware ihre 
Temperatur uin &A gerioger als sic ist, und dilatirt 
um so viel, als ware ihre Temperatur urn &A griifser. 
In der Mittc der Platte hingegen finde ich die Theile 
in der Ricbtung der Breite dilatirt, und senkreclit dar- 
auf contrahirt in Beziehung auf die Ausdehnungen, die 
sie nach der hier trorhnndenen Teinperatur hnben soll- 
ten; die Dilatation ist so g o t  als die freie Warmeaus- 
dehnung von &A, uiid die Contraction so g r o t ,  als 
die freie Ausdehniing von &A betragt. 

Aus meinen Formeln leitet sich eine einfache geo- 
inetrische Construction ab fiir den Unterschied der Ver- 
zagerung der heiderlci atis dcr Platte austretenden mit 
einander interferirenden Strahlen. Man constrnire iiber 
einer Linie, welche durrh dic Mitte dcr Platte scnkrecht 
auf ihrcn unteren Rand gezogen ist, als iiber einer Ab- 
scissen- Linie eiiic Curve, deren Ordinaten die Tempe- 
raturen der Platte darstellen, iind ziehe einc geradc Li- 
nie, die so liegt, dafs die Siiinme der Quadrate der 
Differenzen ihrer Ordinaten uud der Ordinaten der Tem- 
peratur Curve ein Minimum ist. Die Unterschiede dieser 
Ordinaten sind an jeder Stelle proportional mit dem Un- 
terschied der Verz6igerung dcs gew6hnlichen und unge- 
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w8hnlichen Strabls , welche an dieser Stelle senkrecht 
diirch die Platte gegangen sind. In den Durcbschnitts- 
piinkten der geraden Linie mit der Temperatur- Curve 
ist dieser Unterschied der Venbgerung gleich Null; ihre 
Abscissen bestimmen die Lage der schwanen neutralen 
Zonen , welche die Farbenfelder entgegengesetzten Cha- 
rakters trennen. Je nachdem ntimlich der Unterschied 
der Ordinatcn an einer Stelle positiv oder negativ ist, 
ist auch die Farbe an dieser Stelle positiv oder negativ. 
Diese Construction ist giiltig, nach melchem Gesetz die 
Temperatiir in der Platte auch vertheilt sey, vorausgesetzt 
dafs sie allein eine Function der Entfernung vom unte- 
ren oder oberen Rande sey, odcr docb als solcbe ange- 
sehen werden kanne. Die Construction zeigt unter An- 
derein sogleich, dafs bei der Erwlrmung und bei der 
Abkiihlung der Platte der Charakter der Farben ein ent- 
gegengesetzter ist; d i e t  folgt in der That unmittelbar 
darnus, weil im ersten Falle die- Tempcratur- Curve ihre 
convexe Seite der Abscissen-Linie zukehrt, im zweiten 
Falle aber die concave Seite. 

Die Uebereinstimrnung der Theorie mit den Beob- 
achtungen iiberall, wo ich den Calciil bis zu dem ein- 
zelnen Fall habe durchfiihren konnen, lafst iiber die 
Richtigkeit ihrer Principien keinen Zweifel. W a s  in Hin- 
sicht der Erklarung und Berechnung der Farben, welche 
durch ungleiche Temperaturvertheilung hervorgebracht 
merden, zu wiinschen iibrig bleibt, ist die Vervollkomm- 
nung der analytischen Methoden, uud die Verificirung 
der Gleichungen, von melchen die Bewegung der Warme 
abhangt, namentlich in Beziehung auf schlecht leitende 
Karper. Dann erst wird es auch von Interesse seyn, 
in den Gleichungen fur die durch Temperaturdifferen- 
zen bervorgebracbten Spannungen die Wtirmerepulsion 
nicht, wie es hier geschehen ist, proportional init der Tem- 
peratur zu nehmen, sondern die vollstsndigere Function, 
modurch diese Repulsion dargestellt wird, in die Glei- 

30 * 



468 

chungen einzufiihren, wodurch iibrigens ihre Form keine 
Veriinderung erleidet. 

Die Theorie bezieht sich auf die voriibergehenden 
Farben, welche mit den Temperaturdifferenzen zugleich 
verschwinden. Ich bin aber auch im Besitz der Princi- 
pien, mittelst deren die bleibenden Farben, welche durch 
Hartung der festeu durchsichtigen KOrper, durch rasche 
hhktihlung, entstanden sind, auf den Calcul zurckgefuhrt 
werden. Ich will mir noch erlauben diese Principien 
hier in aller Kiirze nalicr zu bezeichnen, die weitere 
Entwickliing einer spateren Abhandlung vorbehaltend. 

Die Theorie der bleibenden Farben, Ivelche durch 
rasche Abkiiblung oder iiberhaupt durch schnelle Solidi- 
fication in durchsichtigen Kiirpern entstehen, ist nur eine 
speciellc Anwendung einer allgemeiucn Theorie , deren 
Gegenstnnd die Verlnderungen sind, welche in der re- 
latiren Lage der Theile eines festen Kiirpers hervorge- 
bracht werden, wen3 einige derselbeu oder sammtliche 
bleibende Difdah'onen erlit t en hab en. 1) i es e b I eib end en 
Dilatationen entstehen, wenu, sey es bei einer inechaiii- 
schen Formveriinderung des Kbrpers oder bei einem phy- 
sikalischen Procefs , die Grlnze der Elasticitat iiberschrit- 
ten wird. Wenn z. B. ein geradliniger Stab iiber eine 
gewisse Grauze hinaus gekriimmt wird, so kehrt er nach 
Aufhebung der kriimmenden Kraft nicht vollstandig zur 
geradlinigen Gestalt zurtick ; er hat eine bleibende Krum- 
mung erlitten. Einige seiner Theile haben in der vor- 
iibergehenden Kriimmung die Griinze der Elasticitst uber- 
scbritten ; die Wirkung dieser Theile theils auf einander, 
theib auf denjenigen, welche ihre GrHnze der Elastici- 
tst nicht. iiberschritten haben , bestimint die Grafse der 
bleibenden Krlimmung. Kannte man die ersten Theile, 
welche permaneute Dilatationen erlitten haben, von den 
letzteren, welche solche nicht erlitten haben, trennen, so 
wlirden diese letzteren zu der ursprfinglichen geradliui- 
gen Lage wieder zuriickkehren. Im polarisirten Licht 
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wiirde ein permanent gekrfimmter Stab ein System blei- 
bender Farben zeigen, welches sehr verschieden ist von 
demjenigen, welches aus der vortibergehenden Kriimmung 
entsteht. Auf jeder Seite der Mittelebene des Stabes 
miirde man ein doppeltes System Farben beobachten, ein 
positives und negatives, die durch eine neutrale Zone 
getrennt sind. Hier wiirden also drei neutrale Zonen 
vorhanden seyn, wlhrend bei der vortibergehenden Kriim- 
inung nur eine solche Zone da ist. - Aehnlich wie bei 
der permanenten Krtimmung verhalt es sich bei der per- 
manenten Torsion. Der Winkel der permanenten Tor- 
sion hang nur auf eine inqirectc Weise von dem Win- 
kel der voriibergehenden Torsion ab,  aus welcher sie 
entstanden ist; direct htingt die permanente Torsion wie- 
der ab von der Wirkung der Theile, deren Elasticitlts- 
granze iiberschritten ist, auf einander, und auf die Theile, 
deren Verschiebung innerhalb ihrer ElasticitatsgrSnze ge- 
blieben ist. 

Ich werde das Princip angeben, welches zu den Glei- 
chungcn fiihrt , welche die relative Lage der Theilchen 
in einem durch bleibende Dilatationen gespannten K6r- 
per bestiinmen, woraus sich dann sowohl seine FOM- 
veriinderung , als die Farben, welche er im polarisirten 
Lichte zeigt, ergeben. Man denke sich in dem Kiirper 
in seinem naturlichen Zustand ein kleines rechtwinkli- 
ches Prisma, bcfreit von seinem Zusammenhang mit den 
umgebenden Theilen, so dab es, nachdgm die bleibende 
Dilatation eingetreten ist, diese hat vollstsndig annehmeii 
k8nnen. Das Prisma ist so klein, dafs diese Dilatation 
als gleichfiirmig betrachtet werden kann. llurch lu le re ,  
gegen seine Oberflache wirkende Druckkrlfte denke man 
sich dieses bleibend dilatirte Prisma auf sein urspriingli- 
ches Volumen zuriickgefiihrt. Theilt man dieses redu- 
cirte Prisma durch eine Ebene, so stofsen sich die bei- 
den Theile von einander ab, und sic werden nur durch 
die auf die Oberflsche dcs Prismas wirkenden Druck- 
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krafte in ihrer relativen Lage erhalten. Die Grtifse die- 
ser Abstofsung nenne ich den bleibenden moleclilaren 
Druck gegen die theilende Ebene, im Gegensatz gegen 
den voriibergehenden Druck, welcher durch eine vor- 
iibergehende Dilatation hervorgerufen wird. 

Der bleibende moleculare Druck ist der Richtung 
und Grdfse nach durch die Lage der Ebene, gegen wel- 
che er gericbtet ist, gegeben, wenn die bleibeude Dilatation 
des Prismas gegeben ist. - Weun also das System der 
bleibenden Dilatation im ganzen Kiirper bekannt ist, so 
kann man fur jeden Punkt desselben den bleibenden mo- 
lecularen Druck angeben, welcher in demselben gcgen 
eine durch ihn gelegte Ebene stattfindet. - Die Gleich- 
gewiclits - Gleichungen fur den durch bleibende Dilatatio- 
nen gespannten Kiirper erhalt man, wenn man ausdriickt, 
dafs in jedem Element desselben die auf die Oberfllche 
desselben wirkenden Druckkrifte mit einander im Gleich- 
gcwicht stehen, namlich die bleibenden molecularen Druck- 
krafte und die vorubergehenden, welche durch die Ver- 
riickungen der Theilchen aus ihrcr urspriinglichen natiir- 
lichen Lage erregt werden. Mit andern Worten: man 
hat, urn die in Rede stehenden Gleichungen zu bilden, 
nur die bleibenden molecularen Druckkrlfte des Kdrpers 
in die N a v i e r’schen Gleichungeu des Gleichgewichts 
elastischer Kiirper einzufiihren. 

Die auf diesem Wege erlialtenen Gleichungen gel- 
ten fur jeden Punkt im Innern des Kiirpers; zu ihnen 
treten noch die Bedingungsgleichungen , welchen die In- 
tegrale jener Gleichungen fiir jeden Punkt der Oberlls- 
che des Kiirpers geniigen mussen. Diese Bedingungs- 
gleichungeii driicken am,  dafs die Summe des bleiben- 
den und voriibergehenden molecularen Drucks in jeder 
Stelle der Oberflache Null ist, wenn dieselbe frei ist, 
oder, wenn auf die Oberfllche noch gutere  Druckkrafte 
mirken, init diesen im Gleicbgewicht stehen. Diese Be- 
dinpngsgleichungen nfachen die Integrale der allgemei- 
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uen Gleichungen abhangig von der Form der Oberfllche 
des Kbrpers, und diefs ist der Grund, warum dasselbe 
System bleibender Dilatationen ein anderes System vou 
inneren Spannungen bervorbringt, wenn die Oberflacbe 
des Klirpers cine andere wird. Diefs erklart die merk- 
wurdige Thatsachc, welche ich immer fur die schfinste 
Entdeckung B r e w s  t e r’s im Kreise der hieher gehbrigen 
Phlnomcue gehalten Irabe, daCs mit der Form des inner- 
lich gespannten , geharteten Kiirpers zugleich die relative 
Lage seiner siiinintlicheu Tlieile eine Aenderung erfghrt, 
uud man kcnnt jetzt den Weg, diese Aenderung durch 
den Calcul im Voraus zu bestiinmcn. - Uebrigens fin- 
det dieselbc Ablrangigkeit von der Oberflache des Kbr- 
pers statt in Beziehung auf die vorubergehenden Span- 
uungen , welche durch Temperaturdifferenzen hervorge- 
bracht werden, nur daCs liier in der Regel die Tempe- 
raturvertheiluug rnit der Oberflache sich verandert. - 
Die Gleicliungeii , von welcheu die durch Temperatur- 
differenzen hervorgebrncbten Spannungen abhlingen, sind 
nur ein besouderer Fall der hier in Rede stehenden GIei- 
chungeu, welcher dadurch cliarakterisirt ist, dafs der blei- 
bende inoleculare Uruck fur jede Stelle des Kbrpers nach 
allen Richtungeu derselbe ist. Man kann in der That 
die thermische Ausdehnung eines Elements des Kiirpers, 
welche der Telnpcratur desselben angehbrt, betrachteii 
als eine uach allen Richtuiigen hin gleich grolse blei- 
bende Dilatation dieses Elements, und erhalt dann die- 
selben Gleichungen, welche ich in der Abhandlung fiir 
die diirch Temperaturvertheilung bewirkten inncren Span- 
nungen entwickelt babe. 

In der Theorie der bleibenden iuneren Spannungeii 
der festen Kbrper lniissen dreierlei Arten von Dilatatio- 
uen unterschieden werden, namlich zuerst die in den  
Korper wirklich vorhandenen Dilatationen, und die blei 
benden Dilatationen, welcbe in seincn Theilen erregt war- 
den sind; diese beideu Dilatatioueu beziehen sich auf 
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die nattirliche urspriingliche Entfernung der Theilchen 
des Kiirpers von einander, und ich nenue die erstere 
die absolute Dilatation. Aufser dieser absoluien und 
bleibenden Dilatation mufs drittens die relative Dilaia- 
iion in dem Kbrper unterschieden werden; diefs ist die 
vorhandene Dilatation, bezogen, nicht auf die urspriingli- 
che Entfernung dcr Theilchen, sondern auf die bleibend 
dilatirte Entfernung derselben. Wenn, wie in allen die- 
sen Untersuchungen vorausgesetzt wird, die Dilatationen 
kleine Grafsen sind, so ist die relative Dilatation die 
Differcnz der absoluten und der bleibenden Dilatation. 
Die relaliven Dilatationen sind es, welche sowohl die 
inneren Spannungen des Kiirpers liervorbringen, als die 
Farben, welche derselbe, wenn er durchsichtig ist, im 
polarisirten Lichte zeigt. U m  diese Farben durch deli 
Calcul zu bestiminen, diirfen nur in die allgemeine For- 
meln fiir diese Farben, melche ich in der vorliegenden 
Abhandlung entwickelt habe , die Ausdriicke fur die re- 
lativen Dilatationen substituirt merden. 

Die Anwendung der in Rede stehenden Gleichun- 
gen auf einen bestimmten Fall setzt die Kenntnifs des 
Systems bleibender Dilatationen, welches in diesem Fall 
stattfindet, voraus. D i e t  mufs gegeben seyn, oder durch 
eine besondere Untersuchung aus dem Procefs, weIcher 
die bleibenden Dilatationen hervorgebracht hat , abgelei- 
tet werden, eben so wie bei den Gleichungen fur die 
voriibergehenden Spannungen, welche durch Tempera- 
turdilferenz hervorgebracht werden , die Vertheilung der 
Temperatur gegeben sepn mufs, oder durch eine beson- 
dere Untersuchung aus den Umstsnden, durch welche 
sie hervorgebracht ist, ermittelt werden mufs. 

Uuter den verschiedenen Fiillen, auf welche man 
diese Gleichungen anwenden kann, hat mir der des rasch 
abgekiihlten Glases der wichtigste geschienen, weil man 
bier die inneren Spannungen durch Beobachtungen mit- 
telst des polarisirten Lichts verfolgen kann, und weil 
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der schhsten Farbenpbanomene fuhrt. Die Vorstellun- 
gen, welche ich zum Grunde gelegt habe, um den Pro- 
cefs der Hlrtung des rasch abgekuhlten Glases dem Cal- 
ciil zu unterwerfen, sind folgende. Inmitten dieses Pro- 
cesses, der eine Zeit hindurch dauert, fixiren wir einen 
Moment. Der K6rper besteht jetzt aus zwei Theilen, 
der eine gliibt noch und ist weich, der andere ist schon 
erstarrt und fest. Die Granze beider Theile bildet die 
Scliicht, welche gerade die Erstarrungstemperatur besitzt, 
d. h. die Temperatur, bei welcher die Theile nur gegen 
die Verdichtung und Verdiinnung einen Widerstand lei- 
sten, aber eben anfangen wollen auch ihrer Verschiebung 
zu widerstehen. Beide Theilc adhzriren fest mit einan- 
der. Der feste Theil nuu tibt einen gewissen Druck 
oder Zug gegen den weichen, weil er bestrebt ist, die- 
jenige Form anzunehmen, welche ihm, zufolge seiner Tem- 
peratur und zufolgc der bleibenden Dilatationen, die er 
erlitten hat, zukommt. Der weiche Theil, der wie ein 
5ussiger angesehen werden darf, widersteht diesem Druck 
oder Zug nur wit einer Kraft, die senkrecht gegen seine 
Oberfliiche ist, und erleidet dabei eine Cbntraction oder 
Dilatation. Unter dieser bcstimmten Contraction oder 
Dilatation erhlrtet die Schicht, welche die Erstarrungs- 
temperatur besitzt, wegen des fortgehenden Temperatur- 
verlustes. Die Differenz dieser Contractiou oder Dila- 
tation und dejenigen Dilatation, welche diese Schicht 
zufolge ibrer Erstarrun~stemper,7tur haben sollte, ist ihre 
blcibende Dilatation. Das Problem der bleibenden L)i- 
latationen, welche bei der raschen Abkuhlung eines Glas- 
kiirpers entstehen, ftihrt also zunlchst zu der Aufgabe: 
die Form zu bestimmen, welche der schon festgewor- 
dene Theil des Kfirpers annimmt in Folge der Tempe- 
raturvertheilung in ihm und der bleibenden Dilatationen, 
welche er erlitten hat, uud unter dem Druck, welchen 
der meiche gliihende Theil gegen seiue innere Oberflu- 



474 

che ausiibt. Dieser Druck, welchen der weiche Theil 
ausiibt, ist senkrcclit gegen seine Oberfllche und yro- 
porlional mit dem Unterschied der Vergrbkeruiig, wel- 
clie sein Voluinen in Folgc seiner Temperatur haben 
sollte , und dcrjenigcn Vergriifserung, welchc es wirblich 
besitzt; das Volumen, welclies dcr wciche Theil aber 
wirklich einnimmt, ist dasjenige, welches die iunere Ober- 
fleche dcs festen Thcils des Kiirpers eiuschlielt. - Das 
Problem is1 liicmit vollstlindig bestimmt, und es ist leicht, 
das System I)ifferentialgleicliungeii, VOU denen es ab- 
Iiiiigt , anzugeben. Die Integriruug dieser Gleicliungen 
giebt uninittelbar die Dilatation des nocb gluheudcn Tlieils 
tlcs Iiiirpers, und soinit die bleibende Uilatatiou der eben 
erliSrtendeu Schiclit , aber diesc ausgcdriickt drircli die 
iiocli uubekannte Function, welche die blcibenden Uila- 
tationcn darstellt, die dcr feste Tlieil cles Kiirpers sclion 
erlittcn halte. Geht man nun aber ziir nichst folgenden 
crhlirtcnden Schicht iiber, so erhdt  mau cine Ditfcren- 
tialgleichung fiir diese Function, dereii lutegral dic blei- 
bciidcn Dilatationen, welche aus dem Procefs dcr Har- 
tuiig Iicrvorgchen , €fir den gauzcii Kiirpcr darstclli. 

Iliese Yriiicipicn der Theorie dcr Hirtung glasarti- 
ger Kiirpcr uuifnssen nur die weseiitlichsten Umstsnde, 
von deiieu ilire blcibenden Dilatationen abhhgen;  ei- 
nige audere UmstSnde, welchc von iiutergeorduetcrem 
Einfliifs siiid , w i d  inan epiter beriiclisiclitigen libnneu, 
uiid so diese Theorie cerrollstiindigcn. Dahin gelibrt 
nainentlich der Uinstaud , d d s  die refnihcn Dilatationen 
in dein schon fest gewordeueu Theilc des Kiirpers die 
Gr3nze der Elasticitst iiberscliritten haben kiiunen, und 
dadurch von Neuem bleibeude Uilatationen eneugt sind. 
Diefs wird besonders gelten fur die Theile, welche noch 
eine sehr hohe Temperatur bcsitzen, weil sie in dieser 
cine vie1 engere Elasticitltsgr5nze haben, verbundeu mit 
cbiney weiteren Grluze der Verschiebbarkeit , als in einer 
uicdriseu Temperatur. Die Berucksichtigung dieses Um- 
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standes erfordert aber noch eine griifserc Ausdehnung 
der experimentellen Untersuchungen uber die Elasticitlits- 
griinzen, nainentlich auf welche Weisc sic von cler Tem- 
peratur ablilingen, und welche Veranderungcn in der re- 
lativen Lagc der Theilchcn hervorgebracht werden, wenn 
diese Grlnze nur in einer Richtung iiberschritten wird. 
Ucbrigens ist die Vernachllissigung dieses Umslaiides ohne 
Zweifel vou gcringereiii Nachtheil fur die Kesullate der 
Thcorie, als die mangelliafte Kenntnifs von der Bewe- 
gung der W % n n e  in deli hoben Tcmperaturen, unter wel- 
chen die H%rtung vor sicli geht. 

Ein allgeineines Resultat, zii welchem die Principien 
der Tlioric der Martung glasnrtiger Kiirper, melche ich 
auseinandergesetzt babe, unmittelbar fiihren, ist, dab, wie 
verschieden die bleibenden Dilatationen iu den verschie- 
dencn Theilen des Kiirpers such eeyn niiigeii, sie doch 
in jedein Theilchen uacli allen P\iclitongen hin glcich sind. 
Dieses Resultat Iiifst wicbtige Folgerungeii zu. Es er- 
giebt sich hieraus, dak  das System von Spannungen und 
Dilatationen, welches in eincni Kiirper durch seine Har- 
tung hervorgebracht wird, imincr ouch durrh eine be- 
stiiiiinte Tempcra~urrerthcilung in ihni hcrvorgebracht wer- 
deli kann. Diese Temper.aturvertlieilun~ uiid die aus der 
Hartung hervorgegaiigenen blcibenden Dilatationen wer- 
den darch dieselbe Function der Ordinaten ausgedriickt. 
Hicrin lie$ der Grund der ~ncrkwiirdigen Uebereinstim- 
iiiung dcr Farben, welche ciii geliiirtcter Kiirper im PO- 
larisirten Liclitc zeigt, iiiit denjcnigcn Farben, wclcbe in 
ilim durch Temperaturdifferenzen kbnnen hervorgebracht 
werden. In der That kbnncn von den Kesultaten, zn 
mclchen ich in der vorliegcnden Abhandlung in Bezie- 
hung auf die vorubergehenden Farben, die durch Tern- 
pcraturvertbeilung eneugt werden, gekoinnien bin, alle 
diejeiiigen, welche unabhtngig sind von dein speciellen 
Gesetze der Temperatur~er~heiluiig, uninittclbar angewandt 
ivcrden auf die Farben, welche derselbe Kiirpcr zcigt, 
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wenn er gehHrtet wird, wenn die dabei eutstehenden blei- 
benden Dilatationen nur im Allgemeinen dieselbe Sym- 
metric als die Temperaturvertheilung befolgen. Ich finde 
z. B. dafs in einer gebsrteten Kugel oder einem geraden Cy- 
linder die bleibenden Dilatationen von dem Centrum oder 
der Axe aus nach der Peripherie wachsen; daraus folgt 
sogleich, d a t  eine solche Kugel oder Cylinder im PO- 
larisirten Licht sich vcrhafien miissen, als waren sie nicht 
gehiirtet und hatten eine vom Mittclpunkt oder von der 
Axe a m  stcigcndc Temperatur, und dafs daher z. B. die 
Farbenringe , wclche sie zeigen, einen positiven Charak- 
ter, wie die des Bergkrystalls habcn miissen, mie es auch 
die Beobachtung gczeigt hat. Eben so kann in Folge 
dieses Princips omgekehrt aus der Farbenvertheilung in 
dein geliZrteten Kiirper auf die Vertheiluiig seiner blei- 
benden Dilatationen geschlossen werden. Langc Glas- 
streifen, die gekirbt sind, besitzen cine Farbenverthei- 
lung von demselben Charakter als diejenige, melche sie 
ungehlrtet gezeigt haben murden, wenn sie init einem 
Langenrande auf eine heifse Unterlage gestellt worden 
warm; daraus folgt sogleich, dafs die bleibenden Dila- 
tationen von den Laiigenrsndern aus inch der Mitte der 
Plattc zu abnehmen, und d a h  die Entfernung der schwar- 
zen neutralen Zonen, wclclie das centrale Farbenfeld 
von den Randfeldern trennen, von der Mitte der Platte 
nahe gleich seyn muL der halben Breite der Platte di- 
vidirt durch v 5. 


