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I Die Gesetze der Doppelbrechung des Lichis
in comprimirten oder ungleichfiérinig erwdirm-
ten unkrystallinischen Kirpern;

von K. E. Neumann.

(Ein dem Noveruberberichte der Academie entnommener Auszag von
der Abhandlung.)

Dic vorlicgende Abhandlung zerfillt in drei Abschuitte.
In dem ersten Abschnitt (§. 1 bis §. 5) beschiftige ich
mich mit dem Geselz der Doppelbrechung“des Lichts in
gletchformig dilatirten oder comprimirten unkrystallini-
schen Korpern. Gleichformig nenve ich die Dilatation
(oder Contraction) eines Korpers, wenn dieselbe an je-
der Stelle desselben sowohl in Beziehung auf Richtung
als Grofse gleich ist, wiewoll sie in den verschiedenen
Richtungen verschieden ist. Wenn ein rechtwinkliches
Parallelepipedon, welches mit ciner sciner Seitenebenen
auf einer festen ebenen Unterlage rubt, durch einen gleich-
miilsig, iiber die gegeniiberstehende Scitencbene vertheil-
ten, senkrecht gegen dieselbe gerichleten Druck comprimirt
wird, so ist dieser Korper gleichformig comprimirt; er
ist diefs auch noch, wenn ein zweiter und ein dritter
Druck auf die zwei andern Flichenpaare cben so wirkt,
wie der erste Druck auf das erste Flichenpaar. Die
Werthe dieser drei Druckkriifte konnen in cinem belie-
bigen Verhiltnifs stehen; in demselben Verhiltnifs stehen
dic Werthe der lincaren Contraction in den drei Kanten
des Parallelepipedons. Ich nenne g, 4, ¢ diese drei Kan-
ten vor dem Druck, wihrend des Drucks bezeichne ich
sie durch a(1—ea), 6(1—7), c(1—;): die drei Gro-
PoggendaoriPs Annal. Bd. LIV, 29
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fsen @, 8, y heifsen die linearen Dilatationen respective
der Kanten a, 5, c.

Mittelst dieser drei Grofsen kann man die lineare
Dilatation einer jeden andern Richtung in dem Kérper
bestimmen. Es bilden eine begrinzte Linie von der Linge
¢ in dem Korper vor dem Dfuck mit den drei Kanten
a, b, ¢ die Winkel m, n, p, und wilirend des Drucks

/
verwandle sich ihre Linge in gkl —‘/:\59—), wo also %—Q
die lineare Dilatation von ¢ ist, dann ist:

(1_‘-:9> ' =(1—a)*cos i 1~F)*cos n+(1—p) cosp . (1)

Betrachtet man diese Gleichung als dic Gleichung einer

Oberflache, deren Radiusvector l__A_(;O_ mit den Coor-

dinaten-Axen a, b, ¢ die Winkel m, n, p bildet, so ist
sie, nach Fresnecl’s Benennung, eine Elasticililsflicke,
Ich nenne sie die Elasticititsfliche des Drucks; ibre
Axen sind: 1 —&, 1 — 3, 1—, ich nenne sie die Haupt-
druckaxen. Die Werthe von «, 3, 7 sind iiberall in-
nerbalb der Grinze der Elaslicitit so klein, dafs ihre
Quadrate und hoheren Potenzen gegen die erste vernach-
lissigt werden konnen. — In jedem gleichférmig dilatir-
ten Korper giebt es inmer, welches auch die Ursache
der Verriickung seiner Theilchen sey, drei auf einander
rechtwinklich stehende Hauptdruckaxen, welche die Ei-
genschaft haben, dals das ganze System der Dilatationen
symmetrisch ist in Beziebung auf Ebenen, welche durch
dieselben gelegt sind, und dafs, durch die Dilatationen
in den Hauptdruckaxen, die Dilatation in jeder andern
Richtung, deren Neigung gegen sie gegeben ist, mittelst
der Gleichung (1) bestimmt wird. In jedem ungleich-
Sformig dilatirten Korper lassen sich durch jeden seiner
Punkte drei rechtwinkliche Hauptdruckaxen legen, die sich
aber nur auf diejenigen Theile des Korpers beziehen,
von welchen dieser Punkt unmitteclbar umgeben ist; sie
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variiren in Richtung und Grofse von einer Stelle des
Korpers zur andern.

Die doppelte Strahlenbrechung, welche ein gleich-
formig dilatirter unkrystallinischer Korper besitzt, kann
ihren Grund baben ecntweder in einer verinderten An-
ordnung der Theilchen des schwingenden Luftithers oder
in einer verinderten Einwirkung der festen Theile des
Korpers auf ‘dieselben, oder in der gleichzeitigen Wir-
kung dieser beiden Ursachen. Ich weise nach, dafs der
vorziiglichste Theil der Doppelbrechung des Lichts durch
eine veriinderte Anordnung der Aethertheile hervorge-
bracht wird, und dafs, wenn eine Veriinderung der Ein-
wirkung der festen Theile des Korpers auf die Bewe-
gung der Aethertheile auch stattfindet, diese nur von der
Orduung der Verinderung der Dispersion des Lichts,
welche durch die Dilatation hervorgebracht ist, seyn kann.
Die neue Anordnung der Lichtither-Theile, wie sic auch
sonst beschaffen ist, mufs dieselbe Symmnetrie als die der
festen Theile des Korpers besitzen. Hieraus wird ge-
schlossen, dafs die Doppelbrechung des gleichformig di-
latirten unkrystallinischen Korpers diesclben Gesetze be-
folgen mufs, welche Fresnel fiir die Doppelbrechung
in krystallinischen Medien entdeckt hat. Der einfachste
Ausdruck fiir diese Gesetze ist in ihrer geometrischen
Construction mittelst der Elasticitiitsfliche enthalten, wel-
che ich die optische Elasticiliilsfliche nenne. Die Axen
der optischen Elasticititsfliche und der Elasticititsfliche
des Drucks miissen in dem dilaticten Korper dieselben
Richtungen haben, und die ersteren miissen Functionen
der letzteren seyn. Ich weise nach, dafs, wenn mit 4,
B, C die drei optischen Elasticititsaxen bezeichnet wer-
den, und mit «, 3, y die Dilatationen in den drei Haupt-
druckaxen, welche parallel respective mit 4, B, C sind,
die Relationen zwischen diesen Grifsen folgende Form
haben miissen :

29 *
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A=G'--ge4-pp+py

B=G'4+pa+qpf+py..... . (2)

C=G'+patpf+yqy
worin p und ¢ zwei von der Natur des dilatirten Me-
diums abhingige Constanten sind, und G' entweder gleich
ist der Fortpflanzungsgeschwindigkeit - des Lichts in die-
sem Medium in scinem natiirlichen Zustande, oder von
dieser  doch nur um eine kleine Grofse verschieden ist,
welche von den Quadraten und héheren Potenzen von
e, 3, 7 ahhingt. Aus diesen Relationen zwischen den
Axen der beiden Elasticititstlichen ergeben sich einige
merkwiirdige geowetrische Folgerungen, welche eine phy-
sikalische Bedcutung haben. Beide Flichen haben die
Kreisschnitte gemeinschaftlich; in beiden Flichen haben
in demsclben Schnitt dic grifsten und kleinsten Radii-
vectoren dieselben Richtungen, so aber, dafs der grofste
Radius der einen Fliche dic Richtung des kleinsten der
andern hat; die Unterschiede des grifsten und kleinsten
Radiusvector haben in jedem gemeinschaftlichen Schnitt in
beiden Oberfliichen ein constantes Verhiiltnifs. Aus die-
sen Sitzen folgt, dafs wenn eine ebene Lichtwelle durch
einen gleichformig dilatirten Korper geht, diese polarisirt
ist entweder parallel mit der grifsten oder der kleinsten
Dilatation aller der Richtungen, die mit ihr parallel sind.
Je nachdem die Welle nach der cinen oder der andern
dieser beiden Richtungen polarisirt ist, pllanzt sie sich
mit einer andern Geschwindigkeit fort; der Unterschied
dieser beiden Geschwindigkeilen ist proportional mit dem
Unterschied der grofsten und kleinsten der mit ihrer Ebene
parallelen Dilatationen des Kirpers.

In der Abhandlung werden die numerischen Wer-
the von p und ¢ fiir gewohnliches Spiegelglas bestimmt.
Es werden dazu zwei Verfahrungsarlen angewandt, die
einander erginzen. Das erste Verfahren bestebt in der
Beobachtung der Lage der Farben-Curven, welche ein
gekriimmter Glasstreifen im polarisirten Lichte zeigt. Diese
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Beobachtung giebt den Werth fiir die Differenz ’%—1,

wo G die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichts im
Glase in seinem npatiirlichen Zustande bezeichnet. Ich
fand :

P—9__ —0.65:
?2—__0,126 G=0,654,

wobei die Geschwindigkeit des Lichts in atmosphiirischer
Luft als Einheit genommen ist.

Das zweite Verfabren bestelit in der Beobachtung
eines teleskopischen Diffractions-Bildes, welches durch
zwei gleiche Ocffoungen in dem Schirme vor dem Fern-
rohre hervorgebracht ist. Wird vor diese Oeffoungen
ein gekritminter Glasstreifen gestellt, so verdoppelt sich
das Bild; es entstchen zwei Bilder; das eine ist parallel
mit dem Streifen, das andere senkrecht daraufl polarisirt,
beide erleiden eine Verriickung nach derselben Richtung
in Beziehung auf das urspriingliche Bild, das Verhiltnifs
dieser Verrlickungen ist unabhiingig von der Grilse der
Kriimmung, und hingt allein, durch cine einfache Rela-

tion, von den Werthen von £G und _(_l]; ab. Ich fand

diescs Verhiiltnifs gleich. Hieraus und aus dem schon

gefundenen Werthe von p(;q ergab sich:
P __ ot g —
c=—u131 T=—0213

Das Resultat dieser experimentcllen Bestimmung ist nun
diels. Wenn in eincm gleichformig dilatirten Glaskor-
per in den Hauptdruckaxen a, b, ¢ die Dilatationen ¢,
#, 7 stattfinden, so haben dic Axen der optischen Ela-
sticitatsfliche .4, B, C respective parallel mit a, &, ¢
folgende Werthe:
A=G'{1—(),2130:—-0,13[/3‘—0,1317}
B=G';1—0,l3la—0,2l3{9—0,1317}
C=G'gl—O,lSla—0,13l[9—O,'2l3;/§
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worin &, B, y positive Grofsen sind, wenn sie wirkli-
che Dilatationen bezeichnen, ncgative aber, wenn sie
Contractionen bedeuten. Wenn ein rechtwinkliches Glas-
Parallelepipedon z. B. durch einen auf zwei gegentiber-
stehende Seitenebenen ausgeiibten Druck gleichférmig, und
zwar um die Grolse y', comprimirt wird, so ist in den vor-
stehenden Ausdriicken zu setzen: y=—y', f==a=1%y),
woraus sich ergiebt:
A=B=—= G'{ 140,0455"}
C=G'|1+0148'}
Dieser Korper verhilt sich also wie ein Kalkspathkry-
stall, indem in jhm der gewdéhnliche Strahl die langsa-
mere Fortpflanzungsgeschwindigkeit besitzt.

Sehr merkwiirdig ist das Resultat, welches man aus
den allgemeinen Werthen fiir 4, B, C erhilt, wenn
darin e=pg=y gesetzt wird, d. h. wenn an dieselben
auf einen Glaskdrper anwendet, welcher nach allen Rich-
tungen hin gleich stark dilatirt ist. In diesem Falle er-
hilt man:

A=B=C=G'{1—0475a}

also eine Verminderung der Lichtgeschwindigkeit, obgleich
die Dichtigkeit des Korpers in dem Verhiltnis von 1
zu 1 —3 e geringer geworden ist. Hiernach war es wahr-
scheinlich, dafs auch cine gleichformige Temperaturerhd-
bung des Glases die Geschwindigkeit des Lichts in ihm
vermindern miisse. Ich habe bei directen Refractions-
beobachtungen in gewohnlicher und in erhthter Tempe-
ratur wirklich eine solche Verminderung gefunden, aber
diese betrug nur etwas mehr als die Hiilfte derjenigen,
die aus den Beobachtungen der mechanischen Dilatation
hier abgeleitet ist.

In dem zweiten Abschnitt (§. 5 bis § 10) werden die
allgemeinen Formeln fiir die Farbenerscheinungen ent-
wickelt, welche ein ungleichformig dilatirter Kérper un-
ter den bekannten Bedingungen im polarisirten Lichte
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zeigt. Ein gleichformig dilatirter Kérper verhilt sich fiir
das Licht wie ein Krystall-Individuum, ein ungleichfor-
mig dilatirter Korper ist einem Aggregat von unendlich
vielen, sebr kleinen Krystall-Individuen zu vergleichen,
deren optische Elasticititsaxen eine stetige Function des
Orts sind, sowohl in Beziehung auf ihre Richtung als
jhre Grofse. Wenn ein polarisirter Strahl auf ein sol-
ches Aggregat trifft, so theilt er sich nicht allein bei sei-
pnem Eintritt in zwei rechtwinklich polarisirte Strahlen,
sondern an jeder Stelle der Bahn theilt sich jeder Strahl,
so wie er in ein neues Krystall-Individuum tritt, wieder
in zwei Theile, so dals der eintretende Strabl sich in
eine Unzahl von Strahlen im Innern des Aggregats zer-
spaltet. Miifste man alle diese Theilungen verfolgen, so
wiirde die Untersuchung iiber die Interferenz des aus-
tretenden Lichts in der That sehr schwierig seyn. Die
Untersuchung wird aber sebr einfach, wenn die Unter-
schiede der optischen Elasticititsaxen so klein sind, dafs
ibre Quadrate als verschwindend gegen ihre ersten Po-
tenzen behandelt werden konnen. Unter dieser Voraus-
selzung beweise ich folgendc zwei Theoreme: 1) Die
Bahnen der Lichtstrablen im Innern des Korpers konnen
bei der Berechnung der Interferenz als geradlinig be-
trachtet werden. 2) Die nach dem Austritt mit einan-
der interferirenden Strahlen konnen angesehen werden,
als hitten sie den Korper in derselben Richtung durch-
laufen. Mit Hiilfe dicser Sitze entwickle ich den all-
gemeinen Ausdruck fiir die Differenz der Verzdgerung,
wmit welcher die mit einander interferirenden Strahlen
aus dem Korper heraustreten. Diese Differenz der Ver-
zdgerung hingt ab von dem Gesetz der Drehungen, wel-
chem dic Polarisationsebene des Strahls im Innern des
Korpers unterworfen ist, und von dem Gesetz seiner Fort-
pflanzungsgeschwindigkeiten. Beide miissen als Functio-
nen des Orts gegeben seyn. Mittelst der Resultate, wel-
che im ersten Abschnitt der Abhandlung erhalten sind,
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lassen sich diese Functionen leicht ableiten aus dem Sy-
stem der Dilatationen des Korpers, oder, was darauf
hinauskommt, aus dem System der Verriickungen seiner
Theilchen. Das Systemn von Verriickungen mufs entwe-
der gegeben seyn, oder durch eine unabbingige Unter-
suchung ermittelt werden.

Zur Erliuterung der Formeln werden dieselben an-
gewandt auf Erklirung der Farben, welche ein tordir-
ter Cylinder im polarisirten Lichte zeigt in Richtungen,
welche seine Axe schneiden. Er zeigt Farbenringe, de-
ren Durchmesser sich nahe wie natiirliche Zahlen und
umgekehrt wie die Torsionswinkel verhalten.

Dicse beiden Abschnitte bilden die Grundlage des
dritten Abschnitts, in welchem ich die Theorie der Far-
ben entwickle, welche in durchsichtigen unkrystallinischen
Korpern im polarisirten Lichte aus der ungleichen Tem-
peraturvertheilung entstehen. VWenn die Temperatur in
einem Korper ungleich vertheilt ist, so konnen dic ein-
zelnen Theile desselben sich nicht so ausdehnen, als sie
sich zufolge ibrer Temperatur ausdehnen wiirden, wenn
sic mit den umgebenden Theilen nicht cohirirten. Die
aus diesem Zusammnenhang entstehenden, nach den ver-
schicdenen Richiungen ungleichen Dilatationen des Theil-
chens sind der Grund fiir dic Doppelbrechung, welche
dasselbe auf das Licht ausiibt, und fir die daraus ent-
stehenden Farbenerscheinungen. Ich entwickle die all-
gemeinen Differentialgleichungen, von welchen das Sy-
stem der Dilatationen des Korpers abhingt, welches durch
eine beliebige Temperatarvertheilung in ihm hervorge-
bracht wird. Man crhilt diese Gleichungen, wenn man
in die Poissoun’schen Gleichungen fiir das Gleichgewicht
clastischer Korper ( Mem. de P.dcad. d. Per. T. V1II)
die Repulsivkraft einfiihrt, welche aus der Erhohung der
Temperatur entsteht. Diesc Repulsivkraft wirkt wic der
Drack einer Flissigkeit an jeder Stelle nach allen Sei-
ten gleich, .und ist cine Function der erhohten Tempe-
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ratur. Ich habe diese Function lincar angenommen, was
nur innerhalb miifsiger Temperaturgrinzen richtig ist, man
kann aber jede andere Function substituiren, ohne dafs
dadurch die Form der Gleichungen getindert wird. Uebri-
gens, obgleich ich seit viclen Jahren im Besitz dieser
Gleichungen bin, hat Duhamel, der seinerscits zu den-
sclben Gleichungen gekommen ist, die Prioritit ihrer
Publication (Mem. present. T. V', 1838). Diese Glei-
chungen, welche, wie aus dem Folgenden erhellen wird,
bei mir nur einen besondéren Fall von viel allgemeineren
Gleichungen bilden, konnen unmittelbar auf krystallini-
sche Medien angewandt werden, nur miissen dann fiir
dic -Molecularkrifie die auf krystallinische Medien sich
beziehenden Ausdriicke derselben gesetzt werden. Da-
bei entsteht aber die physikalisch wichtige Frage: ob auch
in krystallinischen Medien die aus der Temperaturerho-
bung entstehende Repulsion nach allen Richtungen hin
dieselbe sey, oder ob sie von der Lage der krystallini-
schen Axen abhinge? eine Frage, die sich durch Beob-
achtungen entscheiden lafst.

Durch Integration der in Rede stehenden Gleichun-
gen crhillt man das System von Dilatationen, welche in
dem Korper durch dic gegebene Temperaturvertheilung
hervorgebracht werden. Substituirt man dieselben in die
Formeln des vorhergehenden Abschnitts, so erhilt man
die allgemeinen Ausdriicke fiir die Farben, welche ein
ungleichférmig erwirmter, durchsichtiger, unkrystallini-
scher Korper im polarisirten Lichte zeigt.

Ich wende diese Gleichungen zuerst auf eine Kugel
an, in welcher die Temperatur concentrisch um ihren
Mittelpunkt vertheilt ist. Dieser Fall ist z. B. realisirt,
wenn eine Kugel gleichférmig erwirmt in eine Fliissig-
keit getaucht wird, von hoherer oder niedrigerer Tem-
peratur. Eine solche Kugel zeigt im polarisirten Licht
unter den bekannten Bedingungen concentrische Farben-
ringe, deren Gesetz ich angebe. Fiir den Charakter die-
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ser Farben, ob sie positiv seyen wie im Bergkrystall oder
negativ wie im Kalkspath, finde ich die einfache Bestim-
mung: je nachdem die mittlere Temperatur vom Mittel-
punkt bis zur Oberfliche bestiindig wiichst oder abnimut,
sind die Farben positiv oder negativ. Bei der Erwir-
mung zeigt die Kugel also Ringe, die gleichen Charak-
ter mit denen des Bergkrystalls haben, bei der Abkiih-
lung aber solche, die gleichen Charakter mit denen des
Kalkspaths besitzen. Wenn die Erwirmung oder. Abkiih-
lung so weit fortgeschritten ist, dafs die Temperatur der
Kugel sich durch das erste Glied der Reihe darstellen
liafst, welche Fourier fiir die concentrische Wirmever-
theilung in einer Kugel gegeben hat, so giebt es einen
Ring der hochsten Farbe, welcher seinen Ort nicht wei-
ter vérindert, wiewohl seine Farbe stets fallt. Dieser
Ring der hichsten Firbung wird von Strahlen gebildet,
welche durch die Kugel in einer Entfernung von ibrem
Mittelpunkt gegangen sind, deren erste Anniiherung etwa
%+ des Halbmessers der Kugel betriigt.

Eine hohle Kugel, gegen deren innere und 4uflsere
Oberfliche ein verschiedener Druck wirkt, zeigt Farben-
ringe, deren Gesetz ich angebe; sie sind posiliv, wenn
der innere Druck der grofsere ist, und negativ, wenn
der dufsere Druck der iiberwiegende ist.

Die allgemeinen Gleichungen, von welchen die in-
neren Temperaturspannungen in festen Korpern abhin-
gen, und die daraus hervorgehenden Farben, sind par-
tielle Differentialgleichungen zwischen drei abhiingigen
und drei unabhingigen Variabeln. Nach den vorhande-
nen analytischen Methoden kann man nur hoffen Resul-
tate aus ihnen zu ziehen, welche sich mit den Beobach-
tungen vergleichen lassen, in den Fillen, in welchen
sich die Anzahl dieser Variabeln auf eine geringere zu-
riickfithrt.  Ein sehr allgeweiner Fall der Art ist der,
wo der Korper eine so diinne Platte ist, dafs man Al-



459

les, was von dem Quadrate und den hoheren Potenzen
der Dicke abbingt, vernachlissigen kann. In diesem
Falle reduciren sich die Variabeln auf zwei abhingige
und zwei unabhiingige. Dieser Fall ist auch fiir die Beob-
achtung besonders geeignet, weil es leichter ist die Kor-
per in der Form dinner Platten frei von permanenten
inneren Spannungen, welche bei der Solidification so
leicht entstehen, zu erhalten, Es ist wahr, dafs der Ein-
fluls solcher diinner Platten auf das Licht, wegen der
Kiirze des Weges desselben in ihnen, nur gering ist; die-
ser kann aber bis auf eine beliebige Hohe gesteigert wer-
den, wenn man den Lichtstrahl nicht durch eine einzelne
Platte, sondern durch eine grifsere Anzahl derselben ge-
hen lifst, die so gestellt sind, dafs jede dieselbe Wir-
kung auf den Strahl ausiibt.

Nachdem die allgemeinen Gleichungen auf den Fall
einer diinnen, von parallelen Ebenen begrinzten Platte
transformirt sind, wende ich dieselben zuerst auf eine
kreisformige Scheibe an, in welcher die Temperatur con-
centrisch um den Mittelpunkt vertheilt ist. Ich finde das
cinfache Resultat, dals der Unlerschied der Zeit, in wel-
cher der gewdhnliche und ungewdhnliche Strahl sich senk-
recht durch die Platte in der Entfernung r von ihrem
du
dr
mittlere Temperatur des Theils der Platte bezeichnet,
welcher innerhalb des mit # um ihre Axe beschriebenen
Cylinders liegt. Der Charakter der Farben fillt zusam-
du
-d—r.
gleichformig erwirmt, sich in der Atmosphiire abkiihlt,
zeigt sie Farbenringe von demselben Charakter wie der
Kalkspath.  'Wenn die Durchmesser dieser Ringe klein
sind, was durch eine hinlingliche Anzahl von Platten
immer erreicht werden kann, so verhalten sich dieselben
wic die Quadratwurzeln der Glieder der natiirlichen Zah-

Mittelpunkt bewegen, proportional mit 7 ——, wo u die

men mit dem Vorzeichen von ‘Wenn also die Platte,
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lenreihe, also wie die Durchmesser der Newton’schen
Ringe.

Der Fall, wo die Platte in einen Kreisring verwan-
delt wird, erhiilt dadurch ein besonderes Interesse, dafs
sich hier bei stationirer Temperaturvertheilung eine neu-
trale Zone cinsetzt. Nennt man ¢' und ¢" den inneren
und #ufseren Halbmesser des Ringes, M seine mittlere
Temperatur, s die Temperatur in der Entfernung 7 vomn
Mittelpunkt, und nimmt g in der obigen Bedeutung, so
ist der Unterschied der Durchgangszeit des gewdhnlichen
und ungewdhnlichen Strahls, welche senkrecht durch die
Ringscheibe in der Entfernung r vom Mittelpunkt ge-
gangen sind, proportional mit:

(r1— ) (s—p)+0,* (s— M.
Wenn s vom inneren Rande zum #ulseren bestiindig
wiichst oder abnimmt, so giebt es immer einen Werth
von r zwischen p' und p”, fiir welchen der vorstchende
Ausdruck verschwindet, und diefs ist der Halbmesser der
neutralen Zone. Innerbalb dieser neutralen Zone haben
die Farben einen negativen Charakter, wenn s von o’
bis p" abnimmt, aufserhalb derselben einen positiven.
Uingekehrt verhilt es sich, wenn die Temperatur vom
inneren nach dem #ufseren Rande zu wiichst,

Eine zweite Anwendung, welche ich von den Glei-
chungen fiir diione Platten mache, bezieht sich auf die
Verzerrungen, welche in einem schmalen und diinnen
Kreisringe oder in einem Stiicke eines solchen durch
ungleiche Erwirmung hervorgebracht werden. Die Breite
des Ringes, d. h. der Unterschied scines inneren und
dufseren Halbmessers wird so gering angenowmen, dafls
die Temperatur innerhalb eines jeden Querschuitts als
constant angesehen werden kann, und diese also nur
eine Function des Bogens ist. Die Untersuchung dieser
Verzerrungen hat mir, aufser jhrem theoretischen Interesse,
noch einiges praktisches Interesse zu haben geschienen,
wegen ihrer Anwendung auf die Bestinmung der Fehler,
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welche beim Winkelmessen aus der ungleichen Erwir-
mung des zum DMessen dienenden Kreises entstehen.
Poisson hat sich in einer Abhandlung in dem Con-
naissance d. t. pour 1826 mit diesem Gegenstande be-
schiftigt; nach dem damaligen Standpunkt nimmt er aber
die Ausdchnung, welche jeder Theil des Kreises erfiibrt,
proportional mit seiner Temperatur, ohne die Modifica-
tionen, welche aus seinem Zusammenhang mit den um-
gebenden Theilen entstehen, zu beriicksichtigen. Fiir
den Fall, dafs der Kreis frei ist, d. h. nicht von Spei-
chen, die in seiner Axe zusammenstofsen, getragen wird,
gebe ich in einer einfachen Formel den Febler an, wel-
cher bei der Winkelmessung aus der ungleichen Tem-
peraturvertheilung im Kreise entsteht. Ein solcher Ring
hat auch ein einfaches Verhalten im polarisirten Licht.
Er theilt sich durch einen neutralen Durchmesser in zwei
Halften, die in Hinsicht ihrer Farben einen entgegenge-
setzten Charakter haben. In der einen Hilfte liegen auf
der concaven Seite des Ringes positive Farben, auf der
convexen ncgative, in der andern Hilfte verhilt es sich
umgekehrt. Die positiven und die negativen Farben sind
in jeder Hilfte durch den neutralen wittleren Bogen ge-
trennt,

‘Wenn der Kreis von Speichen getragen wird, wie
diefs bei den zum Winkelmessen dienenden gewdhnlich
der Fall ist, so iiben diese Speichen und der Kreisring
eine gegenseilige Decformation aus, welche die Verzer-
rungen des Ringes, aufser von seiner Temperaturverthei-
lung, noch abhiingig wacht von der Anzahl, den Dimen-
sionen der Substanz der Speichen und der Temperatur-
vertheilung in jhnen. Meine Formeln konnen auf jeden
gegebenen Fall angewandt werden.

Wenn heterogene feste Substanzen, d. h. solche wel-
che in ibrem Elasticitits-Modul oder thermischemn Aus.-
dchnungs- Coéfficienten verschieden sind, auf eine feste
Weise mit einander verbunden sind, so entstehen bei
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Verinderung der Temperatur, auch bei gleichformiger
Vertheilung derselben, Spannungen, welche, bei schick-
lich gewihlten Dimensionen der an einander befestigten
Stiicke, sehr merkbare Formvertinderungen hervorbringen
konnen. Hierauf beruhen die Metallthermometer, welche
aus zusammengeldtheten Streifen zweier. differenter Me-
talle bestehen. Ein solches System heterogener fester
Substanzen, die in einer hoheren Temperatur fest mit
einander verbunden worden sind, zeigt in der gewdhn-
lichen Temperatur die Farben der doppeltbrechenden
Korper, und zwar permanent, wihrend dieselben in den
vorhergehenden Fillen nur voriibergehend waren, ihnlich
wie die gehiirteten (rasch abgekiiblten) Gliser.

Ich beschiftige mich in der Ahhandlung mit dem ein-
facheren Falle, wo zwei rechtwinkliche gerade Streifen
von differenten Stoffen in ihren lingeren Randebenen bei
einer bestimmten Temperatur an einander gelothet sind.
So wie diese Temperatur sich #ndert, kriimmen sich die
Streifen; die an einander geldtheten Randebenen verwan-
deln sich in gerade Cylindertlichen, fiir deren Durch-
messer ) ich folgenden Ausdruck tinde:

A 7""—,+4Iz3h'+6b’b" iy +l‘7h'*
SF—NhR (h+k) ’

worin 2 und A' die Hohen der Streifen, d. h. diejenigen
Dimensionen bezeichnen, welche senkrecht auf der ge-
meinschaftlichen Grinze stehen, # und 4’, f und S ihre
respective Elasticitiits - Module und ihre thermischen Aus-
dehnungs - Coéfficienten, und s den Unterschied der vor-
handenen Temperatur von derjenigen, bei welcher die
Zusammenlothung stattfand. Die concave Seite der Cy-
linderfliche liegt auf der des Streifens mit den kleineren
Ausdehnungs- Coéfficienten. — Die isochromatischen Cur-
ven dieser Streifen sind parallel mit der gemeinschaftli-
chen Grinze; jeder Streifen hat eine neutrale, schwarze
Linie bei rechtwinklicher Stellung der beiden Turmaline.
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Auf der einen Seite dieser neutralen Linie liegen posi-
tive, auf der andern negative Farben, in der gemeinschaft-
lichen Grinze beider Streifen stofsen Farben entgegen-
gesetzten Charakters zusammen. Die Lage der schwarzen
Linie ist unabhiingig vom Ausdehnungs- Coéfficienten; sie
hiingt allein von den Dicken der Streifen und vom Ver-
hiltnifs ihrer Elasticitits-Module ab. Ihre Entfernung
von der gemeinschaftlichen Grinze in dem Streifen von
der Dicke 4 und dem Elasticitiits-Modul £ ist:
’
4B 3R b4 R
% UEYS)

Das letzte Problem, mit welchem ich mich in der
Abhandlung beschiftige, hat seit der Entdeckung der durch
Temperaturvertheilung  hervorgebrachten Farben, wobl
am meisten das Interesse der Physiker auf sich gezogen,
sowohl wegen der Schonheit der Farben als wegen der
unerwarteten Symmetrie in ihrer Vertheilong. Ich meine
die Farben, welche eine rechtwinkliche Platte zeigt, wenn
sie mit cinem ihrer Rander auf eine erhitzte Metallplatte
gestellt ‘wird, oder sclbst erhitzt mit diesem Rande auf
eine kalte Unterlage gelegt wird. Die Erklirung der
Farben einer solchen Platte und ihrer Vertheilung habe
ich, seitdem ich im Besitz der Principien der Theorie
dieser Phinowmene bin, fir ihren vorziiglichsten Priifstein
gehalten. Indefs bin ich dabei auf analytische Schwie-
rigkeiteni gestofsen, welche die Publication dieser Arbeit
so lange verzigert haben, deren Beseitigung jedoch mir
auch jetzt nicht gelungen ist, und auf welche ich nur
wiinschen kann die Aufinerksamkeit eines Geometers zu
lenken. Reihén, deren Glieder nach den Wurzeln ei-
ner transcendenten Gleichung fortschreiten, baben sich
in mathematisch - physikalischen Untersuchungen hiutig
dargeboten, aber diese Gleichungen hatten immer lauter
reelle Wurzeln. Hier hat sich, ich glaube zum ersten
Mal, der Fall dargeboten, wo diese Gleichung lauter
imaginire 'Wurzeln besitzt. Das zu losende Problem
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besteht darin, die constanten Coéfficienten der Glieder
eines solchen nach den imaginiren Wurzeln einer trans-
cendenten Gleichung fortschreitenden Reihe zu bestimmen,
Das Interesse dieses Problems ist um so grifser, da auf Rei-
hen der Art viele andere Untersuchungen fiihren, welche
von den Gleichungen des Gleichgewichts elastischer Kor-
per abhiingen.

Meine Resultate iiber die Farben, welche in recht-
winklichen Platten unter den bezeichneten Bedingungen
auftreten, beschrinken sich auf die Fille, fiir welche sich
nachweisen lifst, dafs der Werth der in Rede stchen-
den Reihen unmerklich ist, und sie also vernachlissigt
werden diirfen. Mecine Formeln selzen Platten voraus,
bei denen diec Hohe die Breite mehrere Male tbertrifft
oder umgekehrt, die Breite mchrere Male grofser ist,
als die Hohe, und in denen die Temperaturen nur
Functionen der Entfernung vom unteren Rande sind, oder
doch als solche angesehen werden konnen. Diese For-
meln diirfen im ersteren Falle nicht auf Stellen ange-
wandt werden, welche in der Nihe des unteren oder
oberen Randes liegen, im zweiten Falle nicht auf Stel-
len, welche sich in der Niihe der Seitenriinder befinden.
Eine Platte, deren Hohe dic Breite mehrere Male tiber-
triflt, zeigt im polarisirten Lichte, wenn ilre Tempera-
tur stationir geworden ist, vier Farbenfelder, nimlich
ein centrales, zwei Seitenfelder und ein unteres Farben-
feld. .Diese Felder sind durch schwarze Zonen von ein-
ander getrennt, wenn dic Polarisationsebenen des ein-
fallenden Lichtes und des analysirenden Turmalins recht-
winklich stehen, und die Rinder der Platte 43° mit ihnen
bildet. Meine Formeln erkliren die Seitenfelder und das
centrale Feld vollstindig, konnen aber auf das untere
Feld nicht angewandt werden. Sie zeigen z. B., dals
die Seitenfelder immer ncgativ sind, dafs der Charakter
des centralen Feldes aber von der Breite der Platte ab-
hingt; fiir geringe Breiten bis zu einer bestimmten Grinze

' sind



465

sind die ccntralen Farben positiv, zwischen dieser Grinze
und einer zweiten werden sie negativ, jenseits dieser
zweiten Griinze wiederum positiv u. s. w. Diese merk-
wiirdige Umkebrung des Charakters der Farben, bei wach-
sender Breite, habe ich durch Beobachtungen bestitigt
gefunden. — Die schwarzen Zonen, durch welche das
centrale Feld von den Seitenfeldern getrennt wird, sind
zufolge meiner Formel keine neutralen Zonen, wie z. B.
die Mittellinie in einem gekriimmten Streifen, sondern
entstehen daraus, dafs in ihnen die Polarisationsebenen
des gewohnlichen und ungewdhnlichen Strahls mit den
Rindern der Platte 45° bilden. Die Entfernung dieser
schwarzen Zonen von der Mitte der Platte finde ich an-
nahernd gleich der halben Breite derselben, dividirt
durch /3.

Platten, bei welchen die Breite mehrere Male die
Hohe iibertrifft, zeigen sich im polarisirten Lichte in fiinf
Felder getheilt, ein centrales, ein oberes und unteres
Randfeld, und zwei Seitenfelder. Meine Formeln erkli-
ren das Verhalten der Platte in den drei ersten Feldern
vollstindig, diirfen aber auf die Seitenfelder nicht ange-
wandt werden. Ich wende die Formeln auf eine be-
stinmte Platte an, deren Dicke, Hohe und Breite bei-
laufig 1, 10 und 40 Linien betriigt, und berechne fiir
den Fall einer stationiren Temperatur die hochsten Far-
ben im centralen Felde und in den beiden Randfeldern,
so wie die Lage der Grinzen dieser drei Felder. Die
numerischen Resultate, welche ich erhalten, stimmten mit
den Beobachtungen so gut, als die ungenau gekannten
Coéfficienten der inneren und #ufseren Wiirme-Leitungs-
fahigkeit es erwarten liefsen. Die Formeln, wie die
Beobachtungen, geben die Farbenvertheilung und die
Lage der schwarzen Zonen, welche das centrale Feld
von den Randfeldern trennen, symmetrisch in Beziehung
auf den oberen und unteren Rand, wiewohl die Wirme
vom unteren Rande nach dem oberen Rande zu stetig

Poggendorfl®s Annal, Bd. LIV. 30
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abninnt. Die Entfernung dieser schwarzen Zonen von
der Mitte der Platte fand ich annihernd gleich der hal-
ben Hohe derselben dividirt durch V3. — Die statio-
nire Temperatur in der Platte wurde dadurch hervorge-
bracht, dafs ihr unterer Rand in einer festen Tempera-
tur, welche ich mit 4 bezeichnen will, erhalten wurde.
Ich berechne die Dilatationen, welche die Theile. in der
Mitte der Platte und in der Mitte des unteren und obe-
ren Randes bei dieser stationiiren Temperatur erfahren.
Ich finde die Theile in der Mitte dés unteren und obe-
ren Randes gleich stark in der Richtung der Breite con-
trahirt .und in der Richtung der Hohe dilatirt, in Be-
ziehung auf die ihren Temperaturen entsprechenden Di-
latationen, nimlich contrahirt nm so viel,” als wire ihre
Temperatur um 5.4 geringer als sie ist, und dilatirt
um so viel, als wire ihre Temperatur um ;.4 grofser.
In der Mitte der Platte hingegen finde ich die Theile
in der Richtung der Breite dilatirt, und senkrecht dar-
auf contrahirt in Beziehung auf die Ausdehnungen, die
sie nach der hier vorhandenen Temperatur haben soll-
ten; die Dilatation ist so grofs als dic freie Wirmeaus-
dehnung von ; 4, und die Contraction so grofs, als
die freie Ausdehnung von 14z A betrigt.

Aus meinen Formeln leitet sich eine einfache geo-
metrische Construction ab fiir den Unterschied der Ver-
zdgerung der heiderlei aus der Platte austretenden mit
einander interferirenden Strahlen. Man construire iiber
ciner Linie, welche durch die Mitte der Platte senkrecht
auf ihren unteren Rand gezogen ist, als iiber einer Ab-
scissen-Linie eine Curve, deren Ordinaten die Tempe-
raturen der Platte darstellen, und ziehe eine gerade Li-
nie, die so liegt, dafs die Summe der Quadrate der
Differenzen ihrer Ordinaten und der Ordinaten der Tem-
peratur-Curve cin Minimum .ist. Die Unterschiede dieser
Ordinaten sind an jeder Stelle proportional mit dem Un-
terschied der Verzogerung des gewohnlichen und unge-
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wohnlichen Strabls, welche an dieser Stelle senkrecht
durch die Platte gegangen sind. In den Durchschnitts-
punkten der geraden Linie mit der Temperatur-Curve
ist dieser Unterschied der Verzdgerung gleich Null; ihre
Abscissen bestimmen die Lage der schwarzen neutralen
Zonen, welche die Farbenfelder entgegengesetzten Cha-
rakters trennen. Je nachdem nimlich der Unterschied
der Ordinaten an einer Stelle positiv oder negativ ist,
ist auch die Farbe an dieser Stelle positiv oder negativ.
Diese Construction ist giiltig, nach welchem Gesetz die
Temperatur in der Platte auch vertheilt sey, vorausgesetzt
dafs sie allein eine Function der Entfernung vom unte-
ren oder oberen Rande sey, oder doch als solche ange-
sehen werden konne. Die Construction zeigt unter An-
derem sogleich, dafs bei der Erwirmung und bei der
Abkithlung der Platte der Charakter der Farben ein ent-
gegengeselzter ist; diefs folgt in der That unmittelbar
daraus, weil im ersten Falle die Temperatur-Curve ihre
convexe Seite der Abscissen-Linie zukehrt, im zweiten
Falle aber die concave Seite.

Die Uebereinstimmung der Theorie mit den Beob-
achtungen iberall, wo ich den Calciil bis zu dem ein-
zelnen Fall habe durchfiihren konnen, lifst iiber die
Richtigkeit jhrer Principien keinen Zweifel. Was in Hin-
sicht der Erklirung und Berechnung der Farben, welche
durch ungleiche Temperaturvertheilung hervorgebracht
werden, zu wiinschen iibrig bleibt, ist die Vervollkomm-
nung der analytischen Methoden, und die Verificirung
der Gleichungen, von welchen die Bewegung der Wirme
abhingt, namentlich in Beziehung auf schlecht leitende
Korper. Dann erst wird es auch von Interesse seyn,
in den Gleichungen fiir die durch Temperaturdifferen-
zen hervorgebrachten Spannungen die Wirmerepulsion
nicht, wie es hier geschehen ist, proportional mit der Tem-
peratur zu nehmen, sondern die vollstindigere Function,
wodurch diese Repulsion dargestellt wird, in die Glei-

30 *
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chungen einzufiihren, wodurch iibrigens ihre Form keine
Veriinderung erleidet.

Die Theorie bezieht sich auf die voriibergehenden
Farben, welche mit den Temperaturdifferenzen zugleich
verschwinden. Ich bin aber auch im Besitz der Princi-
pien, mittelst deren die dleibenden Farben, welche durch
Hartung der festen durchsichtigen Korper, durch rasche
Abkiiblung, entstanden sind, auf den Calciil zurckgefiihrt
werden. Ich will mir noch erlauben diese Principien
hier in aller Kiirze niher zu bezeichnen, die weitere
Entwicklung einer spiteren Abhandlung vorbehaltend.

Die Theorie der bleibenden Farben, welche durch
rasche Abkiihlung oder iiberbaupt durch schnelle Solidi-
fication in durchsichtigen Korpern entstehen, ist nur eine
specielle Anwendung einer allgemeinen Theorie, deren
Gegenstand die Verinderungen sind, welche in der re-
lativen Lage der Theile eines festen Korpers hervorge-
bracht werden, wenn einige derselben oder simmtliche
bleibende Dilatationen erlitten haben. Diese bleibenden
Dilatationen entstehen, wenn, sey es bei einer mechani-
schen Formverinderung des Korpers oder bei einem phy-
sikalischen Procefs, die Griinze der Elasticitt tiberschrit-
ten wird. Wenn z. B. ein geradliniger Stab iiber eine
gewisse Grinze hinaus gekriimmt wird, so kehrt er nach
Aufhebung der kriimmenden Kraft nicht vollstindig zur
geradlinigen Gestalt zuriick; cr hat eine bleibende Kriim-
mung erlitten. Einige sciner Theile haben in der vor-
iibergehenden Kriimmung die Griinze der Elasticitit tiber-
schritten; die Wirkung dieser Theile theils auf einander,
theils auf denjenigen, welche ihre Griinze der Elastici-
tat nicht Gberschritten haben, bestimmt die Grolse der
bleibenden Krtimmung. Konnte man die ersten Theile,
welche permanente Dilatationen erlitten haben, von den
letzteren, welche solche nicht erlitten haben, trennen, so
wiirden diese letzteren zu der urspriinglichen geradlini-
gen Lage wieder zuriickkehren. lm polarisirten Licht
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wilrde ein permanent gekriimmter Stab ein System blei-
bender Farben zeigen, welches sehr verschieden ist von
demjenigen, welches aus der voriibergehenden Kriimmung
entsteht. Auf jeder Seite der Mittelebene des Stabes
wiirde man ein doppeltes System Farben beobachten, ein
positives und negatives, die durch eine neutrale Zone
getrennt sind. Hier wiirden also drei neutrale Zonen
vorhanden seyn, wihrend bei der vortibergehenden Kriim-
mung nur eine solche Zone da ist. — Aehnlich wie bei
der permanenten Kriimmung verhilt es sich bei der per-
manenten Torsion. Der Winkel der permanenten Tor-
sion hingt nur auf eine indirecte Weise von dem Win-
kel der voritbergehenden Torsion ab, aus welcher sie
entstanden ist; direct hingt die permanente Torsion wie-
der ab von der Wirkung der Theile, deren Elasticitits-
granze iiberschritten ist, auf einander, und auf die Theile,
deren Verschiebung innerhalb ibrer Elasticititsgrinze ge-
blieben ist.

Ich werde das Princip angeben, welches zu den Glei-
chungen fithrt, welche die relative Lage der Theilchen
in einem durch bletbende Dilatationen gespannten Kor-
per bestimmen, woraus sich dann sowohl seine Form-
veriinderung, als die Farben, welche er im polarisirten
Lichte zeigt, ergeben. Man denke sich in dem Korper
in seinem natiirlichen Zustand ein kleines rechtwinkli-
ches Prisma, befreit von seinem Zusammenhang mit den
umgebenden Theilen, so dafs es, nachdem die bleibende
Dilatation eingetreten ist, diese hat vollstindig annehmen
konnen. Das Prisma ist so klein, dafs diese Dilatation
als gleichformig betrachtet werden kann. Durch iufsere,
gegen seine Oberfliche wirkende Druckkrifte denke man
sich dieses bleibend dilatirte Prisma auf sein urspriingli-
ches Volumen zuriickgefiihrt. Theilt man dieses redu-
cirte Prisma durch eine Ebene, so stofsen sich die bei-
den Theile von einander ab, und sic werden nur durch
die auf die Oberfliche des Prismas wirkenden Druck-
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krifte in ibrer relativen Lage erhalten. Die Grifse die-
ser Abstofsung nenne ich den bleibenden molecularen
Druck gegen die theilende Ebene, im Gegensatz gegen
den voriibergehenden Druck, welcher durch eine vor-
tibergehende Dilatation hervorgerufen wird.

Der bleibende moleculare Druck ist der Richtung
und Gréfse nach durch die Lage der Ebene, gegen wel-
che er gerichtet ist, gegeben, wenn die bleibende Dilatation
des Prismas gegeben ist. — Wenn also das System der
bleibenden Dilatation im ganzen Korper bekannt ist, so
kann man fiir jeden Punkt desselben den bleibenden mo-
lecularen Druck angeben, welcher in demselben gegen
eine durch ihn gelegte Ebene statifindet. — Die Gleich-
gewichts- Gleichungen fiir den durch bleibende Dilatatio-
nen gespannten Korper erhilt man, wenn man ausdriickt,
dafs in jedem Element desselben die auf die Oberfliche
desselben wirkenden Druckkriifte mit einander im Gleich-
gewicht stehen, nimlich die bleibenden molecularen Druck-
krifte und die voritbergehenden, welche durch die Ver-
riickungen der Theilchen aus ihrer urspriinglichen natiir-
lichen Lage erregt werden. Mit andern Worten: man
hat, umn die in Rede stehenden Gleichungen zu bilden,
nur die bleibenden molecularen Druckkrifte des Korpers
in die Navier’schen Gleichungen des Gleichgewichts
elastischer Korper einzufiihren.

Die auf diesem Wege erhaltenen Gleichungen gel-
ten fiir jeden Punkt im Innern des Korpers; zu ihnen
treten noch die Bedingungsgleichungen, welchen die In-
tegrale jener Gleichungen fiir jeden Punkt der Oberfla-
che des Korpers geniigen miissen. Diese Bedingungs-
gleichungen driicken aus, dafs die Summe des bleiben-
den und voriibergehenden molecularen Drucks in jeder
Stelle der Oberfliche Null ist, wenn dieselbe frei ist,
oder, wenn auf die Oberfliche noch &dufsere Druckkriifte
wirken, mit diesen im Gleichgewicht stehen. Diese Be-
dingungsgleichungen nfachen die Integrale der allgemei-
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nen Gleichungen abhingig von der Form der Oberfliche
des Korpers, und diefs ist der Grund, warum dasselbe
System bleibender Dilatationen ein anderes System von
inneren Spannungen hervorbringt, wenn die Oberfliche
des Korpers cine andere wird. Diefs erklirt die merk-
wiirdige Thatsache, welche ich immer fiir die schonste
Entdeckung Brewster’s im Kreise der hieher gehdrigen
Phiénomene gehalten habe, dafs mit der Form des inner-
lich gespannten, gehirteten Korpers zugleich die relative
Lage seiner simmtlichen Theile eine Aenderung erfihrt,
und man kennt jetzt den Weg, diese Aenderung durch
den Calciill im Voraus zu bestimnmen. — Uebrigens fin-
det dieselbe Ablingigkeit von der Oberfliche des Kor-
pers statt in Bezichung auf die voriibergehenden Span-
nungen, welche durch Temperaturdifferenzen hervorge-
bracht werden, nur dafs hier in der Regel die Tempe-
raturvertheilung wit der Oberfliche sich verindert. —
Die Gleichungen, von welchen die durch Temperatur-
differenzen hervorgebrachten Spannungen abhingen, sind
nur ein besonderer Fall der hier in Rede stehenden Glei-
chungen, welcher dadurch charakterisirt ist, dafs der blei-
bende moleculare Druck fiir jede Stelle des Korpers nach
allen Richtungen derselbe ist. Man kann in der That
die thermische Ausdehnung eines Elements des Korpers,
welche der Temperatur desselben angehort, betrachten
als eine nach allen Richtungen hin gleich grofse blei-
bende Dilatation dieses Elements, und erhalt dann die-
selben Gleichungen, welche ich in der Abbandlung fiir
die durch Temperaturvertheilung bewirkten inncren Span-
nungen entwickelt babe.

In der Theorie der bleibenden inneren Spannungen
der festen Korper miissen dreierlei Arten von Dilatatio-
nen unterschieden werden, nimlich zuerst die in dem
Korper wirklich vorhandenen Dilatationen, und die blei-
benden Dilatationen, welche in seinen Theilen erregt wor-
den sind; diese beiden Dilatationen beziehen sich auf
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die natiirliche urspriingliche Entfernung der Theilchen
des Korpers von einander, und ich nenne die erstere
die absolute Dilatation. Aufser dieser absoluten und
bleitbenden Dilatation mufs drittens die relative Dilala-
tion in dem Korper unterschieden werden; diels ist die
vorhandene Dilatation, bezogen, nicht auf die urspriingli-
che Entfernung der Theilchen, sondern auf die bleibend
dilatirte Entfernung derselben. Wenn, wic in allen die-
sen Untersuchungen vorausgesetzt wird, die Dilatationen
kleine Grofsen sind, so ist die relative Dilatation die
Differcnz der absoluten und der bleibenden Dilatation.
Die relativen Dilatationen sind es, welche sowohl die
inneren Spannungen des Korpers hervorbringen, als die
Farben, welche dersclbe, wenn er durchsichtig ist, im
polarisirten Lichte zeigt. Um diese Farben durch den
Calciill zu bestimmnen, diirfen nur in die allgemeine For-
meln fiir diese Farben, welche ich in der vorliegenden
Abhandlung entwickelt habe, die Ausdriicke fiir die re-
lativen Dilatationen substituirt werden.

Die Anwendung der in Rede stehenden Gleichun-
gen auf einen bestinmten Fall setzt die Kenntnifs des
Systems bleibender Dilatationen, welches in diesem Fall
stattfindet, voraus. Diefs mufs gegeben seyn, oder durch
eine besondere Untersuchung aus dem Procefs, welcher
die bleibenden Dilatationen hervorgebracht hat, abgelei-
tet werden, ebeu so wie bei den Gleichungen fir die
voriibergehenden Spannungen, welche durch Tempera-
turdifferenz hervorgebracht werden, die Vertheilung der
Temperatur gegeben seyn mufs, oder durch eine beson-
dere Untersuchung aus den Umstinden, durch welche
sie hervorgebracht ist, ermittelt werden mufs.

Unter den verschiedenen Fillen, auf welche man
diese Gleichungen anwenden kann, hat mir der des rasch
abgekiihlten Glases der wichtigste geschienen, weil man
bier die inneren Spannungen durch Beobachtungen mit-
telst des polarisirten Lichts verfolgen kann, und weil



47

diese Anwendung zur Erklirung und Berechnung eines
der schonsten Farbenpbinomene fiihrt. Die Vorstellun-
gen, welche ich zum Grunde gelegt habe, um den Pro-
cefs der Hirtung des rasch abgekiiblten Glases dem Cal-
ciil zu unterwerfen, sind folgende. Inmitten dieses Pro-
cesses, der eine Zeit hindurch dauert, fixiren wir einen
Moment. Der Korper besteht jetzt aus zwei Theilen,
der cine gliiht noch und ist weich, der andere ist schon
erstarrt und fest. Die Griinze beider Theile bildet die
Schicht, welche gerade die Erstarrungstemperatur besitzt,
d. h. die Temperatur, bei welcher die Theile nur gegen
die Verdichtung und Verdiinnung einen Widerstand lei-
sten, aber eben anfangen wollen auch ihrer Verschiebung
zu widerstehen. Beide Theile adhiiriren fest mit einan-
der. Der feste Theil nun iibt einen gewissen Drack
oder Zug gegen den weichen, weil er bestrebt ist, die-
jenige Form anzunehmen, welche ihm, zufolge seiner Tem-
peratur und zufolge der bleibenden Dilatationen, die er
erlitten bat, zukommt. Der weiche Theil, der wie ein
flissiger angesehen werden darf, widersteht diesem Druck
oder Zug nur mit einer Kraft, die senkrecht gegen seine
Obertliiche ist, und erleidet dabei eine Contraction oder
Dilatation. Unter dieser bestimmten Contraction oder
Dilatation erhiirtet die Schicht, welche die Erstarrungs-
temperatur besitzt, wegen des fortgehenden Temperatur-
verlustes.  Die Differenz dieser Contraction oder Dila-
tation und derjenigen Dilatation, welche diese Schicht
zufolge ibrer Erstarrungstemperatur haben sollte, ist ihre
bleibende Dilatation. Das Problem der bleibenden Di-
latationen, welche bei der raschen Abkiihlung eines Glas-
korpers entstehen, fiihrt also zunichst zu der Aufgabe:
die Form zu bestimmen, welche der schon festgewor-
dene Theil des Korpers annimmt in Folge der Tempe-
raturvertheilung in ihm und der bleibenden Dilatationen,
welche er erlitten hat, und unter dem Druck, welchen
der weiche glilhende Theil gegen seine innere Obertla-
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che ausiibt. Dieser Druck, welchen der weiche Theil
ausiibt, ist senkrecht gegen seine Oberfliche und pro-
portional mit dem Unterschied der Vergrofserung, wel-
che sein Volumen in Folge seiner Temperatur haben
sollte, und derjenigen Vergrofserung, welche es wirklich
besitzt; das Volumen, welches der weiche Theil aber
wirklich einnimmt, ist dasjenige, welches die innere Ober-
fliche des festen Theils des Korpers einschliefst. — Das
Problem ist hicmit vollstindig bestimmt, und es ist leicht,
das System Dilferentialgleichungen, von denen es ab-
hiingt, anzugeben. Die Integrirung dieser Gleichungen
giebt unmittelbar dic Dilatation des noch gliihenden Theils
des Korpers, und somit die bleibende Dilatation der eben
erhiirtenden Schicht, aber diese ausgedriickt durch die
noch unbekannte Fuhction, welche die bleibenden Dila-
tationen darstellt, die der feste Theil des Korpers schon
erlitten hatte. Geht man nun aber zur niichst folgenden
erhiirtenden Schicht tiber, so erhilt man cine Differen-
tialgleichung fiir diese Function, deren Integral dic blei-
benden Dilatationen, welche aus dem Procels der Hiir-
tung hervorgehen, fiir den ganzen Korper darstelli.
Diese Principicn der Theorie der Hirtung glasarti-
ger Korper umfassen nur die wesentlichsten Umstinde,
von denen ilhre bleibenden Dilatationen abhiingen; ei-
nige andere Umstinde, welche von untergeordneterem
Einflafs sind, wird man spiiter beriicksichtigen kénnen,
und so diese Theorie vervollstindigen. Dahin gehort
namentlich der Umstand, dafs die relativen Dilatationen
in dem schon fest gewordenen Theile des Korpers die
Griinze der Elasticitat iiberschritten haben kiouvnen, und
dadurch von Neuem bleibende Dilatationen erzeugt sind.
Diefs wird besonders gelten fiir die Theile, welche noch
eine sehr hohe Temperatur besitzen, weil sie in dieser
eine viel engere Elasticititsgrinze haben, verbunden mit
ciner weiteren Grinze der Verschiebbarkeit, als in einer
nicdrigen Temperatur. Die Beriicksichtigung dieses Um-
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standes erfordert aber noch eine grifserc Ausdehnung
der experimentellen Untersuchungen iiber die Elasticitiits-
grinzen, namentlich auf welche Weise sic von der Tem-
peralur abhiingen, und welche Verinderungen in der re-
lativen Lage der Theilchen hervorgebracht werden, wenn
diese Griinze nur in einer Richtung iiberschritten wird.
Ucbrigens ist dic Vernachlissigung dieses Umslandes obne
Zweifel von geringerem Nachtheil fiir die Resultate der
Theorie, als die mangelhaflte Kenntnifs von der Bewe-
gung der Wiirme in den hoben Temperaturen, unter wel-
chen die Hirtung vor sich geht.

Ein allgemeines Resultat, zu welchem die Principien
der Thorie der Hirtung glasartiger Korper, welche ich
auseinandergesetzt habe, unmittelbar fiihren, ist, dals, wie
verschieden die bleibenden Dilatationen in den verschie-
dencn Theilen des Korpers auch seyn mogen, sie doch
in jedem Theilchen nach allen Richtungen hin gleich sind.
Dieses Resultat lafst wichtige Folgerungen zu. Es er-
gicbt sich hieraus, dals das System von Spannungen und
Dilatationen, welches in einem Korper durch seine Hir-
tung hervorgebracht wird, immer auch durch eine be-
stinmte Temperaturvertheilung in ihm hervorgebracht wer-
den kann. Diese Temperaturvertheilung und die aus der
Hirtung hervorgegangenen bleibenden Dilatationen wer-
den durch dieselbe Function der Ordinaten ausgedriickt.
Hierin liegt der Grund der merkwiirdigen Uebereinstim-
mung der Farben, welche cin gehiirteter Korper im po-
larisirten Lichte zeigt, mit denjenigen Farben, welche in
ihm durch Temperaturdifferenzen konnen hervorgebracht
werden. In der That kénnen von den Resultaten, zu
welchen ich in der vorliegenden Abhandlung in Bezie-
hung auf die voriibergehenden Farben, die durch Tem-
peraturvertheilung erzeugt werden, gekommen bin, alle
dicjenigen, welche unabhingig sind von dem speciellen
Gesetze der Temperaturvertheilung, unmittelbar angewandt
werden auf die Farben, welche derselbe Korper zeigt,
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wenn er gehirtet wird, wenn die dabei entstehenden blei-
benden Dilatationen nur im Allgemeinen dieselbe Sym-
metrie als die Temperaturvertheilung befolgen. Ich finde
z. B. dafs in einer gehirteten Kugel oder einem geraden Cy-
linder die bleibenden Dilatationen von dem Centrum oder
der Axe aus nach der Peripherie wachsen; daraus folgt
sogleich, dafs eine solche Kugel oder Cylinder im po-
larisirten Licht sich verhalten miissen, als wiiren sie nicht
gehiirtet und hitten cine vom Mittelpunkt oder von der
Axe aus stcigende Temperatur, und dafs daher z. B. die
Farbenringe, welche sie zeigen, einen positiven Charak-
ter, wie die des Bergkrystalls haben miissen, wie es auch
die Beobachtung gezeigt hat. Eben so kann in Folge
dieses Princips umgekehrt aus der Farbenvertheilung in
dem gehiirteten Korper auf die Vertheilung sciner blei-
benden Dilatationen geschlossen werden. Lange Glas-
streifen, die gefirbt sind, besitzen ecine Farbenverthei-
lung von demselben Charakter als diejenige, welche sie
ungehiirtet gezeigt haben wiirden, wenn sie mit einem
Lingenrande auf eine heifse Unterlage gestellt worden
wiren; daraus folgt sogleich, dafs die bleibenden Dila-
tationen von den Lingenrindern aus nach der Mitte der
Platte zu abnehmen, und dafs die Entfernung der schwar-
zen neutralen Zonen, welche das centrale Farbenfeld
von den Randfeldern irennen, von der Mitte der Platte
nahe gleich seyn mufs der halben Breite der Platte di-

vidirt durch V3.



