
4, Ueber Zustamdsyleichungen u m d  Eneryie- 
gleichungen; vom 0. W i e d e b u r g .  

Seitdem einmal der Energiebegriff als der aligemeinste, 
auf allen Gebieten der Physik anwendbare aufgefunden wordeii 
ist, benutzt man als Ausgangspunkt theoretischer Herleitungen 
mit Vorliebe Gleichungen, die sich auf Energiegrossen be- 
ziehen , wie sie in den beiden ,,Hauptsatzen" der Thermo- 
dynamik und ihrer Erweiterung, der Energetik, ihren all- 
gemeinen Ausdruck finden. Und doch zeigt es aich anderer- 
seits in so nianchen Fallen vortheilhafter, zur Darstellung 
der Erscheinungen Gleichungen anderer Art als Grundlage 
zu wahlen , die keineswegs Gleichungen zwischen Energie- 
grossen sind , deiien gegeniiber die allgemeinen Energie- 
gleichungen nur die Rolle von principiell gultigen Relationen 
spielen, die bei jedem Ansatze erfiillt sein mussen. Es lohnt 
sich wohl, das gegenseitige Verhaltniss solcher verschiedeneii 
Ausgangspunkte theoretischer Herleitungen nriher ins Auge zu 
fassen und klarzustellen. 

In  meinen Arbeiten iiber nicht-umkehrbare Vorgange und 
den sich daran anschliessenden l)  habe ich eine bestimmte 
Kategorie von Gleichungen in den Vordergrund gestellt , die 
nicht selbst Energiegleichungen sind, aber doch zum Energie- 
begriff von Haus aus in naher Beziehung stehen, als nach be- 
stimmtem Schema gebaute Gleichungen zwischen den ,,I/7actorenLL 
der verschiedenen Energiearten. Fur diese, im allgemeinsten 
E'alle sich auf nicht-umkehrbare Vorgange bezieheiiden Glei- 
chungen habe ich die Bezeichnung als ,,Zustandsgleicfiunyen~L 
des betreffenden Korpers angewendet. 

Diese Zustmdsgleichungen also stellen die Grundlage der 
Rechnung dar , ihnen gegeniiber erscheinen die Energie- 
gleichungen nur als eine eigenartige Ausdrucksform fur die- 
selben Erscheinungen. Dieses, den vielfach ublichen Gedanken- 

1) 0. Wiedeburg,  Wied. Ann. 61. p. 705. 1897; 62. p. 652. 1897; 
63. p. 154. 1897; 64. p. 519. 1898; Zeitschr. f. physik. Chem. 29. p. 27. 1899. 
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gang gewissermaassen umkehrende Verfahren mochte ich geracle 
mit Rucksicht hierauf im Folgenden noch naher erlautern, urn 
clann einige weitere Bemerkungen uber die Formulirung der 
Erscheinungen in Zustandsgleichungen und Energiegleichungen 
anzuknupfen. 

Energiecoefficienten und Factoren der Zustandsgleichungen. 

Da der Unterschied zwischen cler jetzt ublichen Behand- 
lungsweise uncl der von mir neu vorgeschlagenen uberall da 
besonders hervortritt , wo thermische Vorgange niitspielen , so 
wollen wir das zur Erlauterung dienende Beispiel derart 
wiihlen, class auch thermische Zustandsanderungen mit in Be- 
tracht kommen: In  meiner letzten , specie11 die thermischen 
Begriffe behandelnden Arbeit wurde ein Metalldraht betrachtet, 
cler infolge Aenderung seiner Temperatur 9. und seiner Span- 
nung P Aenderungen seiner Lange ,? erf5lhrt. 

In  der thermodynamischen Schlussmeise, wie sie ron 
C laus ius ,  K i rchhof f  etc. durchgefuhrt ist, geht man davon 
aus, dass sich bei solchen gleichzeitigen Aenderungen der un- 
abhangigen Variabeln P und 9 die ,,dazu nothige': Zufuhr an 
Warme (thermischer Energie) Q und mechanischer Arbeit A 
darstellen lnsse in der Form: 

(1) b & = X d P + Y d i ' t . ,  b i f = M d P + N d 9 . ,  

wo die als Functionen von P und t't. anzusehenden Energie- 
coefficienten X ,  Y ,  M ,  N ihrer speciellen Bedeutung nacli 
leicht charalrterisirt werden konnen. l) 

Die beiden Hauptsatze besagen nun in unserem Falle, 
dass sowohl die Summe b Q + b A als auch der Quotient b Q/  8, 
wenn 9 die ,,absolute" Temperatur, vollstandige Differentiale 
von Zustandsfunctionen sein mussen, namlich der Energie B 
bez. Entropie 5' des Urahtes: 

( 2 )  b Q +  b d =  d E ,  

S Q  = d S ,  (3) 3 

i j  Zeichen S benutxt zur Unterscheidung 
Differentialen (vgl. Zeitschr. f. physik. Chem. 29. 

der ,,Diminutive" von 
p. 35. 1899). 

5 *  
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und daraus ergeben sich sofort zwei Beziehungen zwischen 
den Differentialquotienten jener vier Energiecoefficienten nach 
Y und 8, namlich 

(4) 
und 

(5) a:, dP 8 dP a:, a ("1 9 
d Y  oder auch = 19 - - . ax d Y  x - - -=-  

Nun konnte man zu den beiden Grundgleichungen (2) und 
(3) eine specie11 zu (3) ganz analoge hinzufiigen, die sich auf 
die mschanische Arbeit bezieht: 

wo auch 1 gerade 
9; aus ihr wiirde 

aiv a~ (7) __ - __ dP a:, 
wonach man statt 

- d l ,  bA 
P 
_ -  

wie S eine Function der Variabeln P und 
sich, zu (5 )  analog, ergeben: 

8 M  oder auch __ = A- 
= P  a:, 
Gleichung (4) auch schreiben konnter 

x AT 
4 P  
_- - -- . 

Fiihrt man die nahere Bedeutung der Grossen M und 3, die 
sich aus der Darstellung - 

d l  ai b A  = P d l  = P- d P  +- P - d 9  d P  a:, 
ergiebt, in Gleichung (7) ein, so reducirt sich diese auf die 
ttls ,,selbstverstiindlich" angesehene Gleichung 

(9) 

Also unser Ansatz (6), wonach b i l l  P ein vollsfandiges Diffe- 
rential , liefert nur ein selbstverstandliches Resultat, weil wir 
namlich gewohnt sind, wenn wir den Zustand unseres Drahtes 
beschreiben wollen, die direct anschauliche Grosse I als Function 
von P und 9. mit zu benutzen. 

Konnen wir nicht den zu (6) ganz analogen Ansatz (3) 
und das, was sich daraus ergiebt, namlich Gleichung (51, unter 
demselben Gesichtspunkte betrachten? Wird es sich nicht 
empfehlen, in der Warmelehre von Haus aus eine Grosse S 
mit zu benutzen, die mit der Temperatur 9. den augenblick- 
lichen thermischen Zustand des Drahtes gerade so gut be- 
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schreibt, wie I und P zusammen den elastischen, die von 8 
und P gerade so gut abhangt wie die Drahtlange I ?  

Bnschaulich wird uns eine solche thermische Grosse S 
sofort, wenn wir die alte Vorstellung vom ,,WarmestoffLd in 
abgeklarter Form wieder aufnehmen, wenn wir dem Korper 
eine ,,thermische Ladung'( S zuschreiben, wie wir  ohne Be- 
denken von einer ,,elektrischen LadungcL zu sprechen pflegen. 
In  meiner letzten Arbeit ha.be ich diese Fragen zusammen- 
fassend niiher behandelt und ich mochte darauf verweisen. 
Hier kommt fur uns in Betracht die Grundlage, die wir  bei 
solcher Anschauungsweise fur unsere Darstellung der zu be- 
handelnden Vorgange ohne weiteres gewinnen in den beiden 
,,Zustandsgleichungen'L, die lediglich die Abhangigkeit des I 
und S von P und 8 constatiren. Dabei ist der Draht als 
ein ,,eindeutiges System" vorausgesetzt, das namlich nur um- 
kehrbarer Zustandsanderungen fahig ist. Da wir nur zwei Zu- 
standsseiten nebeneinander betrachten, so bestimmen zwei 
Variable den Zust.and vollstandig, insofern die beiden anderen 
noch mit benutzten ihren eigenen Werthen nach stets durch 
die jeweiligen Werthe jener beiden mit bestimmt sind. 

Schreiben wir  also die beiden Zustandsgleichungen in 
der Form: 

(10) 
d S =  G d 8  + E d P ,  
d l  = A d P  + ? I d i 9 ,  

mo die Factoren 0, E ,  A, 91 als Functionen von P und 9. an- 
zusehen sindl), so sind uns die folgenden beiden Relationen 
zwischen den Differentialquotienten dieser Factoren als selbst- 
verstandlich gegeben : 

1) Ganz entsprechend ist der Ansatz, den G. L i p p m a n n  seiner 
Zeit machte fur das Zusammenwirken von elektrisehen und andersartigen 
Vorgangen auf Grund des Satzes von der Erhaltung der ElektricitBts- 
mengen (Compt. rend. 92. p. 1049 u. 1149. 1881; Ann. de Chim. et de 
Phys. (5) 24. p. 145. 1881). 

2) Die zweite der Gleichungen (11), identisch mit (S), stellt die Be- 
ziehung dar zwischen der Aenderung des thermischen Ausdehnungs- 
coefficienten mit der Spannung und der Aenderung des Elasticitgts- 
coefficienten mit der Temperatur, die von G. D a h l a n d e r  gepruft 
worden ist (Pogg. Ann. 145. p. 147. 1872). 
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Um nun aus diesem Ansntz mit der Erfahrung iiberein- 
stimmende Schlusse zu ziehen, ist es nothwendig und hin- 
reichend, dass wir zwischen den vier Factoren noch eine einzige 
Beziehung als vorhanden ansehen, namlich die Beziehung 
(12) 'l] = 8 ,  

die die beiden voneinander sonst ganz unabhangigen Zustands- 
gleichungen miteinander verknupft, die gegenseitige Beeinflus- 
sung der beiden Zustandsseiten naher formulirt, die Wechsel- 
wirkung der verschiedenen ,,Naturkrafte" enger gestaltet. 

S u s  dieser Relation ergiebt sich sofort als Folgerung, dass 

(1 3) 8 dS +- P d  1 = d B 
ist, d. h. vollsfandiges Differential einer Function B von P und 8, 
wir werden dazu gefuhrt, den den verschiedenen Zustands- 
seiten gemeinsamen Begriff der Energiegrossen einzufiihrea, 
indem wir 
(1 4) 8 d S = b Q  und Y d l = b A  

als solche bezeichnen, wir gewinnen die beiden Hauptsatze 
der Thermodynamik. 

Urn zu diesen beiden Hauptsatzen zu gelangen , hatten 
mir also nur eine Annahme nothig (Gleichung 12), nachdem wir 
einmal die zu behandelnden Vorgange unter Mithiilfe der in 
Anlehnung an die alte Vorstellung veranschaulichten Grosse S 
formulirt hatten. 

Diejenigen Grossen, durch die wir von unserem Standpunkt 
aus den behandelten Korper charakterisiren, seiner speciellen 
Natur nach von anderen unterscheiden, sind die vier Factoren 
o, A, 8, q der beiden Zustandsgleichungen (10); zwischen diesen 
bez. ihren Differentialquotienten bestehen die drei Relationen 
(11) und (12); vom thermodynamischen Standpunkte aus spielen 
die vier Energiecoeffiienten X,  Y, H, N die Rolle der charakte- 
ristischen Grossen, deren Zusammenhang durch die drei Re- 
lationen (4) [bez. (S)], (5) und (7) geregelt wird. Um die eine 
Gruppe von Relationen aus der anderen herzuleiten. braucht 
man nur die Beziehungen: 

x= &.a, Y =  6.8, 
(1 5) M = i . P ,  iV=q.P 
zn beachten. 
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(Eine Differentialgleichung hoherer, namlich 2. Ordnung, 
lgsst sich noch ohne weiteres hinschreiben : 

@c p n  --- 
d P =  - 882' 

dementsprechend bei Benutzung der Energiecoefficienten: 
1 d 2 Y  
sc dP2 P dY" 
---= ___.  

Konnen mir annehmen, dass die Factoren unserer Zustands- 
gleichungen Constunten seien, so verlieren die beiden Differential- 
relationen (11) ihre Bedeutung fur uns, es ist clas Verhalten 
des jn zweifacher Hinsicht (thermischer und elastischer) seinen 
Znstand andernden Korpers quantitativ vollig bestimmt durch 
die drei voneinander unabhangigen Constanten G, 1, E, von 
denen (T auf die rein thermische, 1 auf die rein elastische 
Seite der Zustandsanderung, E auf die Wechsclwirkung zwischen 
beiclen sich bezieht. 

Aufgabe des Experimentes ist es jedenfalls, diese Grund- 
grossen fur die verschiedenen Korper zahlenmassig zu er- 
mitteln, um dann durch Vergleich zwischen ihnen Gesetze fur 
ihre Abhangigkeit von der Natur des Korpers aufzufinden. 
Solche Gesetzmassigkeiten darf man nicht immer gerade bei 
den am leichtesten und directesten zu messenden Grossen er- 
marten, sondern vie1 eher bei solchen, die zu einer moglichst 
einfachen und systematischen Formulirung der Grunderschei- 
nnngen dienen, wie wir sie in unseren Zustandsgleichungen 
aufzustellen suchten. W a r b u r g  I) hat einmal darauf hin- 
gewiesen. dass man, um Beziehungen zwischen der chemischen 
Constitution und den physikalischen Eigenschaften bei tropf- 
baren Fliissigkeiten zu constatiren, sich nicht auf die Ver- 
gleichung der specifischen Warme bei constantem Druck, der 
thermischen Ausdehnung und der isothermischen Compres- 
sibiliEtt fur die verschiedenen Flussigkeiten beschranken solle, 
sondern auch die specifische Warme bei constantem Volumen 
C,, und den Ausdruck 

1) E. Warburg, Arch. des scienc. phys. et nat. (3) 28. p. 338. 1892; 
Beibl. 17. p. 1031. 1893. 
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in Betracht ziehen musse, die als partjelle Differentialquotienten 
der Gesammtenergie nach 9 bei constantem v bez. nach v bei 
constantem 4 vielleicht in einfacherer Beziehung zur chemi- 
schen Constitution standen als die oben genannten directer 
messbaren Grossen. Qon unserem Standpunkte aus werden 
wir an Stelle dieser Energiecoefficienten noch mehr die Fac- 
toren unserer Grundgleichungen in den Mittelpunkt stellen. 
Als erstrebenswerthes Ziel muss es uns dabei immer vor- 
schweben, diese Grundgleichungen so zu formuliren, dass ihre 
Factoren wirklich als Korpercoastar~ten anzusehen sind, nament- 
lich also auch unabhangig vom jeweiligen Aggregatzustand. Wie 
man dazu vielleicht gelangen konne durch die - zuniichst 
rein formale - Einfuhrung zweier besonderer Zustandsseiten 
(Cohasion, Constitution), die durch die Veriinderlichkeit der 
ihnen entsprechenden Zustandsvariabeln den Wechsel der 
Aggregatzustande darstellen sollen, das habe ich friiher dar- 
gelegt. I )  

Das Prinoip der virtuellen Zustandsiinderungen. 

Kehren wir zuruck zum Hauptpunkt unserer Erorterungen, 
dem gegenseitigen Verhaltniss von Zustandsgleichungen und 
Energiegleichungen. Wenn wir den ersteren, die den einfach- 
sten Ausdruck der zu behandelnden Vorgange darstellen (so- 
bald wir fur die Warme von Haus aus den anschaulichen 
Begriff der thermischen Ladung mitbenutzen), die eine durch 
Gleichung (1 2) gegebene Beziehung hinzufugen, so genugt dies, 
wie wir sahen, um die in der ublichen Thermodynamik als 
Grundlage benutzte Energiegleichung aus unseren Grundlagen 
herruleiten, 

Was nun den physikalischen Inhalt dieser Beziehung 

(12) 71 = E 

betrifft, so besagt sie, dass die durch die beiden partiellen 
Differentia.lquotienten 

1) 0. Wiedeburg, Wied. Aim. 64. p. 541. 1595. 
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dargestellte Wechselwirkung der beiden verschiedenen Zustands- 
seiten nicht eine zweifach verschiedene sei, sondern eine ein- 
fach bestimmte: 

(S) ‘ a l )  . 
d P  21= (au- P 

Rein mathematisch gesprochen ist das, was zu unseren 
allgemeinen Zustandsgleichungen als wesentliches Merkmal der 
behandelten Zustandsanderungen hinzutritt, nichts Anderes 
als die Bedin.qung der Integrabilitat der Productensumme 
8 d 5’ + P d  I ;  der erste Hauptsstz, das Energieprincip , in 
seiner den zweiten Hauptsatz mitenthaltenden Form : 

(131 S d S  f P d l =  d E  

ist seinerseits der directe Ausdruck dieser Inteyrabilitat. 
J e  nach der Wahl der unabhangigen Variabeln kann 

man ja die Relation (18) auf verschiedene Form bringen: die 
vier thermodynamischen Relationen Maxwell’s: 

besagen im Grunde alle dasselbe, unterscheiden sich tiur dnrch 
die phgsikalische Deutung, deren sie fahig sind, und die durch 
Einfuhrung anderer partieller Differentialquotienten an Stelle 
der direct vorkommenden j a  noch mannichfach abgeandert 
werden kann. 

Es  lassen sich nun diese verschiedenen Relationen (1 9) 
zusammeiifassen in eine ainzige Formel, von der ich glaube. 
dass sie in der Allgemeinheit, in der wir sie aufstellen wollen. 
noch nicht gegeben worden ist: 

Die Energiegleichung (13) gilt fur jede mogliche Zustands- 
anderung des betrachteten Korpers ; kennzeichnen wir also 
zwei verschiedene, voneinander unabhangige, mogliche Zustands- 
anderungen durch Verwendung des Variationszeichens 6 mit 
verschiedeneni Index, so bestehen nebeneinander die Glei- 
chungen : 
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wir variiren nun die erste Gleichung in der Weise, wie es 
durcb das Zeichen S,, und umgekehrt die zweite in der Weise, 
wie es durch 4 angedeutet ist, und erhalten: 

S ,SSIS+ r7S,SlS+ S ,PS l l+  P 3 , S l I =  OzSl h ,  
Sl $S, S -t 8S1 S, S + 8, PS, 1 + Pal S2 I = Sl S2 E ;  (21) { 

bei der vorausgesetzten gegenseitigen Unabhangiglteit der beiden 
Variationen liefert Subtracrtion dieser beiden Gleichungen: 

(22) sz 8 Jl s + s, Pal 1 = Sl 8 S* s + s1 Pa2 I. 
Sus  dieser allgemeinen Formel ergeben sich sofort die ver- 
schiedenen Gleichungen (19), wenn man jedesmal die Variation 
Sl einer der vier Grossen und die Variation 6,  einer anderen, 
der anderen Zustandsseite angehorigen, gleich Null setzt. 

Wir wollen Formel (22) noch allgemeiner schreiben, nam- 
lich bezogen auf einen Korper, an dem wir die gleichzeitigen, um- 
kehrbaren Aenderungen irgend zweier belieb<qer Zustandsseiten 
verfolgen, die wir clurch ihre Intensitatsgrossen J bez. J' und 
ihre Quantitatsgrossen M bez. M' kennzeichnen wollen, sodass 
also die Energiegleichnng hier lautet: 

es ergiebt sich, Gleichung (22) entsyrechend: 
(23) J d M +  J ' d M ' =  d E ;  

(24) Sl J. 13, M + S, J' . S, ik" = S, J. Sl + S, J '  .al 31 . 
Die allgemeine Bedeutung dieser Formel rechtfertigt es wohl, 
wenn wir ihr eine besondere Bezeichnung beilegen, sie etwa 
nach bekannten Analogien benennen als das Print@ der vir- 
tuellen Zustandsanderungen. 

Es ist Formel ('24) zugleich der allgemeine Ausdruck des 
von 0 s t w  a l d  l) aufgestellten und verwendeten ,,Princips der 
virtuellen Energien", schliesst auch die von P e d d i e  ,) als 
,,Verallgemeinerung des zweiten Hauptsatzes" aufgestellte For- 
me1 und ein von L e  Chate l ie rs )  gegebenes ,,Gesetz fur das 
Gleichgewicht bei physikalischen, chemischen und mechanischen 
Erscheinungen" in sich. 

1) W. Ostwald ,  Zeitachr. f. physik.'Chem. 10. p. 363. 1892. 
2) W. P e d d i e ,  Proc. Roy. SOC. Edinb. 19. p. 253. 1892; Zeitschr. 

3) H. L e  Chate l ier ,  Zeitschr. f. physik. Chem. 1. p.565. 1887. 
physik. Chem. 13. p. 128. 1894. 
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Ein Beispiel der leichten Anwendbarkeit unserer Formel 
sei hier gegeben. Wir betrachten ein System aus zwei Mengen 
desselben Korpers in verschiedenen Aggregatzustanden; hier 
kann unter Aufwand von thermischer und mechanischer 
Energie in zweierlei ganz verschiedener Weise der Zustand 
umkehrbar geandert werden : 

1. Es wird Uebergang einer Menge d n  des Stoffes aus 
der einen Phase in die andere bewirkt bei constanter Tempe- 
ratur 8 ( = J) und constantem Druck p ( = - J ’ )  unter 
Aenderung des Volumens P und der thermischen Ladung 
(Entropie) 8: 

av d n  ; as d , J = O ,  S I J ’ = O ,  S I X = -  d n ,  i S I M ’ = -  
d n  d n  

2. Es wird ohne Stoffubergang durch gleichzeitige Aende- 
rung von 19. und p ein neues Gleichgewicht hergestellt: 

S z J = d 9 ,  (YzJ’= - d p ;  

unser Princip liefert sofort : 
as dV 
a n  a 91. O = d t ? - - - d n - d d p - d n ,  

eine Gleichung, die durch Einfuhrung der thatsachlich kalori- 
nietrisch gemessenen thermischen Energiezufuhr 

in die bekannte Clap  eyr  o n- C1 a u  s iu s’sche Beziehung ubergeht. 
Wie dies Beispiel schon zeigt, bietet unser so allgemein 

giiltiges Princip ein bequemes und dabei correct formulirtes 
Schema dar, dessen Anwenclung die sonst meist unter Behand- 
lung passend construirter Kreisprocesse durchgefuhrten Rech- 
nungen wesentlich abzukurzen gestattet. 

Man kann auch ‘Gleichung (24) selbst herleiten aus der 
Anwendung der in ihrer allgemeinsten Form (23) aufgestellten 
Energiegleichung auf einen im Unendlichkleinen durchgefuhrten 
Kreisprocess. Benutzen wir zur graphischen Darstellung der 
zweiseitigen Veranderlichkeit im Zustand des Korpers sowohl 
die J, M- als auch die 1, M’-Coordinatenebene, so ergiebt 
sich ja, abgosehen von einem Minuszeichen, dass die in beiden 
Ebenen bei einem solchen Kreisprocess von der Bahn des 
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darstellenden Punktes umschlossenen Flachen an Inhalt ein- 
ander gleich sein miissen: 

[ J d M =  - J J ' d M ' .  
9%. a%. 

Nun sei diese Bahn in der J, M-Ebene - und ganz 
entsprechend in der J', M'-Ebene - ein Parallelograrnm, 
dessen Seiten die Projectionen Sl A', Jl J und S2 M ,  Sz J be- 
sitzen; dann ist dessen Inhalt bekanntlich 

und man hat also die Beziehung: 
(24a) 81JJ2W-32JJ8,M= - ( C Y ~ J ' ~ ~ . & ~ '  - J,J'81M') 
in Uebereinstimmung mit (24). Wir kijnnen, worauf ich schon 
einmal hinwies, die Wechselwirkung der beiden Zustandsseiten 
auch formuliren als eine Abbildung der beiden Coordinaten- 
ebenen aufeinander derurt, dass einander entsprechende ge- 
schlossene Curven in beiden gleichen Flacheninbalt haben. 

So findet denn jenes fur die Wechselwirkung zweier Zu- 
standsseiten charakteristische Merkmal, dem wir urspriinglich 
durch das Gleichsetzen zweier Factoren der Zustandsgleichungeii 
Ausdruck verliehen, noch mannkhfach verschiedeiie Darstellung : 
im Energieprincip, im Princip der virtuellen Zustandsande- 
rungen, in dessen geometrisch-anschaulicher Deutung. 

~7~ J a z z -  C ~ ~ J ~ ~ M ,  

Ein allgemeiner Satz 
uber den Sinn der ,,Gegenwirknng" eines stabilen Systems. 

Mit dieser quantitativ festgelegten Gesetzmassigkeit hin- 
sichtlich der Wechselwirkung steht nun in naher Beziehung ein 
nur qualitativ zu formulirender allgemeiner Satz iiber das 
Verhalten eines im stabilen Gleichgewicht befindlicben, nur um- 
kehrbare Zustandsanderungen erfahrenden Systems. Er ist 
mit aZZyemez'ner Gultigkeit von Os twa ld ,  B r a u n ,  Gouy in 
verschiedener Form ausgesprochen worden, von anderer Seite 
mehrfacb fir specieZZe Gebiete. 

Um diesen Satz im Anschluss an unsere bisherigen Be- 
trachtungen zu formuliren, wollen wir ausgehen von deni 
System der Zustandsgleichungen, wie wir es aufzustellen haben 
in dem allgemeinen Fall: wo zwei beliebige Znstandsseiten 
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mit den Variabeln J, M und J’ ,  M’ aufeinander wirken, sodass 
zwischen diesen vier Grossen zwei Gleichungen bestehen, die 
wir als Differentialgleichungen schreiben so, wie es in meinen 
friiheren Arbeiten 

{ (25) 

clurch Umformung 

geschehen : 
c d J = d M - c r d M ’ ,  
c ’ d J ’ = d M -  c ’ r d M ;  

ergeben sich daraus die Gleichungen : 
(1 - c c ‘ r 2 ) d M =  c d J  + c c ’ . r d J ’ ,  
- c d r 2 )  dM’ = c’dJ’+ c c’ r d J ,  ( 2 5 4  { 

die Verallgemeinerung der in unserem obigen Beispiel giiltigen 
Gleichungen (10). 

Die fur den betrachteten Korper charakteristivchen Grossen 
c: c’, r ,  die im allgemeinen als selbst variabel gelten mogen, 
sind, wie man sieht, schon derart eingefiihrt, dass diese Zu- 
standsgleichungen der allgemeinen Wechselwirkungsbedingung 
[im obigen speciellen Fall Gleichung (12)] geniigen. 

Hinsichtlich dieser Grossen c, c’, r wollen wir nun fur 
das folgende eine Annahme benutzen, die wohl a,ls selbst- 
verstandlich gelten darf; wir wollen namlich annehmen, dass 
wir fur jede beliebige Zustandsseite die sie kennzeichnenden 
Variabelr, J und M immer so wahlen konnen, dass cJ gleich- 
zeitig mit M wachst und abnimmt, gleichgiiltig, welche von 
den Variabeln der fremden Zustandsseiten wir dabei constant 
setzen, d. h. es sol1 

als positiv angesehen werden, ebenso entsprechend 

Man braucht sich nur einige Beispiele zu vergegenwartigen, 
um das Zutreffende dieser Annahme zu erkennen: wir setzen 
die Temperatur anwachsend durch Warmezufuhr (in unserer 
Auffassung Vermehrung der thermischen Ladung), die Lange 
eines Drahtes anwachsend mit seiner Spannung, setzen die 
Dielektricitatsconstante, die Magnetisirungsconstante positiv - 
Grossen, die nach unserer Darstellungsweise als Differential- 
quotienten einer Quantitats- nach der zugehorigen Intensitats- 



7 8  0. Wiedeburg. 

grosse erscheinen. Auch fur das Verhiiltniss zwischeri Druck 
und Volumen gilt dies, sobald wir hier nur consequent --p 
als Intensitat betrachten. 

Danach haben wir also von den Factoren nnserer Zu- 
standsgleichung c und c‘ a,ls positiv anzusehen und ebenso 
den Ausdruck 1 - c c’ r 2 ,  Fur den Wechselwirkungsfactor r 
ergiebt sich daraus eine obere Grenze: 

1 r2 < ‘J 
Beachten wir das, so kommen wir nun zu folgenden 

Schliissen uber das gegenseitige Verhaltniss von Differential- 
quotienten, die sich nicht wie die obigen auf nur eine Zustands- 
seite, sondern auf die Wechselwirkung zwischen zwei solchen 
beziehen. 

c c  

Wir berechnen : 

und finden also, dass die beiden Grossen 

[ ( g;-)Jund (gi-) Jgleiches Vorzeichen, dagegen 

‘27) 1 (! ’’ ‘ und (2) entgegengesetztes Vorzeichen haben. 
$A&, J 

Durch diese qualitativen Beziehungen ist nun jener all- 
gemeine Satz analytisch formulirt, um dessen begriff lich- an- 
schauliche Aussprache man sich , wie erwahnt, verschiedent- 
lich bemiiht hat. 

Am nachsten schliesst sich unserer Herleitung an die von 
Gouy 2, gegebene Darstellungsweise. Gouy betrachtet ein im 

1) Da also 1 - c c ‘ r *  < 1 , so folgt: 

d. h. z. B. die isothermische Colnpressibilitat grosser als die adiabatische, 
die isothermisch gemessene Dielektricitiitsconstante grosser als die adia- 
batisch geinessene, die thermische Capacitlt bei constantern Druck grosser 
als die bei constantem Volumen, etc. (allgemein formulirt von GI. M a x w e l l ,  
Theory of heat p. 131. 

2) G o u y ,  Compt. rend. 10s. p. 341. 1889; auch Joorn. de Phys.(2) 
8. p.501. 1889. 
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stabilen Gleichgewichte befindliches System, auf das von aussen 
ein bestirnmter Bh+s ausgeubt wird (action de l'op&ateur)l 
der in einer Aenderung des Volumens oder der Form, h 
einer Zufiihrung von Elektricitiit oder Wllrme, d. h. nach 
unserer Ausdrucksweise: in der Aenderung einer bestimmten 
Quantitiitsgrosse M des Systems besteht. Die Wirkungen (effets) 
dieses Einflusses sind nun zweierlei Art, entweder unbedandige, 
wie Aenderungen der Temperatur , des Druckes, des elektri- 
schen Potentials, d. h. allgemein einer fremden Intmitats- 
grosse J', oder bestandGe, zu denen er Aenderungen der Form, 
des Volumens, der chemischen Zusammensetzung etc. rechnet, 
d. h. henderungen einer fremden Quantitatsgriisse M'. 

Es ist diese Unterscheidung und Bezeichnung durchaus 
zutreffend, denn Aenderungen der Intensitiiten konnen, da die 
gleichen Grossen der Umgebung als constant vorausgesetzt 
werden, nicht bestehen bleiben, sondern werden wieder zu 
verschwinden streben, was fdr Aenderungen der Quantitiits- 
grossen nicht gilt. Aus seinen unter Anwendung des Begriffs 
der ,,nutzbaren" Energie durchgefiihrten Betrachtungen er- 
schliesst nun Gony folgenden satz: 

,,Die unbestindigen Wirkungen widersetzen sich dem Ein- 
flusse des Experimentators , die bestiindigen Wirkungen be- 
giinstigen ihn." 

Wir konnen darin eine directe Aussprache unserer obigen 
Beziehungen sehen; denn denken wir uns die Wirkungen des 
llusseren Einflusses d M, d. h. die Aenderuogen aJ' und aiU', 
selbst als Ursache von ,,Gegenwirkungen" des Systems. von Rack- 
wirkungen desselben auf die prim& getlnderte Grosse M, so 
besagen unsere Relationen: Die RUckwirkung d M bat das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen wie der urspriingliche Einfluss d N, 
wenn sie durch dessen ,,unbestandige" Wirkung d J', dagegen 
das gleiche Vorzeichen , wenn sie durch die ,,bestandige" 
Wirkung d M' veranlasst ist - das ist genau der Inhalt des 
Gouy 'schen Satzes. 

Einige der bekanntesten Beispiele seien hier angefdhrt : 
Durch adiabatische Folumverminderung erwtlrmt sich ein Gas, 
d. h. (a ,'?/a v ) ~  < 0, also muss gelten @ v / d  > 0, d. h. das 
Gas dehn t sich bei isobarischer Temperatursteigerung aus. 
Andererseits: Die durch Steigerung der Concentration (W) 
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einer gesattigten Losung bedingten Volumenanderungen (d M') 
sind immer derart, dass sie selbst ihrerseits eine verstarkte 
Auflosung bedingen wurden; das Gleiche gilt fur den be- 
gleitenden Warmeaustausch mit der Umgebung (die Aenderung 
der thermischen Ladung 8). 

Die Herleitung unserer beiden Beziehungen (27) beruht 
mesentlich auf jener einen allgemeinen Reciprocitatsbedingung, 
die die beiden Zustandsgleichungen miteinander in Verbindung 
setzt und in der Einfuhrung des beiden Gleichungen gemein- 
samen Factors r ihren directen Ausdruck Gndet. Die bloss 
qualitative Folgerung aus jener quantitative11 Festsetzung ist 
also auch schon in jeder einzelnen der beiden Beziehungen (27) 
enthalten, es lasst sich die andere dann mit Beriicksichtigung 
unserer als selbstverstandlich bezeichneten Annahmen iiber 
die Factoren c und c' ohne weiteres herleiten. Dem entsprechend 
kommt in der Form, in der Ostwald') und Braun2)  den 
allgemeinen Satz ausgesprochen haben, auch nur eine unserer 
Beziehungen (27), namlich die zweite, zur unmittelbaren Wieder- 
gabe: d J' I d 1VMt und d M / d ZJ haben entgegengesetztes V or- 
zeichen. 

Ostwald 's  E'ormulirung') lautet: 
,,Die correlative Begleiterscheinung bei einer zwangsweisen 

Veranderung eines Systems wirkt diesem Zwange entgegen." 
Dabei muss man also, wenn als das primare, der Zwang, 

clie Aenderung einer Quantitiitsgrosse bezeichnet wird , unter 
der correlativen Begleiterscheinung die Aenderung einer 
fremden Intensitat verstehen - und umgekehrt. 

B r a u n  stellt den Satz in folgender Fassung auf: 
,,Der Uebergang eines Systems in einen neuen Gleich- 

gewichtszustand ist immer derart , dass diejenige willkiirlich 
hervorgebrachte Aenderung der einen Variabeln , welche den 
Uebergang veranlasst, bei dem Uebergange von selber ihrem 
absoluten Betrage nach abnimmt. Ein stetig stabil ver- 
anderliches System ist also gleichzeitig ein sich selbst be- 
ruhigendes." 

Wenn es sich darum handelt, durch Beispiele, wie sie 

1) W. Ostwsld, Lehrbuch (1. allg. Cheniie 2. p. 735. 1887. 
2) F. Braun, Zeitschr. f. physik. Chem. 1. p. 269. 1887; Wied. 

Ann. 33. p. 337. 1888. 
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namentlich B r a u n  in grosserer Zahl giebt, diese SBtze zu be- 
legen und zu erlautern so wird vielfach stillschweigend von 
unseren ,,selbstverstancllichen" Voraussetzungen uber die 
Grossen c Gebrauch gemacht, und der specielle Ausdruck des 
Satzes erscheint dann vielfach in einer Form, die sich direct 
als eine Anwendung unserer ersten Beziehung ( 2 7 )  erweist: 
d ,%? I d 

Schon bevor der hier behandelte Satz in seiner ganzen 
Allgemeinheit - zuerst von Ostwald  - aufgestellt wurde, 
war er, darauf sei hier kurz hingewiesen, verschiedentlich fur 
Einzelgebiete ausgesprochen worden. L i p p m a n n  l) hatte ihn 
in seiner Behandlung der Wechselwirkung zwischen elektrischan 
und andersartigen Vorgangen als Erweiterung des Len  z'schen 
Inductionsgesetzes formulirt, v a n ' t  Hoff  2), L e  Chatel iera) ,  
Po t i e r4 )  zeigten, wie specie11 der Sinn umkehrbarer chemi- 
scher Heactionen unter Bezugnahme auf die clamit verknupften 
themzischen Erscheinungen durch solcli ein allgemeines Gesetz 
bestimmt sei, das in gewissem Sinne an die Stelle des an 
sich unbegrundeten Ber the lo  t'schen ,,Princips der grossten 
Srbeit': treten kann. 

Einen Punkt mochte ich schliesslich noch hervorheben: 
Der von uns behanclelte Satz iiber das gegenseitige Verhalt- 
niss zmeier Differentialqnotienten von der Art d M /  aJ; und 
8 J' d dfMf  lLsst das Vorzeichen des einen bestimmen, wenn 
clas des anderen bekannt ist. Eine andere Frage ist nun 
aber die, ob wir etwa von Haus aus iiber das Vorzeicheii 
eines der heiden bestimmte Aussagen macheii konnen. Nach 
dem Obigen, Gleichungen (26), kommt dies darauf hinaus, ob 
das Vorzeichen des Wechselwirkungsfactors r allgemein be- 
stinimt, ob T z. B. d s  wesentlich positiv anzusehen ist so gut 
wie die c.  In  dem Eingangs henutzten Beispiele der thermisch- 
elastischen Vorgange in eineiii Drahte ergiebt sich 

und d IM d W J  haben gleiches Vorzeichen. 

1) G. L i p p m n n n ,  Ann. de Chirn. et de Phys. (5) 24. p. 172. 1881. 
2) J. H. van't Hoff, ktudes de dynamique chimique, p. 161. 

Amsterdam 1854; Vorles. uber theoret. u. phys. Chem. 1. p. 154. 1898. 
3) H. Le C h a t e l i e r ,  Compt. rend. 99. p. 786. 1584. 
4) A. P o t i c r ,  Journ. de Phys. (2) 6.  p.56. 1886. 

Ann. d. Phys. u. Chem. N. F. 68. 6 



8 2 

erfahrungsgemh als positiv. Aber schon beim Kautschuk 
versagt die hier zu  vermuthende Regel, insofern bei ihm 1' 

niit wachsendey Spannung sein Vorzeichen wechselt. Aehnlich 
finden wir auch in anderen Fallen das Vorzeichen des Wechsel- 
wirkungsfactors schwankend. Trotzdem glaube ich, dass inan 
diese Prage im Auge behalten soll. Sie wird neues Ititeresse 
gewinnen, wenn wirklich gelingt, was ich obeii als erstrebens- 
werth bezeichnete: die Grundgleichungen durch vollstandige 
Berucksichtiguug aller rnit ins Spiel tretender Zustandsseiteii 
so auszubauen , dass ihre Factoren als wirkliche Constanten 
des Korpers erscheinen. 

0. Wiedeburg. Zustandsgleic hung en u nd Energiegleich ungen. 

Leipz ig ,  -Juli 1899. 

(Eingegangen 15. Juli 1899.) 




