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VIII .  Ueber die ~ra~nsversaZsciLwirngulnyert 
e h e s  Stabes vort vertlnderZichm Qzcerschmitf ; 

vow G. Ktirchhoff .  
(Aus d. Monatsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin vom 27. Octbr. F879; 

mitgetheilt vom Hm. Verf.) 

Die Schwingungen c y l i n d r i s c h e r  Stabe sind theoretisch 
und experiment ell ausfiihrlich behandelt ; die Schwingungen 
eines Stabes, dessen Querschnitt veranderlich ist, sind aber 
bisher nicht naher untersucht, obwohl sie ausser dem mathe- 
matischen Interesse, das ihnen zukommt, auch ein praktisches 
insofern besitzen, als bei einem Stabe, der mit einem freien 
Ende schwingt, die Excursionen dieses Endes vie1 grosser 
sein konnen, wenn nach ihm hin der Stab sich verjiingt, als 
wenn der Querschnitt iiberall derselbe ist, ohne dass die 
Grenze der Elasticitat iiberschritten wird. Die folgenden 
Betrachtungen sollen sich auf die Transversalschwingungen 
eines Stabes beziehen, der ein Prisma oder einen Kegel von 
ausserst kleinem Winkel bildet, bei dem die Kante oder 
Spitze ein freies Ende ist.’ 

Es werde zunachst ein Stab ins Auge gefasst, dessen 
Querschnitt in der Richtung der Lange beliebig, nur so 
variirt, dass alle Querschnitte unendlich klein sind, ihre 
Schwerpunkte in einer Geraden liegen, und ihre Hauptaxen 
die gleichen Richtungen haben. Ein solcher Stab kann un- 
endlich kleine Schwingungen ausfuhren, bei denen die Ver- 
schiebungen immer in einer dieser beiden Richtungen ge- 
schehen; urn solche Schwingungen sol1 es sich handeln; die 
Differentialgleichung derselben ist bekannt l) und leicht mit 
Hiilfe des Hamilton’schen Principes abzuleiten. Die Linie, 
die die Schwerpunkte der Querschnitte in der Gleichgewichts- 
lage bilden, sei die z-Axe eines rechtwinkligen Coordinaten- 
systems und die Richtung der Hauptaxe eines Querschnitts, 
der parallel die Schwingungen geschehen, die Richtung der 
x-Axe. Es sei ferner: 

1. p. 240. Lon- 
don 1877. 

1) The-theory of sound by John William Strutt. 
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2 = J J d x  dy , k = JJx2 d x  dy , 
die Integrationen iiber den dem Werthe ron z entsprechen- 
den Querschnitt ausgedehnt, 6 die Verriickung zur Zeit t 
dieses Querschnitts, ,u die Dichtigkeit, E der Elasticitatscoeffi- 
cient der Substanz des Stabes; dann ist die lebenclige Krnft: 

und die potentielle Energie des Stabes: 

die Integrationen iiber die Lange desselben ausgeclehnt. 
Hieraus folgt die partielle Diflerentialgleichung: 

und, wenn auf die Enden des Stabes nicht Erafte wirken, 
die Arbeit leisten, d. h. wenn die Enden frei oder fest sind, 
folgt weiter, dass fur jedes Ende: 

Beschriinkt man sich auf die Betrachtung 
gungen, bei denen der St'ab einen einfachen 
kann man: 6 = t i  sinilt 

von Schmin- 
Ton gibt, so 

setzen, wo u eine Function von z, I eine Constante becleutet. 
Fur zc hat man dann die gewolinliche Difierentialgleichung : 

und die Bedingung, dass fur 

Das allgemeine Integral 

jedes Ende: 
d'u tEu und kx2Jz 

dieser Differentialgleichung ist 
ohne Schwierigkeit anzugeben, wenn die Aenderungen des 
Querschnitts der Ar t  sind, dass die Gleichung seiner Grenze 
eine Gleicliung zwisclien den beiclen Variabeln : 

' 
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ist, wo m und n zwei Constanten bedeuten. Bezeichnet man 
durch q und k’ die Werthe von q und k fiir z=1, so ist d a m :  

also die Differentialgleichung: 
y = q ’ z m + n ,  k = k ’ z 3 m + n ,  

Man erhalt ein Integral derselben, wenn man: 

setzt, h aus der Gleichung 4. Grades: 

und die Coiifficienten A,, A, . . . am den Qleichungen: 

k E  

E!! A, = A ,  ( h  + 2  ( 4 - 2  m ) )  ( h -  1 + 2 ( 4 -  2 m ) )  

21 = Azh + A zh+(h--Bm) + A 2 z ” + 2 ( 4 - 2 m )  + . . . 
1 

It(h - 1) (h - 2 + 3 m  + n) (h - 3  + 3 m  + n) = 0, 

q* ~ p i. A = A ,  (h+4- -2m)(h-1+4-2mj  

(h -- 2 + 4 - 2 m + 3 rn + n) (h  - 3 + 4 - 2 + 3 m + n) , 
, 2  

k E  
(h-2+2(4-2m)+3m+n)(h-3+2(4 - 2 m ) + 3 m + n )  

u. s. f. bestimmt. Wahlt man fiir 11 der Reihe nach die vier 
Werthe 0, 1 ,  2 - 3 m - n, 3 - 3 m - n, gibt der willkiirlichen 
Constanten A jedesmal einen andern Werth und bildet die 
Summe der so fur u gewonnenen Ausdrucke, so erhiilt man 
das allgemeine Integral der in Rede stehenden Differential- 
gleichung. Die convergenten Reihen, durch die dasselhe dar- 
gestellt ist, schreiten nach steigenden oder fallenden Poten- 
zen von z fort, je nachdem m kleiner oder griisser als 2 ist. 
In dem Grenzfalle m = 2 ist u gleich der Summe der vier 
Werthe, die der Ausdruck: At’+ 
annimmt, wenn man darin fur h eine Wurzel der Gleichung 
4. Grades: 

\ 

h(h - 1) ( h  + 4 + n) (h + 3 + n) = P’PLZ rg 
setzt und die willkiirliche Constante A jedesmal anders wiihlt. 
Noch in anderen Fallen verliert die entwickelte Form des 
allgemeinen Integrals der Differentialgleichung ihre Brauch- 
barkeit; dann namlich, wenn zwei von den fur h angegebenen 
Werthen einander gleich werden, oder wenn einer der Fac- 
toren, die bei A , ,  A, . . . in  den fur diese Grossen aufge- 
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stellten Gleichungen auftreten, verschwindet. Eine brauch- 
bare Form des Integrals erhalt man dann, indem man den 
Werth von m sich unendlich wenig geandert denkt; man 
findet es dadurch als eine Summe von Potenzreihen, die zum 
Theil mit log z multiplicirt sind; die Coefficienten derselben 
lassen sich auch direct aus der Differentialgleichung be- 
stimmen. 

Weiter verfolgt sollen hier nur die Falle werden, dass 
m = 1, lt = 0 oder m = 1, n = 1 ist. I n  jedem dieser Falle 
lasst sich die Differenbialgleichung 4. Ordnung auf Diffe- 
rentialgleichungen 2. Ordnung reduciren und zwar auf solche, 
deren Integrale Bessel'sche Functionen mit reellem oder 
imaginarem Argumente sind. 

Es sei also zunachst: 
m = l ,  n = O ;  

das findet statt, wenn der Stab der Breite nach durch zwei 
parallele Ebenen, der Dicke nach durch zwei Ebenen, die 
einen sehr kleinen Winkel miteinander machen, begrenzt ist, 
wenn der Stab also ein sehr spitzes Prisma bildet. Die 
Differentialgleichung ist dam:  

oder was dasselbe ist: 

Sie wird erfullt, wenn: 

ist. Hieraus folgt, dam, wenn man: 

setzt, das allgemeine Integral der fur u geltenden Differential- 
gleichung gleich der Summe der allgemeinen Integrale der 
Differentialgleichungen : 
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d% d u  a2u d u  
ax a x  2 - 2 + 2 - = u ,  x , + 2 - = - u  ax’ ax 

ist. Nun seien ‘p und y gewisse Integrale der Gleichungen: 

und zwar sei: 
X 5 2  x3 

sp = 1 + + -T + -- -* + ., * 
(1.2) (1.2.3) 

X X 2  x3 q, = l-? + - - ___ 
( 1 . 2 ) 2  (1.2.3)2 + * ” “  

9’ und y~‘ seien andere Integrale derselben Gleichungen, 
n h l i c h  : 

der allgemeine Ausdruck von u ist dann die 8umme der mit 
willkurlichen Constanten multiplicirten Differentialquotienten 
acp - 82‘ ax dW’. 
a x  j a x  7 a x  7 d x  

Es sei fur das eine Ende des Stabe.s z, also auch x un- 
endlich klein, und dieses Ende sei frei; es muss dann fur 
ein unendlich kleines x: 

de u d d2u x3 - nnd -x3- d xz a x  
dcp’ verschwinden; das geschieht, wenn die Coefficienten von dz 

und in dem Ausdruck von u gleich Null gemacht wer- 
den, also: 

a x  a x  
gesetzt wird. 

Das zweite Ende des Stabes sei so befestigt, dass fur 
dasselbe u und z, also auch &, verschwinden mussen; fur 
dieses Ende ist dann: 

u = A ’ P  d + B* 

d r  d r  
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also a d ,  nach den DifYerentialgleichungen, denen y und 
geniigen: 

0 = Arp - B I ~ ,  
dv (I! CI d Q  * mithin: 0 = cp - + w - ocler 0 = - - - a  

Dieses ist die Gleichung, aus der die Werthe von 2, d. h. 
clie Schwingungszahlen der T h e ,  die der Stab geben kann, 
zu bestimmen sind. Zur  Entwickelnng derselben kann die 
Xethode dienen, die ich bei einem dlgemeineren Falle in 
meiner Arbeit uber die Schwingungen einer kreisfiirmigen 
Platte l) benutzt habe. Mdtiplicirt man die Differential- 
gleichungen fiir cp uncl y :  

d x  a x  ax 

mit 1 , ~  oiler rnit i: odcr init i,u 

17 - y ,7 ' 9  d.L' :, 5 'p 
d q 

uncl addirt sie jedesmal, so erhiilt man: 

Transformirt man die letzte von cliesen Gleichungen init 
Hiilfe der identischen Gleichung : 

d' d ' i f  a?* d(p lllp - q?fJ = ,p -- + y -? + 2 - - 
d.r2 d.r' t l x  d r  d x '  

Dar:tus ergibt sicli fiir rp 7p clie Differentialgleichung viertcr 

und diese bestimmt die Coefficienten B in der Gleichnng: 
(ptp = 1 + Blrz + B,P + B,.@ + ... . 

die aus den Ausdriicken von q und I,U unmittelbar folgt. 

1) I i i r chhof f ,  Crelle's Journal 40. 1,. 51. 1850. 
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Man findet: 

also, wenn man: 

bezeichnet : 

B, = - B,_1u2.2n- 1.212, 

1.2.3 ... n durch n! 

507 

Die Gleichung, die zur Bestimmnng der TonhGhe zu dienen 
hat, ist daher: 

Es sei 2o die kleinste positive Wurzel dieser Gleichnng, also 
diejenige, die den Grundton des Stabes bedingt. Ohne Miihe 
findet man : 

1st I die Lange des Stnbes, so ist aber: 

r0 = 5,315. 

hieraus ist der Werth von I fur den Grundton zu berechnen. 
Es sei 2a die Dicke des Stabes an dem befestigten Ende; 
es ist d a m :  

-= -  32e also: I = 5 , 3 1 5 v Z ; a  k a s ’  

Bei Clem prismatischen Stabe ist daher, wie bei dem parallel- 
epipedischen die Schwingungszahl des Grundtons mit dem 
Quadrat der Lange nmgekehrt und mit der Dicke direct 
proportional, falls die Dicke an dem befestigten Ende ge- 
messen wird. Bei gleichen Werthen von a und l ist der 
Grundton des prismatischen Stabes holier als der des parnllel- 
epipedischen; fur den letztern ist niimlich: 

sodass der Grqndton des prismatischen Stabes nngefahr die 
Quinte von dem Grundton des parallelepipedischen ist. 

Nun sol1 untersucht werden, wie gross die Excursionen 
cles freien Endes des prismatischen Stabes sein kijnnen, wenn 
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die Dilatationen nirgends eine gewisse Grenze iiberschreiten 
sollen. 

In  irgend einem Querschnitt findet das Maximum der 
Dilatation an seiner Grenze in den Augenblicken statt, in 
denen der Stab seine grosste Ausbiegung nach der einen 
oder der andern Seite erlitten hat, und es ist dieses Maxi- 
mum gleich dem absoluten Werthe ron:  

Dieser Werth erlangt, wenn .G von 0 bis ,q, wachst, ein Maxi- 
mum bei einem gewissen Werthe von x, der berechnet wer- 
den soll. Man bezeichne die Werthe von sp und yi fur 
x = to durch y o  und yo;  es ist d a m :  

yo  = 19,2772, ?Do = - 0,2934, 

und man kann setzen: 

wo C eine Constante bedeutet. 
snchte Maximum ist daher: 

Die Bedingung fur das ge- 

oder: 

1 ?<i- 3 9  4 2  +...). 
0 3 !  1 ! 4 !  2!5!  3 ! 6 !  

Die kleinste Wurzel dieser Gleichung und die einzige, die 
zwischen 0 und so liegt, ist: 

= 3,688. 
Fur diesen Werth von x ist: 

t l jw  
.r ( yo  Ttr;;d + 'p0 = - 4,992. 

Fur x = x0 ist derselbe Ausdruck = - 4,333. 
man die grosste Dilatation durch E, so ist daher: 

Bezeichnet 

E = cn70 1' 4,992. 



G. Kirclilwf. 509 

Nun sei U die grosste Elongation des freien Endes des 
Stabes; dann ist: 
U =  C(rpo- yo) ,  d. h. = C .  19,563, also: IT= E- 3,919 

oder bei Rucksicht auf die Gleichung, die il bestimmt: 

1 2  

a ,r,, 

Bei den, dem Grundton entsprechenden Schwingungen des 
parallelepipedischen Stabes findet das Maximum der Dilata- 
tion an dem befestigten Ende statt, und zwischen diesem 
Maximum und der grossten Elongation des freien Endes 
besteht die Beziehuna: 

Man sieht hieraus, dass bei gleichem Material und 
gleicher Schwingungsdauer der prismatische Stab etwa 4 ma1 
so grosse Elongationen des freien Endes geben kann, als 
der parallelepipedische. 

Jetzt sol1 in ahnlicher Weise der Fall behandelt werden, 
dass der Stab einen sehr spitzen Kegel bildet. Die Diffe- 
rentialgleichung seiner Schwingungen ist dann den voraus- 
geschickten Bemerkungen zufolge : 

Dieselbe lasst sioh schreiben: 

und sie wird erfii'llt, wenn man: 

setzi. Macht man wiederum: 

so ist daher der allgemeine Ausdruck von 11 die Summe der 
allgemeinen Integrale der beiden Differentialgleichungen: 
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Gebraucht man die Zeichen cp und y,  cp' und y' in dersel- 
ben Bedeutung wie oben, so ist daber u eine lineare homo- 

a2 d"y d"' gene Function von 22, =, d,a, 2, deren CoEfficienten 
willkurliche Constanten sind. Aber das eine Ende des Stabes 
sol1 frei und fur dasselbe z unendlich klein sein; es xni~ss 
daher fur ein unendlich kleines x 

d2U d d2u x c k y L  und -x4- 
a x  d x  dx'  

d2 ' 
verschwinden; das erfordert, dass die Coefficienten von 9 

2 '  

und gleich Null gemacht werden. Man hat dnher: 

71 = A--I!,+ d2  B ~ .  d 2 v  
d x  d .r 

Fur das zweite Ende des Stabes sei wieder u = 0, und 
dzl. = 0, d. 11.: 
d z  

A - T + + - -  d2 d'* = o ;  A X + B f $ = O ;  a 3  

a x 2  d x 2  d x s  a x  

es muss dann fur dasselbe auch: 

sein. Aus der fur cpv gegebenen Entwickelung folgt aber: 

die fur das befestigte Ende zu erfullende Gleichung ist also : 

+ ... +--- o=----- 1 X' X*  XG 

2!3!  1!3!5!  2!4!7! 3!5!9! 

Wird wiederum die kleinste, also dem Qrundtone des Stabes 
entsprechende Wurzel dieser Gleichung durch xo bezeichnet, 
so ergibt sich: 

1st  wieder 1 der Werth von z fur das befestigte Ende des 
Stabes, so ist auch hier: 

'To = 8,718. 
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Bezeichnet man durch qo und k, die Werthe von q und k 
fur z = I, so hat man: 

2 = 4 0 1 2 .  

Daraus folat d a m :  
k.' kQ 

Auch hier ist also die Schwingungszahl des Grundtones mit 
dem Quadrat der Lange umgekehrt proportional, falls der 
Querschnitt am befestigten Ende sich gleich bleibt. Bei 
einem c y l i n d r i s c h e n ,  einseitig befestigten Stabe, bei dem 
q und k die Werthe q, und h,, haben, und der die Lange 1 
besitzt, ist fur den Grundton: 

sodass die Schwingungszahlen der Qrundtone des conischen 
und des cylindrischen Stabes sich wie 8,718 : 3,516 ver- 
halten. 

Was die Dilatationen in dem conischem Stabe betrifft, 
so ist das Maximum derselben in irgend einem Querschnitt: 

wenn a bedeutet das Maximum des Abstandes in der Rich- 
tung der Schwingungen eines Punktes im Umfange des be- 
festigten Querschnitts vom Schwerpunkte dieses. Das Maxi- 
mum hiervon findet bei einem Werthe von $ statt, der der 
Gleichung : 

d d'u 0 = - ? -  
d x ' d,r2 

geniigt. Fur 2 = z,, ist: 
d w  -- - 0,099 534, 
d x  

* = 19,024, 
d.r 

man hat daher: 
L = C (0,09953 3 a2 + 19,024 :$) 7 

und jene Gleichung ist: 
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Die kleinste Wnrzel dieser Gleichung ist: 

Fur diesen Werth von .v ist: 
x = 4,464. 

1 d2u 
C d x  - x -I = 1,388. 

Fur x = xo ist derselbe Ausdruck = 0,9734. Bedeutet wieder 
E das Maximum der Dilatation, so hat man also: 

ax 
E = C. 2 * 1,388. 

19  

1st U die grosste Elongation des freien Enden des Stabes, 
so ist: U =  C.9,562, 

12 U =+ E * - * 6,889, 
a J-0 

daher : 

oder, da: 

Fur  einen cylindrischen Stab , dessen befestigtes Ende die- 
selben Dimensionen besitzt, ist beim Grundton : 

sodass bei gleichem Material und gleicher Schwingungsdauer 
der conische Stab etwa siebenmal so grosse Excursionen des 
freien Endes geben kann, als der cylindrische. 

Druck von Metzger  8; Wittig in Leipzig. 


