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Die  B r o w n s c h e  B e w e g u n g  be i  Ber i i cks icht igung  e iner  
P e r s i s t e n z  d e r  B e w e g u n g s r i c h t u n g .  M i t  A n w e n d u n g e n  

a u f  d i e  B e w e g u n g  l e b e n d e r  I n f u s o r i e n .  

Von Reinhold Fiirth. 
:Mit zwei Abbildungen. 

Aus dem physikalischen Institut der deutsehen Universititt in Prag. 

(Eingegangen am 26. Juni 1920.) 

1. Unterliegt ein KSrper der Einwirkung yon rasch aufeinauder- 
folgenden, in ihrer Riehtuug und Intensit~it ganz zuf~llig variierenden 
Impulsen, so wird eine Bewegung ausgefiihrt, die den Charakter der 
Brownsehen  Bewegung aufweist. ])iese ist hier als Musterbeispiel 
genommen, welt sie yon allen zu ihrer Klasse gehSrigen als die am 
besten definierte und auch physikalisch reizvollste am genauesten 
untersucht ist. ])as hervorstechendste Merkmal aller unter die obige 
Definition fallenden Bewegungen ist dasjenige, das dureh die Formel 
tiber das mittlere Versehiebungsquadrat bei Brownsehe r  Bewegung 
ausgedriiekt wird, wobei aber auf den Wer t  der Konstanten in dem 
letzteren Spezialfall in diesem Zusammenhang kein Wef t  gelegt 
werden soll. 

])iese Formel, die in den grundlegenden Arbeiten yon S m o lu -  
ch o wski  1) und Ein  s t e in  2) enthalten ist, lautet bekanntlich : 

x 2 = a t ,  (1) 

d .h .  im Mittel tiber viele Teilehen gleieher Gr513e ist das mittlere 
Versehiebungsquadrat x -~ der Zeit znr Zuriieklegung der Versehiebnng 
x in einer bestimmten Koordinatenrichtungodirekt proportional. :Die 
Formel kann nach Bedarf aueh auf die Bewegung im Raume aus- 
gedehnt werden, da ja laut :Definition die Bewegung in den drei 
Koordinatenriehtungen im Raume voneinander unabh~tngig sin& Man 
kann sieh nun die Frage vorlegen, von welchen Voraussetzungen 
fiber die lqatur der wirkenden Impulse diese Formel abh~ingig ist 
und ob im speziellen die Annahme einer gewissen Persistenz der 
Bewegungsrichtung, die dem rein zuf~tlligen Walten der bewegenden 
Impulse ein regelndes Moment entgegensetzt, nicht eine Modifikation 
an ihr hervorruft. 

~) ~r v. Smoluehowskl,  Ann. d. Phys. 21, 756, 1906. 
9) A. Einstein,  Ann. d. Phys. 19, 289, 1906. 
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Diese Frage ist bereits von S m o l u e h o w s k i  1) aufgeworfen 
worden, und er hat zeigen kSnnen, dab Formel (1) in der Tat  unab- 
hangig ist yon der speziellen Art  des Verteilungsgesetzes der Impuls- 
intensitiiten; hingegen ist das letztere Problem von ihm nur in Aus- 
sicht gestellt, aber nicht gel(ist worden. Im folgenden wird unter 
spezialisierenden Annahmen ein solcher L6sungsversueh mitgeteilt, 
der dann einerseits zur Illustration der Gesetzm~ifligkeiten, andererseits, 
da es sieh hier um ein biologiseh nicht uninteressantes Gebiet handelt, 
auf die Bewegung lebender Infusorien angewendet wird. 

2. Wi t  besehr~nken uns zun~ichst ausschliei~lich auf die ,lineare 
Brownsche  Bewegung a, indem wir als Variable allein die Versehie- 
bung in einer beliebigen Koordinatenrichtung x berricksichtigen. Wir  
wollen uns ferner vorstellen, dab die Bewegung aus lauter gleich 
langen Stricken v o n d e r  Liinge ~ zusammengesetzt sei, die alle mit 
konstanter Geschwindigkeit zurriekgelegt werden, w~hrend an der 
Grenze zwisehen zwei solehen Stricken eine Umkehr effolgen wird 
oder nieht, je nachdem, wie die zuf~Uigen, die Bewegung bewirkenden 
Impulse gerade orientiert sind. Die Anzahl der pro Sekunde zurfick- 
gelegten Wegelemente sei v. 

Denken wir uns zuniichst die Einwirkung einer Persistenz aui~er 
acht gelassen, so wird in einem Grenzpunkte die Wahrscheinlichkeit 
daftir, daB' das Teilchen nach rechts oder naeh links geht, v611ig gleieh 
sein. Unter dieser Voraussetzung kann man nun ohne weiteres 
Formel (1) ableiten: 

Die Verschiebung x setzt sich aus den dem Betrage nach gleichen 
and nur durch die Vorzeichen verschiedenen Verschiebungen 
folgendormaBen zusammen : 

x - -  X $ ~  ( 2 )  

x ~  = ~ �9 ( 2 ' )  
k 

Bildet man auf beiden Seiten yon (2) and (2 r) das Mittel fiber vielo 
einunder ~ihnliche Teilchen, so wird gem~B der obigen Voraussetzung 
der Mittelwert der rechten Seite yon (2) gleich-~Null, wahrend auf 
der rechten Seite you (2') bloB die quadratisehen Glieder tibrigbleiben; 
die doppetten Produkte.  fallen weg, da sie ebensooft positiv als 
negativ werden. Daraus folgt also 

x 2 ~ n ~  2-~.  v ~ . t - - - - -  at ,  

d. i. nichts anderes als Fennel  (1). 

1) 1~. v. S m o l u c h o w s k i ,  Phys. ZS. 17, 558, 1916. 
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Nun maehen wir aber die welt allgemeinere Annahme, dal~ die 
Richtungen der aufeinanderfolgenden ~ in gewissem Sinne vonein- 
ander abhiingig seien, insofern niimlieh, als es wahrscheinlicher sein 
soil, dal] auf eine Verschiebung nach rechts wieder cine solche nach 
reehts erfolge, als umgekehrt. Dies werde nun zahlenm"~/~ig ausgedriiek~ 
durch die Wahrseheinlichkei~ p, dal] auf eine Rechtsverschiebung 
wioder One Reehtsverschiebung folge. Es wird dann zwar die reehte 
Seite yon (2) abermals gloieh Null, dagegen gestaltet sieh bei (2') 
die Reehnung folgendermafien. 

Fiir die Summe der quadratischen Glieder kommt wieder wie 
oben im Mittel der Ausdruek n~  2 heraus. Die Bereehnung der 
doppelten l~rodukte nehmen wir so vor, dab wir zuniiehst don 1VIittel- 
wert der Summe 

s~ = ~1 ~ + ~: ~ + ' "  + ~. -1 ~., 
2 

dann den der Summe 

s~ _ ~15, +~ :$ ,  + ... + $ . _ ~ . . s ~ .  
2 ~  

aasreehnen und addieren. Dies gelingt, indem man einfaeh ffir jedes 
der in den obigen Summen enthaltenen Produkte die Wahrsehein- 
lichkeit eines der beiden Vorzeiehen dnrch die Wahrscheinlichkeit p 
ausdriiekt. 

Fiir die Produkte der Form ~ + 1  ist die Wahrscheinlichkeit 
des positiven Zeichens gleieh 19, die des negativen I--iv,  daher der 
Mittelwert der Produktsumme $1 mit n - - 1  Gliedern 

81 = 2 (n- -  1)~21_v-- ( l - -P)}  ---~ 2 ( n - - l )  $'~(2p 1). (3) 

Fiir die Produkte yon der Form ~,~e~ 2 ergibt sieh die Wahr- 
s~cheinlichkeit dos positiven Zeiehens nach dem wohl ohne weiteres 
verstandlichen Schema 

+ + +  p~ 

-4- -}- - -  p (1 --19) 

q - - - - -  /~(1--/?) 

zu p 2 +  (1--/o)~, die des negativen analog zu 2p (1--p),  daher der 
Mittelwerg yon Sa 

= 2 ( n - -  ~) ~ ( 2 v  - -  1)~. ! (4=) 
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Auf diese Weise fortfahrend in bezag auf die Summen $8, 
$4, . . .  kann man das Bildung~gesetz diese~ Ausdriieke leieht atlgemein 
feststelten, und finder so 

Sk - -  2 (n - - k )  ~2(2 p - -  1) ~. (5) 
Dieso Gr6Be in (2') eingesetzt ergibt nun 

x2 = $2{~ + 2 ( ~ - -  1) ( 2 p - -  1) ~- 2 ( n - -  2) (2p - -  t)2 + . . .  
+ ~ .a (2p--  1)n-2 + 2 (2~ --  1)--t} 

1 
unter Einfiihrung der Abkiirzung ~ ~ 2 p -  1 folgt daraus welter 

x - ~ = ~ 2 i ~ + 2 ( 2 p _ _ l ) ~ -  ~ ( l @ 2 a + 3 ~ + . . ~ + ( n - 1 ) ~ " - ~ ) } .  (6) 

Die Summe der in den Klammern stehen4en Potenzreihe (st 
leieht zu berechnen und ergibt 

(n - -  1) ~" - -  n .  ~" - ~ + 1 
( e r  1) '2. 

Ffihrt man hier wieder den Wer t  yon ~ ein, und setzt in (6) 
eln, so erh~lt man 

2 p - -  1 
~'~.~-~ $2{n-~ 2( i_p)2[(n--1)--ni2p--1)@(2p--1)"] l .  (7) 

FaBt man hier nun die in n linearen Glieder zusammen, so folgt 

- -  .P ~ "2 2 p - - 1  [ ( 2 p - - 1 ) " - - 1 ] .  (8) 

Iqaeh Einfiihrung von n----vt und Benntzung der folgenden 
Konstanten an Stelle yon v, ~, io 

a - - v ~ 2 1 _ 1 0  - -  2 ( 1 . ,  c ~ ( 2 1 o - - 1 )  ~ (9) 

ergibt slch schlieBlieh 
x ~ --= a t  + b (c t - -  1). (10) 

3. Wir  betrachten zweeks Diskusslon der neuen Formel (I0) 
zun~ehst folgende Spezialf~lle: 

a) Fiir geniigend grebe Zeiten t wird, da c stets kleiner als 1, 
das zweite Glied in (10) gegen das erste zfi vernaehlassigen sein, so 
dab man wieder zu Fo~mel ( l)  zuriiekkommt. Es gilt also such im 
Falle einer Persistenz der Bewegungsfiehtung die gewShnliche Formel 
der Brownschen  Bewegung fiir geniigend grebe Zeiten mit Ausnahme 
des Extremfalles 10 --- 1. 

b) Ffir p ---~ 1/2 wird b ~--- c "-- 0, daher 
X 2 ~ a~ 

ein Result~t, das yon vornherein zu erwarten war, da ]a diese Spezial- 
annahme eben der gew6hnliehen Betrachtungsweise entspricht. 
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e) Es sei p sehr nahe gleieh 1, v endlich und you Null ver- 
sehieden. Danu wird, wenn wir nach l~otenzen der kleinen Gr6i~e 
p - -  1 entwiekeln, 

( 2 p - -  1) ~ t - 1  ---~ 2 v t ( p - -  1) § 2 v t ( v t - -  1 ) ( p - - 1 ) s §  

Daher wird aus (8) 
- 

x 2 --" v ~ t  

ode r  

2p  1 \ 
1) + (2p-- 1) 

d. h. fiir sehr groi~e Naehwirkung nimmt die Bewegung den Charakter 
einer geradlinigeu und gleichfSrmigen Bewegung an mit der Ge- 
sehwindigkeit ~v der geradlinigen Elemente, weleher Grenzfall also, 
wie m a n  sieht, ebenfalls so herauskommt, wie eine unmittelbare Uber- 
legung es verlangt. 

d) Wir  nehmen nun an, es sei gleieh:zeitig/9 ~,~ 1, dabei aber 

v ~  1, derart, dab das Produkt  -~ ~ v ( 1 - - p )  endlieh uud von Null 

verschieden bleibt. Ebenso sell ~ ~ 1 derart sein, daft die Geschwindig- 
keit cp --- v $ endlieh und yon Null versehieden ist. Dann erhalten 
wir dureh Entwiekelung in eine Potenzreihe 

logc ~ ~,log (2p - 1) ~ v log [1 "- 2 (1 - p ) ]  ----- - 2 v (1 - p )  § .-. ~ - fl, 

daraus folgt  also 
2r 

a ~  , b ~  f12 , c ~ ~ e - ~ t  

und daher 
2 r 

x 2 = - ~  (fit -}- e - '  ~ - -  1). (11) 

Diese Formel stimmt v611ig iiberein mit einer fiir die Brownsche  
Bewegung yon O r n s t e i n  1) abgeleiteten Formel, die aus der Diffe- 
r~ntialgleiehung der B r o w n s e h e n  Bewegung yon de I - I a a s - L o r e n t z  2) 
gewonnen ist, wenn man r mit  dem mittleren Gesehwindigkeits- 

- w 1 
quadrate u 2 identifiziert und fl mit  dem A u s d r u e k - - ~  weun 

m ~?t.B ' 

m die Masse und B die Bewegliehkeit des B r o w n s e h e n  Partikels 
bedeuten. Die Ableitang der Gleiehung (11) bei O r n s t e i n  sctzt 
voraus, dai~ die unregelmlil~ig auf das Teilehen wirkenden Kr~fte 
doeh insofern eine gewisse gegenseitige Koppelung aufweisen, als, 
fiir sehr kleine Zeitdifferenzen die Kr~ifte als stetige Funktionen der 

I) L. S. Ornstein, Proo. Amst. 21, 96, 1918. 
2) G.L. de l:[aas-~orentz, Die Brownsche Bewegung. Braunschweig 1913. 
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Zeit gedacht, auch die Differenzen der Kraftwirkungen im allgemeinen 
klein bleiben. Diese Annahme tiiuft in unserer Sprache darauf hinaas, 

sehr klein und v sehr grol] zu maehen mit endlieher Gesehwindig- 
keit ep, und /0 nahe an 1, wie es ja in diesem Spezialfall in der Tat  
durehgefiihrt wurde. 

Gleiehung (11) liefert ohne weiteres fiir grebe t 

~-~ 2cp~ 
x ~ 7 . t ,  

also die gew6hnliche Formel "der B r o w n s c h e n  Bewegung; dagegen 
fiir kleine t 

X 2 = q52t 2 : ~2v2t2, 

also geradtinige und gleichf6rmige Bewegang.  

4. Da die Voraussetzungen des Spezialfalles d) des vorigen Ab- 
schnittes im Falle der B rownschen  Bewegung sicher erffillt sind, 
fragen wir nun aaf  Grand der Formel (11) naeh dem Gfiltigkeits- 
bereich der gew6hnlichen Formel (1). Laut ihrer Definition ist die 
Gr6fie v offenbar aufzufassen als die Anzaht der MolekfilstSBe, die 
pro Sekunde das Partikel treffen. Sie erseheint naeh dem obigen 
mit B u n d  m verknfipft dureh die Gleichung 

1 
2 v ( 1 - - p )  ~ m B .  

l~un ist v (1-- /~)  nichts anderes als die Anzahl der Riehtungs- 
wechsel n des Partikels pro Sekunde. Diese ist also gleich 

] 
r ~ �9 

2 roB" 

]:)as gibt,  um einen konkreten Fall zu betraehten, fiir Partikel 
yon der GrSllenordnung 10-sere ,  die in einem Gase schweben, we 
B zwisehen 107 and 10 s im absoluten t~Ial]e~ der Gr61lenordnung nach 
r - - - 1 0  e, oder ffir Zeiten t ~ 1 0  - ~  hat die B r o w n s e h e  Bewegung 
nicht mehr den Charakter der Formel (l), sondern" den einer gerad- 
linigen und gleichf6rmigen Bewegung. 

Man kann each noch auf einem anderen Wege zu dieser Zahlen- 
angabe gelangen, indem man direkt yon Formel (11) ausgeht. Bildet 
man namlieh die Ableitnng des Ausdruekes f i t - - 1  + e - ~ t ,  so erh~lt 
man fiir die Neigung der Kurve x ~ - ~  f ( t )  gegen die t-Aehse 

A fl (1 - -  e-~t).  

Dies ergibt ffir t ~ 0: A ~ 0 and fiir t ~  ~o: A---- ft. 
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Setzt man also mit einiger Willkiir fiir diejenige Zeit , ,  welehe 

fiir kleiue t yon der far  gro~e t giilfigen Scheidet, A ~ -P2' die Formel 

so erh~lt man 

~-= t~(1-~-~q 
2 

oder 
1 0,7 

r ~ -~Iognat 2 ,~- -~- .  

Des so gefundene v stimmt also .der Gr61~enordnung naeh mit 
1/fl iiberein, wie w i r e s  oben angenommen haben. 

Damit  kommen wit abor aueh in ~boreinst immung mit einer 
yon E i n s t e i n  x) angestellten Bereehnung, der fiir Teilehen der Grfl3en- 
ordnung 1 # Durehmesser die Zeit, oberhalb derer seine Formel die 
Bewegung riehtig wiedergibt, zu rund 10 -7  see einsehiitzt. 

5, U m  nun die neue Formel (10) einer Priifung zu unterziehen, 
hiel~ es, Beobaohtungen an einem geeigneten Material, d. h. an einem 
solehen anzustellen, b e i  dem wom6glieh die Abweiehungen yon der 
gew6hnliehen Form des Gesetzes (1) deuttieh genug horvortreten. 
Wie aus dem vorigen Absehnitt hervorgeht, diirfte dies nun bei Be- 
obaehtungen der Brownsehen  Bewegung an kleinen Partikeln nieht 
wohl ra6glieh sein. Es wurden daher lobende Infusorien als Beob- 
zehtungsmaterial gewiihlt. Beobachtet man die Bewegung eines 
Infnsors unter dem Mikroskop, so hat man in der Tat  don Eindruek 
einer v611ig ungeordneten, der B r o w n  sehen ~ihnliehen Bewegung und 
e s  liegt daher nahe, beide naeh ~hnliehen Methoden zu untersuehen. 

Die Idee einer solehen Boobaehtungsmethode ist nieht neu. Sie 
ist bereits friiher yon P r z i b r a m  a) auf die Bewegung versehiedener 
Arten yon Infusorien angewendet worden, in einer A r b e i t ,  deren 
Iahal t  in Kiirze der folgende ist: 
" Fiir eine grol~e Anzahl der Tierehen wird vermittelst des A b b e -  
sehen Zeiehenapparates und eines sekundensehlagenden Metronoms 
die Verschiebung. in ~iquidistanten Zoitintervallen aufgezeiehnet und 
daraus f/ir alle Ausgangslagen dam mittlere Versehiebungsquadrat ge- 
bildet. Tut  man dies nicht nur f/it das einfaehe Zeitintervall, sondern 
aueh fiir des doppelte, vierfaehe, aehtfaehe usw., so sollen sieh die 
entspreehenden x 9" naeh Formel (1) wie 1 : 2 : 4 . . .  verhalten, d. h. die 
Quotienten der so aufeinanderfolgenden Zahlen sind alle gleich 2. 
Es wird nun fiir jedes Infuser  aus allen so gebildeten Quotienten 

- r 

~) A. :Einstein, Ann. d. Phys. 19, 371, 1906. 
~) K. P rz ib ram,  Pfliigers Archly f. Pt~ysiQL lti~, 401, t913. 
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des Mittel genommen und untersucht, ob bei neuerlicher Mittelbildung 
tiber viele ~ihnliehe Tierchen der theoretische Wer t  2 bevorzugt ist. 
Es zeigt sich in der Tat, dal~ im Mittel ungefiihr der Weft  2 heraus- 
kommt, dal~ dagegen ffir jedes Individuum oft recht betraehtliehe 
Abweict~ngen yon diesem Werte auftreten, obschon wir ja auch hier 
bereits mit Mittelwerten zu tun haben. Man kann also die P r z i b r a m -  
sehen Versuche ~uBersten Falles nut als eine sehr rohe Best~itigung 
yon (1) ansehen, die dem Zweifel darfiber Raum lfil~t, ob sieh die 
Formel auch dann bew~hrt, weun sie auf ein statistisches Material 
geniigender Breite, gewonnen an elnem einzeluen Infuser, ungewendet 
wird. U n d  des ist ja gerade eine n~twendige Bedingung, wenu 
man eine dezidierte Aussage fiber die Art derartiger Bewegungen 
machen Will. 

Der biologische Gesiehtspunkt naeh der Natur der Infusorien- 
bewegung war der eigentliche Ausgangspunkt dieser Arbeit und ieh 
Werde im folgenden sehr bald zeigen, dab es wirklieh gelungen ist, 
nachzuweisen, dal~ Formel (1) die Verh~ltnisse hier nicht riehtig 
wiedergibt, w~hrend hingegen Formel (10) eine befriedigende Uber- 
einstimmung mit dem Experhnent zu geben vermag, was nicht nur 
eine Best~tigung der umstehend entwickelten Theorie bedeutet, 
sondern gleichzei~ig eine Aussage tiber gewisse biologische Eigen- 
tfimlichkeiten der Infusorienbewegung erlaubt. 

6. Die Beobachtungen erfolgten mittels eines Mikroskops und 
einer Z eissschen 0,1 mm tiefen Kammer zur Zahlung yon BtutkSrper- 
ehen, die unter dem Namen :,Objektnetzmikrometer" bekannt ist, um 
das Verdunsten der Flfissigkeit zu vermeiden. War  die Bewegung 
des Infusors zu raseh, so wurde des Wasser, in dem es sich befand , 
mit einer l proz. Tragantl6sung zur ErhOhung tier u naeh 
Bedarf versetzt. 

Die Registrierung geschah nieht vermittelst der Bahnaufzeiehnung 
mi~ dem Zeiehenapparat, die nur ziemlich ungenaue Resuttate liefert, 
sondern naeh der vom Vel~assor 1) angegebenen einfaehen Methode 
der Registrierung yea ,doppelseitige n Erstdurehgangszeiten". Zu 
diesem Zwecke wurde ein quadratisches Okularraster im Okular des 

Beobaehtungsmikrosk0ps angobracht und vermittelst eines Morse- 
doppelstiftschreibers,  wie es in der bekannten E h r e n h a f t s c h e n  
Methode gesehieht, dessen erster Hebel dureh einen Morsetaster veto 
Beobachtcr und dessen zweiter tIebel dureh ein s~kundensehlagendes 
Metronom betfitigt wurde, jeder Erstdurehgang des betraehteten 

1) R. l~[irth, Ann. d. Phys. ~,~ 177, 1917. 
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Infusors dureh einen Strieh der einen der beiden Seharen des Rasters 
registriert 1). Die auf diese Weise gewommnen Zei ten  zwischen zwei 
Erstdurchg~ingen durch benachbarte RasterintervaIle geben im Mittel 
die sogenannten mittleren d0ppelseltigen Erstdurehgangszeiten fiber 
ein Rasterintervall. In analoger Weise gewinnt man dann aus dem 
Beobaehtungsmaterial die Zeiten fiir die zwei-, drei-, viermai gr6ftere 
Streeke usw. L.e .  habo ieh nun gezeigt~ da~ diese mittleren Passage- 
zeiten einer Formel der Gestalt (1) geniigen, wenn man darin x2 dureh 
das Qaadrat des betrachteten Rasterintorvalls und t dnreh die mittlere 
Passagezeit ersetzt. 

Es ist nun anzunehmen, ,daft aueh im Fall der erweiterten Formel 
(10) diese Art  der Ersetznng zutreffend bleibt, so dab es m6glieh 
wird, so vermittelst der gewonnenen Erstdurehgangszeiten Formel (10) 
zu prfifen. 

Einen Mangel nnserer Betraehtungsweise des Problems bildet 
es naturgemiiI~, da~ in Wirkliehkeit eine Persistenz der Bewegungs- 
riehtung sieh nicht nur in einer geringeren Wahrscheinliehkeit einer 
Umkehr, sendern fiberhaupt in einer grol~en Wahrseheinliehkeit kleiner 
Winkel zwisehen aneinandergrenzenden Bahnelementen dokumentieren 
wird. Dieser Mangel riihrt daher, daft wir die Bewegung als linear 
aufgefaftt haben, w~ihreud sie in Wirkliehkeit im Raume erfolgt. Doeh 
ist immerhin aueh so zu erwarton, dab eine groge Persistenz der 
Bewegungsriehtung im Raume sich dutch ein p nahe an 1 bemerkbar 
maehen wird nnd umgekehrt. 

7. Als erste sei eine Beobaehtungsreihe an Paramecium in 
Wasser mit Zusatz yon Tragantl6sung mitgeteilt. Sie erfolgte mittels 
des Objektivs a a  and des orthoskopisehen Okulars f----15ram yon 
Ze i s s ,  um eine genfigend hohe Vergr6fterung bei groftem Gesichtsfeld 
zu erhalten. Die Vergr6fterung dieser Kombination betr~igt 95fach 
linear. 

Ein TeiI des Okularmikrometers entsprach 0,073 ram. An dem 
untersuehten Tier  wurden 112 Zeiten registriert, die ich jedoch im 
Detail nicht wiedergebo. In der folgenden Tabelle 1 sind in der 
ersten Spalte die benutzten Intervalliingen x in Rasterteilen als Ein- 
heir und in der zweiten Spalte die dazugeh6rigen mittleren Passage- 
zeiten t yon x~--- 1 bis x =  10 angegeben. Ifi der Fig. 1 ist die 
derart gewonnene empirisehe Funktion x ~ - - -  f(O graphisch dargestellt, 
die nach Formel (1) eine gerade Linie sein sollte. 

1) N~heres fiber diese ~Iethode finder man in der oben zit. Arbeit S. 184f. 
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Tabel le  I. 

x (beob.) t x 2 (ber.) x (beob.) ~ t x 2 (ber.)~ 

18,5 
58,7 

111,8 
221,0 
334,4 

1 , 0  

3,4 
7,7 

�9 
26,3 

6 

7 
8 
9 

10 

423,1 
524,6 
722,6 
899,2 

1078,1 

34,8 
44,7 
64,5 
81,7 
99,5 

Man sieht~ dal] fiir geni igend groi]e t die KuJve in der T-~t mi~ 
gro•er Genauigkei t  eine Gerade ist~ hingegen ftir k]eine t ganz aus- 
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gesprochen yon dieser F o r m  abweicht. Auch geht  die so gewonneue 
Gerade.  nicht, wie es Formel  (11) verlangen wiirde, dutch den Ko-  
ordinatenursprung hindurch. 

W i t  suchen nun drei ~'Verte der Konstanten a, b, c so zu be- 
s t immen,  dab durch Formel  (10) die gewonnene Kurve mSglichst 
gut  dargestellt  wird. Das gel ingt  bier sehr einfach, inde,n durch die 
in der F igur  mit  - - - - - -  gezeichnete Gerade, in die fiir gro•e t die 
Kurve fibergeht., offenbar gegeben ist durch die Gleichung 

�9 x u ~ - ~  a t  - -  b~ 

wo man die Wer t e  yon a und b aus der F igur  leicht graphisch ent- 
uehmen kann. Es fo lgt  dann der  W e r t  yon c dutch  :Mittelbildung 

400 500 600 700 800 90e I000 1100 1200 
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fiber a l l e ' aus  (10) berechneten c, wenn man darin successive die x 
und t aller 10 beobachteten Punkte~ sowie die gewonnenen a und b 
eingesetzt denk~. Auf diese Weise  erh~ilt man 

a ~ 0,1008~ b ~ 8,65, c ----- 0,9943. 

Setzt man diese Zahlen in (10) ein und berechnet mittels der 
beobachteten t die zugehSrigen x; so kann man sich eiu Bild fiber 
die Genauigkeit der Formel machen, indem man die so berechneten 
x(ber.) mit den Quadraten der ganzen Zahlen von 1 bis 10 vergleicht. 
Wie aus der dritten Spalte der Tabelle 1 hervorgeht, ist die ~berein-  
st immung recht gut. Die nach diesen Daten konstruierte theoretische 
Kurve ist in Fig. 1 eingezeichnet und gleicht, wie m a n  sieht, die 
Beobachtungen gut aus. 

Wir  kSnnen aber nun auch noch welter auf Grund der Formel (9) 
aus den berechneten Werten yon a, b, c die der theoretisch wichtigeren 
Konstanten v~ ~ und p bestimmen, was am besten durch LSsung der 
transzendenten Gleichungen (9) auf graphischem Wege  erfolgt. Ohne 
auf die Details n~her einzugehen~ sei das Resultat dieser Berechnungen 
wie folgt  mitgeteilt. Es ergibt sich 

p ~ 0,556, v ~ 0,00263, q~ ~ v.5,52 p a r t e s , / s e c  ----- 0,00106 mm/sec. 

Wi t  sehen also, dab in diesem Falle die Persistenz der Bewegungs- 
richtung eine geringffigige ist, dab daher dem nntersnchten Param~i- 
cium nut ein sehr geringes RanmorientierungsvermSgen zugesprochen 
werden kann, da~ ferner die Lebhaft igkeit  der Bewegung~ die dutch 
die Zahl v gemessen werden kann~ eine ziemlich geringe ist, and 
da~ schlie~lich die mittlere Geschwindigkeit vom Betrage ep rund 

1 ~1000 rcl ln/sec ansmacht. 
8. Als zweites Beispiel bringe ich eine Beobachtung an einem 

gr~iBeren Infusor, dessen Spezies mir nicht bekannt war~ in reinem 
Vtasser, zn dessen Beobachtung infolge d e r  rascheren Bewegung eine 
schw~ichere VergrSBerung, namlich Objektiv a a und Okular 1 yon 
Ze i s s  genommen wurde. Die Registrierung geschah wieder" mittels 
desselben Rasters~ bei dem in diesem l~a]le ein T~il dem Abstande 
yon 0,13ram entsprach. Die Vergr~iBerung betrug 24fach linear. 
Die Anzahl der Beobachtungen war 134 2). In der folgenden Tabelle '2 
sind analog zu der frfiheren die zusammengeh~irigen beobachteten 
Werte  von x und t eingetragen, die graphische Darstellung ist durch 
Fig. 2 gegeben. 

1) Fiir ihre freundJiche ~J[ithilfe bei der Beobaehttlng dieser und einiger 
anderer Relhen sei Frl. N. Weigner  bestens gedankt. 
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X (beob.) 

1 
2 
3 
4 
5 

5,76 
15,63 
29,04 
45,91 
74,86 

T a b e l l e  o 

X ~ (her.) 

0,4 
3,1 
8,2 

16 
27 

X (beob.) 

6 
7 
8 
9 

10 

t 

91~49 
106,24 
118,9 
131,2 
154,2 

x~ (b~.) 

39 
52 
65 
82 
99 

Aus der Figur is~ unmittel'bar zu ersehen, dab in diesem Falle 
yon einer Geradlinigkeit auch fiir die gr6Beren t nicht die Rede 
sein kann, dal] man also hier wahrscheinlich einem Falle mit  grol3er 
Nachwirkuug gegenfibersteht. 
fahren zur Bestimmung der 
K0nstanten, wie es im vorigen ,~ 
Abschnitt verwendet worden 
war ,  nicht gut anwendbar ist, 
wurde zu ihrer Berechnung ein 8o 
numerisches Ausg|eichsverfah- 
ren eingeschlagen, das hier fiig- 70 
lich iibergangen werdcn kann. 

60 

Man erhMt die fotgenden Werte  

a ~ 3,76, ~0 

b ~ 1 (;00, ~o 
c ~ 0,9977. 

Vermittelst dieser Werte  
der Konstanten wurde nun wie ~: 
oben aus Formel (10) fiir jedes ,( 
beobachtete t das ~ugeh6rige ~ 
x" (ber.) ausgerechnet und in 
Tabelle 2 eingetragen. Man 

Da also an diesem Material das Vet- 

Fig. 2. 
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sieht auch hier eine recht gute ~bereinst immung,  was auch aus der 
graphischen Darstellung durch die theoretischo, ausgezogene Kurve in 
Fig. 2 h e r v o r g e h t . .  

SchlieBlich kann man yon hier aus wieder die Werte  der Kon- 
stanten ~, v and p gewinnen, die sich zu 

p ~ 0,90, v ~ 0,01, r -~- v .0 ,834 ~"  0,0083mm/see 

ergeben. Als0 ist hier, wie bereits obon vermutungsweise mitgeteilt 
wurde, wirklich d i e  Nachwirkung oder Persistenz der Bewegungs- 
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richtung reeht grol], so da$ wir diesem Tier ein viel h6heres Orien- 
tierungsverm6gen zusehreiben diirfen, als dem Faram~ieium. Die 
Lebhaftigkeit der Bewegung ist aueh hier vie1 gr6$er, was wohl dem 
Umstande zuzusehreiben ist, dal3 hier reines Wasser als Fl/issigkeit 
vorliegt im Gegensatze zu der  zahen Fltissigkeit des vorigen Beispiels. 

Die beiden mitgeteilten Infusorienversuehe m6gen blo$ als Illu- 
stration tier oben theoretisch gefundenen Gesetzmiil~igkeit aufgef~l~t 
werden und als Versueh auf diesem Wege zu neuen Aufsehltissen 
biologiseher Natur zu gelangen. Das gro$o nnd interessante Material, 
das die verschiedenen niederen Lebewesen in dieser Beziehung bilden, 
naeh solehen Prinzipien welter zu untersuehen, sell anderen, hierzu 
Berufeneren aufgespart bleiben. 

F r a g ,  im Juni 1920. 


