
Sopra alcuni  criteri  4i instabilitA(*). 

(Di T. LEw-CIvITA~ a Padova.) 

INTRODUZIONE. 

L e  prime ricerche sistematiche sulla stabilit~ si devono a LxaRX~a~, il 
quate nella Mdcanique analytique espose il metodo delle piecole oscillazioni. 

Spetta a DmICULET il merito di aver introdotto in questo genere di con- 
siderazioni il rigore matematieo~ mostrando come le condizioni, riehieste per 
la stabilit~ dall'accennato procedimento~ sono effettivamente sui~cienti~ altorch~ 
si tratta di e<quilibrio sotto l'azione di forze conservative. Se tall condizioni 
sieno anche necessarie, e pih generalmente fin dove arrivi nolle questioni di 
stabilith la portata del metodo, rimase a lungo inesplorato. Ma~ quando le 
applicazioni andarono moltiplicandosi~ la critica del principio si impose. 

L'occasione fa offerta al sig. PomcAa~ dai suoi classici studi sulle curve 
definite da equazioni differenziali. Nel diseutere i caratteri qua]itativi delle 
curve integrali, egli ebbe in particoIare ad occuparsi della loro stabilitY. Con 
cib si trovarono confermati~ per i sistemi di seeondo e terzo ordine~ i criteri 
di instabilit~ offerti dal metodo delle piceole oscillazioni. 

Poco dopo se ne ebbe conferma~ anche per il caso generale, grazie ai 
lavori del sig. Lm, ovsoF~ (**). 

(~) I risultati del presente lavoro si trovano riassua~i in tre Note, presen~ate atl'Ac- 
cademia di Francia (cfr. Comptes Rendus 9, 16 e 23 Lug]io 1900). 

(,e) Oft. in par~ieolare Journal de Math~matiques, 1897. 
II sig. LI~POUNOFF dedieb al problema generale della stabilit£ del movimento varie 

memorie, noneh~ ua iniero volume, seritto disgraziatamente in lingua russa. Per quanto 
mi fu da~o rilevare dalle brevi relazioni dell'Yahrbuch iiber die ~Fortschritte der ~athe- 
mati/~, l'A. distingue la s~abilit'£ passata dalla futura e ottieae in quest'ordine di idee ri- 
sult~ti di gl~ande interesse. Rimangono faor delia cerchia dei easi diseussi quelli, che io 
ho qui incomineia~o a studiare, eche ,  rispetto alle pieeole oseillazioni, sarebbero a dirsi 
stabili, si nel i)assato che nel future. 

A~ma/i d/ 3[atvmatica, Serie I[t, ~omo V. 29 
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Le stesse ricerche di Poi~cAa~ mostrarono invece la insuffieienza dell'or- 
dinario criterio di stabilith. Ne risultb chiaramente, gi~ nel case pih sem- 
plice dei sistemi 

d x X ~ d :~! 
~Z--/= d-7 = Y' (S) 

che non contengono t esplieitamente, come, mentre la instabilith ~ carattere 
l~tramenle qualitative (ehe condizioni di diseguaglianza bastano ad assieurare), 
la slabilit~t ~ insieme carattere quantitativo~ che riehiede c io~ eondizioni vin- 
colanti la natura delle funzioni X, Y. L'instabilitk - -  dice PoI~cAR~ --  ~ la 
rego]a, la stabilith soltanto eccezione. 

X ~U DU la condizione quantitativa Tuttavia, se si suppone ~---~--~, Y--=--~--~, 

di per s5 soddisfatta e i due earatteri di stabilit'~ e di instabilit~t sono en- 
trambi contraddistinti da eondizioni qualitative. Lo stesso avviene (teoremi di 
DIaIeHLET e di LIAPOUNO~F) per l'equilibrio dei sistemi materiali, soggetti a forze 
conservative. 

Sark encore cos~ quando dall'equilibrio si passe al movimento.9 
Quel]a certa fiducia nella regolarit?~ dei fenomeni naturali, che ~ nello 

spirito della meeeanica analitica, ci rende inclini a pensarlo. 
E vi siamo confortati dagli esempi tutti~ integrati finora (in partieolare 

i moti permanenti), nei quali le cose stanno come nel case dell'equilibrio. 
Suggestive ~ del pari una propriet~ dei sistemi canoniei, seeondo cui 

essi godono neeessariamente di una terra forma di stabilit~t, la stabilit~ ella 
Po sso  

All'incontro ragioni di analogia matematica (in base specialmente alle 
cireostanze~ segnalate dallo stesso sig. Po~oAR~ per i sistemi (S), alloreh~ i 
secondi membri dipendono da t) fanno piuttosto ritenere il contrario. 

Comunque, la questione riman dubbia a priori; potrebbe anzi apparire 
probabile oh% nei problemi di meeeanica celeste, la stabilitY, a~sumesse un ca- 
rattere meno eceezionale di quel ehe le compete in astratto. 

L'esempio concrete, che sar~ qui esposto, togtie, a mio eredere, ogni 
speranza in proposito. 

Me, prima di venire a questo esempio, discorriamo brevemente delle 
eonsiderazioni, che vi condueono e del metodo ~'enerale, ehe io propongo per 
trattare le questioni di stabilit&. 

(*) POINC~I~, M~canique e~leste. Tom. [I[, Cap. XXV[. 
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Sia un sistema differenziale 

d xi = x i  (i = 1, 2 , . . . ,  m), 
d t  

dove le X~ sono funzioni periodiche di t ; Z  una sua soluzione periodica. 
Si dimostra (Cap. III~ § 1) c h e l a  X ~ sempre stabile od instabile as- 

sterne ad una certa trasformazione puntuale F :  

x ~ ' ) = f i ( x ~ ,  x , , . . . ,  xm) ( i - ~  1, 2 , . . . ,  m), 

biunivoca e regolare nell'intorno dell'origine O, e per cut 0 b u n  punto unito. 
(.Stabile ~ a dirsi una trasformazione puntuale F~ quan~lo~ partendo da un 
punto qualunque P ( x , ~  x ,~ . . .~  xm), abbastanza vicino ad O~ le iterazioni 
positive o negative --  di F non fanno mat uscire da un intorno prefissato 
di O~ comunque piccolo.) 

Tutto si trova in tal modo ricondotto allo studio delle trasformazioni 
puntuali F. Ho eonsiderato dapprima il caso general% in cui non tutti i mol- 
tiplieatori (*) della F sono in valore assoluto eguali ad uno. Si rieonosce fa- 
cilmente ehe e'~ instabilitY. Questo risultato corrisponde al teorema di  LIA- 
POU~OFF per i sistemi differenziali e fornisce una nuova dimostrazione del 
detto teorema. 

I1 caso~ in cut tutti i moltiplicatori hanno modulo eguate ad uno, cor- 
risponde alla stabilit~ nella prima approssimazion% ed ~ quello appunto~ in 
cut doveva cimentarsi l'emcacia del metodo. 

Trattandosi di un primo tentativo, mi son limitato al caso d i m  = 2. 
Le trasformazioni da discutere si riducono all'uno o alt'altro dei due t i p i  

seguenti : 
x, = x +  . . .  , 
y, = y + x + . . . ,  f (B) 

x,  = x cos S - -  y sen ~ + . . . , ! 

y ~ = x s e n ~ + y c o s ~ + . . . ,  ) (C) 

i termini omessi essendo di dimensione superiors alla prim% rapporto ad x~ y. 
He assegnato un criterio generate di instabilit~ per il ripe (B); per 

il (C), che ~ il pih importante~ sol0 introducendo la restrizione ehe l'angolo 
sia eommensurabile con 2 ~.. 

(~) Chiamo brevemente moltiplieatori le radiei delia equ~zione earatteristiea spet~aate 
all~ sostituzione lineare, chesi ottiene da F, limit~ado le/i alle lore pargi di prim'ordine. 
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Comunque, tali criteri di instabilith non sono privi di conseg'uenz% net 
riguardi dei sistemi differenziali. 

Essi permettono di constatare ta instabilith di certe categorie di solu- 
zioni periodiche, che alla prima approssimazione appariscono stabili. 

Questo trova a sua volta applicazione nel problema ristretto dei tre 
eorpi. He potuto cos~ dimostrare che te soluzioni periodiche, prossime a mo- 
vimenti circolari uniformi, sono instabili. A veto dire la dimostrazione non 
abbraceia tutte assolutamente te soluzioni periodiehe in discorso: Quel ehe 
risulta da essa in mode indubbio si ~ che nel piano dei tre corpi esistono 
infinite zone di insta%ilit~. 

put significante che'venga fatto di aceertare la instabilifft proprio in 
un case, per il quale tutto sembrerebbe giustificare, dal punto di ~ista astro- 
nomieo, la presunzione opposta. 

Bisogna coneluderne chela stabilitk naturale va intesa in un sense meno 
restrittivo (*). Tale ~ precisamente il coneetto, che informa le pih recenti 
indagini del sig. PoI~cAR~ (**). 

Dal punto di vista matematico, la questione della stabilit~ non ~ con rib 
chiusa e nemmeno si~rovvista ormai di interesse. 

Sembrami infatti sotto ogni rapporto desiderabile ehe sin messo in evi- 
denza il carattere generalmente instabile delle F, anche quando tutti i mol- 
tiplicatori sono in modulo eguali all'unith. Cominciando dal case pitt sere- 
plier, si tratter~t di discutere le trasformazioni (C), per 2 qualunque. Si in- 
contreranno probabilmente delle difiieolt~; ma lo  studio non pare addirittura 
inaccessibi!e, ond'b mio proposito di provarmiei quanto prima. 

(~) E Bib senza useire dall'ambito della meccanica pure.. Se pot si consldera il mo- 
viment.o dei corpi celesti net suet r~pporti eo,g'li altri fenomeni fisici, non b~sta modificare 
il concerto di s~z~bilitA~ masi rende addirittura inattendibile l'ipotesi di una qualsiasi forma 
di s~abilit/~. 

A cluesta eonclusiene arriwno, per vie diverse, Lord KELW.X e POINOA~. Off'. 
W. T/~O~SON~ On the Maxwell-Boltzmann Doctrine regardinrj Distribution o[ Enercjb.. 
(Proceedings of ~he Royal Society of London, vol. L, 1891~ pag. 85.) 

POlNCAR~, Sur la stabilit~ d~ sy.s,t~me solaire. (Annttaire du Bureau des Longi- 
tudes, 18980 

(**') M~eanique e~leste~ lee. cir. 
& questo proposito ~ fondamentale una osservazione del sig. BOItLIN. Cir. Ueber die 

Bedeutung des Prineips der lebencliyen ]£raft /~r die IO'aye yon der Stabilitdt dyna'miselle;" 
Susteme. (Act~ 5{athematica, tom, X, 1887.) 
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Ben altrimenti difficile ~ la questione, che si presenta come fine ultimo 
di questo campo di ricerche, la questione cio~ di assegnare le condizioni re- 
strittive~ che caratterizzano la assoluta stabilith. Non ~ perb il caso di preoccu- 
parsene troppo, dacch~, come abbiam visto~ cib non ha essenziale importanza 
per la meccanica celeste. 

CAPITOLO I. 

Nozione di stabilitfi per le trasformazioni, puntuali.  

§ 1. - -  ~D~,FIRIZIOItI ED ESEMPI. 

Prendiamo a considerare una generica trasformazione reale 

x,,O ( i=1 ,  2,..., m) (1) 

in m variabili, dove le f~ sono a ritenersi funzioni analitiche (*), regolari nel- 
]'intorno del lounto x i=o,  o, come diremo brevemente dall'origine O. Sup- 
porremo che le fi si annullin0 in 0 e di pih che il loro determinante fun- 
zionale si mantenga in un certo intorno di 0 diverso da zero. 

La trasformazione (1) ~ allora biunivoca e continua~ almeno in un certo 
campo C~ comp'rendente l'origine~ al quale intenderemo costantemente di ri- 
ferirci. 

Interpretando le xi e le x~ i) come coordinate di due punti P e P, di 
uno stesso spazio rappresentativo, le (1) definiseono una corrispondenza F 
(biunivoca e regolare in C)~ per cui si passa da P a P~. 

Scriveremo brevemente 
P, = r r .  (2) 

La trasformazione inversa P- '  rimane definita dalle formule 

x~-~) ~ ( x , ,  x,, , x=) (i 1, 2, . m), (1') 

(~) Nel presente  lavoro ho supposto dappertut~o di ave r  a fare con funzioni analitiche ; 
b~s~erobbero per  al tro - -  lo si r iconoscerh ovviamente - -  condizioni assai  meno restri t~ive.  
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the si traggono risolvendo le (1) rapporto alle xl (e sostituendo x~ -l' ad ~c~, 
x~ ad x~)). Le (1') si compendiano in 

P_, = r - ,  P, (2) 

P_, designando il punto di coordinate x~ -i~. 
Come da P si passa a P, ,  eos], se Pt ~ contenuto in C a applicando 

nuovamente la trasformazione F, potremo passare a un nuovo punto P~; se 
questo ~ in C, a P3, e cosl di seguito. Convenendo di usare indifferento- 
monte P o Po, xi od x7 ~, e ponendo in generale 

P ,  = r P , - i  (n == 1, 2 , . . . ) ,  

avremo, per definite le coordinate x~ ") di P,~, il sistema rieorrente 

~'~'=f,(x~:-i ' ,  ~ , ' . ' , - , , ,  , ~ ,  e , . : : : .  " (3) 

In modo analogo le potenze negative della corrispondenza F conducono 
successivamente ai punti P_~, P_~, . . . ,  le cui coordinate si hanno prendendo 
le iterazioni della (1') 

x,~ ) ~ 1 2,.:  
, ' " ,  = 1 ,  ~, . . ' . .  " (3') 

La F e le sue potenze, positive e negativ% ammettono l'origine O come 
punto unito. Se dunque P cade in O, anche ogni P~ coincide con O. La 
continuit~ di queste trasformazioni ci assicura che, per ogni assegnato n, si 
pub prendere P abbastanza vicino ad O, affinch~ P,, P_~ P~, P_,~..., 
P~, P_~ risultino pure vieini ad O, quanto ei place. 

Che cosa avviene quando n non ~ fisso, ma pub crescere indefinitamente ? 
:Non ~ pih leeito ragionare hello stesso modo e eonviene contemplare ]e 

due ipotesi possibili, cio~: 
Scelto un numero s positivo, arbitrariamente piccolo, 

1. ° ne esiste un attro s > 0~ cosl fatto the, per tutti i punti P, le eui 
coordinate xi sono in valore assoluto minori d i ~ ,  risulta 

I x~'I < ~  (i = 1, 2 , . . . ,  ~ ) ,  (4) 

qualunque sia il numero intero n positivo o negativo. 
2. ° non esiste un numero v, dotato della detta proprieth~ e quindi~ 

non per tutti i punti P, abbastanza vieini alt'origine, risultano soddisfatte 
le (4). 
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Nel primo case la trasformazione (1) si dir~ s tabi le ,  nel seeondo i n s ta -  
bile. Possiamo anehe dire sotto forma pih comoda: 

Vi ha stabilith, ogniqualvolta, assegnato un intern% comunque piccolo E 
dell'origine, ne esiste un secondo It tale che, per tutti i punti P di I-I, ogni 
P,, rimane in E. Yi ha inveee instabilith, ogniqualvolta, per quanto piccolo 
si prenda H, e'~ sempre qualche punto P di H, per eui un P,, almeno non 

contenuto in E. 
]~ appena neeessario osservare che i Concetti di stabilith e di instabilith 

sono indipendenti dalle coordinate di riferimento. Se si f a u n  generieo cam- 
biamento di coordinate (di ripe (1)), sostituendo alle xi nuove variabili y i ,  

la trasformazione, relativa alle y, 8, insieme colla (1), stabile odinstabile.  
Cib ~ del resto messo direttamente in evidenza dalle ultime definizioni, ehe 
sono, anehe nella forma, indipendenti dal sistema di riferimento. 

Indichiamo qualche esempio. 
a) Una sostituzione ortogonale 

x ? ' =  6 = 1 ,  2 , . . . ,  m) 
1 

stabile, poich~ ogni Pn dista (*) dall'origine come P. 
b) Una trasformazione omografica (reale, si intende) 

x~-~' ~ ~ x~ (i = 1, 2 , . . .  ~ m) 

neeessariamente instabile, a meno ehe non sia involutoria (~,i ~--+-1), o in 
particolare identica. Basta infatti che vi sia una delle co diversa da +_. I, co, 

. ( _ . ) _ _  1 
per es. i perch~ x~ ') = ~1 x,,  oppure xl - -  ~ x, ereseano indefinitamente con 

n (per quanto si prenda il punto P vicino all'origine, cotla sola avvertenza 
the la sua coordinata x~ non sia nulla). 

c) La trasformazione in  due variabili 

x, = x - -  y (x' + y ' ) ,  

y, = y + , ( x ' +  y') 

instabile, put essendo stabile la parte di prim'ordine, che si riduee all'i- 

(*) Chiamiamo, secondo la consuetudine~ 

astra~ta la funzione ~ ( , yi) ~ 

distanza di due punti xi, y~ di una varietg 
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dentitk. Per riconoseerlo, designiamo con r la distanza di P dall'origine, e 
in generale con r~ quella di P~.  Avremo manifestamente 

r~ = r ~ (1 -t- r'), 

d = ( l  + = 2, 3 , . . . ) ,  

donde apparisce the, per r~> 0, Ie r,~ costituiseono una successione positiva 
sempre creseente. Esiste qui.ndi un limite, finito od infinito. Un limite finito l 

da escludere, poichg questo 1 ( >  0) dovrebbe verifieare l'equazione 

t' = t ~ (1 + l') ,  

il ehe g impossibile. Ne viene ehe r~ eresce indefinitamente con n~ comunque 
si prenda piccolo r, purehg diverso da zero. La trasformazione g per eon- 
seguenza instabile. 

d) Dalla formula di addizione delle funzioni ellittiehe si pub trarre un 
elegante esempio di trasformazione stabile. 

Riferiamoei alle notazioni di WEmaSTaASS e rieordiamo ehe~ quando gli 
invarianti g~, g3 sono reali e il diseriminante h = g ~ - - 2 7  g~ ~ positivo, la 
curva 

v~ = 4 ~ " - - g ~  ~ - -  g3 ----- 4 (~ - -  e,) (~ - -  e2) (~--  e3) (5)  

(Fig. 1) eonsta di un ramo infinito e di un oval% entrambi simmetrieamente 

Fi~'. 1. 

x ~  

disposti rispetto all'asse delle ascisse. L'ovale tagtia quest'ultimo nei due 
punti ~ = e~, ~ = e 3 .  
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Attribuiamo a g~ un valore positivo fisso, riservandoei di far variare g3. 
L'ovale, definite dalla equazione (5), che possiamo serivere (*) 

si riduce, per g3 = ~/9_~.~ al punto 0 di coordinate ~ ~ - - -  , >7 = 0. 
Y27 ~ 

Facendo deereseere g3~ a partire dal detto valore, avremo una serie di ovali, 
ehe si inviluppano mutuamente e tali ehe ne passa uno per ogni.punto ap- 
partenente a un eerto intorno di O. Colloehiamo l'origine in clues.to punto, 
sostituendo alle coordinate ~ ~ 

x = ~ - l -  

y ~ .  
(6) 

La famiglia degli ovali ~ allora rappresentata dalla equazione 

~---g~. (5') 

Sia P (x, y) un punto generico nell'intorno detl'origine e immaginiamo g3 
definito dalla (5'). In virth delle (6) e (5'), avremo le identit~ 

x = p u + , (7) 

y----p'u. 

Cib premesso, ricorriamo alle formule di addizione 

1 lP'v--p 'ul2  pu  p(u+v)=¥ p,--pd --pv, 

29' (u-l-v)-~ - p u p ' v -  pvp 'u--p(u  + v){p'v--p'ul ,  
p v --p u 

e portiamovi per p u~ p'u i valori (7)~ per p v~ p'v una coppia arbitraria~ i 
cui elementi sieno legati dalla relazione 

p' v ~ 4 p v  - -g~pv- -g3 ,  

cloy% bene inteso, g3 ha il valore (5'). Cosl operando, si passa dal punto P 

(*) I radicali si intenderanno Cutti presi positivamento. 
Annali di Matematlea, Serie III, tomo V. 30 



230 Lev i -Civ i ta :  Sopra alcuni criteri 

ad un nuovo punto P~ di coordinate 

• I 
y, -- p' (,~ + v), 

che soddisfann% come le x> y, alla equazione (5'). Il punto P, apparterr~, an- 
cora all'ovale, passante per P, se, come noi vogliamo support% l'argomento v 
si sceglie reale. (Infatti u + v risuIia allora, come I,, del tipo ~o3--[-una quan- 
tit~ reale.) 

In queste eondizioni la trasformazione, per cui si passa da x,  y ad 
x,, y,, ~ stabile, poich~ le sue iterazloni (positive o negative) non fanno mai 
useire dall 'ovale della famiglia (5'), passante per P. Assegnato quindi un 
intorno arbitrariamente piccolo E dell'origine, si ha il corrispondente tt della 
definizione generale di stabilitY, netl'area raechiusa da un qualsiasi ovale (5'), 
tutto contenut0 in E. 

Possiamo costruire esplicitamente le formule di trasformazione, eseguendo 
le indicate sostituzi,mi. 

15 ' /- Diamo a p v un valore costante a - -  :> e~. Siceome) per g, = g~ 
Y 2 7  ' 

e,.---~21~, ed e, deeresce con g3, eosl baster~ supporre a ~ 3 ~ ,  os- 

sia 4 a ~ ~/1-~g2 ) per essere certi che p v supera e,. La equazione 
2 ~ 3  

p' v ----4pv - -g ,  p v - -  g~ 
diventa 

donde, per essere 4 a --  ~'1~ g~ :> 0, 
1 

+-+-p'v~-a 4 a - - \ / ~  1 +  

che ~ una funzione regolare di x, y nelt'intorno dell'origine. 
Adottiamo per es. il segno + (il ehe vuol dire v compreso fi'a 0 ed ,,)~) 

e facciamo per brevitb. 
1 

f = a  4 a - - r i n g ;  1 + ---- 
(9) 

- -  --  a 14a--Vl-~g~ t 1 + 1 Y'+\;l~g~ x" 
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Avuto riguardo alle (7), (8) e alle 

p'v =f, 
lo formule di addizione si scriveranno 

i -  x, -~ a__xl  x Z - ' a + 3  g' 

[ l  t f -- y x _ a _{_ 4 1 ~ l  (y __ f) .+. 
g - - X  

x f - - a y  
(lo) 

I seeondi membri risuttano effettivamente funzioni olomorfe di x, y (per 
valori abbastanza pieeoli di queste variabili) e si annullano in O. 

forse superfiuo aggiungere ehe si potrebbe verificare con caleolo di- 
retto che la trasformazione (10) laseia invariante ogni eurva della famiglia (5'), 
constatando che dalle (10) segue identieamente 

donde la stabilit~ della trasformazione. 

§ 2. - -  INSTABILIT~ DELLE TRASFORMAZI01~!~ 

CItE AMMETTONO ALMENO UN MOLTIPLICATORE DI MODULO DIVERSO DA UNO. 

La trasformazione (1), mettendone in evidenza i termini di prim'ordine, 
pub essere seritta 
~(l) r = c ~ , x , + c i ~ c ~ + ' " + c l m x m + f  i(x,,  x~,. . . ,  xm) ( i = 1 , 2 , . . . ,  m), 

dove le f ' i  comineiano con termini di seeondo grado helle xl. 
Moltiplicatori della trasformazione si ehiameranno le radici della equazione 

C i l  - -  CO C i ~  • • • V i m  

C~1 C ~  - -  a)  . . . C 2 m  

D (co) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  O. 

C m l  ~ m ~  • • , C m m ~  CO 
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Potremmo addirittura supporre le variabili scelte in modo c h e l a  parte 
di prim'ordine possegga la sua forma eanoniea. 

M% per lo scopo nostro, ci baster~ richiamare (*) dalla teoria detle so- 
stituzioni lineari che le variabili si possono sempre (e in infiniti modi) sce- 
gliere in guisa ehe ogni cij f f ~ j )  si annulli. La equazione D(co)~ 0 si ri- 
duee allora a 

(c,, - ~) ( c ,  - ~ ) . . .  ( c ~ -  ~) = o, 

donde apparisee che le cii eoincidono cot moltiplieatori co della sostituzione. 
Nessuno di essi pub essere eguale a zer% poieh~ altrimenti si annullerebbe 
in 0 il determinante funzionale delle _~') rapporto alle xi, il ehe ~ stato 
escluso. 

Immaginando eseguito iI eambiamento di variabili, per cut la parte di 
prim'ordine assume la forma anzidetta (cij---~ O~ per i ~ j ) ~  la trasformazione 
si presenta sotto l'aspetto 

x(2 ') = c .  x, + ~ z,  + f '~ ,  

• • • * * • * ° ° , 

x(,': = c , ,  x, + c , ,  x, + . . .  + ~ x, ,  + f ' , ,  . 

(11) 

Le ~o si intenderanno ordinate in guisa ehe l ~, [ ~ T ~ 1 ~ ' "  ' ~ I  o~,~/. 
Potrb pot supporre (intendendo di riferirmi al easo generale, in cut non 
tutti i moltiplieatori hanno modulo eguale ad 1) l~o~ I ~  1~ poich~, qualora 
tutte le ]co[ fossero ~ 1, sarebbe necessariamente ~ 1 il loro minimo mo- 
dulo I~,,] e allora prenderei invece a considerate la trasformazione inversa 

F--l~ the ha per moltiplicatori le 1 .  
cot 

1. ° Moltiplicatori reali. 
Facciamo dapprima l'ipotesi che le ~i sieno tutte reali. La trasforma- 

zione assegnata (1) si riduce allora alla forma (11) mediante un cambiamento 
di variabile reale. Reate ~ dunque ta trasformazione (11) e si tratta di pro. 
varne la instabilitY,. 

(~) Oft. p. OS. PIOARD, Trait~ d'analyse, tom. III, pag. 259-260. 
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Gominciamo percib dall'osservare che~ le f ' i  essendo almeno di seeondo 
grado nelle xi~ se si pone 

R ~ = xl -t- x~ + . . .  + z ~ ,  

si pub assegnare un numero positivo M tale ehe, per tutti i valori delle xi, 
ehe appartengono al eampo C (di regolariti~ delle (1)), si abbia 

( f ' i [~_MR~ ( i = 1 ,  2 , . ,  m). 

Scegliendo poi M abbastanza grande, risulterh altresl 

t c i j l < M  ( i = l ,  2, . . . ,  m ; j < i ) .  

Eseguiamo il cambiamento di variabili definito dalle formule 

yi ~ )j-t Xi 

dove ). rappresenta un numero positivo < 1, del eui valore ei riserviamo 
di disporre pih innanzi. 

Ponendo per brevit~ 

L,-----0, 

• • • • . • • . • • . 

Lm =- cm, ;~m-~ y, + c. .  "~m-~ y, + . . .  + c.,.,-~ y.~-~ 

e designando con f" i  cib che diviene la funzione f ' i ,  quando si sostituiscono 
l e y  alle x, le (11) assumono t'aspetto 

y(~) (i ----- 1, ., =o~y~ + ).L~ +'JJ-, f"~ 2, . .  m). (12) 

Se si rappresenta con r ~ la somma dei quadrati delle y, si ha ehiara- 
mente, in virth delle formule di trasformazione, 

1 

osservando l e l f ' i l ~ M R ~  si traggono le disuguaglianze 

M r' i f = l ,  .. m), (13) I f"~l___ i~,~_, 2 , . ,  

per tutti i valori delle y appartenenti al eampo C. 
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Dalle [ ci~ l <  M~ l yli ----- r segue inoltro 

Mr IL, l = o - - ~ ,  

iL:l_...Ic, l l ly,  l ~  M r j  M,__:_" 
- -  - -  - - 1 - - ; ~ '  

Mr 
JL~t~--Xlc~,tly, l-i-lc3, i l y~ l~Mr(X  + l ) ~ l _  x 

• . • • . • • • • . • • • ~. • • • • • . , 

]L,,l~Z'~-'lcm, llY, i+'~m-3[cm~lJY~]+ '' "+]cmm-, i jY~-~l~ 
M~" ---" Mr  (),,-2 + ~,~-3 + . . .  + 1) --" 

le quali si riassumono in 

Mr IL~I .~ ( i = 1  2, . . . ,  m). 
- - 1 - - ) .  

(14) 

Cib posto, distribuiamo le variabili yi in due gruppl, attribuendo al primo 
gruppo y, e tutte quelle y (so re. n'ha) d'indice i~ ,  1, per cui la ~o~ cord- 
spondente fosse, in valore assoluto, cguale ad ~,. A.velldosi per es. 

I ~ , 1 = 1 ~ , 1  = . . . .  l ~ , l > l ~ , + , l ,  

apparterranno al primo gruppo 

al secondo 

Poniamo 

y,, y2,..., y,; 

y~+l~ y~.~...~ ym. 

p c = y ~ + y ; +  . + y T , .  

Dico che, per r abbastanza piccolo, sele  y sono tali che 

risulta ancora, in seguito alia trasformazione (12), 

> y ,  

il signifieato di r~, ~ (e in generale di r,~, p,) essendo manifesto. 
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Le (12) porgono 

p~=~o'~O~ +) ,~ (2~y iL~+ x O+ 
t t  

1 

r~ = co, ~ p'- + ~ ~o~ y~ + X ~ (2 ~ y~ L~ + ), L}) + 
p~+l 1 

+ Z~ (~"-~ f"~ + 2 ~ y~ x~-~ f"~ + 2 x~ L~ fq). 
1 

Avendo riguardo alle (13) e (14)~ otteniamo agevolmente 

" (  f,,~. + ~,-, f,,, ~,, " , ) _  ~ .  

I M' M 2M~ } 
-~m ~ r - t -  2 1% + rL 

1 supponendo ), < y ed r <  1, si ha (m essendo almeno uguale Siccom% 

ad 1) 
1 ~ ~ 1 1 9 ~m~, 1 

1----~<2, 1 _ ) < 1 ,  r <-~- ,  2k~m+'<-~-, 1---~<--2-,  

1--), +(l--X) ~ < 4 1 % ] M + 2 M ' '  

M' M 2 M' 

I I M ' ~ 3  [~*{M'~""~+' >"'+'1 --X,m-, r + 2  -{-2M'I_ x < 

< ~  2 - l ~ ' , l M + - g  <~v,,-~_, 4[~,,tMA -2M= , 

cosl, designando con C N la costante (indipendente da ~.)m[41% l M +  2M' I, 
potremo ritenere 

"( ~ 2 ~ y ~ L ~ + X L  ~ N r  ~, 

~i ),'i-' f"~ + 2 ~i y~ )~i-, f"i -}- 2 2i L~ f"~ ---" z,,,~-,' .......... 
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Lo stesso proeedimento mostra the si ha a fortiori 

)~'e dedueiamo 

ri 
/,+1 

F" 1 Ma, dall'essere %e+l' _~ %¢+~" =~. . .  _-- ,.,.~', rieordando la ipotesi j > ~ ,  si 

trae evidentemente 

Y~,+2 + " "  + Y,,,) = (r e - -  p~) 
~+1 

e peroib, dividendo per ~'~ %~ sopra e sotto, 

2 - -  ~a-- N~ ~ + ~  

dove, per breviti~, si ~ scritto a al posto di 1 -  ¢0~,+___~ che 5, teniamo]o pre- 

sente, una frazione propria essenzialmente maggiore di zero (*). 
1 

Attribtdamo a ), un valore determinato inferiore ad y ,  a 1 ~ '  e tale 

che 

risulti maggiore dell'unit~ (la qua] cosa, per essere ~ o ~  1, 5 eerto possibile, 
purch~ si prenda ~ abbastanza piccolo). 

(*) Quest~ osservazione, e quindi il successivo ragionamento, cadvebbero in difetto, 
qualora, per essere ogni ]o)~ I eguale ad I~1 I, venissero a mancare le variabili del se- 

condo gruppo. Ma in tal caso p coincide con r e quindi senz'altro r~ ~ 1 : > - ~ - .  



di bzstabilit~. 237 

Supposto r <Din, sarh soddisfatta la disuguaglianza 

N), l d - ~  < T ~ - . 2 < ~ r n ,  

talch~ 

p~ r ~ 1 

( r~>P~ S t 
r~ 

C. D. D. 

Appoggiandosi sopra questo lemma, si dimosLra subito la instabilith della 
nostra trasformazione. 

Dalla espressione dip[  e dalle precedenti disuguaglianze segue 

_ _  ~r NX 1+~W,,~ • 
Daeeh~ r ~ < 2 p  e e la differenza 

avremo aneora 
z ~ ( i - - 2 N X )  s'~ chiamata r ( >  1), 

y 8 N ~  pS. 
~Z:'7-, 

Delimitiamo un intorno E dell'origine, eontenuto, si intende in C, per 
cui sia ad un tempo 

r < l ,  

r < X *m, 

)~4rn~i 

r < N O" - 

r' designando un numero positivo minore di r, ma maggiore detl'unit~. 

Se, si parte da un punto P di E, tale the ~ . > 1  ma del resto vi- 
r ' ~ 2  ' 

cino ad 0 quanto si vuole, la iterazione della (11) fa necessariamente useire 
da E. Si ha infatti 

(,/§N~,~P/~.,, ( v'g hr o>' r ) 

m a r  D~-, > r ,  dunque (il segno di eguaglia.nza rimanendo eseluso, 
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perehg si suppone r, e quindi p, > 0) 

Qualora ogni P,~ appartenesse ad E, sarebbe altresi, per il lemma test~ 
dimostrato, 

~,~ > ~' p,~,_~ (~ = 2, 3 , . . ) ,  
deride 

p;~ > r ''~/~ 

e quindi 8,~ ereseerebbe indefinitamente ton n, il ehe impliea eontraddizione. 
Moltiplicatori qualunque. 

Partiamoei aneora dalle formule (11), operando per~) in guisa da far 
sparire gli elementi immaginari. 

Per ipotesi, le (11) stesse provengono da una trasformazione (1) essen- 
zialmente reale; i moltiplicatori co complessi sono dunque due a due coniu- 
gati. Li supporremo ordinati in guisa ehe, put essendo rispettate le disu- 
guaglianze 

1 ~,1 ~_ 1 o), I _ _ . . . _ . 1  ~ ,~ l ,  

due moltiplieatori eoniugafi oeeupino posti contigui. Essendo coq, ~,)q~, una tal 
coppia di molfiplieatori coningafi~ ]o~q] il modulo, 5q l'argomento di ~0q, 
avremo 

~)q = I~ql (cos 3~ -[- i sen aq), 

~+,  = 1 ~ 1  (cos aq - -  i sen a0.  

A1 eampo reale della trasformazione (1) originariamente proposta eorri- 
spondon% nella (11), valori eomplessi eoniugati per ogni eoppia di variabili 
xq~ xq+, (e eosl x~ -~+lj; valori reali per le altre variabili xp(@ ~) (*). 

Se dunque si pone 

per ogni eoppia di indiei q, q + 1, riferentisi a moltiplieatori complessi, 

x p = ~ p ,  

per ogni valore dell'indiee p spettanie ad un moltiplieatore reale; ed analo- 

(*) E facile rendersene conto, pensando alle relazioni tea le vadiei delia equazione 
eara~eris~iea D (~.~) = 0 e i sistemi di vaeiabiti, atti ad attribuire alia (1) la forma~ (tl) .  
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gamente 
Xm ~(i) _,t_ i ~(l) 

,~,(i) = ~(qi) i :~(i) 
- a 'q-{-1 ~ "~ q-{-i 

xp(i) ~-(l> 

la trasformazione (11) fra le xi e le .ix ~') darg luogo ad una trasformazione 
essenzialmente reale fra le ~i e le ~i .~) definiia da formule dei tipi seguenii 

! ~ ' = c p , ~ , + c p ~ , +  • - . + ~ p + f p ,  01'o) , 

~'" - - 6 , + . . -  +c -qq- ,  ~q_, + \ i 
-~-}¢,)ql(~qcosZ-q--~q+,sen~.q) q-- fq, t ( l l 'b)  (11') 

~+~ = cq+,,  ~ + cq+,, ~ q -  . . . - k  cq+,q_,  ~q_, q -  1 

÷ l ~ o q l ( g q s e n a q q - ~ q + , c o s a q ) + f q H  (*),  , 

designando le c costanti reali e le f-funzioni pure reali delle ~ di second'or- 
dine almeno helle ~ stesse. 

Questa trasformaziene (11') equivale evidentemente (a meno di un cam- 
biamento lineare reale di variabili) alla primitiva '(1). Per dimostrarne la in- 
stabilitb,~ basterb~ porre 

(e corrispondentemente 

procedendo pot in mode perfettamente analogo a quello tenuto nel case dei 
moltiplicatori tutti reali. 

Rimane cosl dimostrata la proposizione generale:  Le trasformazioni pun- 
tuali sono certamente instabili, allorcha non tutti i moltiplicatori hanno me- 
dull eguali all'unith. 

Vedremo tra poco che anche quest'ultima eircostanza ~ ben lungi dal- 
l 'assieurare la stabilitb. 

(~) Le (11'~) s(~guono da: 

x~ m --- cql x 1 q- eq~ x, + .. • + "q ~q q-/ 'e  , 

separando la ps~ete reale dallg~ immaginaria. 
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CAPITOLO II. 

Trasformazioni binarie a moltiplicatori eguali all'unitfi. 

§ 1. -- TIPI NON CONTEMPLATI NEL PRECEDENTE CAPITOLO 

DI TRASFORMAZIONI A DUE VARIABILI. 

Suppongasi m = 2. I due moltiplieatori %, o)2 hanno entrambi modulo 
eguale all'unith nei seguenti casi: 

%~--+ I, ~.z= i i; 

designando .~ un argomento reale. 
Nel primo caso le formule corrispondenti aile (11) del preeedente capitolo 

x i ' ) = z , x ,  + f ' ,  (x,, x,), 

iterate una volta, danno 

x ? =  ~, :,~'i') + f ' ,  (xT, x(~ '~) = z, + f (z , ,  x,), 
x~ ~' = c.~, x~" + ~.~ x~ ') + f ' ,  (xi", x~ ')) = c~, (o), + ~o,) x, + x, + g (x,, x~) = 

= x~ ÷ g (z , ,  x~), 

f e 9' essendo, si intende, d'ordine superiore al primo. Questa trasformazione 
a moltiplicatori unith, ponendo per maggior comodo x, y in luogo di x~, x~; 
x,, yi in luogo di x'~), x~'-(~)-, si seriverh 

x ,=x+f(z ,  y), } 
y, = y + g (x, y). ) 

Alle stesse formule si perviene nel second() easo, quando c~, 
c~, ~ 0, allora ponendo 

x 

c, ,  ',~,, q -  o~,) ' = y '  ' 

(A) 

= O. Ma se 
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si b inveee eondotti al ripe 

x~ = x + f (x, y), ! (B) 
y , - ~ y + x + g ( x ,  y). ) 

:Nel ease dei mottiplicatori complessi le ( l l 'b)  del preeedente capitol% con 
sempliee scambio di notazioni, danno 

G ~-- x cos ~ --  y sen ~ -1- f (x, Y), ! (C) 

yi~xsen~-4-ycos~ +g(x~ y). ) 
La (A) vi rientra come ease particolare, per 5 = 0. Giova tuttavia con- 

siderarla a parte, perchb essa si pub trattare con proeedimenti, che non mi 
finora riescito di estendere alla (C). 

¥ i en  qui a proposito di osservare che, oltre al case .~-~ 0, anehe per 
ogni valore di .~ commensurabile con 2 r~, lo studio della stabilit~ della (C) 
si riconduce all'identiea questione per una trasformazione di ripe (A). Sup- 

posto infatti ~ ~ 2 h (h e Ic numeri interi primi tra lore) e detta P la cor- 

rispondente trasformazione .(C), si rie~nosee immediatamente ehe la pot~nza 
rh di r rientra nel ripe (A). Ora P e 1 '~ sono insieme stabili od instabili. 

§ 2. -- FOR~IA RIDOTTA D~L TIPO (A). -- CARATTERI I~VARIANTIVI. - -  

I~T~,RPR~TAZIO~, PROI~TTIVA. 

Le trasformazioni 

x~ = x + f  (x, y), I (A) 
y , - - y + g ( x ,  y) ) 

conservano evidentemente il medesimo aspetto comunque si cambino le va- 
riabili. 

Consideriamo in particolare te sostituzioni lineari 

~ = ~ x  + f l y ,  t (1) 
,=oTx + ~ y ,  ) 

~, = ~ x , + ~ y , ,  I (2) 
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e serviamocene per far assumere una forma op~ortuna alle parti di secondo 
grado ~ e % di f e g. 

Posto 
D = ~ 8 - - [ 3 7 ,  

ta risoluzione delle (1) e (2) porge 

Dx = 8~ --8>7, ) 
Dy = - - z ~  + ~ ,  5 (I') 

O x , =  8 ~ - - f l v , ,  ) (2') 

e la (A) helle nuove variabili si scriver~ 

+ ~ ( ~ -  ~,, - - 7 ~ + ~ ) + ' " ,  

i termini omessi essendo di dimensione superiore alla seconda. 
Disponiamo dei coefficienti 7, 8 in modo che la  parte di secondo grado 

nella espressione di n~ 

eonte,~ga ~ a fattore. Baster~ rendere nullo il eoeffaeiente di ~', ossia 

7~(8, - ' 7 ) +  ~ ( 8 ,  - - 7 ) = 0 .  (3) 

Questa relazione ci fornisce per il rappor~o ~ almeno un valore reale 

~f 
t 

Designiamolo con -U e poniamo 

lasciando per un momento indeterminato il moltiplicatore ). (non null@ Pren- 
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diamo aneora 

t3 =) ,# '~  

dove ~' e /3' sono arbitrari colla sola condizione che il determinante 

D ' = £ ~ ' - - / 3 '  '7 
sia diverso da zero. 

La nostra trasformazione diverr~ 5 se riscriviamo x~ y ;  x,~ y~ al 
di ~, v; ~,~ v,~ 

1 
x, --= x + 5" (a, ,  x ~ + 2 a,~ x y + a ~  y'-) + -  . . ,  

y, = y + ~ (2 b,..x -}- b~y) - { - . . . ,  

posto 

(A') 

dove Id a e le b ,hanno valori numerici perfettamente determinati. La (A') 
a risguardarsi come una forma ridotta della nostra trasformazione. 

In generale a,, sar~ diverso da zero. Si pub allora prendere ), = a ,  e, 
col porre 

2 b~, b,,. = d ,  2a'~--a~ a'---2~b~ ~ = c ~  -- 
g l l  ~11 a t l  a r t  

la (A') assume l'aspetto 

x~=x ' t - x '  + y ( a x ~ b y ) ' a  t - ' ' ' '  } 

Y , = Y + y ( c x - ~ d Y ) + " ,  t 
(x',) 

A questo tipo ~ riducibile ogni trasbrmazione (A), per cuile due forme 
quadratiche ~ e + (parti di secondo grado in f e g) non hanno fattori co- 
muni (*). Per convincersene basra osservare che non pub in tale ipotesi an- 
nullarsi l ' a ,  della corrispondente ridotta (h')~ poich~ allora le due eombina- 

1 1.( 
zioni ~-T (~ ~ + fl ~), D-7. 7 ~ + ~ ~'), che eompaiono (salvo la notazione) in (A'), 

ammetterebbero un fattore eomune, e lo stesso dovrebbe aver luogo per ? e q. 
Rispetto alle possibili riduzioni di una generica trasformazione (A), 

bene rilevare che le propriet?~ proiettive del sistema delle due forme binarie 
e ~ (o, se si vuol% della involuzione quadratiea p - - ?  ~ = 0) hanno carat- 

(*) Per I~ discussione del parageafo segueate non si avrebbe alcun sostanziale van- 
taggio particolavizzando ulteriormente la scella delle variabili, 
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tere invariantivo di fronte a qualsiasi cambiamen~o di variabili biunivoeo 
nelrintorno dell'origine. 

Infatti, per le sostituzioni lineari, eib risulta dalla osservazione fatta che 
1 (~ + ~ ) ,  1 

e q~ vengono rimpiazzate dalle due forme ~ -  ~ ~-T (7 ~ -t- # J/), che 

appartengono pure alla involuzione ~ - - ~ ? ~ 0 ;  per cambiamenti 

= x 4 -  :~ (x, y), 

= y + o (x, y) 

(con '~ e 0 di seeond'ordine almeno), la eosa ;e pure evident% poiehg te patti 
di secondo grado ~ e ~ rimangono addirittura inalterate. Ora ogni altro cam- 
biamento di variabili si oetiene eomponendone due di ques~i. L'asserto 
dunque provato. 

Possiamo fare un passo pih innanzi in quest'ordine di idee, notando ehe 
gli invarianti (in senso geometrieo) del sistema delle due involuzioni pro- 
iettive 

y -- ~ x ~ O, I,) 

~ - ~ ?  = o  L) 

sono tutti invarianti assoluti della trasformazione (A). 
Cib risulta dat fatto ehe, quando si cambian le variabili~ le parti di 

1 
primo e quelle di seeondo ordine subiseon% a meno det fattore ~ ; ,  la stessa 

sosfituzione lineare. 
T ra  gli infiniti elemenfi della involuzione I 0 ve ne ha tre, ehe eoinci- 

dono con uno dei due della eoppia eorrispondente I~); essi eorrispondono alle 
radiei della forma eubica 

x } - - y  ? =~ O, 

e i rispettivi parametri ~,.-=-Y-- rimangono definiti datla equazione 
X 

~(~, , ) - e ? ( 1 ,  e )=o ,  (3') 
a t  

ehe g la (3), in cut si sia posto - - ~  : ,a. 

Cambiare variabili in (A) signifiea~ rispetto alle nostre involuzioni pro- 
iettive I~), I..), eambiare i pun5 fondamentali. Quando si mutan questi, mu- 
tano in generale i parametri degli elementi uniti, dunque ta equazione (3')~ 
o, eib ehe g lo stess% la (3)~ non ~ di per se stessa invariante. (Cosl per es. 
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la particolarit~ della forma ridotta (A') consist% possiam dire, in cib the la 
corrispondente equazione (3') ammette la radice ~----0.) Rimangono perb in- 
varianti~ qualunque sieno le variabili (reali), helle quali si presenta una tra- 
sformazione (k), i caratteri di molteplicit~ e di realith delle radici delle 
covrispondenti (3'); in quanto esprimono propriet~ proiettive degli elementi 
uniti. Lo stesso ~ a dirsi evidentemente per la equazione (3) nel rapporto 

Y 

§ 3. - -  INSTABILIT~k DEL CASO GENERALE, 

Ogni trasformazione (A), per cui le parti di secondo ordine sono prive 
di fattori comuni~ g riducibile, come abbiamo visto, alla forma 

x ~ = x + x ' + y ( a x + b y ) + U ( x ,  ~ 

y , = y + y ( c x + d y ) +  V(x, y), 1 

raccogliendosi in U e V i termini di ordine superiore al secondo. Si noti 
che deve ritenersi 

d ~ - -  c (a d - -  b c) ~ O, (4) 

altrimenti le due forme x ~ + y (a x + b y), y (c x + d y) ammetterebbero il 
fattore comune c x + d y. 

Vogliamo dimostrare che queste trasformaziord sono necessariamente in- 
stabili. 

])] opportuno distinguere tre casi: c ~ 1, c ~  1~ c~-1 .  
1. ° (c .~ 1). 

Se V (x, y) non ~ divisibile per y~ sia 7 xr (p ~ 2) il termine di dimen- 
sione minima, che non eontiene y a fattore. 

lecito supporre 7 ~ 0 ,  poich~ si i~ sempre ricondotti a questo caso, 
scambiando all'oecorrenza y e y, in - - y ,  - - y ,  (cib, che non altera il coef- 
ficiente c). 

La curva (Fig. 2) 

y i - ~ y ( 1  + c x + d y ) +  V(x, y)----0, 

the ~ tangente nell'or~gine all'asse delle aseisse, rimane per x positivo e ab- 
bastanza piccolo, al disotto di quest'asse. 
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Infatti le derivate della funzione y di x (definita dalla preeedente equa- 
zione)~ d'ordine inferiore a p, si annullano in 0 e la derivata p~i,~a vale --p!~,; 
lo sviluppo dell'ordinata dei punti della curva in funzione de]l'ascissa comincia 
quindi col termine --  ~, xp. 

(p dispari) 

Y 

Fig. 2. 

246 

La y b dunque negativa per x positive e non superiore a un eerie limite e,. 
In mode analogo, daceh~ Io sviluppo di V(x, O) eomincia col termine 7x~, 
sara V(x, 0 ) ~ 0  per x~-O e ~ ad un certo ~,, ehe posse sempre sup- 
porre ~ ~l. 

Per tutti i punti, appartenenti al primo quadrante di un cerchio di cen- 
tre 0 e raggio ~, risulta necessariamente 

y, o. (5) 

(Qualora infatti in un punto P del quadrante fosse yt < 0 ,  la perpendieo- 
lore P M, abbassata da P sull'asse delle aseisse, dovrebbe inco~ltrare la 
curva y, ~---0. Questo b impossibile, poichb nel quadrante non vi sono punti 
della eurva.) 

Se poi V(x, y)--~ yV' (x, y) (con V' (x, y) funzione regolare di seeondo 
ordine almeno in x, y), il coefficiente di y in yt, ciob l~-cx-+-dy 27V' (x, y), 

essenziatmente positive per x, y abbastanza piccoli, e la (5) risulta, coma 
sopra, soddisfatta per tutti i punti det primo quadrante di un cerchio di 
raggio conveniente, ehe designeremo ancora con s,. 

Poniamo 
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Le duo funzioni U(x, z), V(x, z), espresse per x e z, conterranno x 3 a 
fattore e si potr~ scrivere 

U (x, y) = x~ U, (x, z), 

V(x, y ) = x ~  V, (:c, z), 
U, e V, mantenendosi finite per x~ z abbastanza piecoli, inferiori per es. in 
valore assoluto ad e~ ~ e~ e tg ~, rispettivamente. 

Intenderemo questi limiti fissati in modo che risulti ulteriormente 

1 
laz-[-bz*+xU~(x, z)l < - 2 - ,  

il che implica 

e per conseguenza 

1 
t Y (a x + b y) -t- U (x, y) ! ~-- -~ x', 

x,__. z +  y x  , (6) 

per tutti i punti del settore (terminato inferiormente all'asse delle ascisse) di 
raggio ~3 e ampiezza :¢,. 

Dividendo membro a memb'ro le (A'~), si ha 

y~ _-= y (1 ÷ c x + d y) + V(x,  y) z (1 + c x -4- d x z) + x, v~ (x, z) 

l z (1  -{-cx-4-dxz) ÷x'V~ (x, z) l I 1 - [ - x ( I  -[-az-[-bz')-l-x~U,(x, z)I -i, 

dome evidentemente (per x inferiore in valore assoluto ad un nuovo limite 

Y~-- - - z - - (1 - -c )xz+l (d - -a ) z - -bz~Ixz -Fx~W(x ,  z) (7) 
Xi 

con W(x, z) funzione finita nel settore (~4, ~). (I1 significato di questa no- 
tazione g owio.) 

Dacch~ c < 1, la differenza 1 -  c ha valore essenzialmente positivo~ e 
baster~ prendere z abbastanza piccolo perehb risulti 

1 - - c  
(d - -  a) z - -  b z ~ < ~ (8) 

Designo con % che ho aura di seegliere non superiore ad ~,~ un arco 
tale ch% per 0 - ~  z ~ tg ¢¢~ la (8) rimanga soddisfatta. 
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Detto M un numero positivo, maggiore di uno qualunque dei valori as- 
sunti da W(x ,  z) in (~,  ~), prendo infine un numero positivo e~ inferiore ad 

un tempo ad ~4, a t g~  e a ~ - : ~ ,  e considero il settore (~, ~), the 

designerb con S (Fig. 3). 

o ~ :IA X 

Fig. 3. 

Per ogni punto P di S varranno evidentemente le (5), (6), (7), (8), 

x W,~ ~ tg ~, (9) 

t 1 - - C x ~ o .  (10) 
9. 

Dalla (7), considerando the  x e z sono in S positivi (o nulli) e avendo 
riguardo alle (8), (9), si trae 

Y--~ ~ z - - ( 1 - - c ) x z ~ -  
Xi 

che pub anche essere seritta 

Y--~-~ ~ tg ~ --  (1 1 - -  c 
x i 

In causa della (10), ne viene 

xi  

1 - - c  1 - - c  
-~ x z -t- x - - f f - -  tg ~, 

x) (tg ~ - -  z). 

(11) 
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Siccome, per le (5) e (6), sappiamo gi~ che il punto P, (x,, y,) appar- 
tiene al primo quadrante, la (11) ci mostra che esso ~ inferno all'angolo al 

centro A 0 B del settore S. I1 settore gode dunque della propriet~ che, ap- 
plicando ai su0i punti la trasformazione (A~,), non si esce mat attraverso ai 
lati; o si rimane entro S, o s i v a  addirittura fuori del cerehio C, cut il set- 
tore stesso appartiene. 

Cib posto, ~ assai facile dimostrare la instabilit~ della trasformazione (A'~) 
(per il caso c ~ 1, qui contemplato). 

Infatti, se vi fosse stabilit~t, prendendo P in S abbastanza vieino alt'ori- 
gine, dovrebbero tutti i P~ rimanere indefinitamente entro C, e quindi in 8. 
Assieme alla (6), sarebbero allora soddisfatte le disuguaglianze 

1 ~ ( n = 2  3 ..); 

la suecessione (mat decreseent~:) x,~ ammetterebbe un limite finito 1 ( ~  0, 
per P diverso da 0)~ e si arriverebbe alla contraddizione 

1 12" 

2. ° ( c >  1). 
Dalla risoluzione delle (A'0~ raccogliendo in U e V i termini d'ordine 

superiore al secondo e cambiando anehe la designazione delle variabili~ ot- 
teniamo 

x - ,  = x - -  x 2 - -  y (a  x + b y)  q-- U (x ,  y) ,  

y_, = y - .  y (c x + d y) + V(z,  y), 

le quali ei definiscono la trasformazione inversa (*). 

~L 

I (12) 
i 

(*) A. giustificazione di queste formole, si noti in generale ch% se si hanno i due 
gruppi equivalenti: 

1 Xl=x-~?~(x, Y), t x=xl"~(xl, yl), 
Yx ----- Y + ~ (x, y), Y = Y, q- ~ (Xl, Yl), 

(con % ~ e quindi ~, ~ di grado superiore al primo ia x, y), le parti di seeondo or(line 
~ ,  ~2; 5 2 , ~  sono legate dalle relazioni: 

~ (x, u) = - ~ (x, v), 

5~ (x, y) = - ~ (x, y). 

Infatti le formule del seeondo gruppo devono cumbiarsi in identit£, quando si sostituiscono 
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Possiamo, come nel caso precedente, scambiando al bisogno y e y-~ in 
--y~ - -y_ l  (eib, the non altera c) ritenere 

y-~ ~- 0, (5') 

per tutti i punti appartenenti al primo quadrante di un cerehio di eentro 0 
e raggio abbastanza piccolo. 

Ragionando nello stesso modo, potremo definire un nuovo settore S 
(Fig. 4) di raggio a e apertura ~. abbastanza piccoli~ pereh~ si abbia ad un 
tempo per tutti i suoi punti 

2 

- -  t ] - - y ( a x + b y )  -[- U(x, y ) [ - ~ y x ' ,  

- - - - z - - ( c - - 1 ) x z . ~ - l ( a - - d ) z + b z ~ l x z + x ~ W ( x ,  z) (7') 

(W(x~ z) designando una funzione finita), 

(a  - d)  z -]-  b z ~ < c - -  1 (8 ' )  

x - V V <  c - -  : tg ~, (9') 

c - - 1  
1 x > O .  

2 

disuguaglianz% Avendo riguardo alle prime due di queste 
delle (12) mostra che 

1 

3 X~ ..._ O. X_l ~ '  X ~ - ~  - 

(10') 

la prima 

(6 ' )  

(13) 

nel secondo membro x + ~ (x, y), y -{- !5 (x, y)  al posto di x l ,  Yl. Ne viene: 

a ~ - x  ,-t-V(x, y) T ~ t x + ~ ( x ,  y), y + ~ ( x ,  y)}, 

y - y +  ~(x, y ) + ~ ( x ÷  ~:x, y), y + ~(x. y)}, 

e il confronto dei termini quadratici fornisce in particoluce lc rel~zioni indicate. 
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La (7') ei d~ subito, tenendo eonto delle (8') e (9'), 

Y-"~:tg~--(1 e - - 1  ) x-i 2 x (tgoc--z), 

donde, per la (10'), 

(11') 

0 I 

Fig.  4. 

Ogni punto P di S si cambia, per effetto della trasformazione, in un 
punto P_,,  che appartiene ancora ad S. Infatti, per le (5') e (13), il punto 
P-i  ~ situato nel primo quadrante; sotto tale eondizione, la (11') implica clte 

il punto sia inferno all'ango]o A 0 B. M% per la (6'), esso cade a sinistra 
della parallela all'asse delle ordinate, condotta per P;  dunque P_, ~ an- 
eora in S. 

Lo stesso sar~ a dirsi dei punti P-2, P-3,...~ che si ottengono sueces- 
sivamente per iterazione della (12). 

Avremo in generale, per n = 2, 3~... 

X - n  :~" 0 r 
1 

donde apparisce che le x-n costituiscono una sueeessione positiva mai cre- 
scente. Esiste pertanto un limite 1 finito; ma esso deve soddisfare alla disu- 
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guaglianza 

dunque 1 ~ O. 
Siccome poi 

1 
l~_ 1 -- T l~' 

Y-'___2 tg ~, 

anche le ordinate convergono a zero, e i punti P_, ,  P_: ,  P_=,... si avvi- 
cinano indefinitamente a]l'origine. 

Sia C' un qualunque eerchio fisso di centre 0 e raggio < ~ ,  P u n  
punto di S eompreso fl'a C e C'. 

Per quanto s'~ detto, i punti P_~ eonvergono ad O. La trasformazione 
proposta (A',), ripetuta n volte~ fa passare da P_~ a P. In altri termini, 
per iterazione di (A.'t), si finisce necessariamente coll'uscire da C' qualunque 
sia il punto della suecessione P-t, P-,, P.-3,..., da eui si parte. Ma di 
questi punti ve n'ha vicini all'origine quanto si vuote : L'instabilit~ ?~ dunque 
manifesta. 

1). 
L'equazione (3') diviene in questo caso 

(d - -  a)/~ - b ~ ---- 0 

ed ammette per conseguenza /~-----0 come radice doppia. 

La terza radiee d - - a  - ' 3 - -  ~ dunque reale e diversa da zero, a meno che 

non sia d-----a, nel qual caso la equazione (3'.) ammette tre radiei coin- 
eidenti. 

Preseindiamo per un momento da questa eventualit~, ed eseguiamo una 

sostituzione lineare di variabili (1), (2), prendendo per - - ~ -  il valore/~ non 

hullo. 
Procedendo come a § 1~ veniamo a determinate una seeonda ridotta 

reale della (&rl), per la quate >7--7 x + ~ y = 0 ~ l'elemento unito semplice 
delle due involuzioni proiettive I,), L). 

I1 nuovo coeffieiente c risulta allora ~ 1 (perch~ il valore c ~ 1 impliea 
una radice multipla deita (3'), eio~ un elemento unito muttiplo della accen- 
nata eorrispondenza). Possiamo quindi riportarci, pet' la dimostrazione della 
instabilith, ad uno dei due easi precedentemente discussi. 
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Rimane da vedere eib the avviene per d-----a. La (£' ,)  ~ in questo case 

x, --- x + x (x -[- a y) + b y~ + U (x, y),  

y , ~ y + y ( x + a y ) - [ - - V ( x ,  y).  

In causa della (4)7 b?<O (senza di che le parti di secondo grado am- 
metterebbero il fattore comune x + a y). 

Se b ~ O~ la dimostrazione della instabilit~ si fa in modo analogo a quetlo 
tenuto per c ~ 1. 

Osservato che lo scambio di y~ y, in " y ,  - - y ,  non altera il valore 
di b, si vede subito potersi assegnare un settore S (limitato, si intende~ in- 
feriormente dalt'asse x) di raggio- ~ e ampiezza ~ abbastanza piceoli, perch~ 
si abbia in  ogni suo punto 

y, ~ O, (5")  

1 (6")  

Y-' -~ z - -  ~ x z ~ + x ~ W (x, z), (7")  
Xi 

x W ~ btg 3 ~, (9") 

1 - -  3 b x tg '  ~ : >  0 .  ~10") 

La (7")7 conffontata colla (9")7 d~ luogo alla disuguaglianza 

~ .~  z - -  b x z 3 -¢- b x t g  3 ,¢, 
xi 

la quale pub anche scriversi 

Y__t_, ~ tg ~ - -  (tg ~ -- z) I I -- b x (tg ~ ~ + z t g  ,¢ -]- z ~) I. 

Siccome evidentemente 

z ~ tg ~, 

1 - -  b x ( tg  ~ ~. + z t g  ~ + z ~) ~ [ - -  3 b x tg ~ o:, 

e quest'uttima, per la (I0"), ~ una quantit~ positiva, cosl ne concludiamo 

Y~ I -  tg ~ ; (11") 
Xi 

dopodieh~ la dimostrazione si completa come sub 12. 

Annali di Matematica, Serie II[, tom0 V. 33 
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Se b < O, si procede in sostanza come sub 2. °, delimitando un settore S, 
in cui 

e per conseguenza 

y_~ _~ O, (5"') 

1 x~ t -  x, (6'") 

3 x - , ~ _ X - - ~  x ~:~ 0, (13') 

Y-~ = z + b ~ z ~ -l- x'  W (x, z), (7"') 
X--I 

x W ~ - -  b tg 3 ~ (9"') 

1 + 3 b x tg '  ,¢>  O; (10"') 

Y-~ ~ tg ~. 
X-1 

• k questo punto si ripetono identieamente te considerazioni del caso in- 
dicato. 

{} 4. - -  P~oPRI~X DEt.~g TRAS~OR~a.~ZIO~ (B). 
CAso GE~ERALE ~ I~STABILITL 

Sin la trasformazione 

x, - -  x + f ( x ,  y), ) 

Y , ~ Y ' - k x + g ( x ,  Y); ~ (B) 

----- ati x ~ q-- 2 a,~ x y -{-- a~ y~ l'insieme dei termini in secondo grado in f(x~ y). 
Mi propongo di far vedere the il coe~ciente a~, h un invariante della (B)~ 

di fronte a un generieo cambiamento di variabili 

~ = ~ + ~ ( x ,  y); I (14) 

~ = x ,  + ~(x,, y,), t ,, .-= y, + a (x,, y,), ) (~5) 

regolare nell'intorno dell'origine e per il quale la par~e di prim'ordine si 
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riduee all'identitY. (Sono questi d'altronde gli unici cambiamenti ehe importi 
considerate, possedendo gi~ la parte lineare di (B) forma canoniea). 

Le (14) e (15), risolute rapporto alle antiche variabili, danno 

i x = ~-I-~.(~' ~)' (14') 

l x, = 6, 5 - _ ~ ( ~ "  ~')' (15') 

le parti di second'ordine ~, ~ essendo legate 
pag. 249) dalle relazioni 

~ (x, y) = - ~.. (x, y), i (16) 
~ (x, y) = -  ~ (~, y). 

Per  avere ta forma delle (B), relativamente alle 
tiamoei dalle (15), sostituendo sueeessivamente net seeondi membri 
lori (B) e (14'). 

Otteniamo dopo la prima operazione 

~, = x + f(x,  y) + ~ 1 x + f(x,  y), y --}- x .-1- g (x, y) I, 1 (17) 
• , 7 , - - - - y s -x+g(x ,  y ) + ~ l x + f ( x ,  y), y ÷ x + g ( x ,  y)]. ) 

a ~, D~ (cfr. la nora a 

nuove variabili, par~ 
i va- 

Dalle (1¥) e (16) segue evidentemente 

f (x ,  y ) = ~ ( ~ ,  ~) + . . . ,  

~) l x -}- f (x, y), y --}-x + g (x, Y) I = ~ ('~, ~ ) - f  - ' ~ ' '  

i termini omessi essendo di terz'ordine almeno in ~, ,.. 
Con cib]a prima delle (17) porge 

~, = ~ - ~.. (6, ~) + ~ (6, ~) 5-  ~ (~, ~ 5-  ~) + "  • 

Sieeome la differenza ~ (6, v -4-~) -  ~ (~, v) non eontiene termine in rj~, 
cos~ il eoefficiente di ~ ~ ancora a~. C . D . D .  

Disponendo opportunamente delie due funzioni indeterminate ~ e ~ (di 
ordine non inferiore al secondo), che compaiono helle (14), (15), possiamo 
attribuire alla trasformazione (B) una forma pih sempliee. Prendiamo 
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per cib 
(x, y)---g (x, y), 

(z, y) = 0. 

Le (17), avuto riguardo alle (14)~" danno 

~, = ~ + f' (~, ,), 
~, = ~ + ~, 

dove fr (~ ~) non ~ ehe 

- -  g (x, y) + f(x,  y) + g I x + f(x,  y), y + x + g (x, y)I, 

espressa per ~, ~. 
Ogni trasformazione (B) ~ dunque suseettibile di una forma ridotta 

x t = x  + f(x, y), t (B') 
y, -~ y + x, 

per ]a quale la funzione g della seconda formula ~ identicamente nulla. 
Usufruendo di questo tipo, potremo facilmente accertare t'instabilit~ 

della (B), atmeno per il caso generale, in cui il coefficiente a~ (del quale si 
test~ rieonosciuto il carattere invariantivo) sia diverso da zero. 

In primo luogo ~ lecito supporre a~ ~ 0, poieh~ t'ipotesi opposta si ri- 
conduce a questa cambiando il segno delle variabili x, y (e conseguentemente 
x,, y,). 

Cib posto (veggasi il precedente paragrafo), si potr~ traeeiare un cer- 
chio C, col centro nell'origine, di raggio ~ abbastanza piccolo perch,, in ogni 
punto del primo quadrante Q di C, risulti 

x, ----- x + f (x, y) ~ O, 
essendo inoltre 

f(0, y) > 0, 
per y ~ 0  e ~ .  

Evidentemente ta (B') fa corrispondere ai punti di Q punti del primo 
quadrante. 

Proviamoci a supporre che vi sia stabilith. :Partendo dai punti P di Q, 
abbastanza vicini all'origin% tutti i Pn rimangono indefinitamente entro Q. 
Avendosi in generale 

( n =  2, 3,...), 
y~ --- yn.., q -  Xn-i 
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e ]e x,  essendo positive (purch~ soltanto s i  intenda la posizione iniziale P 
diverse da 0), ogni y~ risulta ~ y~,_,. Siccome nessuna y supera ~ la suc- 
cessione yn ammette un limite l--::,  e ~> 0. 

Della 

segue 7 passando at limite, 

Con cib la 

lira z , ,  = O. 

z., = x . _ ,  + f(x,~_, ,  y._,), 

passando pure al limite, porge 

f (0, l) = 07 

dove 1 non ~ zero 7 n~ supera e. 
Ma questo contraddice atla definizione del cerehio C. 

missibile l'ipotesi della stabilit~ i e cib dimostra l'asserto. 
dunque inam.. 

§ 5. ~ CONSIDERAZIONI RELATIVE AL CASe D~ECCEZIONE. 

SOTTOCASI POSSIBILI. 

Venendo al caso escluso a 2 ~ O ,  sia per la forma ridotta ( B ' ) , ) , y p i  
termine (indipendente da x) di dimensione minima contenuto in f(x, y). Se 
p ~ pari~ o se, p es~endo dispari, ), ~ O, lo stesso ragionamento, che ci ha 
servito test~ prova la instabilit~ della trasformazione. 

Per p dispart e 7 negativo, la cosa non ~ cOS'l sempliee. Le difficolth, 
c h e s i  incontrano nella discussione~ sono analoghe a quelle 7 the presenta il 
tipo (C)~ ond'io ho qui lasciato d'occuparmene, riservandomi di fame insieme 
lo studio in altra occasione. T a l i  difficolt~ provengonor a-into credere, essen- 
zialmente dal fatto che non si pub --  come or ore e come s'~ visto esser pos- 
sibile pel tipo (A) --  delimitare un conveniente angolo col vertiee in O 7 tale 
ehe, per ogni suo punto P abbastanza vicino ad O~ il eorrispondente Pt ri- 
mange ancora compreso in queWangolo. 

Ma torniamo ella classificazione delle trasformazioni (B). 
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Tra le eventualitg possibili c'~ anche la ipotesi~ non eontemplata finora 
(p = ~ si potrebbe dire)~ e h e l a  funzione f(x~ y) eontenga x a fattore: 

f(x, y )=x f , ( z ,  y). 
Qui ~ di nuovo assai facile constatare la instabilitY. 
Se f~ (0~ y) non si annulla identieamente, sia 7 YP il termine di dimen- 

sione minima. Giova mostrare in primo luogo ehe ~ sempre lecito supporre 
7 > 07 cambiando eventualmente segno alle variabili o ricorrendo alia tra- 
sformazione inversa. 

Sia infatti proposta una trasformazione, per eai 7 < 0 .  Per p dispari, 
basra eambiare ordina~amente x, y ; x,, y, in ~ ~, --  ~; - -~, ,  --~, e ci si 
trova ricondotti al caso del coefficiente positivo. 

pari~ allora si prende a eonsiderare la trasformazione 8e invece p 
inversa. 

Essendo 

x , = x t l + f i ( x ,  y)], I (18) 
y i - - - -y+x  

la (B') proposta, la inversa si potr~ rappresentare mediante le formule 

x = x, 11 + f (~,, y,)I, i 

5 y . = y , - - x = y , - - x ,  Jl + f ( x , ,  Y,)t, 
(19) 

1 =  1 1 -1- f, (0, y,)} I 1 .4- f,(0, Y,)I, 

donde risutta the il termite di grado minimo in ~ (0, y,) (eguale ed opposto 
all'analogo di f,) ~ - - 7  Y[. 

Ma la (19) non ha aneora la forma (B'). Per 
il cambiamento di variabili 

g = , , l l +  f( , , ,  v,)l=x, i 
, =  __y,~ t 

ricondurvela, eseguiamo 

(20) 

dove ~ 8, al pari di f,, una funzione regolare (nulla nelrorigine). 
Importa determinare il termine di grado minimo in f~(0, y,). 
A questo seopo, immaginiamo di portare i valori (19) nella prima 

del]e (18), togliendo il fattore comune x, e poncndo poi x, ~ 0 .  Se si bada 
che y, coincide allora con y, avremo la identifft 
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e corrispondentemente 
~ , = x  I 1 + f , ( x ,  Y)~ 

(21) 
5 

La trasformazione fra ~, •; ~,, ~, vien definita dalle formule 

~, ---- ~ I 1 + f, (x, y)[,  t (t9'~ 

dovendosi beninteso f, (x, y) ritenere espresso per ~, ,. 
La prima delle (20) (riferendosi ad un interne abbastanza piccolo del- 

l'origine) mostra ehe, per ~ = O, anche x, = O. Per la prima delle (19) e 
prima delle (21) anehe x, 6, si annullano. Ma allora y = y,------ ~. I termini 
indipendenti da ~ in f ,(x,  y) si otterranno semplieemente col porre x-----O, 
y ~ -  ~; p essendo pari, il termine di grade minimo sark iu partieolare 

- -7~P.  
La (19'), the ~ stabile od instabile assieme alla (18), ha dunque il coef- 

fieiente positive --  7. 
Ritenuto ormai nelta (18) 7 > 0, oppure f, (0, y)~--0, scriviamo la fuu- 

zione f, (x, y) sotto la forma 

f, (x, y) = x f~ (x, y) + f, (0, y). 

Potremo in ogni case asserire che f,(0, y) non ~ negative per y posi- 
tive e abbastanza piccolo. Scegliamo, come ~ possibile in infiniti modi, un 
eerehio C col centre nell'origine, nel cui primo quadrante Q sia ad un tempo 

If~(x, Y ) t <  M, 

f, (0, y) ~- O, 
1 x < ~ ,  

M designando un couveniente numero positivo. 
Per i punti di Q si ha evidentemente 

x, = x + x ~ f~ (x, y) + x f ,  (0, y) ~-  x ~1 - -  M x) ~ 0. 

Poniamo 
x'~ = x (1 - -  M x) 

e in generale 
x'n ---- x',~-, (1 - -  Mx',~-,) (n = 2, 3,.. .).  
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1 
A partire da un x positivo e < ~ - ~ ,  x', ~ pure positivo e pih piccolo 

di: x. La successione x'~ ~ dunque indefinitamente decrescente e converge 
verso un limite :~ 0. 

Questo limite soddisfa all'equazione 

Z =  l ( ! - - M l ) ,  
ond'~ identicamente nullo. 

Giova osservare che, pur convergendo le x'~, a zero, la serie a termini 
oo 

positivi ~, ,x 'n  b divergente. 

Infatti, m01tiplicando membro a membro le equazioni 
X ~ x ' .  x',,_, (1 - M ._,)  

da n ~ 2  fino ad n ~ m ~  si t rae 
m - - 1  

~___ X t x'.~ x', ~]. (1 - M . . ) ,  
1 

e, qualora la serie ~n x' ' n convergesse, lo stesso seguirebbe, come si sa, per 
1 

il prodotto infinito n,~ ( 1 -  M x'~) (che avrebbe quindi valore diverso da zero). 

:Ma allora sarebbe altresi 

~ c¢ 1 X t lira x'm x , [I,~ ( - -  M ~) 

e quindi il primo-membro diverso d~ zero, il che non ~. 
Confrontiamo era gli elementi della successione x'~ con quelli, the si 

generano per iterazione della (18). 
La posizione iniziale essendo in Q, e x non hullo, si ha, per quanto 

abbiam visto (rimanendo inoltre esclusa l'eguaglianza), 

Xi ~> X't • 

L'ordinata y~--=y-+-x ~ pure positivo;, talch~ anche P, appartiene al 
primo quadrante. Lo stesso h a dirsi di P~, se P, non ~ gi~. fuori di C; ecc. 

Si rimane dunque in Q, o si esce da C. 
:Finch~ si ~ in Q, 

x~ ~ x~-, (1 - Mx,,-~) ; 

supponendo x,~_j ~> x'~_,, siceome il secondo membro della precedente disu- 
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guaglianza cresce o deeresce con xa-~ segue a fi)rtiori 

x,, > x',,_, (1 - -  M x',,._,) > x'n. 

Stando cosl le case, la ripetuta applicazione della (18)fa neeessariamente 
uscire da C, per quanto si prenda vicina alt'origine la posizione iniziale 
(purch~ in 0 e x > O ) .  

Infatti, da~cch~ 

y,~ = y~-, + x,,-~ 
si ha anehe 

( n = 2 ,  3, . . .) ,  

(m = 2, 3 , . . . ) .  
m--1 

y m = y, + Z~ z~ 
1 

Qualora non si useisse da C, ogni :c~ risulterebbe superiore ad x'~ e per 
eonseguenza 

m--1 

y m > y ,  + ~,~x'n 
1 

crescerebbe indefinitamente con m, il che imptica contraddizione. 
Si ha dunque instabilith. 

CAPITOLO III. 

La questione della stabilitfi delle soluzioni periodiche. 

~ 1. - -  POSlZIONE DEL PROBLEMA 

DAL PUlqTO DI ~'ISTA DELLA PRECEDENTE TEORIA. 

Sia un sistema differenziale 

dx i  Xi (x~ x~.. xm; t) ( i =  1~ 2~..., m), (1) 
d ( = :  ' "' 

dove le Xi si intendono funzioni reali, regolari rapporto alle xl nel campo~ 
che si avr~ a considerare, e periodiche rispetto a t di periodo T. 

Sia 
x~ = ~ (t) (i---- 1, 2 , . . . ,  m) 

una soluzione partieolare del sistema (I) periodica (collo stesso periodo T). 

Annali eli Matematiea, S e r i e  II[,  t omo V. 31l 
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sempre leciio~ senza pregiudizio della generalifft, supporre che le ?i 
sieno identicamente nulle, cio~ e h e l a  soluzione particolare, di cui si tratta~ 
si riduca a 

xi-----0 ( i~ - - l ,  2 , . . . ,  m). (2) 

Basta a tal uopo immaginare effettuato un cambiamento di variabili 

yl = xl - -  ~ (t), 

con che non si altera la natura del sistema differenziale (1). 
Riferiamoci pertanto alia forma (2), osservando prima di tutto che i se- 

eondi membri Xi delle (I), si annullano per qualunque valore di t, quando 
tutte le x/ si pongono eguali a zero. E una conseguenza immediata della 
ipotesi che xl ~ 0 soddisfa it sistema. 

La soluzione xi-----0 sadt a dirsi stabile (con ovvio linguaggio cinema- 
rico; interpretando cio~ le (1) come le equazioni di definizione del movimento 
di un punto hello spazio x~, x,~. . . ,  xm) allora e solo allora che, per ogni 
intorno comunque piccolo E dell'origine, ne esiste un seoondo H tale che, 
prendendo in H la posizione iniziale del mobile, questo rimane in E ,  per 
qualunque valore positive o negative di t. 

¥ i  ~ instabilith nel caso opposto, ossia se non esiste un H dotato della 
anzidetta proprieth; o in altri termini se, vicino quanto si vuole all'origine, 
esiste sempre qualche posizione iniziale Po, a partire dalla quale il mobile 
si trova, in un istante almeno, fuori di E. 

Premesse queste definizioni, ~ facile mostrare che una soluzione perio- 
dica ~ sempre stabile od instabile assieme ad una certa trasformazione F. 

Prendiamo a considerare l'integrale generale del sistema (1) 

Xi==lVi(Xio~, X(o, ~(o~ t) ( i = 1  2, m), (3) 2 , ° ' * ,  ~m~ , * ' '~  

i valori iniziali x~ °) riferendosi per es. all'istante t -~  0. Le Fi  si riducono 
identicamente ad ,,~(°'~ per t ~---0, e si annullano nell'origine qualunque sia t. 

Una nota proposizione ci assicura poi che esse sono funzioni regolari 
delle x~-~°)~ in un intorno abbastanza piccolo dell'origine, per qualsiasi valore 
reale finito di t (*). iI1 dimcile b stabilire cib che accade~ quando t cresce 
indefiniCamente.) 

(*) POlNC~a~, M~canique c$leste, tom. I, n. ° 27; oppure 
NIOCOLETTI, Suqli integraIi delle equazioni dit~erenziali ordinarie, eonsi~lerali eo~w 

funzioni dei loro valori iniziali, ([¢endiconti dei Lincei, 15 dicembre 1895); 
PICAaD, Traitb d'analyse, tom. II[~ Cap. VIII, pag. 157-162. 
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. (o, .  t) = F~  (x l  ''), ~(") x (,,~. F i (x~  °), x!.°),...,. ~ . , ,  ~ , . . . ,  ., , t - - n T )  

i = l ,  2 , . . . ,  m 
n ~  ~ 1, ± 2 , . . . ] '  

essendo bene inteso 

In causa della periodieitk de'i secondi membri della (1), le Fi  posseggono 
ancora una importante propriet~ funzionale. 

Dicansi x',') (n ---- 4- 1, ± 2 , . . . )  i valori degli integrali x~ per t ~ n T. 
Accanto alla formule (3) (ehe definiseono gli integrali mediante i loro 

valori per t-~-~ 0), possiamo costruirne altre, che definiscano gli stessi inte- 
grali, ma in base ai loro valori per t .-= n T. Pet- stabilire queste nuove for- 
mule, basra osservare ehe, ponendo r = t - - n  T, il sistema (1), per la perio- 
dicitb, de]le Xi,  diviene 

d x l - - ~ X i ( x ~ ,  x , , . . . ,  x,~; r) ( i ~ 1 ,  2 , . . . ,  m), 
d ' r  

il quale coincide collo stesso (1), salvo Io scambio materiale di t in r. 
Ora, in virtb, delle (3), gli integrali di questo sistema, ehe, per r =  0, 

assumono i valori x~ n), sono definiti da 

(x, , x';'), , ; t - - n  T).  xl  = F. ,  (x~"~, x~"~,..., ,,..,~°'~', ~) = Fi  "!  . . .  x"'~,,, 

I1 confl'onto eolle (3) stesse porge la annunziate equazioni funzionali 

! (4 )  

. X( o~ ~,,~'") F ~ ( x ~  °), x~°),.. , ,,, ; n T ) .  

Designiamo in particolare con fi (x~ °), x~°),..., x! °)) Ie espressioni delle 
funzioni 1~'i per t = T, e facciamo nelle ultime formule n ~ 1. 

Avremo 
x~'. = f~ (x~ °~, x~ °), . . . ,  --,,,~'°)~, ( i  = 1 , 2 , . . . ,  m) .  (5) 

D'altronde la (4) ci d~, per qualsiasi valore di n, 

' - -  = ' , , (" - ' -  t - -  (n  - -  1) 7') ,  1,,: ~" ' )  x ? t  *~'~- t ~, T )  F ~ ( z i " - ' ,  x ~ " - ' , . ,  ~. ,  , 

e, panendo t = n T, 
~r(,*-a) ~,,,-a)) ( i = 1 ,  ~,..., m ). 

x!") = f ,  ( x ? - " ,  -2  ' " "  ~ ' '  " n = -+ 1 ,  ± '~, . . .  ( 6 )  

Le ( 5 ) e  (6) mostrano che le posizioni P=, occupate dal mobile per 
t---~ n T, si ottengono dalla posizione iniziale Po per iterazione della trasfor- 
mazione (5). 
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chiaro the, ogniqualvolta la (5) ~ instabile, lo stesso avviene per la 
soluzione periodiea (2). Se la trasformazione ~ stabile, lo b, del pari la (2), 
ma una qualche spiegazione si rende neeessaria. 

E per verit~ dalla stabilit~ della (5)segue bens'l che, per t = n  T, il 
mobile (anche al crescere indefinito di n) rimane in E,  ma nulla si sa a 
priori della traiettoria~, compresa fra due P~ consecutivi. Ad eliminate il dubbio, 
si osservi in primo luogo che, dato un intorno eomunque piccolo E dell'ori- 
gine, e un qualsiasi intervallo finito di valori di t (in partieolare l'inter- 
vallo 0, T), si pub sempre assegnare un intorno Et~ tale che, pet' Po in :E', 
P non esce da E, fineh~ t rimane nell'intervallo. ]~ questa una conseguenza 
immediata di quanto s'~ osservato circa i secondi membri delle (3). 

Cib posto, si prenda a considerare, facendo appello alla supposta stabi- 
lith della (5), quell'intorno H, che eorrisponde ad E '  (secondo la definizionc 
di stabilit~t). Dico ehe lo  stesso //, rispetto all 'E arbitrariamente prescelto, si 
trova nella condizione voluta per la ~tabilit~ della nostra soluzione periodica. 

Infatti qualsiasi posizione iniziale, sjtuata in H, dh intanto luogo a punti 
P~ di E t (e quindi di E). Sia poi P una generiea posizione del niobile cor- 
rispondente ad un istante t compreso fra n T e (n + 1) T. 

Per le (3) e (4), le coordinate xi di P si possono rappresentare mediante 
]e funzioni 

.. ~"> T);  F i  (xl ''>, x;~'>,. , _, .  ; t ~, 

• ~!') sono eompresi in E', t - - n ' / '  fra 0 e T; il gli argomenti x~"), x~'*),.. , ~,,,, 
punto P 5 dunque in E. C . D . D .  

Dacch~ una soluzione periodica (2) ~ sempre stabile od instabile assieme 
alla (5), sl pub dire, fino ad un certo punto, che la questione della stabilith 
delle soluzioni periodiche si riduce a quella delle trasformazioni puntuali. 
Quand'anche perb quest'ultima fosse completamente risoluta, rimarrebbe, ri- 
spetto al primo problema, un utteriore passo da compiere: Mettere in rela- 
zione, quanto possibile diretta, i criteri di stabilitb~ o di instabilitY, reIativi 
alia (5), col daft del problema, cio~ col secondi membri X/ delle equazioni 
differenziali proposte. 

]~ questo l'oggetto dei paragrafi seguenti, dove si faranno appunto va- 
lere i caratteri di instabilitb, delle trasformazioni puntuali, finora acquisiti. 
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§ 2. ~ h, TEOI~EM.,k DI LtAeOU~O~F. 

I seeondi membri Xi delle equazioni (1) si annullano nell'origine, qua- 
hanque sia t; potremo dunque porre 

1 a 

1 

dove l e a  sono funzioni periodiehe di t e i termini omessi d'ordine superiore 
al primo rapporto alte x. Le equazioni lineari, a eoemcienti periodiei, 

d x~ m 
d t = ~S a;S ~; (i---- 1,  2 , . . . ,  m) (7) 

(ehe si ottengono dalle (1) arrestandone i seeondi membri alle patti di primo 
ordine), si dieono, eel sig. Po1~e~i~, equazioni  alle var iaz ion i  del s i s tema (1), 
rispetto alla soluzione periodiea eonsiderata. 

Sia 8;,s (t) un generieo sistema fondamentale di integrali delle (7). Per 
essere queste a eoetfieienti periodiei, anehe le 8,-.j(t-5 T) eostituiseono un 
nuovo sistema fondamental% ed esiste per eonseguenza una sostituzione li- 
neare a eoeffieienti eostanti, atta a far passare dalle ; ' . . ( t)  alle ~ (t + T) .  

Questa sostituzione lineare ammette sempre m moltiplieatori (reali o eom- 
plessi, distinti o eoineidenti, ma finiti e non nulli), ehe potremo rappresen- 
t a r e  c o n  e ~,:/' e c~T e " " 'T .  

Se si suppone in partico]are ehe il sistema fondamentale ~;,s(t) sia eo- 
stituito dagli integrati principali, relati~:i al punto t = -0  (~i,~ (0)---~ 0, par i ~ j ;  
~;,~ (0) = 1), i coei~cienti c/z della sostituzione 

'~ ( t + T ) _ _ _ V c .  ~ 
1 

valgono ~jl (T) (come si vede faeendo t = O) e le e ~T rimangono definite quali 
radiei della equazione 

. . ~,,,~ ( T )  

~,, ( T )  ~ ~ . , ( T ) - - ~  . . . % , ~ ( T )  

z (o~) . . . . . . . . . . . . .  O. 

• ° • . ° . • ° • ° ° . 

• • • ~ m ( t n  
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Dalle cose dette segue, come si sa, la esistenza di un sistema fonda- 
mentale di soluzioni della forma 

x~=e'~Jt%s(t) ( i , j = l ,  2 , . . . ,  m), 

dove le a sono funzioni di t in generale periodiche (o alla peggio, ne] caso 
che le ~ non sieno tutte distinte, del tipo r o t e + r ,  t~ -~+ . . . - [ - r~ , ,  colic r 
periodiche e 9 <: m). 

Le costanti ~ si ehiamano gli esponenti caratteristici delia data solu- 
zione periodica. Nel caso partico]are, in cui i coeffieienti %. delle (7) si ri- 
dueono a costanti, gli esponenti caratteristici ~,, a~,. . . ,  ~.m sono, come ~ ben 
noto, le radiei della equazione 

a l l  - -  e l  a l ,~  • • • a i m  

a 2 j  a 2 2 - -  o3 , . . a ~ m  

-=-0; 

in generale la dipendenza lore dai coeflle, ienti aij del sistema (7) g pih compli- 
eata. Comunque essi rimangono individuati dai termini di prim'ordine delle (I). 

8i prova facilmente elm e '',T, e~°' , . . . ,  e ~,,,T sono i moltiplicatori della 
trasformazione (5). 

Partiamoei infatti dalla espressione (3) dell'integral generale, ricordando 
ehe i seeondi membri sono sviluppabili in serie di potenze delle x !2) e si an- 
nullano per x~ °) = 0. 

Designiamo con 

1 

le patti di prim'ordine, e sostituiamo nelle cquazioni differenziali (1), eguagliando 
le patti di prim'ordine. Si vede cosl che le ~z soddisfanno alle equazioni alle 
variazioni i devono anzi essere separatamente integrali i singoli cocffieicnti 
{i,j(t) d'ogni xm)'v ~ talehg il lore insieme (per essere x~ °) i vaIori iniziali degli 
integrali xi) costituisce preeisamente il sistema degli integrali principati 
dells (7), relative a t = 0. 0ra, per definizione, 

Z (1) = f(9~}O):, X~ °) , . . . ,  x,,)=Fi(°) (x~O). , x~°),..., x '°)., ; T ) =  

- - -  ' W .  X~ 0) aa  g;,s (T)  + . . .  ; 
1 
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dunque i moltiplieatori della (5) non sono altro che le radiei della equazione 

~(co) = 0 .  C . D . D .  

Nel Capitolo I abbiamo dimostrato il teorema: 
Una trasformazione puntuale ~ instabil% se uno almeno dei moltiplica- 

tori ha modulo diverso dall'unifft. 
Dacch~ la soluzione periodiea (2) b stabile od instabile assieme alla (5) 

e che d'altra parte i moltiplicatori e~JT di quest'ultima sono in modulo eguali 
all'unit~ allora e solo allora che gli esponenti caratteristici ~4 sono puramente 
immaginari, otteniamo la importante proposizione dovuta al sig. LIAro~- 
Nor  (*): 

Una soluzione periodica b instabile, se uno almeno dei suoi esponenti 
caratteristici possiede parte reale non nulla. 

§ 3. ~ SISTEMI DI SECONDO ORDINE, 

~AR&TTERI DI INSTABILIT~k IN DUE GASI PARTICOLARI. 

Supponiamo nelle (1) m ~ 2  e di pih le Xi prive di termini di primo 
ordine. I1 sistema si potrb~ scrivere 

d - - i  = X ,  + . . . , 

dy t d- - i - - -Y ,+. . . ,  

(a) 

dove X~ (x, y)~ Y~ (x, y) sono forme quadratiche in x, y,  a coeffieienti pe- 
riodiei rispetto alla variabile t e i termini omessi di dimensione superiore 

(*) Cfr. Sur l'instabilitd de lPdquilibre dans certains cas olz la [onction de forces n'est pas 
maximwm, (Jourmd de Mathdmatiques, 1897); che 6 la Memoria, gi£ citata nell'Introdu- 
zione. I1 teorema 6 quivi dimostrato pe r  il caso particolare, in cui le Xi sieno indipen- 
denti da t. L'A. perb ha st~bilito 1~ proposizione in generale in un lavoro anteriormente 
pubblicato (in lingua russ~): 

II problema genes'ale della stabilitd del movimento, Kharkow, 1892. 
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alla seeonda. I valori medi 
7' T 

[ Xd  = o T ' ~ % = o  T [ l 

eostituiseono due nuove forme a coeffieienti eostanti. 
Se [X~], [Y~] sono prive di fattori comuni, la soluzione periodica x-~ 01 

y ~ 0 ~ instabile. 
Designino xo, yo i valori iniziali di x, 

§ 1, le espressioni di x, y sono della forma 
oo ~ 

1 

o o  

y = y Q  
,g.d ~ i 

1 / 

y. Come abbiamo rieordato a 

(33 

con Pi, Qi polinomi in Xo, yo (a eoefficienti funzioni di t) di grado desi- 
gnato dall'indice. 

Portiamo queste espressioni nelle (a) ed eguagliamo i termini dei primi 
due gradi. 

Avremo chiaramente 

dP~= 0 d Q t = o ;  
dt ~ dt 

dP~=x.~(P, ,  QO, dO---'~=I%(P~, Q~). 
d t  d t  , 

4 

Dacch;~ x, y devono ridursi~ per t = O, ad xo, Yo, cosl saranno appunto 
xo~ y° i valori iniziali di P,~ Q~, mentre ogni altro Pi~ Qi si annulla. 

Ne viene 
P, = Xo ~ Q, = yo 

t t 

o o ~ 

Per t =--T, dieendo xi, y, i eorrispondenti 

x, = Xo + T .  [X: (xo, yo)] 

y, = yo + T .  [ L  (Xo, yo)] 

la quale trasformazione fa riscontro alla (5) de1 

valori di % y, le (3') danno 

caso generals. 



di instabilitY. 269 

Per  ipotesi, le due forme T .  [X2(xo, yo)], T .  [Y~(xo, yo)] non ammet- 
tono fattori comuni. 

La trasformazione ~ instabile (cfr. § 3 del cap. 1)recedente)i lo ~ dunque 
]a nostra soluzione periodica. 

Consideriamo ora il sistema 

d x  X ,  + , 
d t  

d y  
d--i ---- x + Y,  + . . .  

tb) 

Procedendo come sopra, si ha senz'altro 

alP, - -  0~ dO, p , ;  
clt d t  

da cui 

e, per t = T, 

d P ' : = X ~ ( P , ,  Q , ) ;  
d t  

P, = Xo , O, = t xo + yo; 
t 

P~ = f X ,  (Xo, t Xo + yo) d t, 
o 

x ,  - -  xo ÷ ( P , ) ~ = T +  • • • ,  

y, = y o + T x o + . . . ,  

i termini omessi essendo rispettivamente di terzo e di secondo ordine almeno. 
Sappiamo dal capitolo preeedente (§ 4) ehe una trasformazione di questo 

tipo ~ certamente instabile, se il coeffieiente di y~ nell'espressione di x, non 
si annulla. Il termine in y] proviene ora da (P~)t=T e il suo eoeffieiente non 

altro (a prescindere dal fattore T)  che il "¢alore medio del eoefficiente 
di y'  in X~ (x, y). 

Possiamo dunque concludere: 
La soluzione x = O, y = 0 di un sistema (b) ~ instabile, se non si an- 

nulla il valor medio del coe[ficiente di y~ in X~ (.v~ y). 

Annali di Matematica, Serie III, tomo V. ;35 
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§ 4. - -  CABI RIDUCIBILI ALL ~ UNO O ALI? ALTRO DEI DUE ANZIDETTI, 

Sia in generale un sistema 

d x  X X , q - X . .  + . . ,  
d t  

d___y_.~ y =  y , +  y ~ + . . .  
d t  

(1') 

eolla soluzione x = 0, y = 0. 
Per il teorema di LIAPOtr~OFF, la soluzione g instabil% se degli esponenti 

earatteristiei ~.,, e~ uno almeno ha parte reale diversa da zero. Rimane l'i- 
potesi opposta di esponenti entrambi puramente immaginari (e coniugati, trat- 
tandosi sempre in queste rieerehe di equazioni reali), eiog ,~, =-----~2----i~ 
(~ quantitY, real@ Che anehe a questo caso abbiamo di regola a eorrispon- 
dere soluzioni instabili, non mi par dubbio. Perb nan mi ~ ora possibile di- 

2= 
mostrarlo se non ammettendo che ¢¢ sia commensurabile con - - .  

T 
Sotto tale restrizione il sistema (1') equivale ad un sistema (a)~ ovvero 

ad un sistema (b), ed ~ quindi in generale instabile. 
Innanzi tuft% per la supposta commensurabilith, potremo mettere ~ sotto 

2h=  la forma /-~-~, dove h e k designano interi primi tra lore. 

Se ~ non g nullo, le equazloni alle variazioni 

d x  

-d7 = x ,  (x, y), t 
( 7') 

c/g = y ,  (x, y) 
d t  / 

ammettono due soluzioni indipendenti u~, v,; u2, v~ della forma 

u,  -~- e i~t (a,  + i z , ) ,  v ,  = e i~t ( r ,  + i r , )  ; 

u2 = e-i~t (z , - -  "i ~ ) ,  v, = e- i ' t  (r , - -  i r,) , 

periodiche entrambe col periodo k T. (Infatti, quando t aumenta di k T, non 
solo le z e % ehe ammettono gih il periodo T, ma anehe gli esponenziali 
riprendono il medesimo valore.) 
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P o n i a m o  

C21 ~ - -  

2 

2 

2i 

2 i  

a~ c o s  a t - -  q ,  sen ~. t ,  

r, cos ~ t ~ r~ sen ~ t ; 

e l 2  ~ ---- z, sen a t -[-~, cos ~. t~ 

C-O 2 ~ ~-~ sen a t ~ r2 cos ~z t ,  

con ehe c,~, c~,; c,-o, c~2 eostituiscono un nuovo sistema fondamentale di so- 
luzioni delle (,7'). 

Si operi sul sistema proposto il eambiamento di variabili 

z = c ~ , ~  + c . , ,  ! (s) 

L a  materiale sostituzione di questi valori in (1') dh, tenendo conto della 
linearitb, di X t ,  Yl 

d ~ d't, I tic,, d c,-o I 
c,, - ~  + c,~ - f i  + ! ~-i7 + , - ' f ~  = 

.=  l ~ X ,  (c,,,  c,,) -t- ~ I(, (c,-o, c,,) l + X-o -k- . . . , 

c~' -dT -~- c'* -d-i + ~ --~- + ~ -d-i = 

' t = ( ~ l , ( c , , ,  c-o,)+~Y,(c,,,c-o,) + Y-o-~...; 

X o, Y-o, e cosl i termini suceessivi, conservano helle nuove variabili ~, ~ lo 
stesso grado e r imangono funzioni periodiche di t (col periodo k T). Le 
quantifft in parentesi nei due membri si elidono~ poichb 7 per definizlone, c,,, 
c~,; c,~, c** verifieano le (7'). 

Risolvendo rispetto a - ~ ,  -(/-7' si ~ evidentemente rieondotti alia forma (a). 

Si noti che il determinante 

Vii Ct2 
D ~  
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non pub annullarsi per alcun valore finito di t. Esso soddisfa infatti, come 
ben noto e come del resto si verifiea immediatamente, alla equazione 

3X, D I~ il coemeiente ~ + ~ ~ funzione regolare di t sopra l'asse reale e pereib D 

non pus annullarsi in un punto senza annullarsi identicamente. Questo poi 
escluso dall'essere le c soluzioni indipendenti delle (7'). 

A legittimare la trasformazione (8), eonviene aneora osservare the essa 
non altera la stabilit~ o la instabilit~ di una soluzione x(t) ,  y (t). Infatfi i 
eoefneienfi c delia (8), e cos~ D, sono funzioni perlodiehe; finite quindi e l'ul- 
tima diversa da zero, anche al crescere indefinito di t. 

Se mai ~ ~ nullo, le (7') non posseggono pih in generale due soluzioni 
indipendenti della forma considerata, ma ,si ha in,cece un sistema fondamen- 
tale del tipo 

le ~ e r essendo, bene inteso, funzioni periodiehe reali. 
Fatte le posizioni 

Cn ~ O'j ,  C~a ~ o'2 

Ct~t ~ Ti  7 C ~  ~ T ~ ,  

si noti che, mentre c,,, c~ costituiscono, come nel easo precedent% una so- 
luzione delle (7'), c,.., c~, verifieano inveee le equazioni 

dc,~-----X, (c,.., c~) - -  c,,, 
d t  

d = y ,  ( c , : ,  - -  c , , .  
dt 

La sostituzione (8) cangia allots, come si vede subito, il sistema (1') in 
uno di tipo (b). 

Equazioni~ che non contengono t esplicitamente. Se i secondi membri 
X, Y delle (1') non contengono t esplicitamente, le eonsiderazioni preeedenti 
sono applieabili senza alcuna restrizione circa il valore di ~. Infatti, nel caso 
attuale, qualunque numero pub essere risguardato come periodo T di X, Y; 

2~  
in particolare si pub suppon'e T tale che a e - ~  sieno commensurabili. 
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Le (8) si riducono a 

x = ~ c o s ~ t - - > T s e n ~ t ,  ) (8') 

y ~ - - ~ s e n ~ t T v c o s ~ t .  ) 

Supposto a non nullo~ nel sistema trasformato a mezzo delle (8'), la va- 
riabile t entra soltanto pel tramite degli argomenti cos~ t, sen a t ,  taleh~ il 

periodo vale 2 :: Se poi ~ ~ nullo, la (8') si riduee all'identit~ e i l  sistema 

proposto cade gi~ esso net ripe (a), ovvero nel (b). 
Nel primo case la (8') conduce bensi al tipo (a), ma si ineeppa neces- 

sar iamente  ~ come ~ facile riconoscere - -  nella circostanza eceezionale che 
il valor medio delle parti di secondo grade ~ hullo (n~ si pub quindi appli.- 
care il nostro criterio di instabilitY). 

Si noti det resto che, per questo case, la questione della stabitith ~ gih 
stata brillantemente trattata dal sig. Poi~cxa~ nelle giK ricordate classiche 
ricerche : Sur les courbes ddfinies par des dquations diff~rentielles (*). 

Per  quanto eoneerne il secondo case, i nostri due criteri possono effet- 
tivamente rieseire; ma nulla sostanzialmente offrono di nuovo, potendo senza 
diffleolt~ venir desunti da un ' importante Memoria del sig. BESDIXSO~ (**), 
dove ~ fatto in mode esauriente to studio del eomportamento delle curve in- 
tegrali nei casi non contemplati dal sig. POINCAa~. 

Riassumendo, per le equazioni~ che non contengono t esplicitamente, nulla 
ci vien fatto di aggiungere ai risultati dei sigg. POI~CAR~ e B~SDIXSOS~ che 
si addentrano hello studio delle propriet~ delle soluzioni ben oltre la sem- 
plice discussione della lore stabilith. 

(*) Jou~'nal de Mathkmatiques, 1881, 1882, 1885, 1886. Cfr. in particolare le pa- 
gine 172-196 della terza Memoria. 

(~) Sur les cou~'bes dOfinies par des ~quations diff~rentieUes. Acta Mathematiea, 
tom. 24, 1900. 

Seguiamo per es. In discussione, ehe rA. ci presenta a pag. 74, dei sistemi della 
forma (~2) (il nostro ripe (b)). Risul~a da essa che, se un certo ,~ (0, 0) non si annutla, vi 
hanno caratteristiche passanti 1)er l'origine con tangenti determinate, e quindi necessaria- 
mente instabilit£. Ova .,b (0, 0) non 6 nitro (eolle nostre notazioni) che il coefliciente di ,/-' 
nell'X del sis~ema (b). Ecco ritrovato il nostro criterio di instabilith. 
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§ 5 . -  E q v x z l o ~  CANObiICHE. 

II sig. PoI~cAR~ ha notato (*) ehe ogni soluzione periodica di un sistema 
canonico 

alp;_ ( i=1,  2) (9) 

(in cui F non dipende da t) si pub, scegliendo opportunamente le variabiti~ 
supporre definita dalle equazioni 

p,  = 1 ~  = q~ = 0 ,  q,  = Z (t) ,  ( 1 0 )  

dove q, varia sempre nel medesimo senso e aumenta di .9 ~.~ mentre t cresce 
di T. 

La funzione F ~ a ritenersi, rispetto a q,, periodica di periodo 2 ~, e 
regolare, rispetto alle altre variabili, nell'intorno del valore zero. 

Daecl~ le equazioni (9) sono soddisfatte dai valori (10), le ire derivate 

- - ,  , ,,~ debbono annutlarsi per p, = p~ = q~ = O~ q, = ), (t), qualunque 

sia il valore di t. Questo equivale a dire che ~q , '  - - '  D p ~ ~ q ,  si annullano, 

~ F  
indipentemente dal valore di q,, per p~ --: p, ---- q~ = 0. Inveee ~p, non si 

annulla per alcun valore di q, (p,, p~, q~ essendo abbastanza piccoli): In- 

~)F d q~ e q, va- fatti, quando _p,, p~ e q" si pongono tutti eguali a zero, F-~ = de 

ria per ipotesi sempre nello stesso senso. 
Stando cosl le cose, lo sviluppo dj F in serie di potenze d i p , ,  ion, q~ 

maneherk dei termini lineari in p~, q~ e sar5. quindi della forma 

1 

i termini omessi essendo di terz'ordine almeno (rispetto agli argomenti 1),, 
p.~, q~), ovvero anche di secondo, ma con p, a fattore. I coei~cienti a,, a,,, eee. 

(*) Mdcaniq~te cdteste~ tom. If, n. ° 208. 
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d C  
sono funzioni periodiche di q,; C ~ una pura costante, poich~ ~/--~, non 

OF altro ehe ~-~, in cut si faecia p, ~---p~ = q ~ =  O, e deve quindi annullarsi. 

F si annulla come Per valori abbastanza piceoli di p~, p~ ~ q~, ~-~-~ non 

abbiamo tests osservato. Questo ci permette di eliminare t dal sistema pro- 
posto, assumendo q, come variabile i ndipendente. 

Avremo le equazioni 
~9.F 

d pt _____ ~ ql 
dqi  OF ~ 

dqt ~F 
8p~ 

dqi  3 2 '  ' / 

(11) 

(12) 

]e quali definiscono, come si suol dire, le traiettorie del sistema (9). 
Cib ehe interessa dal punto di vista della stabilit~t 5 per lo pih il com- 

portamento delle traiettorie. 
Ad ogni soluzione periodiea del sistema (9) fa riscontro un' orbita 

chiusa (*). L'importante ~ di sapere se il moto perturbato avviene indefini- 
tamente ill prossimith di quest'orbita, ovvero se ne scosta di una quantith 
finita, per quanto poco si varino le condizioni iniziali. 

Interesser~ in generale assai meno di sapere se anche le posizioni, cor- 
rispondenti ad un medesimo istant% sull'orbita primitiva e sulla perturbata, 
seguitano a rimanere vicinissime, o se si avranno alla lunga delle differenze 
finite tra le fasi dei due movimenti. D'altronde non c'~ ragione di porre la 

(*) Dal punto di vista astrat to  basra per ci6 in terpre tare  P l ,  ! ~ ,  q2 come coordinate 
generiche, ql come coordinata ciclica di uno spazio a quattro dimensioni. Quando perl) il 
s istema canonico (9) provieno da un i)robl~lna di meccanica celeste, si ha ~ffottivament~ 
un'orbita, nel senso astronomico della parola, i cut elementi determinativl sono forniti 
dalle espressioni di Pt~ P~, qe in termini di if1. 
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seconda questione se non dopo risoluta la prima e constatata la stabilit~ del- 
l'orbita. 

Queste osservazioni mostrano come alla indagine della stabilith di una 
soluzione periodica (10) si sia naturalmente condotti a sostituire la ricerea 
analoga, relativa alla soluzione 

p, = p~ = q~ = 0 (10') 

det sistema pih semplice (11), (12). 
La instabilit~ (se non la stabilit~t) della (10') trae seeo necessariamente 

quella della soluzione proposta. 
Clb posto, rivolgiamoci al sistema (11), (12). Esso ammette l'integrale 

F = cost. 

Potremo sostituire questa equazione in termini finiti alla (11 I. Il valore 
della eostante, ehe Corrisponde alla soluzione (10') ~ evidentemente C. Ci ]i- 
miteremo a considerare quelle soluzioni del sistema, per eui 

F = C .  

Sotto l'aspetto dinamico questa limitazione corrisponde alle perturbazioni 
conservative. 

Si noterh che, accertata la instabilit~ quando il valore della costante 
si suppone fisso, essa rimane provata in generale; ma, quanto alla stabilith, 
la eo~a andrebbe diversamente, potendo benissimo avvenire che una stabilit'h 
eonservativa non sia pih tale rispetto all'intero sistema (11), (12). 

Eliminiamo p, dalle nostre equazioni, ricavandone il vaiore in funzione 
di q,, p.~, q~, dalla equazione F-----C, ossia da 

1 (a,,p:-t- 2 a,~p~ q~ + ,,~ q~) -4 . . . . .  O. (13) a,p,+y 
Qaesta equazione ~ soddisfatta per p, ~p~ ~ q~ ~ 0 e si pub risolvere 

rapporto a p,, perchb l gp, p,=p~=q~=o' eio~ a,: non si annulla, comunque 

(~ F)p (~ F)p sono nulli, ¢os'1 lo sviluppo vari q,. Siccome ~ ,=p~=q~=o' ~ .=p,=q~=o. 

di p, eomincierh da termini di secondo grado in _p,, q~. Designiamone Pin- 
sieme con K e determiniamo K, portando nella (13), per p,, una espressione 
del tipo 

p , = K + t t  
(con H almeno di terz'ordine in p~, q,). 
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Rieordiamo ehe i termini non seritti nella (13), o erano di terzo grado 
per lo meno in p , ,  q~, oppure, essendo eomplessivamente di secondo almeno 
in p~, p2, q~, eontenevano p~ a fattore. Dopo la sostituzione di K - ~ - H  a 1o,, 
quei termini aequistano tutti una dimensione superiore alia Seconda in 102, q,. 
La porte di seeondo gvado nel primo membro della (13) ~ dunque 

1 (a ,  io~ + 2 a,~ p.. q~ -]- as., q.~), a, I£- t - -~ 

e, dovendo essa annu]larsi identieamente, risulta 

Ritenendo p~ 
biamo 

K_-- 
1 a,l p~ --]- 2 a,~ p, q~ -J- a:~ q.] 
9. a t  

definito dalta equazione F------ C (ossia p, ~- K + H),  ab- 

OF OF 
0 p__~, = 0 p, 0 p, 0 (l, 

~p~ Op~ 

e le (12), libere ormai da p , ,  diverranno 

dp~ O(K-b H~ dj_3___ O ( K 4 - H )  (14) 
d qi ~ q~ ' d qi ~ 0 p~ 

I seeondi membri sono funzioni periodiehe di qi, che si annullano per 
p, = q 2 ~  0; i termini, provenienti da H,  sono di seeondo ordine almeno, 
rapporto a p2~ q~. 

Eeeo un sistema analogo all' (1') del precedente paragrafo. 
Vediamo di adattare ad esso il eri•erio di instabilith~ ehe abbiamo ivi 

indicato. In primo luogo gli esponenti earatteristici fl,, fl, della soluzione 
p ~ = q ~  = 0 (supposti privi di porte reale~ e quindi della forma _+ ~ g - - 1 )  

dovranno corrispondere ad un valore di fl razionale (eommensurabile c o n  

) - f i ,  il T del easo generale essendo qui 2 ~ • 

Se si richiama la proprieth delle soluzioni periodiehe dei sistemi cano- 
niei (9) di ammettere due esponenti earatteristici nulli e due altri ~ e - - a  

27: 2 ~  
eguali e eli segno opposto (*), e si osserva ehe /~, y ,  f~, 7 sono in ogni 

(~) PmNox~fi, M$eanique e5leste, tom. I, n. i 69, 70. 

Annali di Matematica. Serie Ill', tomo V. ;36 
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caso esponenfi caratteristici della (10) (*), rieonosciamo intanto che il criterio 

di instabilit~ si trasporterh a quelle soluzioni periodiche (10), per cui 
~/--1 

2 ~ (Si dice in generale moto medio~ par commensurabile col moto medio ---fi . 

una soluzione periodica (10)~ l'aument% che subirebbe nell'unith di tempo la 
coordinata ciclica q~, qualora essa ,~ariasse in modo uniforme.) 

Proseguendo poi come a § 3~ si dovr~t immaginare eseguita sulle va- 
riabili p~ q~ una sostituzione lineare 

= c,, z + y, ) 
(8") 

i eui coefficienti (supposto ~ non hullo e quindi i due esponenti caratteristici 
distinti) sono gli integrali delle equazioni alle variazioni. 

Per la circostanza particolare che le equazioni (14), e cos'l le loro equa- 
zioni alle variazioni 

dp.2 ~ K d q~ ~ -  ~ K 
= ' ( 7 " )  

(*) Infatti le equazioni alle variazioni delle (10), oSservando la espressi0ne di F, si 
possono scrivere: 

d p~ d a I d ql 
d i = - - ~  p~' ~ t  =a~; 

d p~ ~ K e/q~ ~ K 
d t  - -a l  ~q2'  d t  =---a~ ~p  . 

La prima serve a definire Pl;  eliminando t dal secondo gruppo, a mezzo della seconda, 
troviamo le equazioni alle variazioni del sistema (14): 

~ . . . .  ° 

d ql ~ q~ ~ d c h 0 P~ 

Reciprocamente si passa da queste alle due anzidette, sostituendo a ql una variabile t, de- 

=: a t. Con ques~o cambiumonto di variabiti gli esponcnti ~l, ~ (cfr. POlN- finita da 

cArck, loco citaio, m ° 70) vengono moltiplicati per --~-. Dunque ~1--T", ~ ~ sono espo- 

nenti cacatteristici delte equazioni alle variazioni del duto sistema canonico. 
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sono eanoniehe, il cambiamento di variabili (8") d~ luogo al sistema (*) 

dx  OH H 
, (14') 

ehe g ancora canonico e rientra nel tipo (a). Si intende ehe la funzione H 
q u i a  ritenersi espressa per le x, y a mezzo deile (8'). 

Sia H~ la forma costituita dai termini di terzo grado e [H.,] il suo valor 
medio (rapporto a q,). N norma del § 3~ condizione sufficiente per l'instabi- 

lith della (14') si ~ che le due forme ~ [H~] O [till non ammettano fattori - '~x-  ' 0y 

comuni, o, eib ehe g lo stesso, ehe la [//3] sia priva di fattori multipli. Con- 
eludiamo pertanto : 

(~) Immagiaiamo inf~ti, come ~ sempre lecito, scelie le costanti di integr&zione ia 
modo che il valore iniziale di 

d D  
sia eguale all'unit~. Avendosi, per la forma eanoniea delle (7"), ~ -  ~= 0, sar£ D = 1 per 

qualsiasi valore di t. Ne eonsegue, in virgil delle (8"), 

~P~ _ ~Y 0P2 = ~ x  

c~1 ..... ~ x  = 0 P ~ '  c2~= ~ y  ~ p ~ '  

vatgono dunque le relazioni di JAcom e quindi x, y sono costanti canoniche. DoMe sen- 
z'altro le (14'). (Cfr. per es. TISSEaXND, M~canique c~leste, tom. I, n2 59.) Del resto nel 
c~so presente la verifica diret~a 6 immediata. Basra notate che la sostituzione (8 ~') in 
(14) d£ 

d x  dy  ~ H  
c11  + , 

d x  dy  OH c~,..~ql+ .............. 
• c2~ d ql O P~ 

e queste, risolu~e, divengono 

d x  
dq r  

dy  
dq.l 

~zz OH O~ 

Oil OH 
- O - . . . .  

0 H  
0x 

C. D. D. 
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Le soluzio~i periodiche (10), per cu~ ~ - ~  (~ O) ~ commensurabile col 

moto medio~ sono in stabili~ purch~ soltanto sia priva di fattori multipli una 
forma cubica [H~] (il cut calcolo dipende, nel modo detto, dai eoeffieienti della 
funzione caratteristiea F fino al terzo ordine al pih). 

Si vedrebbe in modo analogo (cfr. pag. 272) eh% se ~ = 0, la eondi- 

zione~ ehe assieura l'instabilit~.~ ~ ancora la medesima~ oppure ~3 IH.~J > 0. 

C'~ da avvertire che le c sono in quest'ultimo caso definite in modo 
alquanto divers% le altre lettere conservando perb lo stesso significato. I1 si- 
stema~ cut si perviene da ultimo 7 non g pih il (14')~ sibbene 

dx OH dy OH 
dql ~y dq~ ~x 

che non ha forma eanonica. 

§ 6. ~ OSSERVAZIONE GENER~LE CONCERNENTE LA STABILIT~k DELLE SOLUZIONI PERIODICttE~ 

CIIE DIPENDONO DA UN PARAMETRO. 

Torniamo per un momento sulla definizione di stabilifft di una soluzione 
periodica. In quella data a § 1~ ci siamo riferiti~ per maggior comodo, ad un 
sistema particolare di variabili. Volendo ora attribuirle una tbrma valida per 
qualunque sistema di variabili~ basterh evidentemente (col solito linguaggio 
cinematieo) enunciarla come segue: 

Sia Ho la posizione iniziale del mobile~ eorrispondente ad una soluzione 
periodica X, Ht ta posizione nell'istante t; /)0 e Pt abbiano analogo signifi- 
cato per una soluzione generiea S. 

La soluzione :~ sarh a dirsi stabile se~ scelto un numero positivo s arbi- 
trariamente piecolo~ ne esiste un secondo ~ tale che l a  distanza Pt  lit si man- 
tiene, per qualsiasi valore di t, inferiore ad ~, ogniqualvolta la posizione ini- 
ziale Po dista da IIo meno di v. 

La 2 g instabile nel easo opposto, vale a dire se, fissato ~ abbastanza 
piccol% tra le posizioni iniziali Po corrispondenti alte S, ve n 'ha  di vicine 
quanto si vuole a Po, per cut la distanza Ptl-It finisce col diventare, per 
qualche vah~re di t, ~-e. 
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Intesi su rib, prendiamo a considerare un generico sistema differen- 
ziale (1) e supponiamo che il sistema ammetta una serie ~ l  di soluzioni pe- 
riodithe %~ dipendenti da un parametro ~; i valori iniziali x~°)~ torrispon- 
denti a queste soluzioni~ essendo funzioni continue del parametro ~ (per es. 
in un intorno C di ~ = 0). 

Si fissi in un modo qualunque un insieme di valori/~' del parametro ~ 
tale the l'insieme derivato comprenda tutti i punti dell'intervallo C (per es. 
t'insieme tostituito dai punti razionall di C). Si ha il teorema: 

Le soluzioni ~ sono stabiti od instabili assieme atle ~ ,  (supposto che~ 
per tutti i valori ~' dell'insiem% quest'ultime si comportino hello stesso modo). 

Sieno per es. le soluzioni 2~, tutte stabili. Si tratta di far vedere the 
una generica ~o (dove ~to appartiene a C) ~ pure stabile. 

In primo luogo si pub trovare una 2~, vieina a 2e, quanto ti piace. Pre- 
cisiamo questa asserzione. Dieasi no la posizione iniziale eorrispondente a Zeo 
e II'o le posizioni iniziali~ eorrispondenti alle :~ ,  L'ipotesi fatta circa Vin- 
sieme /~' ci assitura th% in ogni intorno comunque piccolo di IIo~ cado.no 
punti H'o; ora ~ sempre possibil% scegliendo la distanza iniziale 1]'o Ilo abba- 
stanza piccola~ fare in modo ehe l-l'tl]t si mantenga inferiore ad un limite 
prefissato ~, per un intervallo finito di tempo; il periodo T per es. Imma- 
giniamo II'o (ossia ~') fissato in tal guisa. Le due soluzioni Z~o~ 2e, essendo 
entrambe periodiche (collo stesso periodo T)~ potremo toncludere 

II'c 11~ ~ ~,  (15)  
per qualsiasi valore di t. 

Dacch~ la soluzione Y.~, 5 stabil% seetto arbitrariamente ~-~, avremo 

- 2 (16) Pt II't < "~ ~ , 

per ogni S, la cui posizione iniziale I% dista da II'o meno di un certo limite, 

( the rappresenterb con 2 ~ e the evidentemente non supera .~-s • Dalla (15) 

(dove si intende seelto per ~ questo ~alore) e dalla (16) segue ag'evolmentc 
la dimostrazione della propriet~ enuneiata. Infatti, dato s, prendiamo ~ nel 
modo test~ detto e consideriamo un generieo Po, per cui 

La (15), per t = 0 ,  d~ 



282 L e v i - C i v i t a  : Sopra alcuni criteri 

quindi 
Po rI'o < 2 ~, 

con c h e l a  (16) rimane soddisfatta per ogni valore di t. 
1 

Confrontando colla (15) e tenendo presente che v ~ - e ,  si ricava 

Pt lit < ~, 

che 8 la condizione di stabilit~t della ~:,o. 
:Nel caso inveee~ in cu i l e  Y~e..sono instabili) si trov% vicino quanto si 

vuole a II'o) un qualche Po~ per cu i  Pt II't finisce colrassumere) in un istante 
almeno) un valore fisso; 2 ~ per es. 

D'altra parte l-It II't si pub ritenere (scelto opportunamente ~') piccolo a 
piacere~ per qualsiasi valore di t. Esistono dunque posizioni Po~ per le quali 

PtII t  raggiunge valori) vieini a 2 ~) pure quanto si vuole; in particolare 
quindi superiori ad ~. 

I1 teorema ~ cost completamente dimostrato. 
]~ chiaro che una propriet~ analoga sussiste per due o pih parametri. 
Cosl per es, se un sistema ammette una duplice infinit~ di soluzioni 

periodiehe 5 ~  corrispondenti ai valori /~) v di un certo campo C~ e si ha 
in C un insieme di punti (?'~ v')~ il cui derivato sia denso in C (eomprenda 
cio5 tutti i punti di C), le ~,~ sono stabili od instabili assieme alle 
~,¢;  ecc. 

CAPITOLO IV. 

h p p l i c a z i o n e  al p r o b l e m a  d e i  t r e  c o r p i .  

§ I. -- EQuAzlom DEL PROBLEMA RISTRETTO (*). 

Si suol chiamare ristretto quel caso particolare del problema dei tre 
corpi (punti materiali) che si attraggono secondo la legge di :Nr:wTo~)~ in 
cui il movimento ~ piano~ uno dei corpi ha massa trascurabile e gli altri 
due descrivono orbite circolari attorno al comune centro di gravitY. 

(*) cfr. Poi~c,~a~, M@anique c~leste, tom. I, n. ° 9. 
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Sieno S, J, P (Sole, Glove, Pianeta) i tre corpi; 1 -  ~, t~, 0 le rispet- 
rive masse. 

Si suppone~ come s'~ detto, che il moto kepleriano (non perturbato~ per 
essere nulla la massa di P) dei due corpi ~', J sia il pih sempliee possibile, 
cio~ che essi si muovano di moto circolare uniforme attorno al loro centro 
di gravit~t O:  La distanza S J rimane allora costante. 

Per sempiifiear% conviene assumere S J tome unit~ di lunghezza e di- 
sporre dell'unitk di tempo in modo che la costante f di GAvss si riduca al- 
l'unit~. 

Riesce cosi eguale ad 1 la veloeith angolare costante~ con cui la retta 
S J  ruota attorno ad 0 (*). 

Riferiamoci ad un sistema di assi mobili ~, ~, coll'origine in 0 e l'asse 
eoincidente con S J, la direzione positiva essendo per es. O J (:Fig. 5). 

L 
S -/~ 0 

," \ 
j j * ~  ,, 

~,4 J 

• s 

/ 

\v 

Fig. 5. 

\ t x  \ 
\ 

\ 

\ 
\ 

Le coordinate ~, ~ di S sono - - ~ ,  0;  quelle di J,  1---~t, 0. Designe- 
/ ' x  

remo con r, A le distanze P S, P J,  con v l'angolo P S J (contato nel verso 

('~) Infatti questa velocit£ angol~re (o moto medio) compete altresi al moto relatiw, 
di J rispetto ad S. Ora, fr~ il moto medio n, la somma delle masse rn 1 "b m~ di due corpi 
l'asse maggiore a dell'orbita e la cosiante f, si ha la relazioae fondamentale 

n = ~/  (ml~ m'2, 

Essendosi qui assunti m~ ~ m~, SJ cio~ a, ed f eguali all'urlitA~ risulta n ---- 1, gillsta 
_'asserto. 
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La forza, ehe solleeita P, deriva dal potenziale 

~ - v . +  t.- 
. . . . . . .  9 

r A 

e le equazioni del movimento sono 

dt~ dt  ~ + ' 

d,-~ d~ ~ (l---e- ~_) 
dt~ + b Y - - ' - - - - -  ~ ---7 - .  + " 

Passando dagli assi ~, v ad un sistema parallelo x, y coll'origine in S, 
si ha 

~ = x - - e ,  ~ = y ,  
e per conseguenza 

d 2 x d y  

dr" dt  

# y  + d x  
dt  ~ "~  - y- .~ 

essendosi posto 

z = - ~ +  +-i- = ~ -  + ~' ~x '  

+ 

(1) 

1 1 1 1 
x = r cos v. (2) U ~ A  r A r 

Consideriamo per un momento it moto non perturbato det corpo P, quello 
cio~, che corrisponderebbe a ~ = 0. Esso ~ evidentemente kepleriano e pub 
essere definito (rispetto a un sistema eliocentrico di direzione invariabile) dai 
suoi elementi ellittiei a (semiasse maggiore), e (eccentriciti~)~ ~ (anomalia 
media), v' (longitudine del perielio). I1 moto relativo rispetto ai nostri assi x, y 

possiede ancora gli elementi a, e, ~; solo la longitudine del perielio non 8 
pih ~', m a v  t, dacch~ l'asse x ha esso stesso la longitudine t. 

Le espressioni di x, y, in funzione di questi elementi ellittici relativi  

a, e, ~, ,a, sono senz'altro quelle ben note, relative alle coordinate elio(',en- 
triehe; la h)ro sostituzione in U db~ luogo ai ctassici sviluppi della funzione 
perturbatrice. 

Teniamo presente questo e notiamo d'altra parte che il moto eliocentrico, 

definite dalle (1), ~ dovuto al potenziale 1 + ~ U. 
r 
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Ponendo 

x ,=~ / a ,  x.. ~ ' a (1 - -e ' ) ,  Y , = G  Y ' , = = ' ,  

le equazioni (1) equivalgono, come si sa, al sistema canonieo 

dxt OF' dy'~ OF' 
d t = -  ' d t = ' 

dx~ 0 F' d y ' ~  0 F' 
dt . . . .  Oy: '  dt  ~x,. ' 

il quale ha per funzione caratteristica (quella corrlspondente al mote non 

pih la energia pn- 

dove 
1 I F= p' + Y (  +q3- U' 
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perturbato - -  che i~ la costante delle forze rive 1 
x, 

tenziale delle forze perturbatrici - - ~  U; dunque) 

1 
F - - - - - F ' - - x ~ =  '2x~ ~U. 

Introduciamo, al posto di y'2, la variabile y2 = ~ = y ' ~ -  t. Le equa- 
zioni rimangono canoniche, purch~ si sostituisca ad F '  

1 
F =  '2x~ x2 - -~U.  

Per quanto s'~ osservato, quest'ultima funzione dipende soltanto dagli 
argomenti xt, x2~ yL, y2 (non esplieitamente da t). 

Dovendo in seguito eonsiderare valori dell'eccentricit~ vieini a zero, la 
scelta delle variabili preeedenti non ~ opportuna, perch~ la funzione F cessa 
di essere olomorfa, quando x, ~---x~. 

Si gira la difficolt~, adottando le variabili 

p, = x,,  q, = yt + y~ ; 

p~.-~-~2(x,--x~)cosy~, q~: -=- -~2(x , - - x , ) seny~ ,  

colla quale sostituzione non si altera la forma canoniea, mentre F diviene 
funzione regolare dei nuovi argomenti. 

Avremo in definitiva le equazioni 

dp, OF dq~ ~F ( i = 1 ,  2), (1') 
dt = - - O q , '  dt =~p-~ 
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la funzione U, definita dalla {2), dovendosi, bene inteso, ritenere espressa per 
le pi, ql. 

L'effettivo ealeolo di questa espressione (della quale ei oecorreranno pih 

innanzi i primi termini) si farh rieorrendo ai noti sviluppi di 1 ,  r cosv ,  
r 

1 in funzione degli argomenti a, e, ~, % e passando pot alle nostre varia- 
h 

bili mediante le relazioni 

p, = ~ cos % q~ ~ - -  v sen % 

1 

(4) 

= 12  /a(1 (5) 

che si raccolgono immediatamente da quanto precede. (I radicali, non oc- 
corre dirlo, si intendono presi in valore assoluto.) 

Si nofi ehe ~ ~ funzione regolare d i e  nell'intorno di e-----0 e si annulla 
con e. Infatti 

1 

,7 = 12 (~la-- ~/a ( i -  eO) l ~---~ 
1 

__  _ _  1 e~ 

Si pub anche dire ehe ~ ~ la radiee positiva delt'equazione 

.,~4 ~'_ q -  e' = 0 (5') 
4a  ~]a--  

ehe si annulla con e. 

§ ~ ,  - -  SOLUZIONI PERIODICItE PROSSIME AD UN MOVIMENTO CIRCOLARE UNIFORME. 

Per ~ == O, l'integral generale delle (1') 

p , = p ' ,  q , = ( n - - 1 ) t + q :  ( n = p :  ~) ,  

p, ~ p~ cos t - -  q~ sen t~ q, ~ p~ sen t + q~ cos t. 
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Le oo' sotuzioni, in esso eontenute, eorri.spondono ai movimenfi keple- 
riani di P (nel piano dell'orbita di Giove). E appena necessario osservare 
ehe~ essendo q, ~ ~-{-~ la longitudine media rispetto ad SJ~ n -  1 rappre- 

8 

senta il mote medio relativ% taleh~ n =:__pO , designa~ come d'abitudine, il 
mote medio assoluto. 

Consideriamo in partieolare le oo' soluzioni 

p, =qR, q,=(n----1)t, p,----q,----O, (6) 

ehe si ottengono prendendo p~ ~-- 0, qo ~ 0, q O ___ 0 (la qual ultima eondizione 
affatto inessenzialo equivale a scegIiere l'epoca di una eongiunzione per ori- 

gine del tempo), e serivendo ~/R per p~. 

Le (6), ehe sono evidentemente soluzioni periodiehe di periodo -9.~: 
n 1 '  

definiseono movimenti eireolari uniformi: Basra notate ehe, dall'annullarsi di 
p~, q~, segue e ~ 0, e quindi l'ellisse kepleriana di semiasse maggiore (po).. si 
riduee al eerehio di raggio R. 

Dalla superiore espressione dell'integrale generale segue immediatamente 

che i due esponenti ~caratteristiei non nulli di una generiea (6) sono ± ~,/-- i. 
Per ? positive e abbastanza piccolo, il sistema (I ' )  possiede soluzioni 

periodiche :~t*, vicine ad una qualsiasi (6), almeno se 1 n - - 1  non ~ un nu- 

mere intero. 
Rappresentiamo infatti con 

/~ = ~ (t; p?, po, qo, qo; t~), 
( i =  1, 2), 

q ~ = ~ ( t ;  po, p~, q?, qO; t~) 

l'integral generale del sistema (1') e notiamo ehe le soluzioni periodieho di 

periodo ~ ~ n -  1 - ~  z" s o n o  caratterizzate dalle equazioni 

~, U---i-t-T; P~, P~, q~, '-1~; ~- - -p~=O, 

) 
~ , ~ n _ l + ~ ;  po, p~, qo, qo; ~, - - p ~ = o ,  
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I primi membri detle due ultime equazioni si riducono, per ~. ~ r ~ 0, a 

27~ ) 2"z 
p~ cos n - - 1  1 --  q~ sen n---~T' 

l 

n--~-- i- + q~ cos n - - 1  1 ; 

quindi il lore determinante funzionale, rispetto alle variabili p~, q~, vale 
~ ' t  ~ 1 

2 1 - -  cos n - -  i )  = 4 sen * n - - 1  > 0, daoch~ si esclude the ~ sia un nu- 

mere intero. 
Codesto determinante funzionale, ehe ~ funzione continua del parametro, 

rimane diverse da zero per ~ abbastanza piccolo, talch~ le dette equazioni 
si possono risolvere rapporto a IP~, ~/~. 

Portiamo le espressioni~ che cosl si ottengono per p~, q~ (in funzione di 
p~, q O r~ ~)~ nella seconda equazione 

V~,-- q°,-- 2 ~ = 0. 

Potremo risolvere rispetto 

primo membro dell'equazione 

+, ) O--~-=n--1  • 

a r,  poich~ non si annulla la derivata del 

rapporto a questa variabile {per O, 
k 

Delle equazioni di condizione rimane oramai soltanto la prima~ 

~, - -  ioI = 0 ,  

e questa, coi valori trovati per p o, qo, r,  risulter~ identicamente soddisfatta. 
Infatti il sistema (1') ammette l'integrale 

F - - - - - C  

(]a C si suol ehiamare costante di JACOBI) e la equazione F ~ - - C  si pub 
risolvere rapporto a p,, per tz abbastanza piccolo (cfr. § 5 del capitolo an- 
teeedente). 

Siam cosl fatti certi ehe pi riprende il valore iniziale, ogniqualvolta eib 
accade per le altre tre variabili p2, q~, q, (quest'ultima a meno di un mul- 
tiple di 27:). La condizione ~,- -p~ = 0 ~ dunque una conseguenza delle 
altre, giusta l'asserto. 

Questa diseussione ci apprende non soltanto ehe esistono per il sistema (1') 

periodiehe 2~ vieine ad ogni (6)(r i tenuto 1 ) 
% 

soluzioni n - - 1  non intero ; ma 
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pih preeisamente cheve  n'ha o¢'- (*), essendo lecito scegliere arbitrariamente 

i valori iniziali di qo po (quest'ultimo in prossimit~ a ~/R), cio~, potremmo 

anehe dire, il momento di una congiunzione e la eostante di JAcoBI. (If va- 
% 

lore di tale eostante per una Soluzione (6) ~ evidentemente ~--[-~'R..) 

Se si suppone R < 1, alle Y't, vieine competono orbite ehiuse, interne 
al eerehio di raggio 1 (orbita d i  Glove); si tratter~ quindi, con linguaggio 
astronomico, di un pianeta inferiore; per R >  1, si avranno evidentemente 
pianeti superiori. 

Abbiamo osservato pih sopra ehe gli esponenti earatteristiei (non nulli) 

d'una generiea (6) sono -+_ ~/-------1; quelli d'una Z~,, per i piceoli valori diF,  

saranno vieini a --+ ~,/--1 ed essi pure, si intende, puramente immaginari, 
perch~ devono essere ad un tempo eoniugati e di segno opposto. Rieono- 
sciamo di qua che, tenendo eonto soltanto della prima approssimazione, le 
soluzioni ~ appariseono stabili. Perb, appoggiandoci ai preeedenti capitoli, 
ci verrk fatto di dimostrare con tutto rigore ehe una parte almeno di esse 

certamenie instabile. 

§ 3. ~ INSTABILITY. DI QUESTE SOLUZIOI~I. 

2 

( A.ttribuiamo nelle (6) al raggio R un valore della forma 1 + 

h designando un intero, positivo o negativo, primo con 3 (e diverso da 

3>o). 1, - - 2 ,  per modo ehe 1-[- h 

Sar~ 
3 

-~- 3 
n = R  = 1 +  T , 

(*) Cl'r. PoINCt~l~fi, MScani~lue cdleste, tom. I, n. ° 43. L'A. si riferisce alle variabili 
xi, yi del paragrafo precedente. Siccome le (6) corrispondono a valori x~, y~, per i qu~di 
la /," delle equazioni diiferenziali (1') non 6 regolare, cos[ non sarebbe stato a priori giu- 
stificato richiamarsi senz'altro al risultato del sig. Po~Nc~a~. 
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e quindi 
i h 

n - 1 = ~-" (7) 

Intesi ehe R abbia un siffatto valore, prendiamo in esame le soluzioni 
periodiche~ vieine alia corrispondente (6). Dal paragrafo precedente siamo 

1 
fatti cerfi della loro esistenza~ poieh~ i ~ - i  non 5 intero. Ponendo 

! 

( p~ = ~/'~ + ~ =  1 + ~ -  + ~ ,  

possiamo anzi ritenere ehe ad ogni eoppia arbitrariamente prefissata di va- 
lori di t~ e v (purch~ abbastanza piceoli) e ad ogni h eorrisponde u na solu- 
zione periodica ~-F,.~' del sistema (1'). (Dieo una, e non ~ ' ,  convenendo di 
preseindere dall'arbitrarietk di q o eoll'assumere per es. q ~ 0 . )  

Le traiettorie del sistema (1') sono definite (§ 5 del eapitolo preeedente) 
dalle equazioni 

dp. 0 H d q~ __ 8 H 
- - ,  (8) d qi ~ d 7~ 8 p~ 

dave H designa la espressione di p~ in funzione di p2~ q~ q~ che si ottiene 
risolvendo la equazione 

F - =  -- C. 

Ad ogni soluzione periodica Z,h,~ del sistema (1') fa riseontro una solu- 
zione, pure periodica, ~v  delle (8). 

Per provare la instabilit~ delle Y,~,~ ci basterb, accertare quella delle fl1~ 
rispetto alle traiettorie~ cui compete lo stesso valore 

1 
2 (qR + ,,)~ 

di C. ~ necessario percib studiare la funzione H. Essa viene~ come s'~ detto, 
definita da 

1 1 ~ ,., 1 
+ ~ / R +  ~ = o ,  

ed ~ precisamente quella radiee p,, che si riduce a ,,/R per /~-~p~-----q~=O. 
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Si rieonosee senza diffieoltk ehe, quando/~ = 0, l 'espressione di p, si pub 
presentare sotto la forma 

~,tR + ~ q~, (~) 1 1 
n - -  1 1 1 + v ~ (v) I ~" + ~' n (n~, ~), 

dove, a norma delle (4), ~* sta per p] + q], n ha il valore eostante (7), 
e ~ , ,  ~ ,  ~ designano serie di potenze degli argomenti  indieati. 

Immaginiamo di sviluppare H per potenze ascendenti di t~ e poniamo 

H = H ( ° )  + , ~  H (~) + . . .  

A.vremo ehiaramente 

H (°) = (p,),,_-o ---- \/R + ~ ~, (~) 
1 1 

n - - 1  l l + v ~ ( v ) ! ; ¢ + v ' ~ ( v  ~, v), 

'/,L=O 

Per  ~ ~ ~ = 0, l 'espressione di H 

~/~ 1 1 ( p ~ + q l ) + . . .  
2 n - - 1  

+ ~] ----- 1 mostra the gli esponenti caratteristici de]l'orbita dreo]are ~o sono - ........ 
n - - ]  

(Questo de] resto potevasi prevedere, ricordando in generale che, se T e -+ 
sono periodo ed esponenti earatteristiei di una so]uzione periodiea de] si- 

- + ~ T  
sterna (1'), 2---~-- sono gli esponenti earatd;eristiei per ]a eorrispondente so- 

]uzione del sistema (8).) 
Cib posto, ]a trasformazione (eorrispondente alia (8)de] paragrafo ante- 

cedente), atta a far 
~ = ~  = 0 )  

passare dal sistema (8) ad uno di ripe (a), ~ (per 

he ,  h qi qi qi 
p~ = X COS - - ~  n - -  1 y sen n - - 1  = x cos - -  y sen --~-- • 

q ~ = x S e n n _ q t l  + y C O S n _ _ i  q' - - - - - x s e n ~ q " + y c ° s - ~ "  
(9) 
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In generale essa si potr~, rappresentare con 

p~xleosh~q3~+c,,l--ylsenh-~q3'--c~, I -t-t~?, t 

q'=xlsenh~q3~+c"t-[-Yl C°Sh~+c"l+~'*, ! 
(10) 

le c essendo funzioni di if,, ehe si annutlano per a ~ = 0 ;  t~?, ~% le 
espressioni di p~, q2 nella soluzione periodiea f t~ .  

Immaginiamo di attribuire ai parametri t~, ~ dei valori t-"~ ~', pei quali gli 
k' ~ /"  1 

esponenti caratteristiei della !1,7~,,,, sieno della forma ~ ,  con k' e k nu- 

meri interi. 
L'insieme t eostituito da questi valori tz', ~', B t a l e -  notiamolo b e n e -  

chc il suo derivato contiene tutti i valori reali abbastanza piccoli di ~ e ~. 
Conveniamo, per maggior chiarezza t di designare con @ il risultato 

della sostituzione (10) in H;  con ©lo~, @(o etc. i eoeffieienti dello sviluppo 
di @ in serie di potenze di e;  infine con ©~t @~ol, @~i13 t.-. t'insieme dei ter- 
mini di @t ©{o, @o),... di terzo grado rapporto ad x, y. 

v~ sarB instabile se il valor medio & tenore del precedente capitolo, una -~,.~. 
di ©~ non ha fattori multipli. Questo valor medio si riferisce evidentemente 
alla variabile q,, di cui © B, at pari di Ht funzione periodica: I1 periodo 
non B perb in generale 2 =, come nella H, sibbene soltanto 2 lcm Lo sarB 
6 k 7= (*) a pitt forte ragione e a noi bastertt verificare che non ha fattori 
multipli la forma 

6kz 

6 k ~  
0 

Si ha 
@~ = ~o) + t~ '~'~ + " ' ,  

ma .9~ °) ~ identieamente hullo. 
Infatti i termini  indipendenti da t~ in .9 provengono da H¢ °~ mere~ la 

sostituzione (10), in cui, bene inteso, si ponga t~ = 0~ sostituzione, che risulta 
con eib lineare ed omogenea. 0ra  HCo) ~ funzione soltanto di v~ = p ~  + q~. 

(*) Si 6 triplicato il periodo, per poter senz'altro risguardare funzioni periodiehe anohe 

se r l  

alquanto i ealzoli. 
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Quindi ©co) non contiene termini di grado dispari in x,  y,  e in partico- 
lare ,5 ~°) 0. 

La  funzione g~l) ~ a sua volta sviluppabile in serie di potenze di ,~: 
Sia ~,~1) il termine indipendente da u. Per t~ e ~ abbastanza piccoli, ]a con- 
dizione che sia privo di fattori multipti il valor medio di ©3 si trover~ evi- 
dentemente verificata~ qua]ora cib accada per il valor medio di ~,~i~. 

Dimostreremo nel paragrafo seguente che 

--- o .  (x,  - 3 x y , ) ,  

dove 0 ~ una funzione della sola R, the non si annuUa per i valori di R, 
che qui si considerano. 

La forma cubica 

x' - -  3 :c y '  = x (x + ~/gy) (x - -  ~]3 y) 

non possiede evidentemente fattori multipli; di qua risulta la instabilit~t delle 
-h (purch~ soltanto t~', ~' sieno abbastanza piecoli). soluzioni ~.~. 

L'insieme (t~', ~') ~ tale, come s'~ osservato, che il suo derlvato comprende 
tutti i valori reali (appartenenti ad un certo intorno di t~-----O, ~ ~ 0); dunque: 

Per ~ e ~ abbastanza piccoli, ogni soluzione periodica Z~',~ ~ necessaria- 
mente inslabile. 

Si pone ora la questione : Queste <~* di accer'tata instabilit~ esauriscono z'¢k~ v 

tutte le soluzioni periodiche prossime a movimenti circolari uniformi, o ne ri- 
mangono escluse, e quali ? 

Dal paragrafo antecedente risulta che (a prescindere dalla inessenziale 
arbitrariefft di q~, e supponendo che il parametro t~ abbia un valore fisso ab- 
bastanza piccolo) vi hanno c~  di tall soluzioni, le quali rimangono univoca- 
mente determinate dal valore iv°~ della variabile p~. 

Per rispondere alla domanda, tests formulata, basra evidentemente esa- 
minare quale sia l'insieme dei valori di p~, ehe corrispondono atle nostre 
Z~ .  Per  una generica di esse, si ha 

I -~- 

Se non vi fosse la limitazione del ~ abbastanza piccolo, fissato ad arbi- 
trio un valore di h (primo con 3, e non --  1, ng - -2 ) ,  se ne trarrebbe, faeerld,) 
variare ~, l ' intera categoria delle soluzioni periodiche prossime a movimenti 
eireolari uniformi. In fatto perb ]a nostra dimostrazione impliea ehe ~ non 
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superi (in valore assoluto) un certo limite, variabile in generale con h, the 
rappresenterb con ~h. A. rigore dunque rimane provata la instabilit~ di quelle 
soluzioni periodiche soltanto) il cui fo~ cade entre un qualche intervalto 

1 1 

I1 massimo 

1 

( di 1 + si ha per h - ~ -  4, il minimo per h =  1; al 
1 

( crescere indefinite di h, per valori positivi o negativi, i punti 1 + 

convergon% dalla sinistra o dalla destr% al ~.alore 1. 
Riferendoci al case limite ? = 0, le orbite circolari~ per cui po si trova 

compreso nei dettf intervalli~ ricoprono tante piccole corone Z,, di raggio 
2 - g  

m°aio ÷ 
1 1 

3 3 t~ 

I + i 
Per quanto precede, noi siamo in grade di affermare che sono instabili 

le soluzioni periodiche vieine ad ognuna di queste (*) circonferenze. 

(:~') Possiamo caratterizzarle, dicendo cho. il lore mote medi0 5 vicino ad un numero 
3 

della forma 1 + -~ .  ,k questo proposito cade in acconcio la seguente osservazione. 

Nella Nora Sur le probl~me restraint des trois corps (Comptes ReMus, 23 luglio 1900) 
le soluzioni periodiche, di cui si pub rigorosamente prorate  la instabilitY, sono designate 

3 
come vicine alle orbite circolctri aventi per mote medio un numero della forma 1 + ~ .  Se 

si bad~ alia eircostanza ehe clues~e sotuzioni vieine dipendono, oltre ehe da i~, datl'al~ro 
p~rametro p~, apparisee chiaramen~e che le sotuzioni periodiche vicine ad un date cerchio 
(riducentesi cio~ ad esso per variazione continua dei parametri) possono dirsi con eguat 
ragionQ vicin~ ad ogni altro cercMo di una zona abbastanza piccola attorno al primo. 

I due modi di dire sono dunque equivalenti: Quello qui adottato mi pare preferibile, 
3 

perch~ i valori 1 + ) ~  non vengono (sia pure nell'enunciato soltauto) ad assumere posi- 

zione particolare rispetto ai valori eontigui. Che un carattere ari~me~ieo non abbia re- 
lazioni essenziali con propriet~ d'indole qnalitativa ~ cosa del resto ben naturale. E so 
i[ successo della presente ricerca sembra dovuto a eer~a ipotesi di commensurabilith, ci5 
dipende puramente dell'artitizio dimostrativo, cui sono ricorso~ in maneanza di metodi pi~t 
diretgi ed effleacl. 
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In definitiva vien messa in luce la esistenza di zone di instabilit~t~ le 
quali si addensano intorno all'orbita di Glove. 

ben probabite ehe le soluzioni periodiehe del nostro problema sieno 
tutte instabili, o~ in altri termini~ che la regione di instabilith oeeupi l'intero 
piano. Ma le eonsiderazioni 7 istituite finora~ non ci autorizzano ad affermarlo: 
~emmeno possiam trarne aleun ragguaglio sull'ampiezza degl'intervalli ")h. 
Questo solo si sa~ ehe sono diversi da  zero. 

Esempi. Dalle tabelle del sig. J .  MtSC~RT (*) si rileva che i tve aste- 
roidi | 6 7  Urda~ $ 4 ~  Ida~ 39~} posseggono un moto medio vicino a du(~ 
volte e mezzo quello di Giov% mentre tanto le eeeentricifft, quanto le ineti- 
nazioni sono assai piccole. 

:Per ognuno di questi pianeti~ si potranno scegliere t~ e ~ in modo che 
la corrispondente soluzione periodica Y~ abbia earattere di orbita interme- 
diaria. 

La aeeertata instabilitb, delle ,~2 fa presumere quella del movimento reale 
dei pianeti. 

5 
Anehe il pianeta | $ 8  Menippo ha un moto medio assai vieino a ~- ,  

ma la sua eccentrieiti~ e ]a sua inelinazi0ne sono forse un po' troppo forti~ 
perehb le preeedenti considerazioni si possano ritenere senz'altro applicabili. 

4 .  ~ SVILUPPO DEL CALCOLO) SU CUI RIPOSA LA PRECEDENTE DIMOBTRAZIO~NE. 

Avviamoci a calcolare effettivamente il valor medio [,~'~)]. 
In primo luogo b da osservare ehe i termini di ~t~) sono di duplic~ 

. ¢ "  3 

provenienza: da It(°) e da H(~). 
Chiamiamo M la somma dei primi~ N quella dei secondi e poniamo in 

conformitk 

Calcolo di [M]. 
Pongas i  nelle (10)  ~ = 0. 

,~,(i) = M + .N. 

(*) Les orbites des petites planOtes ra'l~portdes d l'orbite dc Ju2~iter. (Bttllctill AstroHo- 
mique. Tom. XVI~ 1899.) 
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Le c,,, c,~,.., quando si fa ~ = 0 ,  contengono V- a fattore. Diciamo 
c,,~ c~, . . ,  i coefficienti della prima potenza di /~; del pari designiamo con 

e ~ i termini indipendenti da ~ e ~, in ,% ~. 
Avremo, mettendo in evidenza soltanto i termini iudipendenti da ~ e 

quelli di primo grado in ~, 

1)~---- x c o s - g - - -  y sen + W f c .  x '{-(: , ,y ' ,  +~ '~A""  " "  

h~q3 ' h q , - - q , = x s e n  + y cos - ~  + ~ I c,, x + c~ y l + ~ ~ + . . . , 

e di qua, quadrando e sommando, 

COS 
(11) 

dove Z ~ una forma di secondo grado in x, y. 
Daech~ 

1 1 s ' + ~ ' ~ ( s ~ , 0 )  
(P,)~=,=o --= H ' ( ° ) =  VR 2 , - ~  (12) 

l'espressione di H(°) per v = 0, quando si eseguisce ta sostituzione (10) e 
si immagina di sviluppare per potenze di ~, il coeffieiente della prima po- 
tenza di ~ vale, in virth della (11), 

d ~r~ ].~=~+y~. 

II primo fattore eontiene soltanto potenze pari di x, y. I termini di 
terzo grado del prodotto provengono tutti dal moltiplicare la parte quadratica 
del primo fattore per la parte lineare del secondo. Risulta cosi 

Se si tien presente the ~ e ~-sono funzioni periodiehe, di q,, di pe- 
riodo 2 ~, si vede subito che lo sviluppo di M in serie trigonometrica del- 
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~ s  l 'argomento ~ non contiene termine indipendente da ~ (*) e quindi 

6k,~ 
. .  

1 j Mdq ,  = O. [ / 1  = 6 
0 

Calcolo di [.N]. Per definizione, N ~ t'insieme dei termini di terzo grade, 
che provengono da H (t), quando vi: si faecia 2, = 0, e si eseguisea la sosti- 
tuzione (9). 

H (~) dipende dalla funzione perturbatrice U, di eui noi non possediamo 
ancora la espressione in coordinate p, ,  p2~ q,, q~, ma soltanto (e questo di- 
ciamo pensando alia (2) e agli svihppi elassiei, che richiameremo ben presto) 
per mezzo degli elementi ellittici, a, e~ % ~. 

Quali sono~ in base alle (4), (5), (9), (12), i valori di a, e, ~,, ~ da in- 
trodursi in U, per averne la espressione in termini di x, y, qi ? 

In primo luogo le (9) danno 

P~ + q~ = ~, = x ~ + y~, 

quindi~ per essere ~]a-~-p,, baster~, porre~ in _p,~ ~ =  ,~ = O~ con the risulta, 
in virtfi della (12), 

- -  1 l ,~ "4" , '  ~ (,~, 0).  (12') 

La (5'), che pub essere scritta 

t °'1 e ~-~- ~'~ 1 ~ - - - - - -  , 

ove si sostituisca per ~/a questo valore~ porge 

1 

e R * = , I 1 + , *  ~( , ' )  ], (13) 

designando al solito una serie di potenze. 

_ m 

(*) :[nfa~i, essendo un termine generico dello sviluppo di % ~ della forma sen m 't~ 
COS 

(con m in t e r@ i prodot t i  sen h q~l sen m ql dan luogo a somme di seni e eoseni degli a t -  
cos 3 cos 

gomenti  m 4 -  71; e ~ -  non 6 mai eguale ad un numero intero. 
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Per il nostro scope non oceorrono separatamente le espressioni di v e 
~ ma bastano quelle della somma ~-{-~, che non ~ altro che q,~ e delte 
combinazioni 

e m c O s m ~  e m s e l l m ~  

dove m designa un intero positive. 
Partiamoci dalla identit~ 

e m (cos m ~ -~- i sen m ~) - -  (e Ei~) m 

(per evitare aml)iguith~ si designa con E la base dei logaritmi naturali), e 
scriviamo nel secondo membro q ~ - - ~  al posto di ~, sostituelldo per e il va- 
lore (13). Yerr~ 

e m (cos m ~ + i sen m ~) = R 

In virth delle (4) e (9), 

rtZ 

4 [ 1 + ~ ~ (~) I m E~'~ ' ('~ E-i~) m. 

ih~ 

per conseguenza 
_ ~2! t 

x l e o s m ( l +  h ) q , + i s e n m ( l  + h ) q ' l ( x T i y ) ' ~ ,  I, (14) 

da cui si traggono le relazioni cercate~ scindendo il reale dall'immaginario. 
Cib posto~ prendiamo a considerate la funzione perturbatrice~ incomin- 

ciando daI termine principale 
1 

1 - -  T = l l + r 2 - - 2 r c o s v ]  ~ 

Supponendo r diverse da 1, si ha lo sviluppo (*) 

o o  

1 1 A~9) eosj  v, 
- - O 0  

in cui 
A?) (r) _ - -  (r). 

(+) Circa Ie propriet£ di queste funzioni .~jA c°), cfr. T1SSEI:¢AND, Mbcani(jue cbleste. Tom. I, 

Cap. XVII. 
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Ponendo 

troviamo subito 

r = a ( 1  +x) ,  

v = q , +  r, 

a ~ d p A~o) = ..~. ( a )  

a? )  (a) p ! d a ~ 
] = O, -4-- 1,...) 
p ------: O, t , . . .  

, ( 1 5 )  

__l =--1  ~ ~ j  .,47). (a) x ~ e o s j  (q i  -~- Y) = 
A 2 o - - ~  

= 1 2  ~v__~J AS. ~)(a){eosjq ,  x ~cosj Y - - s e n j q ,  x"sen j  Y I '  

1 1 1 

r a l + x  

- - -  r cos v = -- a (1 @ x) (cos qt cos r --  sen q, sen r). 

1 
Si sa bene the, nelle espressioni di x~eosj  g, x ~ sen j  Y, 1 -t- x 

un termine generico g del ripe 

c em' cos  
s e n  

dove c g un eoeffieiente numerieo, m' = I m  l-t- un numero pari positivo (*). 
Daeehg 

1 1 
r e o s  v 

H ( i )  = a r 
3 
2 a -- 1 

~ ,  per e e g, 

e, in virth della (12') e della (7), 

1 1 
3 3 
2 2 ct - - 1  R - - 1  

h 

(con ~t serie di potenze), le sostitazioni (123, (13), (14) in  H(O potranno 
dar luogo a termini di terzo grade in x, y, solo quando si eseguiseano sopra 
termini di primo o terzo grade, rispetto ad e, i quali vanno cercati helle 

(*) Ibidem. Tom.  I, n. ° 93. 
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eombinazioni 
e cos~,  e sen~;  

e 3 cos ~, e 3 sen ~; 

e 3 cos 3 ~ e 3 sen 3 ~. 

Dai primi due gruppi, come appare dalle (13) e (I4),  possono bensl pro- 
venire termini di terzo grado in x, y ;  ma questi necessariamente contengono 

~ " =  x * +  y* a fattore, e i l  loro valor medio risulta identicamente nutlo. (Pet- 
la stessa ragione, per cui s '~  trovato [M] = 0.) 

Rimangono i termini in e 3 cos 3 ~, e ~ sen 3 ~. Vediamo come entrano in U, 
1 

esaminando dapprima l 'addendo ~ . Lo sviluppo di questa funzion% e cosi 
r 

1 

r , contiene soltanto termini della forma : funzione di a x em' x cos m ~. di .2 
3 a - - 1  

Per  m = 3, il cambiamento di variabili (12'), (13), (14) d~ evidentemente 

luogo ad espressioni di valor medio hullo. 
Lo stesso nan avviene per gli altri due addendi di U; ci ~ d'uopo ana- 

lizzarne la s trut tura a lquanto pitt addentro. 
Dagli Annales de l'Observatoire de Paris, Tom. I, 1855, pag. 346-347, 

desumiamo the  

c o s  j Y 

sen j  y =- 

x cos j :~ == 

T 3  e' cos 3 ~ "k-' " ' ,  

6 ] -~ 8 j  3. e3 sen 3 ~ + . •, 
24 

3 + 4 j  ~ e ~ c o s 3 ~ + . .  , 
8 

X senJ Y ~ - -  

X COSJ  Y---~ 

x sen j  Y----- 

X COS~] Y ----- 

X 2' COS j Y ----- 

x "  s e n  j r ---- . . . . . .  

• 

~ '3  e 3 s e n 3 ~ +  " ' 

! e ~ ¢ o s 3 ~ + . .  , 
2 
1 . 
~ 3  e~ sen 3 g - { - . . ,  

1 
e 3 c o s 3 ~ . + . .  , 

4 

. . . . . . . . .  ( p >  3), 

(p > 2) 

(]---- O, -+- 2 , . . . ) ,  
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essendosi messi in  evidenza soltanto i termini  della forma e 3 cos 3 g ,  
e a sen 3 g. 

1 
Usufruendo di queste formule, quelle,  t h e  esprimono ~- ,  - -  r cos v~ danno 

1 = ± e~ cos 3 ~ :Z~ eosj  q, ~ j ~  A~. °) (a) - -  
A 2 --~ 

3 + 4j '  A~I ) (a) + 1 1 A~a) 1 8 -~ AJ.2)(a) - -  -~ • (a) 

1 eS sen3  ~ ~5  s e n j q ,  1 26] + 8j '  
- -  7 - ~  2 4  ..... A;9) ( a )  - -  

9 . 1 . l - -  V 3 AJ.!) (a) + - ~  3 A(~) (a) , + " "  

3 7 
- -  r cos v ----- - -  -8- a e s cos 3 ~ cos q, -]- ~ -  a e 3 sen 3 ~ sen q, + . . . ,  

i termini  omess i  non potendo recare ¢ontributo.. aleuno al nostro [ N ]  
Dalle (12') e (14) segue ehe dobbiam porre 

a = R, (12") 

t e ~ cos 3 ~ = R ~I ( x3 - -  3 x y') cos (3 + h) q, - -  

- -  (3 y x' - -  Y0 sen (3 + h) q, 1, (14') 
3 

- -  } 
e 3 sen 3 ~ = R 41 ( x3 - -  3 x y')  sen (3 + h) q, + 

+ (a y x' - -  y0 cos (3 + h) q, I. 
1 

- -  - -  r c o s  v 
A 

[N] si presenta per tanto come il valore medio di 8 , dove 
b - -  

2 
a - - - 1  

1 beninteso ~ ,  - -  r cos v si r iducono alta parte test~ scritta~ mentre  a, e s cos 3 ~ 

e ~ sen 3 ~ hanno i valori (12")~ (14'). 
Dopo eib troviamo immedia tamente  

3 

[N] ~ 2 (n -- 1) 4 24 A~ °) (R)  Jr" 

+ l  3 + 4s'~ 9 1  ( i  1 IA(~ ) S + ~ - s  A(~ ~ ( R ) + I ~  ~ s ( R ) - -  

J Ai ~ ) ( R ) +  ](z~ a y,), - -  - -  B s  - -  x 
4 

Annali di Matematica, Serie III, tomo V. 39 
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dove s sta per 3 + h e B, ~ hullo, se s non ~ eguale a -+ 1, mentre 

( 3  7 )  1 R ,  B , ~ -  - - ~ + ~ -  R - -  12 

( 3 7) ~R. 

Espressione di [~9'(311]. Ponendo per brevit~ 

5 s~ 26s + 8 s  a 3 ~ 4 s  ~ 9 co=x- ~4 , c,= --g---A--gs, 
1 1 1 

c~---- '2 9 s7 c , - - - - - -  ~-; 

(~ (R) = 

3 

R 4 
(n - -  1) I c° A~°) (R) + c, A~ 1) (R) + c~ A~ ~') (R) + c3 A~a)(R) + B, t, 

si ha in definitiva 
[~'i '~] = o  (R). ( x , -  3 x y,). 

Studio della funzione e. Si tratta di dimostrare e h e l a  funzione 0 di R 
2 

non si annulla 7 quando R ha un valore del tipo 1 + -~ ~ , 

dove s ~ come h~ un numero intero primo con 3, positivo o negativo. (Sono 

soltanto da eseludersi i valori s-------1~ s-----2, eorrispondenti a h ~ -  1~ h - - -  2, 

) per eui risulterebbe n ~ - ~  < 0. 
s - - - 3  

Cominciamo coll'osservare the, per definizione, A~ °) (R) (s > 0) ~ il coef- 
1 

ficiente di cos s v nello sviluppo in serie trigon(,metriea di 
\/1 + R ~ -  9 Reosv 

~/1 -t- R ~ - -  2 R cos v 

1 1 

i 1 1 +  -- 9 ~-eosv 

La identith 

eguagliando i coefficienti di cos s v nei due membri, porge 

1(1) 
A!. °) (R) = ~- A~ °) ~ , 
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o, ponendo per brevit~ 
1 

A? (R) = ~ A?)(p), 

con che i valori delle A(~ °l (R), per R > 1, sono espressi mediante quelli delle 
stesse funzioni, per valori dell'argqmento minori dell'unit~. 

Si ha dalle (15) la formula ricorrente 

RP dPA~) R d t R'- '  d'-' A(~°' t p - - 1  R p- '  d'-' A(~ °) 
AIP)(R)=~-T. dR p "~----pdR ( p - - l ) !  dR  ~-' p t - - l ) !  d R  p-' --  

1 1 d ( A ~ p _ l ) ( R ) ) + ( p _ l ) A ~ _ l ~ ( R ) l  ' 
- 7  

che permette di esprimere ogni A~ p) (B) per funzioni dell'argomento 2, quando 
cib si sappia fare per A~ ~-1) (R). 

Ponendo in questa formula p =  1, abbiamo 

a ~A?) A ? ) ( R ) = - - O ' ~ y I  (p) t = - - 0  [ A!ll(p) + A(~°) (p) [ ; .  

in generale si trova 

AI~)(R)-~(- -  1)P P t Ai~) (~) + p  Ai~'-') (P) -{- 
(16) 

(P 1) t p ~- Ai ~-~)(D + "" +-4(°)(D I' 

come si pub ovviamente verifioare. 
Per R < 1~ la funzione A?) (R) ammette lo sviluppo eonvergente (*) 

1 A ~ O ~ ( R ) _ I . a . . . ( ~ s - - ~ ) R ,  I1 + 1 ~ S ÷ l R ~ _ [  - 

(17) 
-]- 21"3(2s--[-1)(2s2r-3)Rt'~t'"'i'4 (fi s--I- 2) (2 s --[- 4) ( s - - - - l ,  2 , . . . ) .  

I c, oefficienti essendo tutti positivi, A~ °) (R) ha pure valore positive, fin. 
ch~ R non supera l'unit~; in eausa delle (15), lo stesso ha luogo per ogni 

(~¢) Cfr. TISSEtL~ND, IOC. ci~., Tom. I, pag. 272. 
Si t ra t ta  della fuazione ivi desig'nat~ con 5(0 (:¢). Ponendovi ~ =R, i---~s, si h,~ la (17). 
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Cib premesso, eonsideriamo i valori di s, per eui risulta 
9 

R= <1. 

Dovr~ essere s positivo, e quindi (rimanendo eselusi i multipli di 3 e i va- 
lori 1 e 2) almeno eguale a 4. 

I eoeffieienti co, c,, c~, c3 della preeedente espressione di O sono tutti 
negativi, per s ~ 4, quindi, essendo le A~ ~°) (R) positive, n > 1 e B, = 0, 
anehe 0 (R) < 0. 

Supponiamo adesso R :> 1 e quindi s negativo. 
Sostituendo in O (R), per le A~ p) ( R ) ( p = 0 ,  1, 2, 3), i valori (16), ot- 

teniamo 
7 

0 (R) = 2 (n ~ 1) c'o Al~ °> (p) --~ c', , Ai 2) (O) -~- c's A(s 8) (p) q- -~ Bs 

dove si b posto 
9 ¢ 

8 
17 

c',----- - - c ,  J r - 2 C ~ - - 3 c 3  
8 
5 
4: 
1 

C, 3~ - - C a ~  4 

65 7 ~ 1 3 
+ T s  - -  T s  , 

17 1 
s 

i 
2 8, 

Questi coefficienti sono tutti positivi, per s < o; positive sono pure, a tenore 
delle (15) e (17), le A~(~)(p)-~--A_~(p); B~ b hullo, se s < - - 1 .  Anehe ora 
dunque risulta e (R) negativo, essendo n < 1. 

Rimane il valore s = -  1. Si ha 
2 
"~ __2 

donde 
1 16; 
p3 

71 19 7 , 1 
c',= T,  c.----V; 

1 B_, = ~ 1L 3~ 
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Con cib la espressione di 0 (R) diviene 
7 

0 (R) = 9 ( n - -  1) ~71 A~O)(p) _[_ A~') (P) -[- 4" Ai~) (P) + T --  -3- P " 

Si rileva dalla (17) the il coefliciente di p in A~°)(p) ~ 1; in eausa 

d AT)(~) ~ pure eguale all'unit~ il coetticiente della relazione A~') (p) = p d ~ ' 

d i p  in .A~ ') (p). 
Ne dedueiamo 

71 19 171 19~ 32 
--~ A~°I (P) + -g Ai')(~) > l ) • ~  + ¥ P = T p' 

talch~ la quantit~ in parentesi nell'espressione di 0 (R) } maggiore di 

L A,2)~o~ iAi3)(0), 
4 ' ~r, + 

e quindi positiva; 0 (R) risulta, come sopra, <~ 0. 
Riassumendo, possiamo concludere: La funzione 0 (R) ~ costantemente ne- 

gativa per valori dell'argomento della forma eonsiderata. 

Padova, Ottobre 1900. 




