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Appendice alia Memoria: 

Sulla riduzione delle singolarit/z puntuali delle superflcie algebriche 
dello spazio ordinario per trasformazioni quadratiche. 

(di BEPPO L~vi, a Torino 0 

N e l l a  Memoria pubblicata nel tomo X X V I  (Serie 1"[) di questi Annali, 
portante il titoto riprodotto nelt'intestazione della 15resente appendiee, ho ri- 
cercato quando e in qual senso si possa dire che 7 con una sueeessione di tra- 
sformazioni quadratiehe (Cremoniane) dello spazio, si ottiene la riduzione della 
singolarith di un dato punto di una superficie algebriea. 

Detto A questo punto singolare (s-plo); A, un suo trasformato di ugual 
multiplicith per una trasformazione quadratiea avente in A il punto fonda- 
mentale isolato, e del resto generica (% tome dieevo allora e tome dirb an- 
cora, applieata ad A); A~ un punto analogo trasformato di A, e eosl via;  
ho enunciato che il numero dei punti s-pli A, A ~ . . .  pub crescere oltre ogni 
limite quando si scelgono questi punti in modo che, consideratone uno ad ar- 
bitrio, appartenente ad una linea s-pla (prodotta o non dalle trasformazioni) 

(:~) Non credo neeessario richiamare qui le definizioni della composizione di un punto, 
dei punti suceessivi, eee. Si vegga percib e per citazioni in proposito la Memoria a cui 
questa fa seguito, oppure la Memoria del prof. SEGR~ : Sulla seomposizione dei punti sin- 
goIari delle superficie algebricl~e. (Questi Annali (2) XXV-1896.) 

Annali di Matematica, Serie III, tomo IL 17 
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o precedente (immediatamente o non)una  o pi~ tali lil~ee, ne esistono semt)ve 
due o pi¢~ successivi ad esso (e necessariamente consecutivi fra loro) the alo- 
partengono ad una stessa di queste linee s-ple. Ito promesso allora la dime- 
strazione di questa proposizione in una , Memoria seeonda , ;  a sostituire 
la quale pubbtieo ova la presente , appendiee ,, in eui eompleterb eosl la Ne- 
moria preeedente ed in cui aggiungerb aleune osservazioni alla mede~ima. 

§1. 

l.  I1 fatto the si tratta di dimostrare non 5 the un caso partieolare 
di una propriet?t delle linee singolari della superfieie algebriehe datta quale 
s'intitola il presente seritto. 

La singolarit& di m~a linea di una superficie ~ determinata, ~el~'intorno 
di un suo pm~to 9eneric% da quella del l)unto medesimo sopra una sezione 
piana ,qenerica della superficie~ per esso. 

La proposizione 5 evidente ore si osservi the l'intorno di un punto ge- 
nerieo di una linea singolare di una superfieie algebriea (e quindi la singo- 
lariff~ del punto medesimo) g eompletamente rappresentato dalle serie (a e~)effa- 
eienti variabiii) ehe rappresentano i rami della sezione piana generiea par un 
punto variabile sul ramo della linea singotare ehe ha per origine il punto 
eonsiderato. (Cfr. I-IM,Prm~, Sur les lignes sfi~,guli~res des surfaces algd- 
briques. Annali di Matematiea (2) 9 1878.) D'at tra  parte le serie ehe rap- 
presentano i rami di una eurva piana useenti da un punto sono intera- 
mente determinate, almeno fino ad un eerto termine, dalla eomposizione del 
punto stesso [intendendo come composiziose non solo l 'insieme dei earatteri 
dei punti sueeessivi a quello (o satelliti di esso) sulla aurva, ma aneora il 
loro modo di succession% e avendo riguardo anehe ai punti sateltiti di mul- 
tiplieith 1]; e i l  numero dei termini di quelIe serie cha cosl si eonoseono 
eresce con quello de' punti sueeessivi ehe si eonsiderano nella definizione di 
detta eomposizione. La singolavit& di una linea di usa superficie is u~, suo 
punto generico~ e con essa la composizione di un tal punto pe~" la sul)erficie ~ 
~, adunque nora ore lo sia la composizione del punto per usa seziose generica 
della superficie per il punto medesimo. Nasee eo~ ta domanda: quati saranno 
i earatteri sueeessivi ad un dato punto della linea seeondo un date itinerario? 
Ciog quando del detto punto si eonsideri un determinato (ma arbitrario) sue- 
eessiv% di questo ~un sueeessivo aneora determinato (ma arbitrari~))~ e cost via. 
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Ho dimostrato nella mia preeedente M emoria (n. ° 13) che se un punto A 
s-plo per una superficie F e al punto A sono successivi sulla sezio~ze piana 

generica di F (passcinte per ,4) ~ punti s=pli) ogni successio~e generica di 
punti di F,  il cui primo punto sia A~ contiene precisamer~te ~ pu~ti s-pli ; 
e dal ragionamento lh fatto risulta che, se A ~ generico sopra una linea s-pla 
di F,  la suddetta successione ~ generica in questo senso sempre quando due 
suoi punti consecutivi non appartengono a questa linea o a una linea s-pla 
successiva. ]~ assai probabile c h e l a  proposizione si estenda non solo ai 
primi ,J punti s-pli consecutivi~ ma anehe ai punti sueeessivi ~li minor mul- 
tiplicitY. Ma cib che io voglio provare qui ~ che precisamente quegli trine- 
rari che seguono con due o pi~ punti una stessa linea s-pla (effeltiva della 
superficie o prodotta dalle trasformazioni) sono eccezionali~ avendo caratleri di 
composizione diversi da quelli degli itinerari generic£ Io non tratterb per5 il 
problema generale (certamente non privo d'interesse) di determinate i carat- 
teri relativi a questi itinerari eccezionali in funzione di quelli relativi agli 
itinerari generici. 

2, Il caso pih semplice di linea multipla c h e s i  possa immaginare 
quello della intersezione di due superfieie (l) e tV, linea doppia per la super- 
ficie F ~-(t)W. Sia a questa linea e ¢, T abbiano, lungo essa, contatto d'or- 
dine ~ - -  1 ( ~  1); a sar~ ~-pla per l'intersezione di ~I)~ T;  e la sezione piana 
generica f di F avrh, nel suo punto A giaeente in a, ~ earatteri sueeessivi 2 
seguiti da due caratteri 1 (non successivi fra loro). Essendo A generico su a 
non passeranno per esso altre parti dell'intersezione di ¢, W e la multiplicit~ 
d'intersezione di queste superficie in esso sarh ~. Si effettui una  trasforma- 
zione quadratica applicata in A; s ia  a' la retta trasformata di A sulla F ;  
indicherb qui e nel seguito le superficie e le linee trasformate di superficie e di 
linee (rispettivamente) eollo stesso simbo]o ehe le superficie e ]e linee primitive. 

La moltiplieith di a' nell'intersezione di ¢~ ~V ~ ~ --  1 (hi. (*) § 3); sia 
A' il punto comune ad a e a'; ]a moltiplicit~ d'intersezione di (P, ~Y in A' 

2 ~ - - 1  (M. n. ° 5). A'~ doppio per F, ha adunque su una sezione piana 
generiea f '  di F (**) per esso 2 ~ ~ 1 earatteri suecessivi 2' e quindi due ca- 
ratteri 1 (non suecessivi ira loro). 

Nello stesso modo si vede che~ se si appliea ad A' una nuova trasfor- 
mazione quadratica, ed a" ~ la tinea trasformata di A'~ A ~' il punto comune 

(e) hidicherb con M. la nomina~a Memoria di cut 6 appendice il presence serit~o. 
(:~-~) Ciob delia trasformata di F per la trasformazione applieata ad A, 
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ad a e a", f" una sezione piana generica di F per A"; A" ha su f"  3 v - -  2 
caratteri successivi 2 e quindi due caratteri 1 non suecessivi fra loro. E cosi 
"~'ia. In altri termini si pub dire che la  sezione fatta in F da una superficie 
the abbia in A punto semplice,'vi abbia con a contatto d'ordine l e sia del 
resto ge,nerica, ha i n  A (l + 1)~ caratteri successivi 2 e quindi due carat- 
teri 1 no~ successivi fra loro. 

3. Metodo analogo si pub tenere hello studio di linee di singolarifft pih 
comptessa. Ricorderb anzitutto che, se le trasformazioni quadratiche che si 
usano sono a coniea fondamentale degenere e si considera una potare del punto 
doppio V di qucsta conica rispetto alla F~ la trasformata di questa polare ~ la 
polare dello stesso ordine del punto doppio delta conica fondamentale nel se- 
condo spazio rispetto alla trasformata di F, - -  pureh~ la retta A V (A essendo 
sempre il punto fondamentale della trasformazione) non sia generatrice del 
cono tangente a / ~  in A di multiplicith maggiore della differenza fra ]a mul- 
tiplicith di A e l'ordine della polare (M. n.° 8). Che inoltr% quando questa 
condizione ;2 soddisfatt% la moltipliciih di A per la polare ~ quella differenza 
ed ~ maggiore in caso eontrario. Infine che se di un punto di una tetra (o di 
un piano) si considerano tutte le possibili polari rispetto a un sistema di punti, 
non tutti coineidenti~ della retta (o al sistema dei raggi che li proiettano da 
un punto del piano), uno stesso punto della retta (o una stessa retta del fa- 
seio) non pub appartenere a tutte queste potari e al g~'uppo considerato; co- 
siceh~ se tutte quelle polari hanno un elemento comune ad esse e al gruppo 
considerato, questo si compone solo di tale elemento, contato un eonveniente 
numero di volte : in particolare avviene questo se la prima polare ~ costituita da 
un solo elemento multiplo cadente in un elemento del gruppo primitivo. 

Come gi~ netla precedente Memoria applieherb trasformazioni quadratiehe 
a conica fondamentale degener% e tali che, per due trasformazioni immedia- 
tamente successive fra loro~ il punto doppio della conica fondamentale nel 
primo spazio, per la seeonda trasformazione della eoppi% eada nel punto doppio 
della eonica fondamentale nel secondo spazio, per la trasformazione precedente. 

Dirb semplicemente caratteri di una superficie in un suo punto i Carat- 
teri in questo punto della sezione piana generiea per esso. 

4. Lo studio delle linee singolari di cui qui si discorre si pub distin- 
guere in due casi a seconda che per la linea considerata passa una sola falda 
della superficie ovvero passano piil falde. :Nel secondo easo si deve ossevvare 
che ogni fatda ~ rappresentata da determinati sviluppi detle coordinate in 
serie di due p~irametri (cfr. HXLI~IEN~ 1. e.) per modo che la superfieie pub 
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eonsiderarsi~ nelle vieinanze della linea (o del punto generieo di essa con- 
siderato), come la riunione di pi~ superficie distinte, a ciaseuna delle quali 
appartenga una di quelle falde. Ciaseuna fald% eonsiderata in s~, si compor- 
terh quindi come se fosse isolata e l'analisi di questo seeondo ease si ridurrk 
quindi a studiare le relazioni mutue delle diverse falde. 

Da questa eonsiderazione si deduce in partieolare the i risultati ottenuti 
net n. ° 2 per la linea doppia della F ~  ~ ~', linea d'intersezione di • e ys 
valgono ill generale per le linee doppie origini di due falde distinto. 

5. La linea a di F sia era doppi% origine diAuna Sola fatda ed abbia 
successivi u earatteri 2 e uno 1 (a sia cio~ euspidale). Sia Fl  la prima po- 
late di un punto generico V dello spazio (che si assume come punto doppio 
della conica fondamentale della prima trasformazione), rispetto ad F :  per 
quanto si 5 rieordato al n. ° 3, F ,  avrh~ in un punto A generieo di a~ v + 1 
caratteri 1 appartenenti ad A e a u punti suceessivi ad A Sugli itinerari 
generici traceiati su F aventi l 'origine in A;  e sueeessivamente a questi 
punti F ,  non ha altri punti appartenenti a tali itinerari. 

La multiplieit~ d'intersezione di F e F~ in ,4 ~ 2 u + 1. Se si eonside- 
rano 1 punti sueeessivi ad A su a:  A,,...~ At~ la mult!plieith d'interseziono 
di F ~ F~ in Az sarh 2 (l + 1) u --  (l + 1) + 2 (err. i ragionamenti del n. ° 2). 
I1 numero dei punti doppi di F (eio~ di quella sua trasformata in eui At 
punto effettivo) su una sezione piana generiea per Az ~ dunque: 

l + l  
~ ( l + l ) u  2 + 1, 

Ma quel numero ~ intero e non pub essere minore di un'unit~ da questo sue 
limite superiore (pereh~ suecessivamente a una serie di punti doppi di F,  
F e F ,  non possono avere  comune pih di un punto sempliee per entrambe); 

/ + 1  l + 2  
dunque, detto ),~ quello dei due humeri ~ ,  - -2--  ehe g intero~ il numero 

eercato ~ : 
( / +  1)~--  ~.,+ 1; 

e, sulla sezione generica di F per At, suecessivamente a questi punti doppi 
si hanno due punti semplici (non sueeessivi fra loro) o uno solo a~ seeonda 
the 1 ~ dispari o pari~ poieh~ nei due casi rispettivamente F~ non ha od ha 
un punto successivo ai sunnmnerati eomune con F.  

I risultati ottenuti si possono esprimere altrimenti: 
La curva intersezione di F con una supe~fieie che passi semplicemente 

per A avendovi co~t a un contatto d'ordine I e ~el resto generica~ loossiede 
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(1 + 1) ('~ + 1 ) - -  ).~ punti doppi successivi, it primo de' quali ~ A ; 'e passu 
per A cou due o uu sol ramo (A vi ~ ciok nodo o cuspide) a seconda che 1 

dispari o pari. 
Con procedimento analogo si potrebbe giungere ai risultati del n. ° 2 per 

il caso della curva a nodale. 
6. Esaminiamo ancora le falde d'ordine 3:  
12 F abbia nel punto A generico di a v caratteri successivi 3, quindi 

un carattere 2 e successivo (necessariamente) un carattere 1. Sia ancora /~', 
la prima polare di V rispetto ad F ;  F ,  avr~ in A v + 1 caratteri 2 appar- 
tenenti agti stessi ,~ + 1 punti di F di caratteri 3, . . . ,  3~ 2; successivamente F 
e /~'~ non hanno punti comuni. La multiplicitk d'intersezione di F~ F, in A 
5 6 v + 4; quindi quella in At (avendo Az lo stesso significato the or ora) sarh 

6 (1 -]- 1) ~, -- 2 (1 + 1) + 6. F e F,  hanno quindi :~ (1 + 1) ~, l + 1 
- -  3 ~- 1 punti 

comunisopraunasezione piaragenericapassanteper Aze ~(l-{-1),~ I + 1 3 + 1  

fi'a questi sono tripli per F ;  e F,  ha su tal sezione ~ (1 + 1) ~ + 1 punti doppi 
successivi. Degli x punti successivi comuni a F e/;'~ su detta sezione il numero 
minimo fi'a x e (l + 1) ~ + 1 h quindi di punti tutti successivi l'uno all'altro,.e non 
esistono sutla detta sezione piana di F altri punti di ugual posto di successione 
(per un'osservazione i~atta al n. ° 3). Tutti meno i sono quindi necessariamente 

/ + 1  
tripli per F. M a i l  limite superiore (1 + 1)v 3 ~-1 gi~ assegnato pet' 

il numero di questi punti tripli b < ( l + l )  v + l ,  e d'altra parte non pub 
differire per un'unit~ dal numero cercato: quindi, detto L, il minimo intero 

l + 1  
~ ,  il numero dei punti tripli successivi di F sopra una sezione gene- 

rica per At ~: 

( t +  1)~--X~, + 1, 

e successivamente a questi punti si hanno su tal sezione 3 punti semplici non 
successivi fi'a loro, o un punto semplice, o un punto dopI)io a cui succede un 
punto semplice (*), a seconda cite 3 ),.~ - -  l - -  1 --=- 0~ 1 o 2. 

(*) Che al punto doppio succeda un sol pun{o semplice 6 col~seguenzu immediata deI 
fatto che quel punto doppio 6 pure t~ule per F~. Basra alopticare, p. e., il teoreraa delte 
polari miste. 
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Se cio~ si considera la sezione di F con una superficie passante sempli- 
cemente per A ed avente in .4 contatto l-pto con a, e det resto generica, 
il punto A ha per la curva intersezione (1 ~ 1) (~ ~- 1) - -  ~ caratteri 3 ed ~. 
origiue di tre rami della curva o di uno solo a seconda ch~ 1-b I ~ o non 
divisibile per 3; nel primo caso i caratteri della curva successivi ai predetti 
sono tutti 1~ nel secos,do sono tutti 1 ovvero uno di essi ~ 2 a seconda che 

divisibite per 3 1% 2 o I. 
2. ° Ai ~ caratteri 3 di F in A succeda un carattere l :  nei punti cor- 

rispondenti F, avr~ ~ caratteri 2 e quindi un carattere 1 o 2. Con un ragio- 
namento analogo al precedente si vede che~ indicato con ~-3~ il minimo in- 

l - j - 1  
tero ~ 2 ~ il pu~,to A ha, per la curva intersezione di F con una su- 

perficie passante semplicemente pe~" A avendovi contatto d'ordine 1 co~z a e 
del resto generica~ (1 q - 1 ) ( ~ - ] - 1 ) -  ).3.. caratteri 3 ed ~ origi~e di 3 rami 
o di uno solo a seconda che 1-~-1 ~ o ~wn divisibile per 3;  nel primo caso 
i caratteri successivi ai predetti sono tutti 1, nel secondo sono tutti I ovvero 
u~w di essi ~ 2 a seconda che ~ divisibile per 3 1 o 1--[-2. 

7. Dai risultati precedenti si prevede facilmente ch% nel caso generale, 
trattandosi di una falda s cosl costituita che siano s i primi suoi ~ caratteri ed 
s' ( ~  s) il carattere successivo a questi, si dovr~ considerare il numero zs,~-~, 

minimo intero s--s___~' (1-k 1); e che precisamente, se si considera l'interse- 
s 

zione di F con una superficie passante semplicemente per A ed avente in A 
contatto l-uplo con a, e del resto generica~ il punto A ha per la curva in- 
tersezione (1 ~-1)  (~ ~ 1 ) -  ~,~-~. caratteri successivi s. Di fatto la proposi- 
zione si dimostra vera facilmente per induzione completa. 

Si deve percib premett~ere l'osservazione seguente. Due falde ~ e q~ ab- 
biano la stessa linen origine a e nel punto A,  generico di a,  abbiano ri- 
spettivamente ~ caratteri s e successivamente un carattere s ' ~ s ,  e ~ carat- 
teri : e successivamente un carattere o- '~ ~; e i ~-~ 1 punti successivi delle 
sezioni plane generiche per A di ~ e ~ che hanno rispettivamente queste mul- 
tiplicitY, siano gli stessi per le due sezioni plane. Sin inoltre, per fissare le idee, 
8 ff~ 
s ~  • La multiplicifh dintersezione in A di ? e ~ sarh "- - -~s : -7  ~ (*). 

(~) La dimosLrazioae di questo fatto si riduee ~d un semplicissimo calcolo. Io rimaado 
per esso atl~ Memori,~ del sig. •OETHER: Les combi~aiso~s caract~ristiques clans la b'an- 
sfo~'m(ltion (t/un point ,~ingulier, (Rend. Palermo IV 1890 (p, 105)) po}eh~ 1~ proposizione 
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Cello stesso ragionamento fatto al n. ° 2 si ha quindi come multiplicit~ d'in- 
tersezione di ~, ~ in A¢ (At avendo sempre ]o stesso significato~ come nei 
n i prec.): 

(l + l) ,, s ~ - - ( 1  + 1)(s o - - s '  ~) + s~. 

Ie  sezioni piane generiche di ~, ~ per Al debbono quindi avere comune una 
,~uccessione di punti (il primo dei quali sia A~) tale the, dette s~, o~ le mul- 
tiplicitY, di uno qualunque di essi s~ ~, ~,, sia: 

~ s ~ ( l q -  1) ~ s : - -  ( /q-  1) (s ~- - -s '  a) + s~-. 

Ora s~ ~ 6 ~ ~ q; dunque it numero dei punti della successione 

l (l + 1) (s - -  s') + 1 ~ (1-1-1) ~ - -  ),,. ,-,'+ 1. - - Y s ~ ,  cio~ ~ ( l + 1 ) ~ , - -  
8 ~  8 

Si supponga era per % ~ verificata la proposizione induttiva suenunciata; sopra 
]e sezioni plane generiche di ?, ~ per A~ i primi (1 -+- 1) u ~ ),,.~_~, -1- 1 (*) 
punti, o, rispettivamente, i primi (l 4- 1) ~ ~ L,-o. + 1 punti hanno multiplicifft 

8 ~ G' s, z rispettivamente. Ma, per la precedente ipotesi - - ~ - - ,  si ha: 
8 

non ~ s t re t tamente  necessaria in tut ta  la sua completezza nel case nosflro~ anzi riceve d~l 
nostro ragionamento una dimostrazione indiretta. Si supponga infatti z ' =  z; la proposizione 
5 evidente senz'altro (col segno ~ )  e i l  ragionamento tondato su di essa b immediatumente 
esatto. Si voglia e ra  coasiderare il case genera te :  sia 7. una falda passan~e per  a e di 
cui un~ sezione piana generica abbia in A e nei ~ punti successivi considerat i  di ?, ~ la 
stessa multipliciti~ (p. e. 1: si pub come tale scegliere una falda di uaa coaveniente po- 
late della superficie cui appartengono ~, ~). Alle COl)pie 7.~, 7.'~ si appliea allora tutto il 
aostro ragionamento;  sopra una sezione piaua generic~ per  A, ? e 7. hanno adunque co- 
muni (l -]-1) v - -  ;%,-s '  + 1 punti, s-pli per  ?, semplici per  )(; sull,~ stessa sezione + e 7. 
h~nno comuni (1 + 1) ~ - -  ~,~-o '  + 1 punti z-pli per  ~, semplici per  7.. Se quindi )~,,s-s' ~-- ;~,~-,~', 
su detta sezione pinna generica ¢~ e ,~ hanno comuni (1 + : L ) , -  ~s,s-,' + 1 punti sucees- 
sivi r ispet t ivamente s-pli e z-pli per  ¢ e +. c. v. d. - -  Che, come si ~ detto, la propo- 
sizione di cui si fa use nel testo r iceva d~ questo una dimostvazione indiretta si vede 
f~cilmente se si inverte il ragionamento del tes to,  supponendo l sufficientemente grande 
(l ~_ s ~). 

(~) E non pih se g > 0 .  A s ' ~ 0  corrisponde il case che,  dope v punti successivi 
della sezione piana generica per  A - -  r ispet t ivamente s-pli e : -pl i  per  ~ e .~, le due 

falde non abbiano altri iounti comuui. La  multiplicit£ d'intersezione di ~ e ~ ' in  A 6 al- 
lora preeisamente v s z. I1 numero delle coppie di caraCteri 8i,~i di valori s, z 6 allora 

(l + 1) v - -  ;~,,s-s' -F" 1 = (1 + 1) (v - -  1) + 1. Qaesta  disuguaglianza va unita alle prece-  
denti perch6 il ragionamento risulti valido per  questo case, il quate per6 non ci occorrerh. 
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quindi dei punti successivi comuni alle sezioni plane generiche di ?, ¢/per Az 
fatte con uno stesso piano, precisamente (1 + 1) ,~ -- ~,~-~: -[- i sono s-pli e ~-pli 
per '? e ~ rispetfivamente. Adunque le due falde % ~ hanno~ sop'a una se- 
zione piana generica passante per Al,  una successione di punti comuni in- 
cominciante per A1, di cut (l + 1) ~ -- ),s,s-~'-4- 1 hanno rispettivamente per 
e ~ i caratteri s e ~. 

Come immediata conseguenza di ques~a proposizione si ha quest 'altra: 
La linea a s i a  origine delle falde ~, ~ , . . .  della superficie (I); sia A un punto 
generico di a e la sezione generica di (I) per A possegga ~ caratteri n suc- 
cessivi (onde a sarb. n-pla per (I)) e quindi un carattere n ' ~  n; sia s la mul- 
tipticit~ di a per una qualunque delle falde ~, 4 , - - - ;  questa falda avrh in 
quei ~-4-1 punti successivi ~ caratteri s e quindi uno s ' ~  s; sia ). il mas- 
simo valore di ),s,.¢-~' relative a tutte queste falde: soprauna  sezione piana 
generica per A~ esisteranno (1-4-1) ~ ~ ~-~ 1 punti n-pli di cp. 

8. Cib posto la superficie F abbia la linea a come s-pla e vi passi 
con una falda sola. Sopra una sezione piana generiea di F per A (generico 
su a) esistano ~ punti s-pli e quindi un punto s'-plo ( s ' ~  s)  Sia F~ la prima 
potare di V rispetto ad F ;  F~ avr~ in quegti stessi ~ punti multiplicit~ s -  1 
e nel successive multiplicifft s ' +  :¢ (in generale sar~ ~,----0; eecezionalmente 
1)otrh essere ~ ~ 0). 

Consideriamo una sezione piana generica di F e di F~ (il cut piano 
passi per V) e le trasformate delle due curve dop6 le ~, trasformazioni qua- 
dratiche applicate ad A e ai successivi punti s-pli della sezione (e aventi 
come punto doppio della coniea fondamentale di ogni trasformazione, nel 
primo spazio, il punto doppio della conica fondamentale della preeedente tra- 
sformazione, nel secondo spazio). 

Siano f e f~ le due curve trasformate, v il trasformato di V, a i l  ira- 
sformato di A" f, ~ la prima polare di v rispetto ad f. f passa per a con 
un ramo solo d'ordine s' e c lasses  ~ s' tangente a v :¢ e che interseca v 
s volte; segue che f, passa per ~ con uno o pih rami. E se si indiea con ~' 
l'ordine d i u n o  quatunque di questi rami, e con ~- -~"  la ela~se, si dovr~, 

q 8 
avere -7 ~ -7 (*). 

ff 8 

('~' Lo si dimostra facihncnte come segue:  Si assuma v~¢ come asse y--O,  ~ come 
origine delle coordinate, v come pu~lto all'inilnito. I1 primo membro dell',equazione di/°1 
sari~ la derivata rispetto ad x del primo membro delt'equazione di f. Si fermi il paral-  
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Ritornando era alia considerazione di F e F~ ~ si vede che il numero ). 
del n. ° prec. relative alla F , ,  considerate come superficie (I), ~ ~ ~,~_~, ; si ha 
inoltre ehe la proposizione" dot n. ° prec. si pub applicare alla F, ova si sup- 
ponga dimostrato il teorema enunciate al principle del n. ° stesso par tutte le 
falde d'ordine minore d i s .  Allora un ragionamento analogo a quello dei 
n. i 5~ 6 mostra the il teorema medesimo si verifica per la falda F d'or- 
dine s. La proposizione ~ adunque generalmente vera. Essa pub anche espri- 
mersi: se sopra una sezione generica della falda F si succedono ~ pu~ti 
s-pit e quindi uno s'-plo, sopra una sezione generica della falda stessa fatta 
con una s~tperficie avente in A colla linea a, origine della falda, co~/allo 
d'ordine 1 si succederanno (1 + I) (~ -f- 1) - -  ~,~_~ punti s-pli. 

9. Il ragionamento dei due n. i precedenti si pub semplifieare alquanto 
eve si voglia soltanto prorate ehe il numero era trovato ~ (1 -f- 1) (~ "4- 1) --/~ 
eve ~ non dipende da ,~. Questa semplice osservazione pub servire utilmente 
per compiere la ricerea per via analitica; baster~ infatti considerare le falde 
per cut ,~ = I. Io non esporrb qui un tel ealcolo che ei ricondurrebbe ai ri- 
sultati preeedenti. 

10. :Net n. i 5~ 6 si ~ visto ch% seguendo per un eonveniente numero 
di punti suceessivi la, linea a~ possono ottenersi pih falde come trasfo~,mate 
dell'unica falda F ;  il fatti0 continua a verificarsi qualunque sia l'ordine s 
della falda e si pub presumere~ per induzione dai east studiati~ c h e s i  otter- 
ranno pi~ falde trasformate quando 1 + 1 e s ammettono un M. C. D.; ed 
il numero di queste falde sarh precisamente questo M. C. D. La proposizione 
si prova con tutta semplicith eve si rieorra alia rappresentazione analitica 
delte falde data dalt'HxLP~EN (1. e.). Cfr. la proposizione analoga (che in 
questa rientra come case particolare per 1 ~ 1) provata dall'HALPnEN 
a p .  84. 

telogrammo di NSWTON corrispondente a f e si ehiamino per  b r e v i ~  ~ o r, gli assi cor- 
rispondenti a31i esponen{i 0 della y e della x rispettivamente.  I1 paral lelogrammo di 
NEX.VTON eorrispondente a f~ si otteri% da quello eorrispondente a f con una traslazione 
parallela a ~, diretta verso rj e eolla soppressione dei punti che stavano su -~. (3i(') posto 
si vede immediatamente ehe gli angoli lbrmati  dai lati della poligonale di NEWTON corri-  
spondente a f, calla ~1 sono minori o uguali a quello formate eolla ~ dall 'unico late della 
poligonale eorrispondente a f (unieo 1)etch6 f passe per ~. eoa un ramo solo). Ore le 
tangenti  di quegli ang'oli sono gli ordini infinitesimali di y rispetto ad x eorrispondente- 
monte ai rami relativi  ai lati delle poligonali, eiob sono uguali ai rapport i  della classe 
all 'ordine dei rami , ' aecrese iu t i  di una unit~. Cosl 6 dimostrato l'asser~o. 
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11. Noi abbiamo fin qui analizzati i earatteri uguali all 'ordine della 
falda; rimarrebbero da studiare i caratteri suecessivi; questi dipendono evi- 
dentemente dai caratteri successivi della sezione piana generica della falda; 
cos'l pure si potrebbero ancora studiare i caratteri di punti speciali delle linee 
singolari ottenute colle trasformazioni. Io non mi fermerb su questo punt% e 
solo presenterb il seguente enuneiato, facile d'altronde a provarsi~ come esempio 
del secondo genere di ricerche: , La falda F di linea origine a s i a  d'or- 
, dine s e una sua sezione piana generiea abbia i caratteri s, I. Sia A un 

punto generico di a ;  sia ai la retta (sempliee) successiva ad A, Al il punto 
,, in cui a, si appoggia ad a, a~ la retta (doppia) suceessiva ad Aj; as si 
.appoggi  ad a, in O: il punto 0 sar~ doppio se s = 2 ,  triplo se s ~ 2 ;  

inoltre se s = 2 ad 0 ~ successivo su a, un nuovo punto doppio a cui .sue- 
,, cede un.i conica sempliee; se s =  3 ad 0 ~ successiva una cubiea sem- 
. plice (avente su a, punto semplice, su a~ doppio); se s ~ 3 sono successive 
,, ad 0 due rette. ,, 

12. E finirb riprendendo la proposizione enunciata netl'introduzione. 
ora evidente che il fatto t~ enunciato non potr~ presentarsi solo quando 

il punto A e ciascuno dei suoi successivi A,, A~,... abbia come sucdessive 
una o pi~t linee ciascuna a piani tangenti nei punti generici tutti distinti. Se 
invece p. e. al punto A ibsse sueeessiva una linea a cuspidale~ basterebbe 
considerare p. e. sulla a tre punti successivi A~, A.~ A3, per ottenere, suc- 
cessivamente ad A3 una nuova linea cuspidale (diversa da a) e cosl via. 

§2. 

Colgo 1' occasione di questa appendice per correggere due inesattezze 
sfuggitemi nella precedente Memoria (ma che i~ nuUa alterano il contenuto 
e le conelusioni della medesima) e ehe mi furono indicate dal sig. prof. NommEa 
a cui rendo vivissime grazie. 

La prima ~ inesattezza storica, in quanto nelle prime linee della Memori% 
ho attribuito a l  W~,mRs~:aAss il teorema della trasformabilit~ dell'intorno di un 
punto singolare di una curva algebrica piana nell'insieme degl'intorni di un 
numero finito (che pub essere l) di punti semptiei di un'altra curva algebrica 
plan% con un numero finito di trasformazioni quadratiche (piane). I1 W~ma- 
STRASS espose veramente questo teorema (o meglio la sua interpretazione ana- 
litica) in lezioni posteriori tutte al 1871. :Nel 1871 (come ho ricordato nella 
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prec. mere.) apparvero la 2. ~ biota del sig. biO~TnER. Ueber d. atgebr..Func- 
tioneu einer u. :weier Variabelu (GSttinger Nachrichten. Maggio 1871, p. 267) 
e la Memoria del sig. HAMBVl~(~Ea: Ueber die Entwickelung atg. _Fut~ctionen 
i~ Reihen (Zeitschrift ffir Mathematik u. Ph. XVI.  Autunno 1871); netla prima 

esposto il concetto della risoluzione delle singolarith, con una suceessione di 
trasformazioni Cremoniane; nella seconda ~ data la dimostrazione (analitica) 
della risolvibilit~ per tal mezzo (con trasformazioni quadratiche) detle singola- 
rit~ medesime. 

Sarebbe inutile che io maggiormente mi dilungassl su questo fatto: il 
lettore pub vedere l'accurata storia detl'argomento che i sigg. BalLL e biOETHEa 
ci diedero nella Relazione sopra Die Entwickelung d. Th. algebr. Functionen 
ia dilterer und neuerer Zeit (Jahresbericht d. deutschen Math. Vereinigung 
Bd. 3 1892-93). Aggiungerb solo che, COmB rileva il sig. biO~,TnEa, l'esposi- 
zione del WEmaSTaASS non stabilisce cile i diversi intorni trasformati dell'unico 
considerato appartengano ad una stessa curva algebrie% bensi a convenienti 
curve algehriche. 

La seconda inesattezza ~ contenuta helle linee 3-5 della t). 30 (della Me- 
moria - -  p. 248 del volume) ore nella tinea 3 in luogo di: , Og.ni su]Jer- 
ficie eec. , si deve leggere: ~ Sia A sempliee per a; ogni superfieie ec'c. ,, e 
alla linea 5 in luogo di , Sia inoltre il punto A ecc. ,  si deve leggere: 
, Inoltre, poichi~ il punto A ~ ecc. ,, Nella linea 6 si dovdt di conseguenza mu- 
rat(; , ; , in ,~ , ,. E evidente che leggendo come ~ scritto nella Memoria il 
ratio enunciato nel periodo: , Ogni superficie... ,, non ~ veto: cost ad esempio 
o s e a  ~ doppia per F,  A triplo per a e per F ed F ,  passa semplicemente 
per a ed A ~ doppio per essa. (Questo sempliee esempio mi fu indicato dal 
sig. Nos~e~R.)Ma te linee seguenti mostrano chiaramente come fosse mia 
intenzione considerare effettivamente soltanto il caso di A semplice per a,  
poich~, come ]~t osserv% il caso contrario si riduce immediatamente a questo. 

Toriao, luglio 1898. 


