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Sur la généralisation du probleme de Dirichlet.
(Premiere partie.)
Par

SerGe BernsTEIN 4 St. Pétersbourg.

On rencontre souvent en physique et en géométrie le probleme
suivant:

Déterminer une fonction continue ainst que ses dérivées des deux premiers
ordres a Uinterieur d'un comtour C, satisfaisant a Uéguation aux dérivees
partielles du type elliptique F(x,y,2,p,q,7,5,t) =0 et prenant sur le
contour C ume succession de valeurs déterminée.

Nous appellerons ce probleme probléme de Dirichlet de premiere espéce,
ou bien si aucune confusion n’est possible, tout simplement probléme de
Dirichlet.

J’ai indiqué dans ma These*) une méthode paramétrique qui ramene
ce probleme & celui du prolongement analytique. La question importante
est de reconnaitre dans quels cas ce prolongement est possible. Dans ce
travail pous nous proposons de développer cette théorie qui est une
combinaison des deux méthodes fondamentales de I'analyse: celle des
approximations successives et du prolongement analytique. Notre idée
premigre consiste, en effet, & reconnaitre 1° que le probléme de Dirichlet
est possible dans un cas particulier simple, 2° que s'il est possible dans
un cas il est, en général, possible dans des cas suffisamment approchés
et 3° qu'on peut par des déformations continues passer ainsi de proche
en proche du contour simple au contour donné.

Dans cette premiére partie je m’'occupe exclusivement du cas o
F =0 est de la forme r + ¢ = f(zyzpq). Les principaux résultats ont
ét4 communiqués & I'Académie Francaise des Sciences le 24 octobre 1904
et le 29 mai 1905.

*) Mathematische Annalen t. 59.
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L
Généralités.

1. Soit F(xy) une fonction de deux variables réelles. Faisons le
changement de variables # =g cos 6, y=psind. Nous supposons qu'on ait:

F(zy) = F(p cos 0, ¢ sin 6) = 2 A, cos nf + B, sin n0,
0

le développement trigonométrique étant absolument et uniformément con-
vergent. On sait que pour quil en soit ainsi # suffif que F admette
des dérivées partielles du premier ordre finies. Nous adoPterons dans la

suite les notations suivantes. On posera | F(zy)], ”ZlA“ (0)| + | B,(0);

on posera également | F(zy)|r = Zmax |4,| + max. | B,| & intérieur du

cercle C de rayon R; on dira de plus que [F(zy)|z est le module trigono-
métrigue de F(xy) a Vlintérieur du cercle C. Jattire Vattention sur la
différence essentielle qu’il y a entre la notion que nous venons d'introduire
et celle de la norme qui a joué un role important dans ma These.

Ceci posé, nous commencerons par établir une proposition qui nous
sera d'une cerfaine ufilité dans la suite et qui d’ailleurs est assez intéres-
sante en elle-méme, puisqu’elle est une généralisation naturelle d’une
propriété fondamentale des fonctions harmoniques.

2. Théoreme. Soit z une solution de Uéquation

0%z 0z 0
(1) 3352 + ay f(xyz oz 5@'
[ éant analytique. Si z est finie ainsi que ses deérivées des deux premiers
ordres a Uwntériewr d'un contour analytique C; st de plus sur ce cowtour
elle se réduit a-une fonction analytiqgue de Varc, elle peut étre prolongée
analytiqguement a Uextérieur du confour.

Il suffit manifestement de démontrer notre théoreme en supposant le
contour circulaire. D’autre part en remarquant que la fonction harmonique
qui sur un confour circulaire C est analytique, peut &tre prolongée analyti-
quement a l'extérieur, on peut sans restreindre la généralité se borner au
cas ol z s'annulle sur C. Il est clair enfin que notre proposition sera
établie, dés que nous aurons reconnu que la dérivée dans la direction de

la normale —g—: est une fonction analytique de I'angle 6 tout le long de la
circonférence C. A cet effet, considérons I’équation

0 _ 9% 10: 1 0% 2 .
3$2+8y 892+ p 39 oF 56% = F(zy) =2Ancos 1n8 + B, sin #0.
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On sait, d’apres M. Picard, que la solution z qui s'annulle sur C peut

étre développée en série trigonométrique:

z =2 C, cos n8 + D, sin n8,
0

ol

2nC, —of = de—-~ 4,0 0" 1do,
@)
2nD —o"f = de——fB 0" 1do
e/ 0O
R

ot en différentiant

R
ac Ade 1 n-1
2 g - “—1f : __fA 9 ”+1d )
dQ 9 s gn—i + on-i-l Y R2no 2@ 9

On en déduit facilement:

2z O (1 Ca| o (Dl

evola= 2 e ot e el <HFEle
P 0%z i - | Cr! . | D,

® | 0667 R=Z”2{l?ix+l7] | <A|F(2y)la,
0%z 3 (1dCa! |d Dy |

0000 R=02n{‘ do |R+t do | R}<“F(xy>l1?

4 étant un nombre fini pour toute valeur finie de R. On voit qu’ici les
choses se passent d’une fagcon beaucoup plus simple que dans ma these
ot le but poursuivi était tout différent. Les inégalités (3) étant établies,
revenons a I'équation (1) en introduisant les coordonnées polaires. Il vient:

0%z 1 0z 1 g%z 0z 02
39’+939+§%§ (0239 980)

=02a,( gz Bazo) cos nb + b, ( f’;z ;63_25) sin n6.

an

s s g 2 .
Demgnons —— par z,. On a alors successivement:
00" ”
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1 9z 102 _dy O9 0z, o9 0z,

e 39+ 06*  dé + %+ az ag+ 0z 000
39 926

0z,+

0 1 0z 1 00 _do
20 ' ¢ Oo

MGR AT
D’od, en tenant compte des inégalités (3):

d'g| Id"cp
AR —
1204112 < a0 !R< 26" |z’
|02 ol L d®
4 n+1! j) G @ s 4
( ) 000 |y ao” §R<k a6" |z’
102, 44 4 d* ¢
Al—= hi— -
! < ae” R< a6” |r

Or nous pouvons construire une fonction 7 (0 2 + 70 + Y 0) telle
que les dérivées partielles d’ordre quelconque de cette fonction pour
0=2z+ g—: 4+ 9—85% = 0 soient supérieures au module trigonométrique a

Iintérieur du cercle C de la dérivée partielle correspondante de ¢. Et
par conséquent, en vertu des inégalités (4), la solution % de I'équation
Z—Z =h(6, ») qui s’'annulle pour § =0 aura sa dérivée d’ordre » supérieure
0z,
0o |R

inférieur a la fonction, la série de puissances de 6 qui représente u est

a

Le module trigonométrique d’une fonction ne pouvant étre

/o . 0z ey s . . s
une série majorante de Jo considérée comme fonction de 6. Le théoreme

est donc établi. On voit qu'au fond notre raisonnement est identique a
celui que Cauchy a introduit dans la science sous le nom du calecul des
limites. Nous aurons encore une fois & P'appliquer, mais d’abord il nous
faut établir certaines inégalités importantes. Dans ce but nous démontrerons
le lemme suivant.

3. Lemme. 8Soit une équation linéaire

(B) gt ot aley) 52 +b(ey) 52 + clen)e =0 (¢<0)

o a, b, ¢ sont des fonctions admettant des modules trigonométriques finis.
Il est possible de fixer un cercle C de rayon R suffisamment petit, mais
bien déterminé, tel que Téquation (D) admette une solution prenant une suc-
cession continue quelconque de valeurs sur la circonférence C. Cette solution
Sobtiendra par la wméthode des approximations successives et vérifiera les
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2z
ox e

i KM ,
M M oz KM

. %7 _g_’ a i %)
(-3) -8 7 (-3
ou K est un nombre fixe et M le maximum de la valeur absolue de z sur C.

Examinons d’abord le cas od Véguation (5) se réduit a I'équation de
Laplace. On aura alors

® el < <

z =§7[A, cos n6 4 B, sin n6] (%)“
0

ot A, et B, sont les coefficients de Fourier qui satisfont a l'inégalité

PALED:ARSS &
1]
Deux cas peuvent se présenter: ou bien
J @
(7 ot (Au+ B <2
ou bien
|y < -0
nl (n ,) 2271

D’ot il résulte que

. 2M
(7 2| <2{1A +IB(E) + -
e
(-%)
oa A, et B, vérifient I'inégalité (7), puisque

[ ]

(2n)! _ 1 )
(n)?2*" (1— z)J—"

Or, en désignant (—('27:;—;7 par c,, il est aisé de vérifier les inégalités:
n!

» 1
> > et 2me, (—1%) <t
4
(-%)
Et, par conséquent, des inégalités (7) et (7"*) résulte immédiatement

la premiére des inégalités (6). Un raisonnement*) identique nous conduirait
anx deux autres.

2n+1

*) On vérifiera d'ailleurs d'une fagon générale la remarque suivante qui peat
étre utile dans bien des cas. Soient deux séries a termes positifs convergentes
pour ¢ < 1

2(9)=a0+a,9+---+a"p"+~--, S(?)=bo+619+"'b.(’n+"'§

Mathematische Anpalen. LXII. 17
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Les inégalités (6) étant ainsi établies pour les fonctions harmoniques,
appliquons & léquation (D) la méthode des approximations successives.
Nous sommes donc conduits & examiner V'équation

ou l'on a:
A
7

e
(1—%)
Nous allons montrer que la solution qui s’annulle sur la circonférence C

de rayon R satisfait aux inégalités

R4 2:
L\ ox
(l“ﬁ)

4 étant un nombre fixe.
En effet, reprenons les formules (2) ot nous supposons

® <

/ aﬂ
A< —2—,

b3

a, étant un nombre positif tel que Za = A. Nous avons & examiner
les deux intégrales:

0 R
I=f ang"% do et I ='/—?1—€1—_~n§ (1-— ;:;;) do.
Y (-z) /(%)
La premiére donne immédiatement:
T iy

(%)

La seconde peut étre transformée successivement de la fagon suivante:

si 8()>1,b, 0", on a: Z(o)-S(0) > aoby + 4, a,b, 02 +---+ 1, a,b "+ -

. 1 .
Dans le cas, ou S(p) == T—o™ on peut prendre 1, = n, quel que soit m.

(a
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5 + + + 29) 1
1
I = ( Rz;t 1) i=a,—3§3(1-—-§7)%(1+‘—§_+)
I
e
o
+2a R/(l——g-)’*-d%(:_ gt e de
D'ou ¢
da R 2na .R(l -—9—)%
Ll < —2
-5

Et par conséquent, on a:
2n

a,o® ‘ (1 “"}%%) n 4a,0R
G )

En remarquant enfin que:

20C,), <

e” 1
n E’i < ) i
on a:
hR%a
©) 1200, ], < ——
1—5)

ot % est une constante. Et pareillement:

2Rax 6Ra, hRa,
+ <

e S o i i
vt 2 )

Des inégalités (9) et (9*) on déduit facilement les inégalités (8).
En reprenant maintenant le raisonnement connu de M. Picard on
arrive immédiatement a vérifier le lemme annoncé dans toute sa généralité.
On vérifiera de méme l'exactitude des inégalités (8) et (6), si a la
place d’'un cercle on prend un anneau limité par deux circonférences con-
centriques de rayons R et R, suffisamment rapprochés¥). Je ne referai
pas un calcul tout semblable & celui qu'on vient de parcourir; je me

o

*) L'épaisseur de I'anneau ne dépend que des coefficients a, b, ¢ de 'équation (5).
17*
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bornerai & indiquer les formules (2**) qui doivent remplacer les formules (2)
dans cette discussion:

GO B LR P f 4[5

+ '@”*"—— i JA [ o}de
o7

e -

et une formule analogue pour D,.
4. Cela étant, donnons a I quatlon (5) un second membre

(5bis) 83:2 + 79 + + b G‘g +ez=d (c..-———<..0)

et soit N le module tngonométrique de d & Dintérieur d’'un cercle C de
rayon B (sur la grandeur duquel nous ne faisons aucune hypothese).
Je dis que la solution z qui sannulle sur C vérifie les inégalités

| 02 0z
(10) |2la <N, |55 <N, 1 <N,

A étant un nombre indépendant de N, fini, lorsque R est fini.

Ces inégalités (10) sont trés importantes, puisque ¢’est sur elles uni-
quement que va reposer la démonstration du lemme fondamental de cette
théorie. Le moyen le plus simple pour les établir est d’appliquer le
procédé alterné de M. Picard¥). En effet, nous pouvons décomposer le
~cercle donné en un nombre limité d’anneaux concentriques et un petit
cercle auxquels seront applicables les inégalités (6). En introduisant une
nouvelle circonférence dans chacun des anneaux on verra facilement que
le procédé de M. Picard est applicable et que des inégalités (6) et (8)
résultent les inégalités (10). Arrivons donc i la démonstration du lemme
fondamental.

5. Lemme. Soit z une solution de Uéquation

02 0z 0

1) ax’ + ay‘ - f(xyz o E_y) (—8—5 2 O)

dont les dérivées premicres admettent des modules trigonométriques finis a
Vintériewr d’un cercle C. Soit d’autre part ume fonction @(0) dont la dé-
rvée premiere admet un développement trigonomeétrique absolument convergent.
On peut dans ces conditions déterminer un nombre « tel que, pour |¢| < e,
Véquation (1) admette ume solution w dont les dérivées premiéres ont leurs
modules trigonométriques finis et qui sur la circonférence C se réduit @
z+ ep(0).

# E. Picard, ,Sur la généralisation du probléme de Dirichlet, Acta Mathe-
matica, t. XXV.
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Posons a priori

(D) w=s(zy) + o5 (oy) + 5 aloy) + -+ 5 u(my)+~
et cherchons & déterminer successivement z; = %,—g de sorte que u satis-
&

fasse identiquement & l'équation (1) et que sur la circonférence C on ait
2, = @(0), 2, =2, =0. Pour déterminer z, on aura I’équation

23"5,4_021 of 0z,  of 0z of —0

ox® ao_z_ ox 9z 0y 0z 7=

ox oy
et successivement:
0%z, azz, of 0z,  Of 0z Bf
7z T3 ~dz dx .0z oy 9s°2 T =4,
0~ -
ox oy
0%z, B’z, of 0z, of 0z, of
8x2+ 82 %—Eﬁ_ﬁzS”Az
8:1: 0
(12) L y.
o*z, 0%z, of 0z, of 0z, of 4
5w T Oy 05 9w 08 Oy 5ein T Ha-t.
0 — 0
ox oy
0z, 0z,

ou A; ne dépend que des z, F57 5y BVeC k<L

En appliquant les inégalités (10) on obtient:

|2 lr < ulM, %%i,ﬁ.uM, Gy < uM,

ol w est un nombre fixe indépendant de ¢(6) et M la somme de la série
des modules des coefficients du développement frigonométrique de ¢’(8).
Les A, ont donc leurs modules trigonométriques finis et on a d’une fagon
générale:

Gazl
(13) | 2la<i|duoslty |72, <3|4noslns | Ze| <214, ile
| 0x |R

Or Pexpression
of 92, , of 9%, | of

,0% 75 T 508 By T s bt A
ox cy
% ou

Q)I (N3]

est la dérivée n° totale de [ (xy ) par rapport a &, lorsque & = 0.

z 0y
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Nous pouvons par conséquent appliquer le calcul des limites de Cauchy
de la facon suivante. Considérons P'équation auxiliaire¥)

(14) v=ypMe+ LF(v)
ou F(v) est une fonction analytique de v telle que

F(0) = F'(0) = 0, F®(0) > it S
50 (52) 2 (53) s

L’équation (14) nous donne manifestement v en fonction de &

G+E+l=n>2).

QJ——[LM8+—-6E282+ +——e”+

ou
0z,
0y |z

La série (11) converge, par conséquent, pour || suffisamment petit.
Or du moment qu’il en est ainsi il est évident que u satisfait & I'équation
(1) avec les conditions aux limites voulues. La proposition est done
établie.

Remarque. Il est clair que si f ne contenait pas les dérivées —g-g

0z
et %,

trigonométrique de z fini et la série ¢(6) absolument convergente.

ay >

> | 2a(2Y) 2y G

il suffirait pour que le lemme soit exact de supposer le module

IL
Cas ou le probleme de Dirichlet est possible.

6. Nous pouvons aborder maintenant le probléeme de Dirichlet.
Probleme de Dirichlet. Délerminer une fonction z analytique sotis-
faisant a Uéquation

W e G (¢l>0)

et se reduisant sur une mrconfwenw C de rayon R a une fonction de Uangle
6, F(0), telle que le développement trigonoméirique de F'(0) soit absolument
convergent.

Nous admettrons les deux points suivants faciles a vérifier: 1° La
solution 2z (si elle existe) est entierement déterminée par les condifions du

*) La fonction F'(v) = F( + P + 3 ) qui ressemble & une fonction majo-

rante en differe essentiellement, puisque nous ne supposons aucunement qu'un méme
développement de Taylor soit valable pour f lorsque z et ses dérivées prennent des
valeurs finies quelconques. Nous supposons, en effet, seulement que f n’a pas de sin-
gularités réelles finies.
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probleme; 2° une solution 7 (sur la nature de laquelle on ne sait riem)
dont les dérivées premieres admettent des modules trigonométriques finis
est analytique.

Supposons que pour une raison ou une autre on sache que l'équa-
tion (1) admette une solution qui sur le contour se reduit 4 ane fonction
®(6) jouissant des propriétés exigées par le lemme fondamental La
marche que nous devons suivre est toute indiquée. Nous savons que le
probleme est possible si au lien de ®(#) nous prenons la fonction

F (6, &) = ®(6) + «[F(6) — ®(6)]

pourvu que le module de « soit suffisamment petit. La solution #(zye)
se trouve &tre une fonction analytique de « et en remarquant que

F(6,1) = F(6)

on voit que la question de la possibilité du probleme de Dirichlet se
trouve ramenée a celle de la possibilité du prolongement analytique de
u(zye) le long du segment 01. C’est de cette derniere question que
nous allons nous occuper. Supposons que la solution existe tant que
o < &, Que pouvons-nous en conclure pour &« =¢,? Soit o < ¢, et
ey < &, deux nombres trés voisins, de sorte que |ay — oy | < B. Soient u,
et u, les deux solutions correspondantes. -La différence u, — u, = & véri-
fiera manifestement une équation linéaire de la forme: '

2
(15) 0%0 | 0%

sz Topt o ax+b Sted=0
avec ¢ < 0. Par conséquent, 0 = u, — %, ne peut avoir ni maxima ni
minima; de sorte que si M est le module maximum de ¥(6) — ®(6), on
aura, pour toute valeur de x et y, |4, — 4, | < SM. Donc, si « tend vers
@y, % tend uniformément vers une limite u,. Mais, c’est tout ce que nous
pouvons dire dans le cas général: les dérivées premietres pourront croitre
indéfiniment et au point & = «, nous ne serons plus dans les conditions
exigées par le lemme fondamental. Pour qu’il en soit ainsi, pour que
nous puissions affirmer que le point ¢, n'est pas un point singulier, il
suffira d’'indiquer une limite supérieure pour les modules trigonométriques

EaY

de u, Z—:, % quel que soit ¢« < e,. Dans ces conditions, en effet, en pre-

nant ¢ suffisamment voisin de «,, nous serons assurés que le cercle de
convergence du développement de w suivant les puissances de (o — «)
comprendra a son intérieur le point a, qui dés lors ne saurait étre sin-

gulier.
1. Examinons d’abord le cas simple, ol f ne contient pas les déri-
vées 22, P2 (e cas a 6t6 tudié d'une facon plus ou moins complete

oz’ Oy
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par d’antres méthodes, mais je erois que la méthode paramétrique con-
duit an résultat le plus facilement.

En effet, d’apres la remarque faite a la fin du premier chapitre nous
n’avons pas & nous préoccuper dans ce cas des modules trigonoméfriques
de ou ot 2% Bu

ox
métrique de u. Or cela est facile. D’aprées le raisonnement général du
paragraphe précédent, on a
|u| < N+ Me,
ol |u| désigne la valeur absolue de w et N la valeur absolue maxima
de ®(6). Soit alors A le maximum de la valeur absolue de f(zyu). En
appliquant la formule de Green on a

% = ——ffo(xyu) dzdy + H(zy)
de laquelle on déduit:
2 <ha+s,

G étant la fonction ordinaire de Green, H la fonction harmonique qui
prend les mémes valeurs que # sur la circonférence C, . un nombre
fixe et B le maximum de la série des modules des coefficients du déve-
loppement trigonométrique de Fo'(6, ). Du moment qu'on connait les

il suffit d’avoir une limite supérieure du module trigono-

19“(<kA+B

Iimites supérieures de E%I et i%t on a sans difficulté une limite supé-
rieure du module trigonométrique de . La possibilité du probleme de
Dirichlet sous la restriction indiquée au commencement de ce chapitre est
donc démontrée. Or nous verrons plus loin et trés simplement que grice
au théoreme établi au début, on peut affirmer Vexistence d’une solution
au moins réguliere dans tout le plun; par conséquent le probieme de
Dirichlet dans ce cas particulier est résolu sans restriction-
Passons maintenant au cas plus général.
8. Théoreme. Si dans Uéquation (1) la fonction analytique
02 0z
! (xy T ay)
ne croit pas plus rapidement que les deuxiemes puissances de gz , g; lors-

que celles-ci croissent indéfiniment, le probléme de Dirichlet admet toujours

ume solution.

Pour fixer les idées nous supposerons que [ est un polynome du

, 0z 02 T . .
second degré en ==, 7y Nous adopterons les notations:

0z 02 0%z 0%z ?z_
57 P> 'g:,;=q, ik g—m=3: gyr b
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Commencons par limiter supérienrement l'inelinaison du plan tangent .
a la surface S, sur le bord B. Nous verrons que ce n'est quen ce point
de la démonstration que la condition que f soit du second degré em p et
en ¢ joue un rdle vraiment essentiel. Il suffira, en effet, de limiter supé-
rieurement p au point P da bord B dont les coordonnées sont x = — R,
y=0, 2= 2,, ¢ ayant une valeyr donnée g,. Soit, pour fixer les idées,
p>0. Donnons-nous un contour fermé B’ tangent en P au contour B
et situé enticrement au-dessus de la surface S,. Il est clair que la surface
S’ satisfaisant & Péquation (1) qui passera par B’ aura p’ > p au point P.
Or faisons le changement de fonction et de variables de fagon & comsi-
dérer x comme fonction de y et 2. Un calcul élémentaire montre que

I'équation (1) prend la forme:
022 "0y 0z 0yoz +3 oyt 0z

(16) [1+
or oz

oi ¥ est un polynome du second degré en 39’ 72

( ) 0w oz ox o'z dx 0%z axF(xy axom)
0y 02

On voit immédiatement que ’équation (16) admet la solution z=¢(y)
quelle que soit ¢. En d’autres termes, I'équation (16) ou légquation (1)
admet comme solutions tous les cylindres o genératrice verticale. Cette re-
marque d’ailleurs ne suppose pas [ analytique. Mais pour en tirer des
conséquences rigoureuses nous sommes obligés d'introduire cette hypo-

these.*) L’équation (16) admettra alors une solution analytique passant

par la droite £ + R = 2z — 2, — q,y = 0, avec 2—‘—:=2—)1— le long de cette

droite. De plus, si 4> ¢g,> B et p' > ¢ > 0, on pourra fixer un nombre
positif suffisamment petit b tel que si
17 lz—z| <A+ Db, 1y <b
on a:
lz| < M, '

0z _ 3p. 10| _3r |
<M G < (5 < 3 (gl <

Q)

De sorte que, d’apres 'équation (16), on peut fixer un nombre £,
tel que les inégalités (17) entrainent
oz
(18) ~hg<ga<kg
D’ou

(19) -

__-—ku u
7 < < e

en désignant par u l'accroissement de z pour y fixe.

*) Cette hypothése a d’aillenrs déja joué un rdle important puisqu’elle est a
la base de notre démonstration du lemme fondamental.
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D’ou encore, en posant z + B = 2,:

1—et<lkp'z <é*—1.
Et enfin

(20) Zlog(1+ kp'my) < w< — 3 log(1 — ky'ay).

Prenons maintenant comme bord B’ de cette surface S’ le -contour qui
a comme projection sur le plan des xy Uarc de la circonférence C situé d
gauche dune corde x, = c* et cetle corde elle-méme. Nous choisissons en
outre cette corde de facon qu'on ait:

1) Zlog(1—ky'z) = —b.
On sera alors assuré que sur le bord B’
(20v) Zlog (1 4 kp'z) < u.

Il ne reste plus qua déterminer p" par la condition que le bord B’
soit au-dessus de la surface S,. Pour ce qui concerne la partie du bord
qui se projette sur la circonférence C, ¢a ne présente pas de difficulté;
mais pour celle qui se projette suivant la corde une explication supplé-
mentaire et nécessaire. Nous nous bornerons & considérer le point o y =0,
le raisonnement étant identique dans tous les cas. Considérons une
surface S, de la méme famille voisine de S, de sorte que

gF(a)“l)“F(07“)l<e'

St p, est la limite supérieure de la dérivée premiére sur S, , Vaccroissement
de z,, lorsque z, varie de 0 a z,, sera inférieur & p,x,. Par conséquent,
Vaccroissement de z sur la surface S, sera au plus égal & p,z, + 2¢& En
vertu de l'inégalité (20°¢), il suffira done qu'on ait:

P+ 2e < —%— log (1 4+ kp'x,).
En tenant compte de (21) cette condition se transforme en:
kp,x, + 2ke <log (2 — e *?).

Or, posons par exemple:

log (2 — ¢ *?)
(22) s— 18R ),

Il en résultera:
(23) P >2p,

1—e %
log (2 —e ¥)
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On a ainsi la certitude qu'dl suffit que p’ satisfasse a Vinédgalité (23)
pour que le point en question de la surface S° soit au-dessus du point cor-
respondant de la surface S,. D’une facon générale on arrivera par le
méme procédé a fixer une limite supérieure pour p:

p<p =Lp,.

9. & étant d’apres (22) un nombre déterminé, on voit qu'en effec-
tuant un nombre fin: de fois la méme opération on obtiendra une limite
supérieure des dérivées premieres; pourvu toutefois que de la comnaissance
des dérivées p et g sur les bords on puisse tirer une limite supérieure des
dérivées premieéres & l'intérieur. Il nous faut donc éclaircir ce point.

Considérons Pexpression

v=2pecosl+ ¢gsini,

A étant un parameétre variant de O & wx. Il est évident que la connais-
sance de v pour deux valeurs différentes de 1 mnous détermine p et ¢.
Cela étant, proposons-nous de déterminer une limite supérieure du maximum
du module de ». On aura manifestement:

reosd + ssind =scosd -+ tsimi=0.

D’autre part en différentiant P'équation (1), il vient:

o*p |, 0*p @f of of of
?}x2+2y 2 T5:? -{—-5—1-51‘—!———-8
2x2+0q 0f+azq+g;8+ aft.

D'od pour » maximum ou minimum:

Pv_ of of | . . of
(24) x2+ay %+cosl%+sml 5?;°
g ! tant positif on voit qu'en général pour v trés grand le second

membre aura le signe de v et par conséquent » ne pourra avoir ni un
maximum positif trés grand, ni un minimum négatif considérable. Pour-
tant, s1 on ne veubt pas laisser de coté des cas particuliers importants,
une étude plus détaillée ’impose. Eerivons f sous sa forme explicite:

f=A4p*+2Bpg + C¢® + Dp + Eq + F,
ou 4, B, C, D, E, F sont des fonctions analytiques de z, 9, 2. La con-

dition gg = O entraine manifestement

0= Az’oz’ — (Bz’)z ; 0.
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Le cas qui exige une discussion est celui, oil
0=0.

Alors on aura évidemment aussi D/=E =0 Et de plus, si on
ne peut rien tirer de I'équation (24) pour une succession continue de va-
leurs de 1, c’est qu'on a aussi

A'=B'=C; =0.

On pourrait méme montrer que le seul cas ol on ne peut rien dire
de v quel que soit 1 est celui, ot toutes ces égalités sont remplies iden-
tiquement. Mais nous allons indiquer un artifice qui est applicable dans
tous les cas.

Soit M le module maximum de 4, B, C. 1l est clair que si nous
prenons comme fonction inconnue la fonction z = az,, dans I'équation en
7, le module maximum des coefficients correspondants 4,, B,, C, sera
aM. En choisissant « suffisamment petit, nous pouvons donc réduire ce
maximum autant quil nous plaira. Posons pour fixer les idées

(25) oM < —;-

et opérons sur la nouvelle fonction 2, que nous désignerons par z. Soit
@ — 1 son module maximum. Si nous posons

2+ a=¢e
la fonction « sera toujours positive. Cela étant, formons ’équation a la-
quelle satisfait «.

On aura: . e ;
st o= =[G + G

Un caleul semblable & celui que nous avons fait tout & l'heure

montre que si en un certain point (8 x) + (g—;f) est maximum, 'inégalité

suivante doit étre vérifide:

o {er =[G + G+ (G + Gl + 5er+ay 1 — ]

a—xfx'*z‘g'?']éo-

Or, lorsque w = (g;: )2-{- (%%)2 devient trées grand, le premier membre

de Tinégalité (26) aura le signe de la somme des termes du quatriéme

degré en 2“, g“, si cette somme ne s’annulle que pour gu g; 0.

. Kerivons donc cette somme
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2 2 2
S8=1w?+ (2 —3e ¥ fw+ e 2+ wf

ol f est la somme des termes du second degré en g—g, %Z de f.

2
Or en remarquant que wf ne peut étre que positif ou nul et en

tenant compte de I'inégalité (25), on a
8> ~;— w2,

w peut done ére limilé supérieurement. On en déduit de méme facile-
ment une limite supérieure pour p et ¢ & Vintérieur d’un contour, lors-
qu'on en a une sur le bord. Il résulte done de la discussion faite dans
ces deux paragraphes qwon peut limiter a priori p € q sur une surface
analytique S, de la famile pourvu que Véquation (1) admetle une solution
quel que soit 0 < o < .

10. Nous nous proposons d’en déduire une limite supérieure des mo-
dules trigonométriques de p et ¢q. Cette fois notre raisonnement sera In-
dépendent du dégre de f. Posons

z2=2z+ H,
H étant la fonetion harmonique qui sur C prend les mémes valeurs que 2.
On aura

*z 2z 0z 0z
gxi +gg}=f(xyzg—x %)
et, d’aprés ce qui préceéde, on peut assigner une limite supérieure au second
membre. On a souvent attiré l'attention sur ce fait que tandis qu’on
peut en tirer (par la formule de Green) une limite supérieure de la fonc-
tion et de ses dérivées premitres, on.ne peut certainement pas en déduire
une limite supérieure pour les dérivées secondes. Nous serions done
privés du moyen ordinaire (mais grossier) pour trouver les modules fri-
gonométriques des dérivées premieres. Nous allons montrer que néan-
moins ces modules trigonomeétriques peuvent étre limités supérieurement pourvu
guw’on suppose (ce qui a bien liew actuellement) que le second membre est fim
et intégrable.

En effet, considérons la solution 2z qui s'annulle sur C de T'équation

2 1 1 ¢° = )
%‘:71 ?%%-l-;oa:;=A1,+2Ancosn0+B,smn0.
1

Le second membre étant borné et intégrable, intégrons les deux
[4
membres par rapport & 6; en posant w, = | z,d0 on a:
6
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QJ

0w, , 10 1 n
~ +?.5“_L+_§é—“l=a+Aﬂ0+2~smn0———~cosn0

=a + a,0 + 2 a,cosnb + b, sinnb,
1

ol & est une fonction de ¢ facile & déterminer qui d'ailleurs disparaiira
dans la suite des calculs. En effet, la fonction u, qui s’annulle sur C se
présente aussi sous la forme

U = ¢+ ¢, 0 + Zcﬂcosnﬂ—{— b,sinnb
1

les formules (2) subsistant entiérement. Apreés différentiation par rapport
4 6, ¢ (qui senl dépend de a) disparait ainsi que le terme linéaire qui se
réduit & une constante par rapport a 6. Par contre

Tuy 0% et Ouy 0%
06> 06 060e oo

ont en vertu des formules (2) leurs modules trigonométriques finis, puis-

que Z la,| + |b.]| est finie.

0
Donc p = az‘ + 8z1 + — ont lewrs modules trigonométriques

finis. Par consequent, quel que sozt o nous sommes dans des conditions ou
le lemme fundamental est applicable. Le probléme de Dirichlet est donc pos-
sible pour wume fonction quelconque F (0) sur la circonférence O, s'il est pos-
sible pour ume fonction determinée ®(6) sur cette méme circonférence.

Or il est aisé de montrer, en vertu du théoreme 2 qu'il est foujours
possible. En effet, soit C une circonférence pour laquelle le probleme
de Dirichlet est possible. En prenant pour F'(0) une fonction analytique,
on sera certain que la solution correspondante peut &tre prolongée et par
conséquent il existe un cercle C; de rayon plus grand pour lequel le pro-
bleme de Dirichlet sera possible F)(6) étant une fonction déterminée; il
le sera donc aussi pour une fonction quelconque et, en répétant ce raison-
nement autant de fois qu'on le veut, on voit que le probléme de Dirichlet
est toujours possible sous les conditions énoncées au § 8.

11. Il sera peut-étre utile que nous indiquions un sujet de recherches
important. Il se rattache au théoréme 2 que nous venons d’utiliser. Ainsi,
si les données sur le contour sont analytiques on peut affirmer que la
surface S qui satisfait au probleme peut &tre prolongée i l'extérieur. La
question qui se pose est de savoir dans quels cas ce prolongement peut
se faire indéfiniment sans singularités, dans quels cas la surface n’aura
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comme singularités réelles que des points isolés. Dans le cas des fone-
tions harmoniques la réponse est aisée: on sait que si la fonction se ré-
duit & une fonction entiere de l'arc 6 sur un cercle, elle n’a pas de sin-
gularités a distance finie; on a le méme critere évident pour décider de
Pexistence de lignes singulieres réelles. Dans le cas général, on n’a plus
la ressource de ramener 1'étude d’une fonction de deux variables a celle
d’une fonction d’une seule variable complexe. Pourtant les critéres sont
probablement souvent analogues; pour la démonstration rigoureuse on devra
approfondir la question de la propagation des singularités le long des
caractéristiques. _

Dans la deuxiéme partie de ce travail nous nous occuperons des
équations de la forme Ar 4+ 2Bs + Ct= 0 et en particulier de celle des
surfaces minima.¥)

*) Comptes Rendus, 2 octobre 1905.




