
SUR LES COURBES DI~FINIES PAR DES I~OUATIONS DIFFERENTIELLES 

P A R  

IVAI~ BENDIXSON 
STOCKHOLM. 

Dans ses m6moires >)Sur les courbes d6finies par des (quations diff6- 
rentielles,> ~ M. POINCARI~ a envisagd l'6tude des 6quations diff6rentielles sous 

un poin~ de vue nouveau. En se bornant au c6t6 qualitatif de la question, 

il a d6montr6 une suite de th6or~mes de la plus grande importance, ~ 
l 'aide desquels on pent ddterminer compl6tement la nature des courbes 

intdgrales rdelles, satisfaisant ~ une dquation diff6rentielle de la forme 

d x  _ _  dy 
X Y '  

X et Y d6signant des polynomes en x et en y. 
I1 s'est d'ailleurs born6 au cas off chaque point singulier (a,  b) de 

l '6quation en question est tel que l'on air 

x = ~(x - ,,) + / ~ ( y  - -  b) + X~, 

r = r ( x -  ,,) + ~ ( y -  b) + ~'~, 

X 2 et Y2 d6signant des polynomes en x - - a ,  y - - b ,  ne contenant que 
des termes au moins de la deuxi6me dimension, et a ,  t3, T, 3 des constantes 

assujetties ~ ces deux conditions que l'6quation 

[ ~ - - X ,  f l  = o  

T , 3 - - 2  

n'ait  pas de racine nulle et n'ait  pas de racine multiple. 

1 Journal  de Math6matiques,  I 8 8 I ,  I 882 ,  o . .  

A~ta mathennatica. 24. Impr im~ le 29 d6eembre 1899. 
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L'dtude des points singuliers est basde ehez M. POINCAttl~ sur le dd- 
veloppement en sdrie des intdgrales qu'il avait donng antgrieurement. 
Dans le prdsent mdmoire je veux d'abord prouver que les thdor~mes les 
plus importants de 1~r POINCAa~ peuvent s'dtendre au eas, oh on fair sur 
les fonctions X et Y la seule hypoth~se qu'elles soient continues ainsi que 
leurs ddrivdes prises par rapport h x et ~ y. 

Dans le chapitre I nous ddmontrerons les principaux thdor~mes qu'on 
obtient dans ee cas tr~s gdndral. En particulier j 'insiste sur la notion 
de courbe intc~grale t raversant  un  point  s ingulier  et sur celle de rdgion nodale, 

notions qui sont d'une grande importance pour l'dtude des courbes intd- 
grales darts le voisinage d 'un point singulier. 

Dans les chapitres suivants nous dtudierons ensuite de plus pros la 
nature des points singuliers dans le cas oh X et Y sont des fonctions 

holomorphes des variables. 
Apr~s avoir donn6 dans le chapitre I I l a  ddmonstration de divers 

thdor~mes gdndraux, nous dtudierons dans le chapitre I I I  le cas off les termes 
de la plus petite dimension sont d'ordre I, et off les raeines de l'dquation 

r , ~ ' ~  

ne sont pas routes deux nulles. :Nous traiterons ees cash l'aide des thdor~mes 
gdndraux 6tablis dans les chapitres prdcddenfs, et sans avoir besoin de con- 
naitre les ddveloppemen~s en sdrie des intdgrales dans le voisinage d 'un 
point singulier. Le point singulier sera dans ce cas un ~Nceud, Foyer, 
Centre, Col, ou enfin il sera trave/s6 par deux courbes intdgrales limitant 

une rdgion nodale. 
Dans les chapitres suivants nous 6tudierons le cas gdndral, et nous 

le r~dhirons toujours par une suite de substitutions bilindaires ~ des dqua- 

tions diffdrentielles de la forme suivante: 

. dT.i x ~ = a y + b x + ~ 3 ( z , y ) ;  o~ a ~ o  

' Recherehes sur les propridlds des fonctions ddfinies par des dquations diffdrentlelles. 
Journal  de l '6cole polytechnique,  Cahier 45. 

u aussi Por~cA~ Thdse inaugurale, Paris, Gauthier-Villars I879. 
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ddsignant une s6rie de Taylor dont tons les termes sont de dimen- 
sion > I. 

Cette rdduction nous permet non seulement de d6terminer compl~te- 
ment  la nature des courbes intdgrales dans le voisinage d 'un point singulier, 
mais encore d'obtenir des dgveloppements en sdrie, en appliquant hces  der- 
nitros 6quations la m6thode de mon m6moire Sur les points singuliers des 
@quations diffdrentielles. 1 

A l'6gard de cette mdthode de rdduction, nous ferons encore la re- 
marque qu'elle nous permet aussi toujours de rdduire le calcul des int6- 
grales holomorphes dans le voisinage d'un point singulier h celui des intd- 
grales holomorphes darts le voisinage de l'origine de plusieurs 6quations 
diffdrentielles de la forme traitde dans le mdmoire cit6. Nous sommes done 
parvenus h la rgsolution complete d'une question trait6e par BRIOT et BOUQUET 
darts leur mdmoire Recherches sur les propridlds des fonctions ddfinies par des 
dquations diff~rentielles, ~ oh les dits auteurs ont ddveloppd une autre mgthode 
de r6duction qui admet d'ailleurs plusieurs cas d'exception. 

INous nous bornons ici ~ cette remarque, voulant dans ce m~moire 
traiter seulement les coarbes int~grales rdelles des ~quations diffdrentielles. 

Nous attirerons enfin l 'attention sur la relation qui subsiste entre le 
nombre c des courbes intggrales traversant un point singulier, le hombre 
nf des rdgions nodales ferm@es appartenant h c e  point, et l 'indice i de 
M. POINCAa~. Cette relation peut s'dcrire 

c - - n  r = : ( i  + I). 

i Ofvers ig t  af K. Vet. Akad. FSrhandl . ,  Stockholm, Febr. 9, I898. 
2 Journa l  de l'&cole p o l y t e e h n i q u e ,  x856. 
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C H A P [ T R E  I. 

T h d o r ~ m e s  g d n d r a u x  s u r  l e s  e o u r b e s  d d f i n i e s  p a r  d e s  d q u a t i o n s  

d i f f d r e n t i e l l e s .  

t. l~tant donnd un systbme d'dquations diff6rentielles 

(i) 

(lx 
2f  = x ( : r ,  y), 

dt 

off X y ,  __~X ~X --~Y --~Y sont des fonetions continues h l'intdrieur d'une 
' ~ x  ~ ~.q ' 9x ' ~ g  

r@ion finie A du plan des x ,  :q, on sait qu'il existe un seul svst~me 
d'intdgrales 

z = x ( f -  to, So, Yo), 

y = y ( t - -  t o , .to, Yo), 

satisfaisant aux dquations (I) et prenant pour t = t o les valeurs X o ,  Yo, 

quand (Xo, Yo) est un point queleonque du plan, situ~ h l'int6rieur de A. 
En appliquant par exemple la mdthode d'apl)roximation de M. PICARD 

on obtient pour ees intdgrales des dgveloppements en sdries eonvergentes 
tant que 

It-tol_< 
3 ddsignant une quantitd positive suffisamment petite. 

Mais on s'assure de plus aisdment, que c'est lh le seul svstb.me d'int6- 
grales pour lequel 

(3) lira z ( t )  = Xo ; lira y(t )  = :to ; 
t = t  o t = t  o 

,_olent en effet x 1 , Yl, x~, y~, deux svstbmes d'intdgrales satisfaisant aux 
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dquations (3), et supposons pore" fixer les iddes que les dquations (3) soient 

satisfaites quand t tend en ddcroissant vers t 0. Les deux dquations 

d(x I - -  X~) 
at - -  X ( x l  , Y l ) -  X(x=,  y~), 

nous donnent  

d (y, - y..) 
- , y , ) - -  Y(q,  

d t  ~ 

~x ~x ~Y ~ Y h l ' i n t d r i e u r  N d&ignant  la valeur maxima des fonctions 

de A.  

On pourra done dcrire 

d(~, _--_ z,) 

__< 2N.lim~=0 [ ] ~d(x, - -  x~) d( + 
,, d t  

t o+z  I] d 0.1, - -  y~) dt 
,:1 t 

t~ + -z 

I to+z 

Soit J]/I  t la valeur maxima de la fonction [d@,dt--z~.)] -4- [,:l(y,--y~)idt pour 
I i m l 

les valeurs de la variable comprises entre t o et t, on volt que 

M, < 2 X . M , . ( t - -  to). 

On aura done, ou bien 

, 5  to), 
ce qui est impossible quand t a une valeur voisine de to, ou bien 3I,-----o. 
Mais 21I, = o condui t  h 

d(x 1 - -  x~) d(.~o_ - -  ~.l,) 
d t  - -  o ;  d t  - -  o ;  

dquations qui nous mont ren t  que x 1 - - x  2 ~---o; y~--y~-- - - -o .  
c. q. f. d. 
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2. Les 6quations (2) repr6sentent toujours une eourbe int~grale du 
syst~me (l), except6 dans le cas off xo, Yo satisfont 

X ( x 0 ,  y0) --- o;.  Y@0,  y~ = o .  

Dans ce cas le point (x0, y0) est dit u n  po in t  s i , g u l i e r  du systbme, et 
l'intdgrale (2) se rdduit au point (xo, yo). 

Le thdor~me ci-dessus ddmontrd met alors en gvidence qu'il n'existe pas 
de eourbe intdgrale tendant vers le point singulier (xo, Y0) quand t tend 
vers une valeur finie. 

Si x o ,  Yo n'est pas un point singulier, et si to a une valeur telle que 

I t ; -  to I < 3, 

les fonctions x(t - -  to, Xo, yo), y ( t  ~ to ,  z o ,  Yo) prendront pour t = to des 
valeurs ddtermindes x0, Y0. En formant maintenant le syst~me d'intdgrales 
qui pour t = to prend les valeurs xo, y~, on obtiendra 

( ' ' Yo) x ~ -  x t - - - l o ,  x o ,  
(2') 

u ( t  ' ' ') y --- _ _  t o ,  Xo , Yo �9 

Ces sdries sont convergentes pour 

It-t;l<_3, 
et les 6quations (2) et (2') repr~sentent pour les valeurs de t, qui satisfont 
aux deux in6galitds I t - -  t o I <  3, I t - -  to I <  3~, exactement la m~me courbe 
intdgrale. 

Le d6veloppement (2') nous donnera en gdndral une continuation de 
la courbe intdgrale ddfinie par les dqnations (2). 

En proc6dant de cette mani~re, on peut former des parties d'une 
courbe intdgrale de plus en plus grandes. 

3. Quand on cherche h dtendre ce prolongement de la courbe intd- 
grale pour des valeurs de t > to, il peut arriver, ou que ron obtient des 
ddveloppements en sgrie pour chaque valeur de t, ou qu'il existe des va- 
leurs de t auxquelles on ne pent pas parvenir par de tels prolongements. 
I1 y aura 6videmment lieu de faire la m~me distinction pour les valeurs 
de t < t,. 



Sur les courbes d~finies par des ~quations diff~rentielles. 7 

I. Supposons d'abord clue T soit la limite supgrieure des valeurs de 
t auxquelles on peut parvenir par les dits prolongements pour une courbe 
int~grale d~termin6e 

x = x ( t ) ;  y = y ( t ) .  

Envisageons alors une rdgion queleonque A' du plan des x ,  y, situ6e 
l'intgrieur de A ,  je  dis que la courbe intdgrale ne peut pas rester d l'in- 

tdrieur de A', quaud t tend vers T en croissant depuis t o. 
En effet si la courbe intdgrale restait toujours h l'int6rieur de A', on 

pourrait dgterminer un hombre positif M tel que 

I X I < M ;  I r l < M ;  pour t o < t  < T, 

ce qui nous donnerait 

I/ I = xdt <  lt,-t,I, 

Iu  l y ( t , ) - y ( t , ) l  = f r e t  <  lt, - t , I .  
t2 | 

Quand t~ et t~ tendent vers T, on a m  donc 

Fire (x(tl) - -  x(t2) ) --= o; lim (y(t~) - -y ( t~) )  = o, 
t i  ~ T t I ~ T 
12~ T t 2 ~  T 

ce qui fair voir que x ( t )  et y(t)  tendent vers des limites d~termin~es a 
et b, quand t tend vers T. 

Le point (x--= a ,  y = b) ne peut donc pas ~tre un point singulier 
du syst~me (I), ear il n'existe aucun autre syst~me d'int~grales se rappro- 
chant de ce point, quand t tend vers T, que le point (a ,  b) lui-m~me. 
De m~me ee point ne peut pas ~tre un point rggulier, car x ( t ) ,  y ( t )  se- 
talent alors donngs par des s~ries convergentes clans le voisinage de t ~ T,  
et on pourrait alors prolonger la courbe int~grale pour des valeurs de 
t > T,  I1 n'est done pas possible clue la courbe reste ~ l'int~rieur de A'. 

c. q. f. d. 

II .  Supposons maintenant que l'on puisse gtendre le prolongement 
de la courbe int~grale pour chaque valeur de t > to, et que la courbe 
intggrale soit situ~e ~t l'int~riefir de A' pour les valeurs de t > t 0. 
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Deux  eas sont  alors a dis t inguer ,  suivant  q u e  x ( t ) ,  y(t)  t enden t  

vers des l imites ddtermindes ou non.  

Si l'on a 
l i m x ( t )  = a ;  l i m y ( t )  = b; 

/e dis que le point (a, b) est un poi,# singulier du syst&ne (I). 

E n  effet supposons pour  fixer les iddes que 

X ( a ,  b) ~= o. 

On pourra i t  alors ddtm~niner un  nombre  posit if  m suff isamment  g rand  pour  

que l 'on eut  

I xCx . / ,  I > '  ' I pour,>__ m; 
I ~ I 

ee qui  nous donnera i t  

Ix(t) - -  :~(" ' ) l  = ' I 
> ( t  - -  m) I x ( ~ ,  b) I 

2 

et on en eoneluerai t  que x( t )  fend  vers l ' infini avee t, ee qui  est con- 

traire ~t notre  supposi t ion.  
e. q. f. d. 

4. Afin de t ra i ter  le cas o~ x(t)  et y(t)  ne t enden t  pas vers des 

l imites  ddtermindes quand  t t end  vers l ' infini, nous aurons besoin d 'dtablir  

auparavan t  quelques  thdorSmes simples. 
Nous  ddsignerons dor~navant ,  avec M. POIXCAR~, par  le nora de carac- 

t&istiques les courbes que nous avons appeldes jusqu ' ic i  des courbes int6grales. 

Si la eourbe int6grale • vers le po in t  s ingulier  ( a ,  b), quand  t 

tend  vers + cx~, nous dirons que la demi-caract~ristique cor respondant  h 

t > t o aboutit au l)oint (a, b). 
De m~me, si x ( t ) ,  y(t)  sont  des fonet ions  telles que l 'on air 

l im x ( t )  = a; l im y( t )  = b; 
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nous dirons que la demi-caract6ristique correspondant h t < t o 
point singulier (a,  b). 

9 

about it au 

5. :Nous d6montrerons h pr6sent le thdor~me suivant: 

Th~or~me I. Soient 

(4) �9 = ~ ( t -  to,  Xo, yo), y = y(t  - -  to, Xo, yo), 

les dquations d'une earactdristique qui pour t o < t < t~ est situde ~t l'intdrieur 
de A ,  et soient 

des fonctions 

On aura 

(4') x ~-- x ( t - -  to, Xo, Yo), y = y(t  - -  to, ~Co, ~)o), 

les dquations d'une autre earaet4ristique qui pour t ~ t o passe par un point 

(Xo, Yo) voisin de (Xo, Yo)" Ayant  ehoisi un hombre posi t i f  3 aussi petit que 
l'on voudra, j e  dis qu'on peut  to~cjours d~termi~er un hombre posi t i f  ~ su#i- 

samment petit pour que 

I ~ - x l < ~ ,  
pour t o < t < t ~ ,  

19-  yl < ~, 
~ o ~ v u  q~e Z' o~ ~it I ~o - -  ~o I <= ~ , I ~o - -  Yo I <= ~ " 

Je  veux donner de ce thdor~me dl5mentaire u n e  ddmonstration qui 
m'a gt6 communiquge par M. LINDI~LSF. 

La caractdris~ique (4) 6tant pour t o < t < t~ situde h l'intgrieur de A, 
on peut toujours ddterminer une rdgion A' du plan, situde "~ l'int~rieur de 

A et telle que la caractdristique soit pour ces valeurs de t situde h Fin- 
tdrieur de A' .  

Ddsignons par p la distance minima d'un point de la caractdristique 

(4) (pour t o < t < t~) au contour de A', et par N la valeur absolue maxima 
vX ~X oY oX 

- -  - - ,  h l 'intgrieur et sur le contour de A'. 

s = x(;~ 9 ) -  x(x y) dt ' ' 
rs r,. 

= (~ - -  x ) x : ( ~ ,  7) + (~ - -  y) ~ ( ~ ,  7) 

le point $ ,  ~ dtant situ6 sur la droite joignant le point (x,  y) au point 

(x, ~), et entre ces deux points. 
A c t a  m a t h s m a t i v . a .  21. Imprim~ 1o 29 d~cembro 1899. 2 
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Tant  qu~ 

on est done sSr que 

Xvar Bendixson. 

(~ - -  z)' + (y-- y)' < p' 

et on aura de la m~me mani~re 

Ces deux indgalit~s eondu4sent K la suivante 

~ . ( 1 ~ - ~ 1 + 1 ~  ~,1)] < - 

et eelle-ci aura done eertainement lieu taut que 

I ~ - z l  + I ~ - y l < p .  

Soit maintenant 3 an hombre aussi petit que l'on voudra, e~ dfiterminons 
un hombre positif r tel que 

25e  ~K(tt-t*) < ~ < p .  

Si l'on dgtermine alors les valeurs xo, Y0 telles que 

I~o--zol< ~, 

je dis qu'on aura toujours 

1 ~ o - y o l  < ~ ,  

]y - -  Y l < #; pour to < t < t,. 

En effe~, s'il n'en ~tait pas ainsi, il existerait une valeur t' de t, situ~e entre 
t o e t  t , ,  telle que la fonetion I ~ - - x  I + l y - y l  serait ~gale ~ ~ pour 
t --- t', mais serait < ~ pour to < t < t'. 

L'inggalitg ~5) grant alors satisfaite pour t o < t < t', on aurait 

[~ - -  z l  + lY - -  Yl < [1~o - -  Xol + lye - - ~ [ ]  e'~('-') 

< 2~e ~ ' ( ' - '~  < 6, pour t o < t ~ < t', 

e~ qui ~st r ~ no~re supposition que I~ - -  ~l + Ih- -  yl = ~ pour 
t ~ t ' .  e . q . f . d .  
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6. Nous pouvons de la mani~re suivante ~noncer ce th6or~me sous 
une forme plus gdomdtrique. 

Soie**t (x, o , Yo) et (x, , y,) deux points du plan situds sur la mdme carac. 
tdristique, et entourons (xl ,  yt) par un cercle C~ de rayon ~ aussi petit que 
l'on voudra. On peut alors toujours entourer le point (x o , Yo) par un cercle 
C de rayon d suffisamment petit, pour qu'une caractdristique, passant par un 
poi~# quelconque de C, traverse tou]ours C~. 

Envisageons maintenant un point Xo, Yo d'uue caractdristique, corres- 
pondant ~ t - - - to ,  et menons en (xo, Y0) une normale N h cette courbe. 
Quand t en croissant d~passe to, noh'e caract~ristique traversera la normale 
en passant d'an cStd ~ l'autTe. I1 nous sera plus tard ndcessaire de di- 
stinguer l'un de l'autre les deux cSt~s de la no~unale. A cet effet nous 
ddsignerons par cdtd positif de la normale celui que traverse la caractdri- 
stique pour t > to, et par cdtd n~gatif celui qu'elle traverse pour t < t o. 

Un corollaire qu'on obtient immSdiatement est le suivant: 
,, On pent toujours entourer le point xo, Yo par un cercle C de rayon 

suffisamment petit, pour que chaque caractdristique passant par un point 
de C coupe la normale N de mani~re h passer du c6t6 ndgatif au c6t6 
positif de cette normale, quand t va en croissant. �9 

7. Th$or~me II. Si 

x=r y--y(t), 

sont les dquations dune caractdristique qui lorsque t croit de t o vers + c~ 
reste tou]ours d l'intdrieur de A', sans approcher inddfiniment d'aucun point 
singulier~ deux cas seulement sont possibles. Ou la caractdristique sera elle- 
meme une courbe fermde, ou elle s'approchera inddfiniment d'une caractdristique 
fermde. 

Observons d'abord que la caractdristique en question, laquelle nous 
ddsignerons par L ,  aura ndcessairement plus d'un point limite q uand t 
tend vers + c,c. Autrement elle aboutirait h u n  point singulier (voir page 
8) ce qui est contraire ~ notre hypoth~se. 

Soit donc P u n  point limite de L .  Deux cas seront h distinguer, 
suivant que le point P est situ6 sur /~ ou non. 
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I. Si P e s t  un point de L, la caractdristique L sera une courbe fermde. 

En effet, si L n'est pas une courbe fermde, elle doit ndcessairement 
eouper la normale en P une infinit5 de lois dans le voisinage de P. Suppo- 
sons que L coupe la normale encore une fois en /'1 (pour t : t ~ ) .  Si /)1 
est un point suffisamment voisin de P, on salt que, en P~, L passe du 
cStd ndgatif au c5t6 positif de la dire normale. (Fig. I.) 

p P, 

Fig. I. 

Envisageons maintenant la rdgion C du plan, limit6e par la courbe 
ferm6e qui est compos~e par la pattie de L situSe entre P et /)1 et par 
la normale PPI" 

Si L entre h l'intSrieur de C quand t d~passe la valeur tl, cette 
courbe ne peut plus sortir de C, sans traverser la normale dans le sens 
opposg h celui dans lequel il l'a traversSe en P e t  P~, ce qui est impossible. 
Etant  alors toujours situ6e h l'intdrieur de C pour t > tl, elle ne peut 
traverser ni la normale entre P e t  P~, ni le prolongement de la normale 
P I P  situd h l'extdrieur de C. On en conclut que P n'est pas un point 
limite de L pour t----- + cxv. 

Si au contraire L sort de C, quand t ddpasse la valeur t~, elle ne 
peut plus couper la normale entre P et P~ sans passer du c5td positif au 
cbtd ndgatif, ce qui est impossible. P ne peut donc pas ~tre un point 
limite de L. 

Nous sommes donc parvenus ~ une contradiction en supposant que L 
n'est pas une courbe fermde. 

c. q. f. d. 

II .  Si P n'est pas un point de L ,  la caractdristique passant par P 
sera une courbe fermde. 
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Soit en effet K la demi-camct6ristique passant par le point P e t  cor- 
respondant h t > t o . On volt ais~ment que chaque point de K est un 
point limite de L.  

En effet, soit (al,  bl) un point quelconque de K; entourons ce point 
par un cercle C 1 de rayon aussi petit que l 'on voudra. Le th6or~me I 
nous apprend qu'on pourra entourer le point P par un cercle C de rayon 
suffisamment petit pour que chaque caract6ristique passant par un point 
de C aille couper C 1. Mais L passera n~cessairement par des points de C, 
et on en conclut que L dolt traverser 6' 1 . Or C~ est un cercle de rayon 
aussi petit que l'on voudra, ce qui met en 6videnee que (al,  b~) est un 
point limite de L.  

On en conclut que K ne peut pas s'approcher inddfiniment d'un point 
singulier. 

La caract6ristique K ayant alors pour t = -1- cx~ des points limites 
qui ne sont pas des points singuliers, soit x = a2, y = 5 2, un tel point. 

Je  veux prouver que le point (a2, b2) est n6cessairement un point de K. 
Supposons en effet que (a2, b2) ne soit pas un point de K, et par le point 
(a2, b2) menons une normale h la caract~ristique passant par (a2, b2). 

Envisageons une partie suffisamment petite de cette normale, telle 
que chaque caract6ristique rencontrant cette partie de la normale passe du 
c6t~ n6gatif au c6t~ positif, quand t va en croissant. Quand t crolt vers 
l'infini, K doit n~cessairement couper cette normale un hombre infini de 
fois. Soient P1, 192, P3 trois points consdcutifs oh K coupe la normale, 
pour les valeurs t~ < t 2 < t s de t. On prouve alors de m~me qu'au cas 
I que K ne peut pas couper la normale entre P1 et P2, ni entre P2 et P.~. 
I1 s'ensuit que t92 est situg entre P~ et P~. 

Mais on s'assure aussi ais~ment que L ne peut couper la normale 
plus d'une lois entre /91 et P2. 

D6signons en effet comme ci-dessus par C la rdgion du plan limit~e par 
la courbe ferm6e, compos6e par la partie de K comprise entre /)1 et P~ et 
par la normale P1P2. Lorsque L traverse la normale, quand t va en crois- 
sant, et entre dans C, elle n'en peut plus sortir sans traverser la normale 
entre P I e t  P~ du c6t~ positif au c6td n~gatif, ce qui est impossible. L 
restera done toujours h l'intdrieur de C et ne peut donc pas couper la 
normale /)1/'2 encore une fois. 

La courbe L ne peut donc pas couper la normale entre P~ et P2 
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plus d'une fois. De la m~me mani~re on s'assure que L ne peut pas 
couper la normale entre P2 et Ps plus d'une fois. 

:Le point P2 ne peut donc pas ~tre un point limite de L. 
La supposition que (a2, b2) n'est pas un point de K nous a donc 

conduit h une contradiction, et on peut donc conclure que (%, b2) est un 
point de K, ou enfin que K est une courbe fermde, d'aprbs ce que nous 
avons prouv~ au eas I. c . q . f . d .  

8. Notre th~orbme 6tant ainsi dtmontrt, nous ferons quelques re- 
marques h l'dgard des earaet~ristiques fermdes. 

En un point P de la caractdristique fermde K nous menons une 
normale ~l /17 d'une longueur suffisamment petite, pour qu'une caract~ri- 
stique passant par un point de ce~te pattie de la normale aille rencontrer 
encore ~.e lois eette normale, quand t va en croissant. (En vertu du 
thdor~me I cela est toujours possible). 

B 

Fig. IX. 

1 
Soit L (Fig. II) une caraefAris~ique s'approehant inddfiniment de K, et 

supposons pour fixer les iddes que L soit situd ~ l'ext~rieur de K. On 
s'assure alors aisdment que L dolt couper la dire pattie de la normale an 
nombre infini de lois, aux points eons~eutifs P. ~P~, . . . ,  P v . - - ,  pour 
les valeurs t~ , t  2 , . . . , t v . . .  (t l < t ~ < , , . < t ~ < . . . )  de t. Les points 
P~ tandront alors vers P, quand v va en croissant, et la eourbe L aura la 
forme d'une spirale se rapprochant de K. Envisageons maintenant une 
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caractdristique L'  passant par un point P~ de la normale situde entre P~ 
et P~. On salt que L' rencontre ndcessairement la normale encore une 
lois quand t va en croissant. Je dis que le point consdcutif P~, off L' 
rencontre la normale, est situd end;re P2 et P3" 

D'abord il est dvident qu'au point P'~ la caractdristique L' entre 
l'intdrieur de la partie du plan qui est limitde par L e t  par la normale 
t~JP~, et comme elle ne peut plus en sortir, le point _P~ dolt ~tre situd 
entre /)2 et P.  

On prouve de lu m~me mani~re que L, qui rencontre la normale en 
P~ entre /~ et P~, dolt rencontrer cette normale en un point consdcutif 
P~, situd entre P~ et P.  

P~ sera donc situd entre P~ et P3. 
Ea  continuant ainsi on s'assure que L'  coupera la normale en des 

points P~, P~, . . . ,  P : , . . .  tels, que P: soit situd entre /~ et P~+~. I1 
s'ensuit que L sera aussi une spirale se rapprochant inddfiniment de K. 

Mats, en prenant un point quelconque (a, b) de L,  on peut, d'aprbs 
le th6or~me I, entourer le point (a, b) par un cercle C de rayon suffi- 
samment petit, pour que Chaque camct6ristique passanf par C aille ren- 
contrer la normale entre P1 et P .  On obtient donc le corollaire suivant: 

St (a, b) est un point r~gulier par lequel passe une caract~ristique qui pour 
t ~ + cxv s'approche inddfiniment d'une caractdristique ferrule K ,  n'aboutissavt 
pas d un point singulier, on peut toujours entourer le point (a, b) par un 
cercle C de rayon suff~samment petit pour qu'une caractdristique, passant par 
un point quelconque de C, soit une spirale se rapprochant inddfiniment de K,  
quand t tend vers + co. 

0bservons enfia que les considdrations ci-dessus expos6es mettent en 
dvidence que, si L est une spirale se rapprochant de K, qaand t vavers  
+ r la caractdristique L ne peut pas s'approcher de K, quand t tend 
v e r s  - -  o ~ ,  

S'il existe des caract~ristiques qui ont la caractdristique fermde K 
pour asymptote, nous dirons avec M. P01NCARii que K est un cycle limite. 

S'ii n'existe pas de caractdristique ayant K pour asymptote et situde 
l'e~xtdrieur de K, les considdmtions ddveloppdes ici mettent en dvidence 

que, dans route rdgion annulaire limitde par K et par une courbe fermde 
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quelconque extSrieure h K, il v a n6cessairement une infinit~ de carac- 
t@istiques ferrules. 

De m~me s'il n'existe pas de caractSristique avant K pour asymptote 
et situ~e ~ l'int~rieur de K,  il v a une infinit6 de caractSrisfiques ferm6es 
situ6es dans toute rdgion annulaire limitSe par K et par une courbe fermde 
quelconque situde h l'int@ieur de K. 

Dans le cas o~ X et Y sont des fonctions holomorphes, M. POINC~a~ 
a d6montr~ le th6orSme su ivant  

"~Si ,une caract~ristique ferrule, qui ne passe par  aucu~ point s i ,yul ier  , 

~'est pas un cycle li~ite,  on peut l'entourer par une r~gion ammlaire telle 

que toutes les caract~ristiques de cette t iglon soient des caractiristiques fermdes., 

Pour la d~monstration nous renvovons le lecteur h l'ouvrage de M. 
PO~CAR~. 

9. Th~or~me III. A l'intdriem" d'm~e caractdristique fermde K, n'abou- 

tissant pas g~ un point sinyulier , il e.eiste tou/ours au moins un point sinyulier. 

Supposons en effet qu'il n'existe pas ~l l'int@ieur de K de point sin- 
g'ulier tel qu'une caractdristique issue d'un point rdgulier peut en approcher 
inddfiniment. Alors chaque caract@istique L passant par un point @o, Yo), 
situd ~ l'intdrieur de K ou bien sera fermSe ou bien s'approchera inddfiniment 
de deux caract@istiques fermdes, l'une pour t----+ oz, l'autre pour t = -  c~. 

Je d~signerai par A@o, Yo) une fonction qui sera dgale h l'aire ren- 
fermde par la earactdristique L,  si L e s t  fermd, mais qui sera dgale ou 
supdrieure h l'aire B renfermde par K, chaque fois que @o, Yo) reprdsente 
un point tel que la earaetdristique L n'est pas une eourbe fermde. 

Les quantitds A(xo, Y0) auront alors une eeriaine limite infSrieure, 
quand le point @o , Yo) prendra toutes les positions possibles ~l l'intdrieur de 
K, et cette limite infdrieure sera infdrieure a B. Soit g cette limite in- 
f@ieure, et soit (a ,  b) un point choisi de manibre que la limite infdrieure de 
A@o, Y0) soit dgale ~'~ g pour un entourage de (a,  b) aussi petit que l'on 
voudra. 

Je dis que le point (a,  b) est n&:essairement un point singulier. 

En effet, s'il 6tait rdgulier, par (a, b) passerait une caractdristique L '  qui 
serait ferm6e ou qui aurait pour asymptotes deux caractdristiques fermdes. 
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Dans le premier cas il existerait une caract6ristique ferm6e situ6e ~ l'intdrieur 
de L'  et pour les points (x0, Y0) situds sur cette derni~re caractdristique la 
fonction A (x0, Y0) prendrait dvidemment une valeur infdrieure ~t eelles que l'on 
obtient dans le voisinage de (a,  b), ce qui est contraire h notre supposition. 
Dans le second cas on aurait A (x0, Y0)~ B dans le voisinage du point (a, b). 

IO. Nous 6tudierons h prdsent la nature des courbes int6grales dans 
le voisinage d'un point singulier, en nous bornant pourtant au cas off le 
point singulier P e s t  un point singulier isold, c'est h dire o~l on peut en- 
tourer le point P par un cercle h l'intdrieur duquel ne se trouve aucun 
point singulier autre que P.  D6signons par C une r6gion time du plan 
des x , y ,  ~t l 'int6rieur et sur le contour de laquelle il n'existe aucun point 
singulier autre que P.  :Nous voulons alors d6montrer le th6or~me suivant: 

Th~or~me IV. L dtant une caractdristique qui pour t >  t~ est toujours 

situde d l'intdrieur de C, les seuls cas ~ distin,guer sont les quatre suivants: 

I) L sera une caractdristique fermde entourant le point P .  

2) Z sera une spirale se rapprochant ind~finiment d'une telle carac- 

tdristique fermde. 

3) L aboutira au point singulier P .  

4) L sera une spirale se rapproehant inddfiniment dune cavactdristique 

fermde aboutissant au point P e t  pour t = + oo et pour t =  ~ c x v .  

En effet, supposons d'abord que P ne soit pas un point limite de L,  
quand t croit vers + cx~. Les th6or~mes I I  et I I I  nous apprennent alors, 
que l'un des cas I) ou 2) aura lieu. 

Si all contraire P e s t  le seul point limite de L quand t crolt vers 
+ o,v, c'est le cas 3) qui aura lieu. 

Supposons enfin que P soit un point limite de L quand t croit vers 
+ axe, et que cette demi-caractdristique air aussi d'autres points limites. 
:Nous envisageons la caractdristique K passant par l'un quelconque d'entre 
eux, en nous bornant d'mbord ~t la demi-caract6ristique correspondant 
t > t o . On salt alors que tous les points de K sont des points limites 
de L,  d'oh l'on conclut que K ne peut pas sortir de C, quand t croit de 
t o v e r s  + r Or K ne peut pas ~tre une courbe fermde entourant le 
point P, car alors L n'aurait pas P pour point limite. Et  K ne pouvant 
non plus ~tre une spirale se rapprochant d'une telle caractdristique ferm6e, 
par la m~me raison, il faut que K air P pour point limite. 

Aota mathcmatiCa. 24. Imprim~ le 26 janvier 1.q00. 3 
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Supposons que K air aussi pour point limite un point Q diffdrent 
de P, et menons en Q la normale ~ la caractdristique passant par Q. On 
prouve alors de la m~me mani~re qu'au thdor~me II,  que la demi-caractdristique 
K, correspondant ~ t > to, qui ne peut dvidemment pas ~tre une caractdristique 
fermde, dolt rencontrer cette normale en trois points consdcutifs P1, P~, P3, 
tr~s voisins de Q, ct tels que P2 soil situ6 entre P1 et/>3. D'ofi l'on conclut 
enfin que P~ ne peut pas ~tre un point limite de L,  cette courbe ne pouvant 
traverser la normale plus d'une lois ni entre P1 et P2, ni entre P~ et/>3- 

I1 est donc impossible que K air un autre point limite que P ,  quand 
t va en croissant. 

Envisageons maintenant la demi-caractSristique K correspondant h t < t o. 
On s'assure aisdment que t o u s l e s  points de cette demi-caractdristique sont 
aussi des points limites de L,  quand t va en croissant. Soit en effet Q1 
un point de la dire demi-caractdristique, e t t  o - - T  la valeur correspondante 
de t (la valeur t o correspondant au point Qo)- Si L passe dans le voisinage 
de Q0 pour les valeurs t 1 , t2 ,  . . . ,  t , . . .  (t~ < t  2 < . . . ,  l i m t ~ =  cxg) le 
thdor~me I fair voir que L passe dans le voisinage de Q~ pour les valeurs 
t ~ -  T ,  t 2 ~ T ,  . . . .  Cela posd, on ddmontre de la mgme mani~re pour 
cette demi-caractdristique que pour l'autre, qu'elle a l e  point P pour seul 
point limite. La caractdristique K dtant donc une courbe fermde, on prouve 
comme ~ la page I4, que L est une spirale se rapprochant de K. 

Observons enfin qu'il est ndcessaire dans ce cas que L soit situd h 
l'extdrieur de K, car autrement la partie de L correspondant ~ t < t o nous 
donnerait une demi-caract6ristique, situde h rintdrieur de K, et n'ayant pas 
le point P pour point limite, ce qui est impossible en vertu des thdor~mes 
I I  et I I I .  

Notre thdor~me est ainsi ddmontr6. 

l I. A l'6gard des caractdristiques ferrules, aboutissant au m~me point 
singulier, et pour t ~- -4- cxg, et pour t ~ -  cxg, nous ferons la remarque 
suivante. 

Si L est une caract~ristique ferm~e aboutissant au point singulier P 
pour t ~- -4- cx9 ainsi que pour t =- --cxg,  et ne comprenant h son in- 
t~rieur aueun point singulier, par chaque point du plan des x ,  y, situ~ 
l'intdrieur de L,  passe une caract6ristique fermde aboutissant ~ P, et pour 
t = + cxg, et pour t = -  cxg. 
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Une demi-caractdristique passant par un tel point est en effet toujours 
situde ~ l'intdrieur de L,  et dolt alors ~tre telle que nous l'avons 6noncd 
au th~or~me IV. Mais les cas I), 2), 4) sont 6videmment exclus, ce qui 
fair voir que la demi-caractgristique dolt aboutir h P. 

Nous d~signerons par le nom de ~)rdgion nodale fermde, appartenant 
P une pareille rdgion du plan des x,  y, off routes les caractdristiques sont des 
courbes ferm6es aboutissant ~ P pour t----- -b eo ainsi que pour t ~ -  r 

12. l~ous ddmontrerons h prdsent un thdor~me tr~s important. 

Th~or~me V. Soient L e t  L' deux caractdristiques aboutissant au point 
singulier isold P, et telles qu'il n'existe pas de caractdristique aboutissant d 
P qui soit situde entre L e t  L'. Soit Q un point de L e t  Q' un point de 
L', entourons Q' d'un cercle C' de rayon aussi petit que l'on voudra. On peut 
alors entourer Q d'un cercle C de rayon suffisamment petit pour que chaque 
caractdristique passant par un point de C, situd entre L e t  L', traverse la 
partie de C' qui est situde entre L e t  L'. 

A cause du th6or~me I, il nous suffit de ddmontrer notre thdor~me 
pour des points Q et Q' situds dans le voisinage de P. Nous supposerons 
donc que ces deux points sont situ6s ~ l'intdrieur d'un cercle 0 oh n'existe 
aucun point singulier autre que P.  

Menons en Q une normale QN ~ L,  et en Q' une normale Q'N' ~ L', 
et prenons ces normales suffisamment petites pour que chaque caracf6ristique, 
passant par un point de QN ou de Q'N', passe du cbt6 ndgatif au cbtd 
positif de la normale, quand t va en croissant. 

Joignons enfin N e t  N'  par une courbe NN', situde route enti~re k 
l'intdrieur de ~ (Fig. III) .  

D6signons par B la rdgion du plan limit6e par la courbe fermde 
PQNN'Q'P, et supposons, pour fixer les iddes, que la camctdristique L 
aboutisse ~ P ,  quand t tend vers q-r 

Envisageons maintenant une caract~ristique L~ passant par un point 
quelconque de QN. Cette caract~ristique entre h l'intdrieur de B au point 
P], quand t va en croissant. Je  dis qu'elle finira par sortir de B en un 
point P; ,  situd sur la courbe PINN'Q'. 

En effet, s'il n'en dtait pas ainsi, L 1 resterait toujours ~ l'int6rieur de 
B, quand t va en croissant, et le thdor~me IV  serait alors applicable. Mais 
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les cas i) et 2) sont 6videmment exclus, car s'il existait une courbe intdgrale 
fermde entourant le point P, cette courbe devait rencontrer les courbes L e t  
L', et on aurait alors des points singuliers autres que P a l'intdrieur de C. 

! i 

P 

Fig. III. 

Le cas 3 est exclus h cause de notre supposition concernant les courbes 
L e t L ' .  

Le cas 4 est aussi exclus, car dans ce cas L~ serait une spirale entourant 
le point P, et cette spirale rencontrerait les courbes L et L'  '~ l'intdrieur de ~. 

Mais tous les cas du thdor~me IV 6tant exclus, il est ndcessaire que 
L 1 sorte de B quand t va en croissant. Nous ddsignerons par P'I le pre- 
mier point off L1 traverse le contour P~NN'Q'. 

Lorsque P1 s'approehe de Q, le point P~ s'dloigne de plus en plus 
de P~ sin- le contour de B. I1 s'ensuit que le point P'~ s'approche de plus 
en plus d 'un point dgtermin6 S, quand P1 tend vers Q. Je  dis mainte- 
nant que ce point S coincide avec Q'. 

Envisageons, en effet, la caractdristique K passant par le point S pour 
t ~--to, et supposons en outre que S soit diffdrent de Q'. 

Quand t ddcroit ~ partir de to, K ne peut pas ~tre situ6 ~ l'extdrieur 
de B, car une caractgristique passant par un point du contour P1NS 
suffisamment voisin de S sortirait alors de B quand t va en ddcroissant, 
au lieu d'en s.ortir quand t va en croissant, comme nous l'avons ddmontrd. 
La caractdristique K est donc situde h l'intdrieur de B pour des valeurs 
de t < to, voisines de to, et, de m~me que L1, et pour la m~me raison, 
elle doit dvidemment sortir de B, cette fois quand t va en ddcroissant. 
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Soit S' le point oh la courbe K sort de B. I1 est dvident que S'  est 
situ6 entre S e t  Q'. Mais les caractdristiques passant par des points voisins 
de S, et situds entre Q et S, sortiraient alors de B entre S e t  Q', quand 
t va en ddcroissant, au lieu d'en sortir entre t'~ et Q, comme nous l'avons 
supposal. 

I1 est donc ndcessaire que le point P'~ tende de plus en plus vers Q', 
quand P~ tend vers Q, ce qui dtablit notre thdorSme. 

13. A cause de la proprigt~ ainsi d6montrSe des deux demi-carac- 
tdristiques L et L', nous n'arr~terons pas la caractdristique L en P, mais 
nous regarderons L'  comme le prolongement de L,  c'est ~t dire nous re- 
garderons les deux caractdristiques L ,  L' cornme une seule courbe, et nous 
dirons qu'une pareille caractdristique (LL') traverse le point singulier P. 
Observons de plus que la ddmonstration donnde nous permet de dire: 
Si (LL') traverse le point singulier, l'une des demi-caractdristiques L e t  L' 
aboutira it P quand t va en croissant, l'autre quand t va en d@roissant. 

On dolt observer enfin que la mSme earactdristique L peut donner 
naissance h deux caractdristiques LL'  et LL"  traversant le point singulier 
P ,  si L' et L" sont des caractdristiques situdes, l'une h gauche, l'autre h 
droite de L .  C'est ainsi qu'un col est travers5 par 4 caractdristiques h 
savoir (LL') ,  (L'L~), (L~L',), (L'~L) (Fig. IV). 

Fig. IV. 

I4. Mais il y a aussi un autre cas, oh de deux caractdristiques L 
et L', aboutissant h u n  point singulier, l 'une doit ~tre regard6e comme le 
prolongement de l'autre. 

Soient en effet Q un point de L et (3' un point de L'. Supposons 
qu'il soit possible de joindre (2 et Q' par une courbe C telle qu'il n'y air 
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pas de point singulier h l'intdrieur de la courbe fermde PQQ'P, et qu'aucune 
caractdristique passant par un point quelconque de C n'aboutisse h P .  
Les caractdristiques entrant h l'intdrieur de PQQ'P en un point voisin 
de Q, sortiront alors de cette r'dgion du plan en un point voisin de Q', 
ce que l'on dtablit exactement de la m~me mani~re que pour le thdor~me 
V, et nous regarderons alors la courbe L' comme le prolongement de L ,  
bien qu'il puisse exister aussi des caractdristiques aboutissant ~ P et si- 
tudes entre L e t  L'.  

En effet il peut tr~s bien se faire qu'il y air une ou plusieurs rd- 
gions nodales ferm6es situ6es entre L et L' ,  comme le met en 6videnee 
la Fig. V. 

Q O' 

C 

Fig. V. 

Si le nombre de ces rdgions nodales ferm6es est tint, il est dvident qu'il 
existe toujours une certaine camct6ristique L" situde entre L et L '  et telle 
que LL"  soit une caractdristique traversant le point singulier P .  C'est ce 
qui aura lieu dans le cas off les fonctions X et Y de l'6quation (I) sont 
des fonctions holomorphes dans le voisinage de P ,  comme nous le prouve- 
rons dans le ehapitre suivant. 

Mats dans le cas gdndral il faut compter avec l'6ventualitd d 'un 
hombre infini de rdgions nodales fermdes situdes entre L et L', et alors 
il pourrait bien se faire qu'il n 'y  eut pas de caract6ristique L",  situde entre 
L e t  L',  et telle que ( L ,  L") traverser le point P .  

Dans ce cas on peut regarder le prolo.ngement L '  de L comme rid- 
pendant du contour C, de sorte que l'on obtient une infinitd de diffd- 
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rents prolongements L', en ddformant la courbe C, de mani~re h lui faire 
traverser les rSgions nodales en question. 

1 5- Envlsa.eons maintenant une caract~rlshque L aboutissant h P,  
et soit C un contour fermS coupant la caractSristique L, entourant P,  et 

l'intdrieur duquel ne se trouve aucun point singulier autre que P. Soit 
Q le dernier point de rencontre entre L et C. Les seuls cash distinguer 
alors sont les deux suivants: 

:) I1 existe une demi-caractdristique L '  passant par un point de C et 

aboutissant d P qui est tou]ours situd d l'intdrieur de C et qui est 

telle que par aucun point de C, situd entre L et L',  il ne passe 

aueune demi-caractdristique aboutissant d P et dtant toujours situde 

d l'intdrieur de C. La  courbe L'  est donc le prolongement de L 
par rapport d C. 

2) On peut entourer le point Q par un cercle suffisamment petit pour 

que la caractdristique passant par un point quelconque de ce cercle 

aboutisse au point P .  

Nous dirons darts ce dernier cas que L s'arr~te ou finit en P.  

Supposons en effet pour fixer les idSes que L aboutisse h P pour 
t~-{-cxv,  et soit Q un point de L situs entre Q et P .  Menons en 
une normale Q~QQ~ ~t L ,  Q~ Stant situs d'un cStd de L et Q~ de l'autre 
cStd. Nous supposons en outre que les points Q~ et Q2 soient choisis de 
telle mani~re que chaque camct~ristique passant par Q~ Q2 passe du cStS 
nSgatif de la normale au cStS positif quand t va en croissant. 

Envisageons maintonant les camct~ristiques passant par lea points de 
~Q~, et supposons d'abord qu'il existe un point P~ de ~Q~ par lequel 
passe une demi-camef~ristique L~ aboutissant ~ P et situ~e tout enti~re ~t 
l'inf~rieur de C. On s'assure alors aisSment que L~ ne peut pas couper 
Q Q~ encore une fois en un point P~, car dans la rSgion du plan limit~e 
par la normale P1P~ et In partie de L l situSe entre P~ et P~ serait alors 
situd un point singulier. 

En vertu du thSor~me IV il est alors dvident que route demi-carac- 
tSristique passant par un point quelconque de Q P~ et correspondant h des 
valeurs croissantes de t dolt aboutir ~ P,  car ne pouvant pas traverser la 
normale P ~  du e6t~ positif au ebt~ nSgatif elle doit tonjours ~tre situSe 
dans la partie du plan limit~e par L,  par L I et par la normale PIQ,- 
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Supposons maintenant qu'il n'exis~ entre Q et Q~ aucun point de la 
normale par lequel passe une demi-caractdristique aboutissant h P et situde 
tout enti~re h l'int~rieur de C. Soit alors P~ un point quelconque de la 
normale (~Q~, le th6or~me IV nous apprend que la caraet6ristique L 1 
passant par P1 doit ndcessairement sortir de la rdgion limitde par C, quand 
t va en croissant. 

Soit P~ le point de C off cela a lieu, on s'assure de la m~me ma- 
nitre qu'au thdor~me V que P~ tend vers un point ddterming S, quand 

P1 tend vers ~. 
Il est d'ailleurs 5vident que L~ dolt sortir de la rdgion limitde par 

C, aussi pour t ddcroissant. 
Par aucun point de C situ6 entre Q et S ne pent alors passer une 

demi-caractdristique aboutissant h P et situde tout enti~re ~ l'intdrieur de 
C. En effet si L 2 dtait une pareille caract6ristique, routes les carac- 
t6ristiques passant par des points de la normale situds entre Q et Q~ se- 
raient situ@s dans la pal%ie du plan limite par L, par L~ et par C et 
aueune d'entre elles ne pourrait sortir de la rdgion limitge par C dans le 

voisinage de S. 
Envisageons maintenant la demi-caractdristique /5' passant par S e t  

correspondant ~ des valeurs ddcroissantes de t; nous voulons prouver que 
L'  aboutit h P. 

Entourons h cet effet S par un cercle B suffisamment petit pour que 
B ne coupe pas la normale QQ~ entre Q et Q~, et envisageons la partie 
de L' qui est situ~e h l'int6rieur de B. Je dis que cette pattie de L' ne 
passe par aucun point situd h l'extdrieur de C. 

En effet, si S' 6tait un point de L' situ6 h l'extdrieur de C et tel 
que la partie SS'  de L 6tait tout enti~re situde h l'intdrieur de B, les 
demi-caractdristiques correspondant h des valeurs ddcroissantes de t et passant 
par des points trSs voisins de S sortiraient routes de la rdgion limit6e par 
C, avant d'avoir atteint le contour B, et il n'y aurait alors aucune carac- 
t~ristique L~ passant par un point P'I voisin de S qui couperait la nor- 
male Q Q~ en /'1 avant de sortir de C quand t va en ddcroissant. 

L'  est done situ6 ~ l'intdrieur de C dans le voisinage de S, et on 
5tablit aisdment que L' ne peut jamais sortir de la rggion limitde par C. 

En effet L' ne peut pas couper la normale Q Q~ avant de sortir de 
eette r6gion. Si L' sortait done de la dire rdgion en S', une demi-carac- 
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t6ristique passant par un point quelconque tr~s voisin de S e t  corres- 
pondant ~ t < t o sortirait donc aussi de la rdgion limitde par C dans le 
voisinage de S'  sans avoir rencontr6 la normale entre ~) et Q~, ce qui est 
contraire h notre hypoth~se. 

Or L' 6tant par consdquent toujours situd h l'intdrieur de C, le 
thdorbme I V  nous apprend que L '  aboutit h P ,  ce qui fait voir que L '  
est le prolongement de L .  

En appliquant le m~me raisonnement aux points de Q Q~, on s'assure 
que le seul cas off il n'existe pas de prolongement de L sera quand il 
existe et sur Q Q~, et sur Q, Q~, des points par lesquels passent des carac- 
tdristiques aboutissant h P ,  et il est alors 6vident que l'on peut entourer 

par un cercle tel que par chaque point de ce cercle passe une carac- 
tdristique aboutissant h P .  Par consdquent on peut aussi entourer Q par 
un cercle jouissant de la m~me propridt6, c . q . f . d .  

16. Nous d6signerons dordnavant par le nora de r~yion nodale ap- 
partenant au point singulier I), une pareille r~gion du plan oh routes les 
caract~ristiques aboutissent h P .  Quand les caract6ristiques d'une r5gion 
nodale n'aboutissent h P que pour t = + cxv (ou t = -  cxv), nous dirons 
qu'elle est ouverte.. Envisageons maintenant un point singulier isol6 P ,  
que nous entourerons par une courbe fermde C, ne comprenant h son in- 
t6rieur aucun point singulier autre que P .  

Je dis qu'il n'existe qu'un hombre fini tie caractgristiques Coupant C et 
aboutissant d 1 ) d'une mani~re telle qu'elles aient des prolongements par rap- 
port it C. 

Supposons en effet qu'il y air un nombre infini de pareilles carae- 
t6ristiques qui puissent ~tre prolong~es par rapport h C. On peut alors 
supposer que celles qui aboutissent h P ,  quand t va en croissant, sont en 
hombre infini. D~signons-les par L I ,  L ~ , . . . , L ~ . . . .  

Si L~ aboutissait ~. P ,  comme nous l'avons suppose, il existerait un point 
P~ qui serait le dernier point oh L~ rencontrerait C, quand t va en croissant, 
de sorte que L~ serait toujours situ6 h l'intgrieur de C entre P~ et P .  

Les points P1, P2,---,  P, ' --  auraient alors au moins un point limite P'  
situ~ sur C. I1 est alors 6vident que la caractgristique L',  passant par P',  
aboutirait h P quand t va en croissant. En effet, s'il n'en 6fair pas ainsi, 

Aeta math~n, atlva, 21. Imprim~ te 2 f~vrier 1900. 4 
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la courbe L'  sortirait de C quand t va en croissant, et on en concluerait 
que les caractdristiques passant par des points tr~s voisins de P', en sor- 
tiraient aussi quand t va en croissant. Mats en prenant des valeurs con- 
venables de v, suffisamment grandes, on pourrait faire en sorte que les 
points P~ correspondants fussent situds aussi prbs de P '  que ron voudra. 
On en conclut donc qu'il existerait des courbes L~ qui ne resteraient pas 

l'intdrieur de C entre P~ et P ,  ce qui est contraire s notre hypothbse. 
On conclut de cela que L' doit ndcessairement aboutir ~ P, ainsi que 

L~. En prenant alors P, suffisamment voisin de P', le thdorbme que nous 
venons de ddmontrer met en 4vidence, que route la rdgion du plan, com- 
prise entre L' ,  L~ et C, formerait une seule rdgion nodale, off routes les 
caractdristiques s'arr~temient en P,  ce qui est contraire h notre supposi- 
tion qu'il passe dans le voisinage de P '  une infinit6 de caract4ristiques 
L, qui peuvent ~tre prolong4es par rapport h C. 

Nous sommes ainsi parvenus h une contradiction en supposant qu'il 
existe une infinit4 de courbes telles que L~. c . q . f . d .  

17. A l'dgard des points singuliers isolds nous distinguerons les deux 
classes suivantes. 

I1 peut arriver, qu'ayant entourd le point singulier par un cercle C 
de rayon aussi petit que l'on voudra, il existe toujours h l'intdrieur de C 
une infinitd de caractdristiques fermdes entourant P .  

Darts ce cas nous dirons que le point singulier est un Centre. 1 
Mats il peut dvidemment aussi arriver qu'il y air des camct6ristiques 

aboutissant au point singulier. :Nous prouverons dans le thdor~me sui- 
vant que ce sont les deux seuls cas ~ distinguer. 

Thdor~me VI. Si le point singulier isold P n'est pas un centre, il 
existe tou]ours au moins une caractdristique aboutissant Ct P. Ayant entourd 
un pareil point singulier par une courbe fermde C, ne comprenant dt son 
intdrieur aucun point singulier autre que 17, il n'existe qu'un hombre fini de 

' On doit observer que cette d~finition diff~re de celle de M. PorNcAR~. Dans le 
cas ~tudi6 par l'illustre g~om~tre Ie centre est en effet toujours tel que routes les 
caract~ristiques qui passent par des points suffisamment voisins du point singulier sont 
des caract6ristiques ferm6es. Comparer ]es travaux cites de M. POINCAR~. 
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caractdristiques coupant C et aboutissant ~ P de manidre qu'elles puissent 
e'tre prolonlTdes par rapport ~ C. 

En effet, soit P u n  point singulier qui n'est pas un centre; entourons 
P par une courbe fermde C, k l'intdrieur de laquelle ne se trouve aucun 
point singulier autre que P, ni aucune caractdristique fermde entourant P .  
Soient C' un cercle ayant P pour centre et situd h l'intdrieur de C, Q un 
point quelconque du contour de C', et L la caractdristique passant par Q. 

Nous voulons d'abord prouver qu'il existe au moins une caractdristique 
aboutissant ~ P .  

Si L reste h l'intdrieur de C, soit quand t va en croissant, soit quand 
t va en ddcroissant, le thdor~me I V  nous fair voir qu'il existe une carac- 
tdristique aboutissant h P ,  car les cas I) et 2) sont exclus, ~ cause de 
notre supposition qu'il n'existe pas h l'intdrieur de C de caractdristique 
fermde entourant l'origine. 

Ddsignons maintenant  par p la distance minima de P h la partie de 
L comprise h l'intdrieur de C. 

Quand Q parcourt le contour C', les valeurs de p auront une limite 
infdrieure, taquelle nous ddsignerons par .q. I1 existe alors sur le contour 
de C' au moins un point Q' tel que la limite infdrieure de p soit dgale 
g pour les caractdristiques passant par les points situds dans le voisinage 
de Q'. Si L'  ddsigne la caractdristique passant par Q', il ne pent pas 
arriver que L '  sort de C, et quand t va en croissant, et quand t va en dd- 
croissant. En  effet s'ii en dtait ainsi, le thdor~me I nous apprend que la 
distance minima de P ~ L '  ne pourrait ~tre plus grande que ,q. Or on 
s'assure de la mgme mani~re que cette distance minima ne pent pas ~tre 
dgale ~ g, car par un point tr~s voisin de L' ,  et situd entre P e t  L', 
passerait alors une caractdristique qni sortirait de C et, quand t va en 
croissant, et quand t va en ddcroissant. La distance minima de cette ca- 
raetdristique h P serait dvidemment < g, ce qni est impossible, g dtant 
par supposition la limite infdrieure de p. Or si l'une des demi-caractdri- 
stiques passant par Q' reste toujours h l'intdrieur de C, le th6or~me I V  
fair voir qu'il existe toujours au moins une earact6ristique aboutissaant h P .  

c. q. f. d. 

Quant ~ la seconde partie du thdor~me, nous l'avons d6jh ddmontrde. 
Supposons maintenant qu'il existe une caractgristique isolde aboutissant 
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P pour t = + oo. I1 n'est pas difficite de s'assurer qu'il en existe alors 

aussi une, aboutissant h P pour t - - - - - -  cxv. 
En  effet s'il n'v avait que la seule demi-caractdristique L aboutissant 

P ,  on prouverait de la m~ne  mani~re qu'au th6orSme V, qu'une carac- 

tiristique passant par un point tr~s voisin de L entre en C par un point 

situ6 d 'un c6t6 de L e t  sort de cette aire par un point tr~s voisin, situ6 

de l 'autre e6t6 de L .  Mais il s'en suivrait que les earaetdristiques t)assant 
d 'un eSt6 de L traverseraient une normale h eette courbe du c6t6 positif 

au c6t6 n6gatif, et celles situ6es de l 'autre c5t6 traverseraient la m6me 

normale du cSt~ ndgatif au c6t6 positif, ce qui est impossible. 

L e  hombre de caractdristiques aboutissant it P sera donc supdrieur  ou 

dgal it deux. 

I8. Observons enfin que, s'il n 'existe qu'un hombre fini m de carac- 

t~ristiques aboutissant d un point  s ingulier P ,  le hombre m est un  nombre 

pair ,  et il existe autant  de caractdristiques aboutissant d P pour  t = -{-cxv 

que p o u r  t ---- - -  cxz. 

Soient en effet La ,  L2, . . .  , L~ les caractdl'istiques aboutissant 'h P ,  

rangdes de telle mani~re que (L~, L~+1) traverse P, pour u ~ i , 2, . . . ,  m 
(L,,+~ 6tant identique h L~), et supposons, pour fixer les id6es, que L 1 

aboutisse ~ P pour t = -t- cxv. 
I1 s'ensuit que Z 2 aboutira h P pour t = -  c~, que La aboutira h 

P pour t----- -t- c~, et ainsi de suite. 
Si m 6tait un nombre impair, L~+~----L1 devrait done aboutir h P 

pour t ~ - - - -  c~, ce qui est contraire h l'hypoth~se. 
Dans le cas, off il n'existe pas plus de deux caraet6ristiques aboutissant 

au point singulier, celui-ci peut ~tre assimil~ h un point r6gulier, car il 
n'existe alors qu'une seule caractdristique passant par ee point, de m~me 
que pour les points r6guliers. L'origine par exemple est un tel point 

pour l 'dquation 
x ,+3dy ~; a > o; 

d~ ~ ax2 -t- by b > o; 

car il n'existe aucune caractdristiqne autre que x = o, qui aboutit 'h l'origine. 

Voir mon m4moire Sur les points singuliers des dqualions diffdrentidles, 0 f v e r s i g t 
af Kongl. Vet. Akad. :FSrh. I898 , page I86. 
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Si l'on veut dtudier les caract6ristiques dans le voisinage d'un point 
singulier P,  on dolt done entourer P par un contour C ne contenant h 
son int6rieur aucun point singulier autre que P .  ]l faudra avant tout dd- 
terminer les courbes int6grales passant par des points de C et aboutissant 
'~ P d'une mani~re telle qu'elles puissent ~tre prolong6es par rapport h C. 
Ces courbes une lois d6termin6es, limiteront un certain nombre de r6gions 
nodales, ~ l'intdrieur desquelles chaque camet6ristique finit en P .  Une ca- 
ract6ristique qui n'appartient pas h l 'une de ces rdgions nodales, traversera 
toujours la courbe fermde. 

S'il n'existe pas de caraetdristique qui puisse 5tre prolongde au del~ de 
P ,  le point P sera un ~Noeud ou un Centre. 

I9. Nous voulons maintenant prouver le thdor~me suivant. 

Thdor~me VII. Si une demi-caractdristique L, convenablement prolongde par 
rapport aux points singuliers auxquels elle (~boutit, est to~(/ou~'s situate it l'inl~rieur 
d'une r~gion finie A ne renfermant qa'un hombre fini m de points sing~diers, l'un 
des trois cas suivants aura lieu: La caractdristique sera oa ane courbe ferrule, ou 
elle s'approchera inddfiniment d'une courbe fermde, (qui sera composde d'une 
caractdristique et de ses prolongements) ou enfin elle s'arrdtera en un point 
singulier. 

Soient en effet P~, P 2 , . . . ,  P,,, les points singuliers. Entourons 
chacun de ces points P~ par un ~ercle Q,  h l'intdrieur duquel ne se 
trouve d'autre point singulier que P~, t ous l e s  cercles Q 6tant en outre 
situds l 'un h l'extdrieur de l'autre, et envisageons une caract6ristiqne L 
passant par un point P de A, situ6 h l'extdrieur de tous les C~. 

Supposons de plus que L ne finisse pas en un point singulier, quand t 
crolt vers + c~. Si alors L n'a aucun des points P~ pour point limite 
quand t crolt vers + cx~, le thdor~me se rdduit au thdor~me I[.  Si L a un 
seul des points P, pour point limite, le thdor~me se rdduit ou au thdor~me 
IV ou il existe un point limite de L, situd ~ l'extdrieur de tous les C'~; 
nous traiterons ce cas tout h l'heure. 

Supposons enfin que L a i t  Pa , P2, �9 �9 �9 , P~ pour points limites. I1 
s'ensuit que L a un point limite Q, situ6 h l'ext~rieur de tous les  C~. 
Soit K la caractdristique passant par Q. On prouve alors aisdment que 
K dolt ndcessairement aboutir h un point singulier, car s'il n 'en 6tait 



30 Ivar  Bendixson. 

pas ainsi, le mgme raisonnement qu'au thdor~me I I  mettrait en 6vidence 
que K serait une courbe fermde n'aboutissant pas h un point singulier, et 
L ne pourrait avoir alors pour point limite un point singulier. 

Or K ne peut pas finir en un point singulier, sans que L y finisse 
aussi. Si K aboutit h P~, cette courbe dolt done pouvoir dtre prolongde au 
delk de P, .  Soit K~ le prolonffement de K par rapport h C.~, il est 6vident 
que t o u s l e s  points de K~ sont des points limites de L.  Si au contraire 
K a deux prolongements K~ et K '  1 par rapport h 6'~ dont l 'un sera situd 
'~ gauche, l 'autre h droite de K, l 'une de ces caractdristiques sera alors 
telle que tous ses points seront des points limites de L .  En prenant cette 
caractdristique K 1 pour prolongement de K, on s'assure de la mdme ma- 
nitre que pour K, que K 1 ira ~ un point singulier P~, au delh duquel cette 
caractgristique pourra gtre prolongde par une courbe K 2 qui sortira de C~. 
En continuant ainsi on reviendra toujours finalement h la premiere carae- 
tdristique K, car il n'existe qu'un nombre fini de caractdristiques aboutissant 
aux points singuliers de telle mani~re qu'elles puissent ~tre prolongdes en 
dehors des cercles C~. On en conclut enfin que la courbe limite ainsi d~- 
crite est une courbe fermde, composde d'une camctdristique et de ses pro- 
longements, c . q . f . d .  

C H A P I T R E  I I .  

Thdor~mes gdndraux relatifs au cas Oil X et Y sont des 

fonctions holomorphes. 

20. Nous supposerons toujours dans les chapitres suivants que X et 
Y sont des fonctions holomorphes dans le voisinage de chaque point de 
A, et qu'elles ne poss~dent pas de diviseur commun. On salt qu'alors chaque 
point singulier est un point singu•ier isold, et tous les thdor~mes du cha- 
pitre I ont alors lieu. 

Supposons que le point x = o, y = o soit le point singulier que nous 
voulons 6tudier. I1 est 6vident alors que l 'on pgut toujours supposer que 
les termes de la plus petite dimension dans les ddveloppements de X 
et de Y e n  s6rie de TAYLOR sont de m6me ordre m. En effet, s'il n 'en 
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dtai~ pas ainsi, on pourrait  toujours ~t l'aide d 'une substitution lindaire 
convenable faire en sorte quc cela air lieu. 

~]crivons douc nos 4quations diff6rentielles de la mani~re suivante: 

(6) 

d~ 
d-t = Xm + Xm+~, 

dy 
d--i---- + 

X~ et Y,, ddsignant des polynomes en x et en y de dimension m, et 

X~+l ,  Ym+l d4signant des sdries de TAYLOR ne contenant que des termes 
de dimension plus grande que m, et convergentes pour I x [ <  3 , [ y ] = <  3. 
Nous supposerons en outre que d soit suffisamment petit pour que le point 

x -  o, y-- - -o ,  soit le seul point singulier du systbme, situd h l 'intdrieur 
du cercle C , x  ~ - t - y 2 < 3 ~ .  

2 I. Je  veux d'abord ddmontrer le thdor~me suivant: 

Th4or~me VIII. Le syst~me d'gquations diffdrentielles (6) poss~de au 
plus 2m rdgions nodales ferrules aboutissant d l'origine. 

Envisageons en effet une caractdristique L appartenant h une r4gion 
nodale ferm4e, et soit 

x = x ( t ) ;  y = y ( t ) ;  

l '4quation de cefte caractdristique. 

Comme x(t) s'annule pour t = "4- oo, ainsi que pour t ~ - -  oo, cette 
fonction atteindra ndcessairement sa valeur maxima pour une certaine va- 

leur t 1 de t, pour laquelle on aura 

d~ 
dt 

C'est ~ dire qu'il existe sur L un point tel que l 'on air 

(7) + x § = o. 

On en conclut que l 'une des courbes satisfaisant h l '4quation (7) traverse 
la r4gion nodale en question. 

Or on sait qu'il existe au plus :m branches de courbes satisfaisant h 
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(7) et aboutissant ~/ l'origine, ee qui met en ~videnee que le nombre de 

rdgions nodales ferm6es est @ale au plus il 2m. e . q . f . d .  

On peut tirer de ee thdorSme la eonsdquenee suivante: 

Si L e s t  une earact~ristique aboutissant i~ l'origine et qui l)eut dire 
prolongde au del,'~ de l'oroine , il existe ~cessairement une caraet~ristique L'  
aboutissant ~i l'origine et telle que (L ,  L') soit une caracl~ristique traversant 
l'oroine. 

Dans le eas oh X et Y sont des fonetions holomorphes, nous pouvons 

done affirmer qu'une caract~ristique aboutissant ~t tan point singulier P ,  

ou bien finit en P, ou bien traverse P .  

22. Revenons maintenant au svst6me d'dquations (6); nous pouvons 

6noneer le thdort:me suivant. 

Th6or~me IX. Le syst~me d'@ualions diff,~renlielles (6) poss~de au plus 
2(m + I) caract~ristiques traversant l'origine. 

Soit en effet (LL') une pareille earaetSristique, et envisageons la earac- 

tdristique K passant par uu point (x0, Y0) tr6s voisin de L e t  si~ud entre 
L et L'. Un point de eette earaetdristique entrera alors en C pour une 

eertaine valeur t! de t et en sortira pour une autre valeur t 2 de eette va- 

riable. On en eonelut que la fonetion 

ax 2 +  by ~, a > o ;  b > o ;  

prendra une valeur minima ~l l ' intdrieur de C, quand le point pareourt 
la earaet6ristique K.  II existe done sur une pareille earaetdristique K au 

moins un point satisfaisant ~ 

a X Xm + b ff Y,~ -at- a x X m + 1 71_ b ff Ym+l = o,  

et on en eonelut, de la m6me mani~'re qu'au th6or~me V I I I ,  que le hombre 

de earaet6ristiques traversant l 'origine est 6gal au plus a 2(m + i). En 
g6n6ral il suffit de prendre a = b ~ - I ,  mais pour le eas o~l xX,,  + y Y , ,  
s'annule identiquement on doit donner h e e s  quantitds d'autres valeurs 

eonvenables. 
e. q. f. d. 
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I1 n'est pas difficile de s'assurer qu'il existe des cas off le nombre 

des caract6ristiques traversant l 'origine est dgal h 2 (m-t- I). Ce]a sera 

par exemple le cas, si l 'origine est un Col. 
Si X et Y sont des fonctions holomorphes, un point singulier sera 

done travers~ par un certain hombre c de caractdristiques, qui limiteront 

un certain nombre n de r~gions nodales. 
Pour l'Stude des points singuliers, il nous scra d'abord n6cessaire de 

dgterminer ces deux nombres c et n. 
S i c  = o, chaque caractSrisfique qui aboutit au point singulier s'v ar- 

r~tera. Si au contraire n ~ o, chaque caractdristique qui aboutit au point 

singulier traversera ee point. 
Quant aux r6gions nodales nous aurons h disting'uer les r(qions nodales 

[ermies des r(qions nodales ouvertes. On dolt observer enfin qu'une rdgion 
nodMe peut ~tre compos6e de plusieurs trig'ions nodales ferm6es et d'un 

certain nombre de r~gions nodales ouvertes. On dtablit ais6ment ~ l'6gard 

de ces r6gions nodales les r6sultats suivants: 

Une r~yion nodale ferrule appartenant au point singulier P, sera limit~e 

par une earactdristique L qui traverse un point sinyulier. 

En effet, si L ne traverse aucun point singulier, cette torn'be doit finir 

en P pour t =  +cxo, ainsi que pour t = - - c x ~ ,  et les courbes voisines v 

finissant aussi, il est dvident que L serait situd h l 'intdrieur de la rSgion 

nodale ferm~e. 
En gSn~ral les demi-caractdristiques L ,  et L dont L e s t  compos5 tra- 

verseront routes les deux P. Mais si l 'une d'entre elles, par exemple L+, 
finit en P ,  L traversera n6cessairement P ou un autre point singulier P~, et 
on aura alors une r~gion nodale, limit~e par L+ et situde ~1 l'extdrieur de 

la rSgion nodale ferm6e que nous avons envisagge. Cette nouvelle rdgion 

nodale peut 6videmment ~tre ou une r6gion nodale fcrm6e ou une rSgion 

nodale ouverte. 

On ~tablit de la m~me mani~re le rdsultat suivant: 

Une caract~ristiflue, limitant une r~gion nodale ouverte appartenant ~ 
P, traversera toujours un point sinyulier. 

En effet il est gvident qu'une pareiUe caract~ristique sera ou une 
courbe int~grale qui traverse P, ou une caract~ristique limitant une rdgion 

nodale fermge. 
Aeta mathematica. 24. Imprim6 1r 3 f~vrier I~it)O. 5 
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2 3. :Nous voulons maintenant ddmontrer le thdor~me suivant. 

Thdori~me X. Une caract&ist ique du syst~me d'~quations dif f&entiel les (6), 
aboutissant it l 'origine, sera une spirale se rapproehant  ind~finiment de l'origine, 

ou bien elle aura & l 'oriyine une  tangente di termin~e satis~fisant  it l '~quation ~ 

(8) x Y , ~ - - y X , ,  = o. 

Deux cas seront iei ~ distinguer, suivant que le membre gauche de 
l'dquation (8) s'annule identiquement ou non. 

Dans le second cas, les seules tangentes h l 'origine possibles seront 

donndes par l 'dquation (8). Dans le premier eas au contraire, g chaque 

demi-droite tirge de l'origine correspond en gdndral une et une seule earac- 
t6ristique qui parvient h l 'origine de telle maniSre qu'elle y est tangente 

cette demi-droite. 

I) Supposons d'abord que l'6quation (8) ne soit pas identiquement 
satisfaite et faisons la substitution 

On obtient alors 
x = / 9  cos O; y = / 9  sin 0; 

(9) 

ap _ p[co~ ox~,(eo~ o ~in O) + sin OY~(co~ O, sin O) +/9~(/9 cos O, sin 0)], 
dt~ ' ' 

d6 
dr, - -  cos 0Y~(cos 0, sin 0) - -  sin 0X=(cos 0, sin 8' + / g Y ( p ,  cos O, sin 0) 

oh X et Y sont des fonetions d&eloppables en s6ries de TAYLOR pour tout 

syst~me de valeurs /9, O, telles que 

o < / 9 < 3 ,  - -  c,,a < 0 < + c a ,  

tit1 ~ /9 "-1. et oh t I ddsigne une variable auxiliaire telle que 7i- 

Soit maintenant L une caractgristique du syst~me (6) aboutissant h 

l'origine, quand t tend vers + c~, on peut alors toujours ddterminer un 
nombre positif m tel que le point, parcourant la courbe L ,  reste ~ Fin- 

tdrieur de C, rant que t > m. 

J'ai donn~ une d6monstration de ce th6or~me dans le dernier de rues m6moires: 
Sur les points singuliers des dquatio~s diff&entielles. 0fve r s ig t  af Kongl. Vot. Akad. 
1~ 5rh. 1898. 
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A la eourbe L du plan des x ,  y correspond alors une caractdristique 

L~ du plan des p ,  0, satisfaisant aux 6quations (9), et telle que L~ reste 
toujours entre les deux droites 

p = o, et p =  (~, 

rant  que tl > m,, oh m~ est la valeur de t~ eorrespondant  ~ la valeur m 

de t. Observons de plus que la premi6re des dquations (9) nous mont re  

que tl ---- co, quand p = o;  d 'oh l 'on eonelut  que t~ tend vers l 'infini en 

m4me temps que t, 

Done t~ tendant  vers l'infini, L~ tendra  vers un ou plusieurs points 

limites. La seeonde hypoth6se n 'es t  pas admissible. E n  effet, supposons que 

les points p = o ; 0 --- a ; et p -= o ; 0 = b > a; soient de tels points limites 

de L~, et envisageons un point  p = o; 0 = a; de l ' intervalle a . . .  b qui 

ne soit pas un point  singulier. Supposons pour fixer les iddes que 

cos a Y~(eos a ,  sin a) - -  sin aX,,(eos a ,  sin a) > o 

et assujettissons en outre la quantit6 3 ~ la condition 

dO 
,"X > o pour  O = =, rant que Ipl  =< 

dO 
L'in6galit6 ~ > o nous apprend alors que la eourbe L 1 ne peut  entre les 

droites p = ff et p = o, traverser la droite 0 =- ~ plus d 'une  lois, car elle 

doit toujours traverser eette droite du e6t6 du plan des p ,  0, oh 0 < ~ au 

eSt6 oh 0 > ~, quand t I va en croissant, et les deux points a ,  b no peuvent  

done pas 4tre des points limites de L 1. 

I1 y a done un seul point  l imite qui est ou bien l'infini, ou bien un 

point  singulier p =- o, 0 --= ~. 

Dans le premier  eas L sera une spirale, dans le second L aboutira 

l 'origine avee la tangente  d6termin6e 

y cos  # - -  x s in  # = o ,  

satisfaisant ~ l '6quation (8). 

2) Si au eontraire l '6quation (8) esg iden t iquement  satisfaite, on aura 

x Y , .  = y X . ,  --- x y O . , _ l  , 

~d~-i d6signant un polynome en x et en y de dimension m - -  I. 
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La substitution 

nous donne alors 

Ivar Bendixson. 

:c = p c o s 0 ;  y = p s i n 0 ;  

@ 
- -  Q,,_, (cos O, sin #} + / ) X ( D ,  cos O, sin 6), dt, 

(9') , ' ~  o, 
dO 
-dt--~ ----- p"[Z,,,+,..~(eos 0,  sin 0) + pY(# ,  cos 0,  sin 0)], 

Z,n+,.+~ ddsignant un polynome en cos0, sin 0 de dimension m + r +  2, 

et ]~ ddsignant des fonetions ddveloppables en sdries de TAYLOR pour 
o ~ # _ _ <  3; - - C O  < 0 <  + OO; et t 1 dtant une variaMe auxiliaire telle 

dt~ _-- p,,, 
que ~ -  

Soit O=a,  p = o ,  un point rdgulier de ce syst5me, il existe une earaetdri- 
stique et une seule passant par le point O = a ,  p = o .  Si Q .... ~(eos~,s ina)~o,  
on en eonelut qu'il existe une caraetdristique et une seule du svstbme (6) 

aboutissant ~ l 'origine avec la tangente ddterminde 

x ~ p c o s ~ ;  y = p s i n a ;  p > o, 

Ddsignons maintenant par L' et L" les deux caracidrisfiques du syst~me 

(9') passant par les points p = o, 0 =  ~, et p = o, 0=-  u + 2r:,. 
A une earactdristique /; du svst~me (6), aboutissant h l'origine, corres- 

pond alors une caraetdristique L~ du svst~me (9') qui sera, pour des va- 
leurs suffisamment grandes de t, situde entre L', L",et  les deux droites 

p = o ,  p ~ 3 .  

Quant t crolt vers l'infini, [~ tendra vers une limite ddterminde, finie 
ou infinie. 

Si cette limite est une quantitd time 1% li~ tendra vers un point r6- 

gulier p = o, 0 -~  fl, et on en conclut que L aboutira h l 'origine avec la tan- 

genre ddterminde 
y cos i~ - -  x sin l~ = o. 

Si la limite de t, est infinie, L~ dolt aboutir h u n  point singulier p = o, 
0 = fl, car autrement elle tendrait vers plusieurs points limites situds entre 
L' et L",  et on s'assure aussi ais~ment que dans le premier cas, que cela 

est impossible. 
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On en conclut enfin que L aboutira  h l 'origine avec la tangente dd- 

Lerminde 
y c o s  f l  - -  x s i n  f l  = o .  

Le th6or~me X 6tant ainsi demontr6, nous en tirons le corollaire 24. 
suivant: 

Corollaire. S'il existe une caractdristique L du systOme (6)aboutissant 

d l'origine avec une tangente ddterminde, route caract~ristique, aboutissant (~ 

l'origine, y aura en ce point une tangente d~termin~e. 

En effet, s'il existait une caractdristique qui fur une spirale, cette spi- 
rale rencontrerait ndcessairement la courbe L h l 'intdrieur de C, ce qui est 
impossible ~ cause de notre supposition que l'origine est le seul point 

singulier situ6 ~ l 'intdrieur de C. 

25. Supposons maintenant qu'il existe une caract~ristique L qui soit 

une spirale se rapprochant inddfiniment de l'origine, l l  s'ensuit que l'iden- 

tit6 (8) n'es~ pas satisfaite. Le svst~me (9) poss~de alors une caractdristique 

tendant vers l'infini de telle mani~re que 

p---- o pour 8 =  oo. 

Soit alors p = o, 0 = a, un point rdgulier du syst6me (9), et supposons pour 

fixer les iddes que 

cos a Y~ (cos a ,  sin a) ~ sin a X ,  (cos a ,  sin a) > o, 

et que l 'on air ehoisi 3 de telle mani~re que 

dO > o  pour 8 a rant que p < 3 .  
dt~ 

On peut alors d6terminer un nombre n suffisamment grand pour que le 

point oh la earact6ristique correspondante L~ du plan des p ,  8 rencontre la 
droite 8 =  a + 2n~r soit situ6 entre les droites p = o et p = 3 du plan des p,  8. 

Envisageons maintenant une caractdristique passant par un point quel- 

conque de la droite 0 = a +  2n~r, situd entre L z et la droite p = o .  
Quand t~ va en croissant, cette caraet6ristique sera toujours situde entre 
Z~ et la droite p--~ o, et ne pouvant pas rencontrer l 'une des droites 

0 ~--a + : (n  + v)~r plus d'une fois, il est dvident qu'une pareille carac- 
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tdristique, qui ne peut pas aboutir h u n  point singulier situ: sur la droite 

p = o, h cause du corollaire que nous venons de ddmontrer, doit n~cessaire- 
ment  s'6loigner vers l'infini. 

Comme on a p - - - -o  pour 0-----car sur cette caraetdristique, on en 
conclut enfin que la caractdristique correspondante du plan des x ,  y, sera 

une spirale se rapprochant de l'origine. 

Nous pouvons donc 6noncer le thdor~me suivant: 

S'il existe une caractdristique qui est une spirale se rapprochant indd- 

finiment de l'origine, on peut entourer l'oriyb~e par un cercle C de rayon 

suffisamment petit pour qu'une caract~ristique, passant par un point quelconque 

de C, soit tou/ours une spirale se rapproeha~t inddfinime~t de l'oriyine. 

Nous dirons dans ce eas avee M. POINCA~g qu6 l 'origine est un Foyer. 

On conclut enfin que chaque branche d'une caract~ristique traversant 
l 'origine sera une courbe qui aboutit ~ l 'origine avec une tangente dd- 

terminde. 

26. Rappellons enfin une notion importante introduite par M. PoIN- 

Chag, ~ ~ savoir celle de l'indice d'une courbe fermde et d 'un point singulier. 
Supposons qu'un point parcourt une courbe ferm6e dans le sens positif, 

Y 
et considdrons les variations de signe de l'expression X .  Soit h le hombre 

de lois que cette expression saute de - -cx3 ~ q- cxv, et k le hombre de 

fois que l'expression saute de q- cxv ~ - -cxv.  Soit 

h - - k  
2 

le nombre i s'appelle, d'aprbs M. POINCARg, l'indice de la courbe fermde. 

_Par indice d'un point singulier on entend alors l'indice d'une courbe 

fermde infiniment petite entourant le point singulier, 

et on dtablit aisdment le thdorbme suivant: 

L'indice d'une courbe fermde est dqale ~ la somme des indices de tous 

les points singuliers situds ?~ l'intdrieur de la courbe fermde. 

1 Voir POINCAR~ : Sur les courbes ddfinies par des dquations diffdrentietles. J o u r n a 1 
de Math., I88I, pages 4o0 ot suivantes. 
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A l'4gard de l'indice d 'un point singulier nous d6montrerons ici un 

thdor~me important" 

Th6or~me XI. Soit c le nombre de caractdristiques traversant un point 

singulier, n f l e  hombre de rdgions nodates fermdes appartenant it ce point, et 

i sou indice, on aura tou]ours 

( ,o)  nr = + ,). 

1Wous commencerons par 4tablir que l 'indice d 'un point singulier n'est 
pas chang6, si l 'on effectue sur les variables une substitution lindaire s d4- 

terminant positif. 

27. Envisageons ~ cet effet le syst~me d'dquations diffdrentielles 

dz 
d-- - i=X,  

(' ') d_y = y ,  
dt 

oh X et Y sont des fonctions holomorphes de x et de y, 

x----o,  y = o, et faisons la substitution lindaire 

s 'annulant pour 

oh a 3 - -  ~T > o .  
Y, = rx  -t - 3x ,  

Je  dis que l 'indice d 'une courbe fermde C ne sera pas chang6 par cette 

substitution. Apr~s la substitution nous devons en effet ehercher le hombre 

de lois que la fonction 
7X + 3Y 
aX + f lY  

saute de - - o o  ~t -]-cxv, ainsi que le hombre de fois que cette fonction 

saute de + oo s - - c ~ ,  quand le point x ,  y parcourt le contour C. 
Y 

Soit i l 'indice de l'expressiion X sur C, et i' l 'indice de l'expression 

r X  + ~Y sur le m~me contour. 
aX + g Y  

Dans le voisinage des points oh aX + f l Y =  o, on aura sensiblement 

7X + 3Y  a3.--f17 
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:Nous n'avons donc ~ dtudier que la manibre dont la fonction 

I 

a Y 

saute par l'infini. ~ + X  
Y 

Soient P, , P2,  "-', P, les points cons6cutifs du contour C, off X passe 

par l'infini, et d6signons par s , ,  z~, . . . ,  ~,,, des quantit6s qui sont 5gales 
�9 Y 

t, sl X saute de --cxv h -boo ,  mais ~gales h - - I ,  si l'expression en 

question saute de + oo h - - ~ .  

Envisageons deux points consdcutifs P,  et P ~ ,  et ddsignons par i: la 

valeur qu'on obtient pour l'indice de la fonction rX  + 3 Y  aX + f iX '  en parcourant 

la partie de C, situde entre P~ et P~+]. L'on devra distinguer les cas suivants: 
Y x 

Si e.~ + ~+~ = o, l'expression X '  ainsi que a Y '  aura le m~me signe 

pour des points de C tr~s voisins de P~ et P,+~ (et situ& entre P~ et P~+1). 
t 

La fonction ne pouvant changer de signe qu'en passant par oo, a Y 

dolt donc sauter autant de lois de --cxv ~ + o,v que de +r  ~ - -o ,% 
o! 

et on en conclut que ~ = o. 
Y i 

Si e, + e,+~ = 2, l'expression X '  ainsi que a Y '  aura le signe + 

pour des points de C trbs voisins de P, et le signe - -  pour des points 
tr~s voisins de P~+I. En parcourant la partie de C, situde entre P, et 

I 
P,+~, la fonction sautera une lois plus de - - o o  ~ + oo que de 

a Y 

+ cx~ ~ ~ oo, ce qui nous donne 2i: ~ I. 
Si Z, Jr. ~ , + 1 = ~ 2 ,  on prouve de m~me que 2i: = - - I .  

On aura donc toujours 

2 

Or on a dvidemment 

2 ' (~ .+1 = E,)  
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n 

2 i ' =  ~ " 2 'l~ 
V=I 

ee qui nous permet  d'affirmer que i'-----i. 

41 

L e  h o m b r e  i est  donc  i n v a r i a n t  p o u r  une  subs t i t u t ion  l i n i a i r e  iz dd- 

t e r m i n a n t  posi t i f i  

Co point  ~tant 6tabli, nous pouvons toujours supposer qua Y n'est  pas 
divisible par x, ni X par y, car s'il en dtait a utremant ,  on pourrai t  au 

moyen d 'une substi tution lin6aire eonvenable faire que eela air lieu. 

28. Afin d'6tablir la relation (io),  nous envisagerons l ' indice i sous 
un point  de rue  nouveau. 

Posons k eet effet 

x = p c o s 0 ;  y = p s i n 0 ;  

On obtient  alors 

(~ 2) do xX + ~sY 
d- O -~ p " x Y - -  !iX 

Entourons  main tenant  l 'origine par un cerele p = 3, et supposons qu 'un  

point  parcourre le contour de ce cerele dans le sens positif (e'est h dire de 

telle mani~re que 0 aille en croissant). Soit D l e  nombre de fois que Fex- 

pression x x  + y Y  passe par zdro, en passant du signe - -  au signe d- at 
�9 Y - -  y X  ~ ' 

soit k le hombre de lois que eette expression passe par z6ro, en passant du 

signe d- au signe - - ;  je dis qua 

2 (i + i )  = k. 

Chaque lois que le second membre  de l '~quation (12) passe par zdro, on 

aura 
Y - -  X x Y - - y X  

xz  y + y '  

en effet, k cause des suppositions faites sur X et Y, la fonction x X  + y Y  

ne s'annule, ni pour x ~ o, ni pour y = o 
Aeta mathematica. 24. Impr im~ le 10 f~vrier 1900. 6 
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L'expression xX + y Y  z Y - - y x  passera done par zdro exaetement de la m~me 

mani~re que l'expression 
xX + y Y  

yX ' 

c'est ~ dire de la m~me mani~re que 

x Y 
y x 

Ddsignons par h' le nombre de fois que cette dernibre expression saute 
de - -cx9 ~ + co, et par k' le nombre de fois que cette expression saute 

de + cx~ h --cx~.  On aura dvidemment 

h - -  k = - -  ( h ' - -  k ' )  

h ~ _ _  k r ~g 

Mais - -  est l 'indiee de la fonction 2 y 
On aura done 

h - - k  = 2(i + I). 

Y 
oui sera d~al h - - i - -  I. 

X . t  

29. Soit maintenant (L~, L~) (voir Fig. VI) une caraetdristique tra- 

versant l 'origine, et soit Pc le point oll Z1 sort du cercle p = 3, et P: le 

15 

Lj 

Fig. VI. 

point off L~ sort du m~me eercle. Supposons pour fixer les iddes qu'on 

parcourre l'arc de cercle PcP: dans le sens positif, en allant de Pc a-P:,  
et envisageons une earactdristique Lc passant par un point Pc tr~s voisin 
de Pc. Lc entrera done dans ]e eerele par P~ et en sortira par un point 
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p: tr~s voisin de P: .  La distance p de l 'origine aura donc un certain 

hombre de valeurs minima, quand on parcourt Lc de ~ ~ P:, et il est 
~vident que p passera par une valeur minima une fois de plus que par 

une valeur maxima, si l 'on parcourt L~ de P~ ~ P:. 
La valeur de h - - k  sur L~ sera donc 6gale ~ + t ,  et on en conclut 

que la valeur de h - - k  sur l'are de cercle Pc~: sera aussi ~gale ~ + I. 

L'arc de cercle en question et la caract6ristique Lr forment en effet une 
courbe fermge ~ l 'int6rieur de laquelle il n'existe pas de point, oh les deux 

fonctions xX  + y Y  et x Y -  yX s 'annulent simultandment, et le thgor~me 
z Y - -  yX 

de la page 58 nous upprend que l'indice de l'expression ~X + yY sur ce 

contour ferm6 est alors dgal ~ zdro. 
On en conclut enfin que la valeur de h - - k  sur l'arc de cercle P~P~ 

est ~gal ~ + I. 

30. Envisageons maintenant  une rdgion nodale ouverte, et soit Pn le 
point par oh on entre dans cette rdgion, si on parcourt le contour du cercle 
p = 3 dans le sens positif, et P~ le point par oh l 'on sort de cette rd- 

gion nodale. 
Soit P1 le premier point sur l'arc de cercle P,P" oh la fonction 

xX + yY passe par z6ro en changeant de signe, et supposons pour fixer les 
xY - -  yX 
iddes qu'elle passe en ce point de + ~ - - .  Soit enfin L la caractdristique 
passant par P~. Les deux demi-caract6ristiques seront alors situ6es 

l ' intdrieur du cercle dans le voisinage de P~, car p aura en /)1 une valeur 
maxima. Or l 'une de ces demi-caractdristiques sortira n6cessairement du 
cercle p--= 3, autrement L appartiendrait ~ une r6gion nodale ferm6e. 

Soit P; le point oh L sort du cercle. Quand un point parcourt la ca- 
ractdristique L de P~ ~ P~, sa distance de l 'origine passera ndcessaire- 

ment  par un certain nombre de valeurs minima, ce qui met en 6vidence 

que P; est situ6 entre /)1 et P'~, et, comme le point commence par 

s'approcher de l 'origine et finit par s 'en 61oigner, il passe par une vuleur 

minima une fois de plus que par une valeur maxima. On en conclut que 
la valeur de h - - k  que l 'on obtient en parcourant L entre P~ et P~ est 
dgal ~ + I. E lle sera donc 6gale ~ + l  entre P~ et P~lsux te cercle, et, 
comme la valeur de h -  k es~ 6gale ~ - -  t e n  passant par P1, on en conclut 

que la valeur de h ~ k  sur l'are de cercle P,,P'~ est 6gale ~ z~ro. 
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Soit maintenant  P~ le premier point sur Fare de eerele P;P'~ oh la 

fonetion xX + y Y  passe par z5ro en changeant de signe, et supposons dans 
x Y - -  yX  '~ ' 

ce eas qu'elle passe en ce point de - -  h + .  Soit enfin L la earaetdristique 

passant par P~. Les deux demi-caraetdristiques passant par P~ seront done 

situ6es h l 'extdrieur du eerele dans le voisinage de P~, mais l 'une d'entre 
elles aboutira ~ l 'origine, d'oh l 'on eonelut que l 'une d'entre elles entrera 

h l 'intdrieur du eerele par un point P'.. On prouve alors de ]a m~me ma- 
nigre que ei-dessus que P'. est situd entre P~ et P: ,  et que la valem" de 

h ~ k  sur l'are de eerele P'~t'~ est dgale h zdro. 
L'are de eerele P,P'~ sera de eette mani~re divis6 en plusieurs palsies 

telles que la valeur de h - - k  sur chacune de ees parties sera dgale ~ zdro. 
La valeur de h - - k  sur l'arc de cercle P,,P~, sera alors dgale ,t zdro. 

31. Envisageons enfin une rdgion nodale fermde, et soit P,,., le point 
par oh un point qui pareourant le eerele [ = 3 dans le sens positif entre 

en eette r~gion nodale, et soit P:,s 18 point par oh il en sort. 
I1 existe alors eertainement une eourbe intdgrale L,  appartenant ~ eette 

rdgion nodale fermde, qui est tangente au eerele p = 3 et qui ne sort 

jamais de ee eerele. Soit i '  le point off L rencontre 18 eerele p---- d. On 
d6montre alors, de la m~me mani~re que pour une rdgion nodale ouverte, 

que la valeur de h - - k  qu'on obtient en pareourant Fare de eerele de 
P,,~ jusqu'~ un point tr~s voisin de P sera 6gale h z6ro. En pareourant 

Fare de eerele situ6 entre un point tr~s voisin de P (situd entre P e t  P:,) 
et P ' j ,  h - - k  aura aussi la valeur zdro. En pareourant Fare de eerele in- 
finiment petit passant par P ,  la valeur de h -  k sera 6gale " h - - i ,  ee qui 

met en 6videnee que la valeur de h - - k  sur P,.,P'z sera dgale ~l - -  I. 

32. Nous sommes done parvenus au rdsultat suivant. 

JSa valeur de h - - k  scra ~gale ~ + i , o ,  ou - - I ,  suivant que l'arc de 

cercle correspondant est limit~ par  deux branches de caractdristiques tra- 

versant l'origine, ou par les deax caract&istiques limitant une rdgion nodale 

ouverte ou enfin par  la caract&istique limitant une rdgion nodale fermde. 

En pareourant tout le eerele, on aura done eomme consSquenee imm6- 

diate que h - - k  = c - - n r ,  ou enfin que 

c - - n  f =  2 ( i +  I). e . q . f ,  d 
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C H A P I T R E  I I I .  

Les t e r m e s  de la plus  pe t i t e  d i m e n s i o n  sont  d'ordre  i, 

(,3) 

33. Nous  t ra i terons  d ' abord  l 'dquat ion diffdrentielle 

Xm d!t 
d~= aY + bx + ~l@ , yr 

dds ignant  une  sdrie de TAYLOR ne con tenan t  que des termes d 'une  

d imens ion  > 2, e t a  une  quant i t6  diffdrente de zdro. 

Cette dquat ion joue un  rble capital dans les recherehes qui  snivent .  

On pen t  en effet r6duire l 'd tude d ' u n  point  s ingulier  quelconque h celle 

de diverses dquat ions de la forme (I3) .  

Nous  voulons  done ~tudier le point  . r =  o, y = o, de eette dernibre 

5quat ion.  

0bservons  d ' abord  qu ' i l  n 'exis te  pas de r@ion  nodale  fermde apparte- 

n a n t  ~ l 'or igine de eette 5quation,  ear, sur une eourbe ferrule d 'une  pareille 
dx 

region nodale,  on aurai t  un  point  oh ~ = o, e 'est i~ dire off x = o, ee 

qui  est impossible,  aueune  earaetdrist ique ne pouvan t  eouper  la earaeterist ique 

x = o, dans le voisinage de l 'or igine en un poin t  autre que le point  x = o, 
y = O .  

L'~qua t ion  (I o) nous  donne  dans ee eas 

c = 2(i + i), 

et le nombre  de earaetdrist iques t raversant  l 'or igine sera ainsi ddtermind.  

Pou r  dtudier  de plus pros la na ture  de ees earaetdfistiques, nous  en- 

tourons  l 'or igine par un  eerele C de rayon suff i samment  pet i t  3 pour  qu ' i l  

n 'exis te  ~ l ' in tdr ieur  de 6' aueun  poin t  s ingulier  autre que l 'origine.  

1 Comparer s ce sujet mon m~moire: Sat les points singuliers des dquations diffi. 
rentielles. 0f~cersigt af Kongl;/ Vet. Akad. FSrh.  Febr. 9, I898, off j'ai donn~ 
une m~thode pour calculer par des approximations successives les caract6ristiques de cette 
6quation passant par l'origine. 
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dy 
L'expression dzz ne devenant jamais infinie ~ l'int6rieur de C, except6 

sur la caractgristique x = o, il est dvident que la partie d'une caractdristique 
quelconque, qui est situde ~ l'intdrieur de C, peut ~tre ddcrite de telle 
mani~re que Ix] aille toujours en ddcroissant. 

34. I1 faut alors distinguer les quatre cas suivants: 

I) a > o ;  m =  nombre pair. 

Ddterminons alors d~ < d de telle mani~re que 

ol)>o, 

- - a ~  1 + ~ ( o , - - ~ 1 )  < ~  

On peut alors d6terminer un nombre positif r suffisamment petit 
pour que 

at ,  + bz + ~(x  , ~1) > o, 
pour Ixl <'=. 

--a,~, + bx + ~(x  , O 1) < o, 

Envisageons enfin le rectangle R, form6 par les quatre droites 

y = 3 1 ;  x ~ o ;  y = - - 3 1 ;  x =  ~. 

On sait qu'il n 'y  a pas de point singulier ~ l'intdrieur de R. 
dy 

La valeur de d~zz dtant alors partout positive sur le cStd y = o 1 de ce 

rectangle, on en conclut qu'une caractdristiquc, passant par un point quel- 
conque de ce c5t6, entrera ~ l'intdrieur de R, quand x vu en d~croissant. 

De la m~me mani~re on s'assure qu'une caractdristique, passant par un 
point quelconque du c6t~ y = -  31, entrera ~ l'int6rieur de R, quand x 
va en d6croissant. 

Une caractdristique L, passant par un point quelconque de R, ne peut 
donc pas sortir de R, quand x va en ddcroissant, car elle ne peut pas 
traverser n i l e  c6t6 y = 31, n i l e  c6t6 y = -  31, ni enfin le c6t6 x = o qui 
est une caract6ristique. On en conclut que L doit aboutir ~ l'origine, car 
autrement il existerait une caractdristique fermde situ6e ~ l'intdrieur de R, 
ce qui est contraire au thdor~me I [ I .  

Le rectangle R en question constitue donc une rdgion nodale. 
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Envisageons maintenant le rectangle R1, limitd par les quatre droites 

y - ~ 3 ~ ;  x-----o; y - - - - - - 3 1 ;  x ~ - - ~ .  

Une caractdristique passant par un point quelconque du c6t6 y ~-31 de 
ce rectangle sortira alors de R 1 quand Ix[ va en ddcroissant, car en un 

dy 
tel point on a ~ >  o. On s'assure aussi de la m~me mani~re qu'une 

caractdristique passant par un point du c6t6 oppos6, sol, ira aussi de R~, 
quand [x[ va en ddcroissant. 

La caractdristique Z,  passant par un point P,  situ6 sur la droite 
y ~-3~, dolt donc, quand [x[ va en croissant, traverser le c6t6 x ~ -  
en un point P'.  Si P tend vers le point x---- o,  y---- 31, P' tendravers  
un point ddtermin6 S, situ6 sur le cbtd x ~ -  ~, et on prouve ais6ment 
que la earactdristique K, passant par S, aboutit aussi h l'origine, et qu'elle 
sera le prolongement de l'axe des y positifs. 

A gauche de l'axe des y, i| existe donc au moins une caractdristique 
aboutissant ~ l'origine. Je  veux maintenant prouver qu'il n'existe certaine- 
ment  pas plus d'une seule caractdristique aboutissant h l'origine et situde 

gauche de l'axe des y. 
Supposons en effet qu'il en existe deux, et soient 

y y = 

leurs 6quations (on salt en effet qu'~t chaque valeur de x correspond une 
dy 

seule valeur de y, ~ dtant toujours tint). On aura alors 

off 
dz 

y~ - -  y, 

!~ ddsignant une sdrie de TAYLOa en x,  y~ , y~, et qui s'annule pour x----- O, 

Yl == o, Y2 ==O" On aura donc Z(O)----o. 
Cela posd, on peut ddterminer un nombre positif a suffisamment petit 

pour que 
a 

pour 
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On en conclut  alors que 
~r 

(~ --,),)e~. Y~ - -  Yl ----- ~ 

~ et  Y2 ddsignant  les valeurs y](x0) et y , (xo)  , et x 0 une valeur n4gative 

de x dont  la valeur absolue est < a. 

Pour  les valeurs de x situSes entre  x o et o on aura alors 

.~ dx 
t 

I ~ - ~ , 1  > I L - , ) 1 I  e ~. 

>1') ~  I - -  S J l  7 

ce qui  est contraire ~ notre supposition que ces caract~ristiques vont  routes 

deux h l 'origine. 

I1 n'existe donc qu 'une  seule caract6ristique aboutissant h l 'origine et 

situde ~ gauche de l 'axe des y .  

Les nombres  n e t  c seront  donc dans ce cas 

c - - - -2 ;  n : I ;  

et l 'axe des y positifs ainsi que l 'axe des y ndgatifs pom~ra 6tre prolong6 

au del~ de l 'origine, h gauche de l 'axe des y (volt Fig. VII) .  

y 

2 "  
l ! - ,  ~, 

I 
Fig. VII. 

2) a < o ;  m----- nombre  pair. 

Ce eas se r~duit au precedent  par la subst i tut ion x = -  ~, ee qui  

nous donne 
C-----2; n = I ;  
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et l'axe des y positifs, ainsi que l'axe des y ndgatifs, pourra gtre prolong6, 
droite de l'axe des y, au del~ de l'origine. 

3) a > o ;  m---- hombre impair. 

Pour la pattie du plan, situde h droite de l'axe des y, on ddmontre 
qu'elle forme une ~@ion nodale de la m~me mani~re qu'au cas (1). Au 
moyen de la substitution x = - - $ ,  on s'assure que la partie du plan, situde 

gauche de cet axe, forme aussi une rdgion uodale. On aura donc 

C ~ - O ;  ~ =  I .  

Dans ce cas l 'origine est un Nveud. 

4) a < o; m = n o m b r e  impair. 
Pour  x > o la discussion est la m~me que pour le cas 2), et pour 

x < o  elle est la m~me que pour le cas I). On en conclut que 

C ~ - 4 ,  '/~ ----- O. 

L'origine dans ce cas sera donc un Col. 

(I4) 

35- Envisageons maintenant  un syst~me d'dquations diff6rentielles 

d ~  

dt - + fly + 

dy 
dt - -  Tx "gV ~y + y~' 

X 2 et 1~ d&ignant des sdries de TAYLOR dont t o u s l e s  termes sont de 
dimension > I, et ddsignons par Pl et /12 les racines de l 'dquation 

( I 5 )  = o 

r , ~ - - #  

36. Les diffdrents cas qui peuvent se prdsenter sont les suivants: 

I. [~I et p~ sont r@ls et de mdme signe. 

Pour fixer les iddes nous supposerons que l& et l& soient tous les 
deux > o. 

Au moyen d'une substitution lindaire convenable 

= ax + by; ~ = cx + @; 
Acta malhematica. 24. l m p r i m ~  le 10 f~vrier V, O0. 7 
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on obtient alors 

Iva r  Bendixson. 

d$ 

dT] 
d-/=/~27 + Y2, 

R~ et ~ ddsignant des sdries 
dimension > 2. 

On aura done 

de TAYLOR dent  t ous l e s  termes sent de 

ce qui met en dvidence que 

d$ d~ , , 
+ > o, pour lel  < o, 171 < o, 

quand ~ est un nombre positif suffisamment petit. 
Une earactgristique, passant par un point du cercle ~2 "4- 7 2 ~ 3 2, 

entrera done ~ l'int6rieur de ce cercle, quand t ira en ddcroissant, et n 'en 
pourra done plus sm~ir, quand t ira en ddcroissant. Mais ~ l'intdrieur de ce 
cerele il n'existe pas de caractdristique fermde, car sur une pareille caractdri- 

stique $~+  7 ~ aurait une valeur maxima ce qui conduirait a "dt~d$ A_ 7 ~  ~ o  . d ~  

Ii est done dvident que la caractdristique aboutira h l'origine, qui dans ce 
cas sera un Noeud. 

Le seul eas off on ne parvient pas ~ un syst~me de la forme (I6) 
est celui oh #~ et ~% sent dgaux, et alors au moyen d'une substitution li- 
ndaire convenable on aura 

d~ 
d-u =/'tl ~ "[" ~ '  

d., = ~ § P, 7 + Y," 
dt 

Soit maintenant x une quantitd positive suffisamment grande pour que 
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soit une forme quadratique ddfinie, on aura 

51 

,. d$ d~ 
z r  F~t-> o rant que lel_<a, I,~1=<,~, 

d6signant une quantitd positive suffisamment petite. 
Soit 

une ellipse suffisammen.t voisine de l'origine; on prouve, de la m~me mani~re 
que ci-dessus, que par chaque point de cette ellipse passe une caractdristique 
aboutissanf h l'origine. 

I)ans ce cas on aura donc toujoul's 

C ~ O; n ~  I ,  ~f  ~ O, 

37. II.  ~, et P2 sont rdels et de signes contraires. 

Posons alors 
/1~ ---- a > o ;  P2 = - - b  < o ;  

Une substitution lindaire convenable nous donnera alors 

d~ 
at + X2, 

( 1 7) at 
d,~ _ b~ + Y2 
dt 

oh X~ et Y2 ne contiennent que des termes au moins de la seconde dimension. 
La substitution 

= ~ 

nous donnera alors 

$ d • 1  --(b + a)7 h + ~ 
~ - -  ~ + ~ r  ' 

9 et ~b ddsignant des fonctions holomorphes. Les ddveloppements du n ~ 34 
nous apprennent alors que cette derni~re dquation poss~de exactement quatre 
branches de caractdristiques aboutissant h l'origine. Deux de ces branches 
seront doandes par ~ = o, h ]aquelle correspond le point ~-~ o, ~2----o 
des 6quations (x7). 

I1 existe donc deux, et pas plus de deux, branches de caract6ristiques des 
6quations (I7), qui aboutissent h l'origine et y ont pour tangente ~ = o. 
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On prouve de la m~me maniSre qu'il existe deux, et pas plus de deux, 
branches de earactdristiques du syst~me (I7) aboutissant ~ l'origine et 
ayant $ = o pour tangente. 

Mais routes les cametdristi.ques du syst~me (I7) qui aboutissent 
l'origine devant y avoir une tangente ddterminde, aussit6t qu'il en existe 
une seule aboutissant ~t l 'origine avec une tangente ddterminde, on volt 
que les caractdristiques aboutissant ~ l'origine doivent y avoir des tangentes 
dont la direction est ddtermin6e par l'dquation 

~7] ----- O .  

On en conclut enfin qu'il n'existe pas plus de quatre branches de camc- 
tdristiques du syst~me (I 7) qui aboutissent ~ l'origine. 

On aura donc toujours dans ce cas 

c ~-- 4; n --~ o, 

38. I I I .  /~, = ~ ,  -t-2=i; p~ ---- 2, - -  2~i. 
Pour fixer les iddes nous supposerons en outre que ~1 > o. 
Une substitution lindaire rdelle eonvenable nous donnera alors 

d$ 
d--[ = ) ' I ~ -  ]{~r] + X~, 

dt 

L'dquation ddterminant les tangentes possibles ~ l 'origine sera 

+ = o 

d'oh l 'on conclut que l 'origine dans ce cas est un Foyer ou un Centre�9 

Si ,~, > o, on aura 

c'est ~ dire 

> o ;  pour l e l < o ,  < o, 

si $ est une valeur positive suffisamment petite; on prouve alors, eomme 
au cas I, qu'une camctdristique, passant par un point suffisamment voisin 

de l'origine, aboutira ~ l'origine. 
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On aura done dans ce cas 
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c---- o; n ~--- ~; n f ~  o; 

et l 'origine sera un Foyer. 

Pour le cas off 2, ~ o, cas qui sera trait~ dans le chapitre suivant, 
nous renvoyons le lecteur ~ l'intdressante discussion de M. POINCARg. ~ 

39. IV.  #~ ~- o, mais #, est diffdrent de zdro. 

Au moyen d'une substitution lindaire convenable 

x -~ ax 1 + b y , ;  y = cx, + d y e ;  

on obtient alors 

a,,__ Xq, + xq,+,, 

dYl 
d t l -  y'  ~ k lx l  + Y=' 

Xq~+l et Y2 d4signant des s6ries de TAYLOR ne contenant que des termes 
de dimensions plus grandes que q, et i ,  et Xq, un polynome de di- 

mension ql > i. La variable auxiliaire t~ est lide ~ l 'ancienne variable 
t par la relation dt~ = # , d t .  L'6quation d6terminant les tangentes possibles 

l 'origine sera alors 

x , ( y ,  - -  k l x l )  = o .  

•ous prouverons d'abord qu'il existe deux, et pas plus de deux, branches 
de caract~ristiques du syst~me (I8) aboutissant ~ l'origine et ayant x~----o 
pour tangente. 

Mettons ~ cet effet 

on obtient 
de 
dt~ 

dg____~ ~_ 
dt~ 

f -  

S[i - -  kS + y,~] + y,r 

y l [ I  - -  kS + YIZ], 

i Voir 1)OmCAm~, Sur les courbes ddfinies par des dqualions diffdrentielles, Journal  
de Math. 1885, pages I72--I93. 
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~ ,  ~b et 2" d6signant des sdries de TAYLOR convergentes pour des valeurs 
suffisamment petites de $ e t  de y~. Or pour ce syst~me l'6quation (l 5) devient 

+ = o 

ce qui fair voir qu'il passe 4, et pas plus de 4, branches de caractdristiques 
par le point ~--~ o, y~----o, dont deux sont donndes par l'dquation y~----o, 
h laquelle correspond le point xl----o, y~-----o du syst~me (I8). I1 existe 
donc deux, et pas plus de deux, branches de camct~ristiques du syst~me 
(I8) aboutissant h l 'origine et ayant x~ = o pour tangente, l'une ~tant 
situ~e au-dessus et l 'autre au-dessous de l'axe des xl. 

On en conclut donc que routes les autres caractdristiques qui abontis- 
sent k l'origine ont la tangente d~termin6e 

Posons donc 

ce qui donne 

Yl - -  kl Xl ~ O. 

y, = + u , )x ,  

(I9) x~ 'dy--~ = y~ - - k , z ,  + Y ;  x~,_l(kl .+. y,~), 
dz, Xq~ + Xq~+l 

Xq~ d~signant les termes de la plus petite dimension dans le ddnominateur. 
Si q~ -~ o, cette 6quation se rdduit ~ une dquation pareille h celle 

que nous avons trait~e au n ~ 33. 
Si au contraire q~ > o, on dolt observer qu'il nous suffit d'~tudier les 

caractdristiques aboutissant k l 'origine et ayant Y 2 - - k ~ x l  -----o pour tangente. 
On prouve en effet, de la m~me mani~re que ci-dessus, que l '6quation (i 9) ne 
poss~de pas plus de deux branches de caractdristiques aboutissant k rorigine et 
ayant xl ---- o pour tangente, d'ofi l 'on conclut que la droite x~ ---- o est la seule 
caraet~ristique aboutissant h l 'origine avec cette tangente. La substitution 

y, ~-- (k., + Y3)x, 

donnera alors une dquation de la forme 

Xq,+q, dYs Ys - -  k,zi  + Y',' x [ , -1 .  ~ ,  
1 -~z ~ Xq, + Xq,+l 

off Xq, d6signe un polynome de dimension q, et Y;', X~,+~ et ~ des s~ries 
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de TAYLOR don t  les deux premieres  ne con t i ennen t  que des termes des di- 

mensions  respectives > 2 et qs -4- ~. 

Si q, > o, nous ferons la subs t i tu t ion  

E n  con t inuan t  ainsi, au moyen  de la subs t i tu t ion  

y~_, = (/,'~_~ + y~)x, 

on parv iendra  ~ l '6quation 

ql'4-q~q-..,q-q~_l dye. y~. - k~,Xl -t- y~Z-1) 
(x9') xt - -  =- dz,  Xq~ + Xq~.+~ 

_ _  x ?  - ~  " r  

off Xq~. est un  po lynome  de d imens ion  q~ en x] et en y~, et  g une  sdrie 

de TAYLOR. I l  nous  suffira d 'd tudier  les caractdristiques de cette dquat ion 

about issant  ~ l 'or igine et ayan t  y ~ -  k~x~ = o pour  tangente .  

J e  dis qu ' en  p r enan t  2 suf f i samment  grand,  on parv iendra  toujours  

une  pareille dquat ion  (19'), off q~.-----o. 

On aura en effet 

(20)  
�9 Y; ], = x ,  [y~- -k~ .d -  Y = y ~ - - k , x ~  "4- Y:  = x ,  [ y : - - k ~ x ,  -4- Y:.] = . .  ~'-~ " ~'-' 

_qITq'-"4"...+q),--1 I - Y  x = xq, + x~.+, = x~,[x~ + xq~§ . . . . .  ~, L ~  + X~+ , ] .  

Mais en faisant  

axl  -~ flY1 - -  = ~lJl . ,  Txl + = 7] , 

les constantes  •, f l ,  ~-, d 6taut  des constantes  convenables,  on aura 1 

Y = [~ - -  r  
( ~ )  

x = [~q, + r 1 6 2  + . . .  + Cq,(~)]e ~',(~,~,), 

, ~bl , . . .  , Cq,, ~ et  ~ dds ignant  des fonct ions  ho lomorphes  des variables. 

Soit  
L ( ~  ~)  = ~qt -4- ~, (~)Tjq,  - I  Jr" - .-  "~- Cq,(~) - -  [~ql ~I_ r  3 F . . .  -~r 

, ~ - -  ~ ( ~ )  ' 

Voir WEIERSTRAS8~ Einige au f  die Theorie der a,mlytischen l~unctionen sich be- 

ziehende S~txe Math.  Vgerke,  Tome 1I. 
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on aura 

off ~ (~)  est une  sdrie de TATLOI~ et s u n  hombre  entier. 

E n  expr imant  les variables ~,  r] en 7I),, x~, les dquat ions (20) et (2 I) 

nous app rennen t  que le premier  membre  de cette dernibre dquat ion es~ di- 

visible par  x~'--~. Or le second membre  ne sera divisible que par  x~, si 

a + y q  4= o, ear on a 

f :  �9 , . ~ o 

= ~ q- S,~).,~ + Jl,'.2.r; + . . .  + i~q;:r~. 

A p t &  un  hombre  ), > s + I de subst i tu t ions  on parviendra  done ndeessaire- 

m e n t  ~ une dquat ion diffdrentielle t19'  ) telle que ;\~). suit une  eonstante.  

On dis t inguera  alors les trois eas suivants" 
I. Si l 'on a Xe~ . > o ,  q~ + q ~  + . . .  + q)._~ = nombre  impair.  

II n 'existe pas de earaet6ristique de l '6quat ion (I9 ' )  t raversant  l'ori~'ine, 

et on en eonelut  que 16 syst6me ( I 8 ) n e  possbde pas de earaetdristique 
t raversant  l 'origine. 

On aura done 
C = O ;  ~ t =  I .  

I I .  Si Xq), < o ,  q~ + q2 + . . .  + q~.-1 == nombre  impair .  

Alors il existe seulement  deux earaetdristiques de l 'dquat ion (I9 ' )  abou- 

t issant  l 'origine, si l 'on ne eompte  pas la earaetdristique x 1 = o h laquelle 

correspond le po in t  '~1 = O, Yl = O d o  svstbme (I8).  

Nous  avons done 4, et pas plus de 4, earaetdristiques du svst6me 

( i8)  about issant  l 'origine, ee qui  nous domle 

c =  4; n --~ o 

I I I .  Si enfin X~,=# o '  q~ + q, + . . .  + q)_~ = nombre  pair. 

I1 existe alors deux earaetdrist iques de l 'dquat ion (I9 ' )  t raversant  

l 'origine. Ces deux earaetdristiques cor respondront  dv idemmen t  h denx ea- 

raetdristiques du syst6me (I 8) t raversant  l 'origine de tells sorte que l 'une des 

branches de ehaeune de ees earaetdrist iques about i ra  ~t l 'or igine s t  y aura 

x I = o pour  tangente ,  tandis  que l 'autre  v aura ~h - - ]qx~ = o pour  tang'ente. 

Nuns  aurons alors 
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40. OR s'assure enfin ais6ment  que le svst~me ( 1 8 ) n e  possbde jamais  
de r6gion nodale fermde appa r t enan t  h l 'origine. 

E n  effet, s'il y avait  une  pareille r6gion nodale fermde, il existerait  

tou jours  une  infinit6 de caraetdrist iques about issant  ~'/ l 'or igine avee la tan- 
gente  ddtermin6e y ~ k ~ x ~  ~ o et  pour  t~ ~ + c~ et pour  t~ = - - o c .  

A la t angen te  xx = o n e  correspond en effet pas plus de deux branches  
de caraet6ristiques. 

On en coneluerai t  que le svstSme 

3 ~  t 
~t,  - -  ~,~,'[X,.. + X~._.+,], 
cl ff ~ 
(~-- ~ = "ff 2 - ]g'2 'X l - ~  }~ '2-  "rl~ql' 1(/"1 -~ /] 2 ) [ ~',1., -'~ ~T~"I., +- I ] 

aurait  une iufinit6 de demi-caraetdrist iques about issant  h l 'origine pour  

tl = - t -oc ainsi qu 'une  infinit6, y about issant  pour  t~ ------ cx~. De la m~ine 

mani6re on s 'assurerait  qu ' i l  existerait  une infinit6 de demi-earaet6rist iques 
du svst6me 

= -, + 

d..q~, x~' -~ 
= + : r b ' -  F[x,,>. + x,,,.+,], 

about issant  h l 'or igine pour  t 1 = + cxv, ainsi q 'une  infinit6 y about issant  
pour  t I ~ - - c ~ .  

Or ee dernier  syst~me poss~de tou t  au plus une r6gion nodale et  pas 

de r~gion nodale ferm6e. Les earaet6ristiques de eette r~gion nodale abou- 

t issent  done routes h l 'or igine pour  tl = -t- oo, s'il v a une seule d 'en t re  

elles y about issant  pour  t 1 = + cxz, et on en eonelut  qu ' i l  n 'exis te  pas 

une infinit6 de earaet6ristiques about issant  h l 'or igine pour  t l -  oz.  

Nous  pouvons  r6unir  dans le thdorbme suivant  les r6sultats obtenus  
pour  tous les cas trait6s jusqu' ici .  

(~uand les racines de l'dquation ( i5)  ~e sont pas routes les deux igales 

0 z~ro, let nature  du poin t  si~gulier x = o, y = o, du sysl~me (14) sera 

compl~tement di termiv~e par  la valeur de i, et on aura  

Acta math~malica, 2~, hnprim~ le 12 fCvrier 1900. 

~l,f ~ O .  
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Dans le eas, au eontraire, oh les deux raeines de l'dquation ( tS ) son t  
dgales h zdro, on voit aisdment qu'll ne suffit pas de eonnaltre la valeur 

de i pour savoir ddterminer la nature du point singulier. 

4I .  Supposons enfin que les deux raeines de l'6quation 

T , 8---/~ 
O 

soient routes les deux dgales ~t zdro. 
An moyen d'une substitution lindaire convenable on peut alors rdduire 

le syst~me d'dquations diffdrentielles ~ la forme suivante 

dt~ 

d.q, 
dt, - X , - I -  Y2, 

tl grant une nouvelle variable auxiliaire convenable. 
En faisant 

Yl ~- $; xl + aYl ~ ~; 

on obtient 

d $ 

dT]_ 
d U- + 

X: et Y~ ne contenant que des termes dont la dimension est > I. 

Nous traiterons d'ailleurs ce cas plus tar& 
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C H A P I T R E  I V .  

Cas oil le polynome x y , ~ -  yXm (ou Q~__~) n'a pas de facteur 
lin~aire r~el multiple. 

42. A cause des ddveloppements des pages 34, 35 au moyen d'une 
substitution lindaire eonvenable on peut r6duire le syst~me d'6quations diff~- 

rentielles h l'une des formes suivantes" 

(~3) 

d Z~' = X~(x, y,) + X.,+,, 
dt 

a.,/1_ Y~(x, y~) + Y=+,, 
dt 

oh xxYm--y lX~,  nc s'annule pas identiquement, et 

at - ~ , Q , . _ , ( x ,  , y , )  + x . , + , ,  

(~3') 
dy  1 ,- 
d-T = y , Q , , _ , ( z ,  , y~) + ~=+,. 

La substitution peut en outre ~tre choisie de telle mani~re que les poly- 

homes X m et Qm-1 soient encore assujettis aux conditions 

X ~ ( o , u . ) . o ,  O=_l(O, y , ) .  o. 

Nous ne traiterons en gdngral dans ee ehapitre que le eas off aucun des 

polynomes 
Xl 17m - -  ~]1Xm et Q~_, (x~, y~) 

ne contient de facteur lindaire rdel multiple. 
Envisageons d'abord le syst~me (23). On devra distinguer deux eas 

suivant que xl 2 ; , , -  ylX,, a des faeteurs lindaires r6els ou non. 

43. I.  Supposons d'abord que Xl Y , , - - y~X , ,  n'ait pas de facteur li- 

ndaire rdel. 
On sait qu'il n'existe pas alors de earaet6ristique aboutissant h l 'origine 

avee une tangente dgterminge, et l 'origine sera alors un Foyer ou un Centre. 
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Pour  pouvoir d6cider lequel de ees eas aura lieu, 

s t i tut ion 

nous ferons la sub- 

X 1 ~ p COS O, 

Yl ~ ,0 sin t~, 
ee qui donne 

do __~ p[cos OXm(eos #, sin O) + sin aY,,,(eos 8, sin 8) + ,oP] 
dO cos OY,,,(cos O, sin 0) - -  sin OX,,~(c.os #, sin ~/) + ,oqJ 

P et Q ddsignant des sdries de TAYLOR en p,  cos 8, s in0 ,  convergentes 

tant  que /9 est suff isamment petit.  

A cause des suppositions faites la fonetion 

cos 0]f,,,(cos 0 , sin 0) - -  sin OX,,,(cos 0 , sin 0) 

ne s 'annule pour  aucune valeur de 8. On peut  alors ddvelopper le second 

membre  de la derni~re 6quation en s6rie ordonnde suivant les puissances 

enti~res positives de p,  Be qui donne 

dp p.~ " ,  
( ~ 4 )  ,.~o - p v , ( 0 )  + ~ ( e )  + . . .  + p " R ( 0 )  + . .  

oh les fonctions V, sont des fonctions rationnelles finies de cos 0 et s in0 .  

Soit p ( 0 ,  P0) l ' int6grale de cette ~quation prenant  pour 0 = o la valeur 

P0- E n  donnant  h ]P01 une valeur suff isamment petite,  la fonetion p (0 ,  P0) 

d'apr~s un  thgor~me bien connu de M. POlNCA~,I peut  alors ~tre dg- 

velopp6e en s~rie proe~dant suivant les puissances entiSres positives de P0, 

convergente  pour  ces valeurs de P0, rant  que o < 0 < 2~. On pourra par 

cons6quent 6crire 

lo(O,/Oo) =/O0Ul(O) + /o~ ,2(0)  -~ . . .  +/Ool,v(O) + . . . .  

Or on sait que 

ee qui nous donne  

a ( o ,  po) = po, 

u l ( o )  = , ; u~(o)  = o ,  ~ = 2 , 3 ,  . . - .  

En introduisant  eette valeur de p ( 0 ,  Po) dans l '~quation ( 2 4 ) e t  en 6galant 

i Voir I:)OINCARI~: Mdthodes ~ouvelles de la Mdcanique Cdleste. Tome I, page 58. 
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les coefficients des diverses puissances de P0 dans les deux membres de cette 

6quation, on obtient  une s6rie d'6quations diff&entielles auxquelles doivent 
satisfaire les fonctions u,, '~ savoir 

,/0 = ~' vl (8), 

6~,?12 o 
(2S) d'~- =: u'2 VI(0) "+" ]'1 V2(0), 

Les fonctions u.~ seront compl~tement d6termin6es par la condition que 

ul(o) = I ,  u~(o) ~ o, pour  ~ = 2 ,  3 ,  . . . .  

Supposons maintenant  que les q -  I premibres fonctions u~ soient des 

fonctions p6riodiques de 0, mais que uq ne soit pas pdriodiqfie. 

Supposons pour fixer les iddes que 

On aura alors 

z (2~ , ,  p0) - -  p ( o ,  po) = p ~ [ - -  h + po[ ,~+, (~ , )  - -  ~,~.,(o)] + . . . ] .  

En prenant  3 suffisamment petit  on aura donc 

p ( 2 r : , p 0 ) - - p ( o , p 0 )  < o  pour o < p 0  < 3. 

On en conelut que 

p ( o ,  p0) > p(2~, ,  po) > p(4~,,  p0) > . . . .  

La caract6ristique du syst~me qui rencontre la droite y ~ o au point  P0 

rencontrera donc cette droite de nouveau en des points de plus en plus 

voisins de l 'origine. I1 n'existe donc pas de caract6ristique ferrule dans le 

voisinage de l 'origine, et ce point  sera donc un Foyer. 
La condition n6cessaire et suffisante, pour que l 'origine soit un Centre 

est donc que toutes les fonctions u~ soient des fonctions p6riodiques de 8, 
et dans ce cas l 'origine sera 6videmment entour6e par une r6gion o~l routes 

les earact6ristiques seront des courbes ferm6es. 
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Quant  ~ la quest ion de savoir si les fonct ions u~ sont  des fonct ions 

p6riodiques ou non,  on dol t  observer que l 'on peu t  toujours  par  des caleuls 

alg6briques d6terminer ,  si la fonct ion  ~q est p6riodique ou non. Mais, 

quand  il s 'agit  des fonet ions u~ oh ,~ > I, les difficultds sont  beaueoup plus 

grandes. On devra faire aloL~ une 6tude analogue h eelle que j 'expose dans 

mon  m6moire  Sur les dquations diffdrentielles /in,aires 6 solutions pdriod;ques, 
pour  pouvoi r  d6terminer  si dans ee cas, l 'on peu t  s 'assurer par  des ealculs 

algdbriques si u,, est une fonet ion  p6riodique ou non.  

44. I I .  Si a u  eontraire x, Y , , -  y~Xm a des facteurs lindaires rdels, 

nous ferons la subs t i tu t ion  y~ = x ~ ,  ce qui nous  donne 

d v y~(~ ,  ~ ; ) -  7;xm(~, ~) + x , ~  
(26) X, G = Xm(I , V) q- x , X  ' 

et Y d6signant  des s6ries de TAYLOR en Xl et en r~. 

Soient  k~ < k= < . . .  < k, les diff6rentes racines rdelles de l '6quat ion 

t ~ ( , ,  7 ) -  vX~ ' , 7) = o, 

on sait que, k cause des supposi t ions  faites, 

d 
d~[Y.,(I , r l ) -  ~X,,,(I , 7])] 4= o, pour  7/ = k~ 

E n  ver tu  des dgveloppements  du  chapi t re  prdcddent  on salt alors dd- 

te rminer  compl6 tement  la na ture  de chaque po in t  singulier,  x1 = o ,  ~]=k~,  

de l 'dquat ion  (25). E n  part icul ier  on salt qu ' i l  passe par  un  tel point ,  xl ~ o, 

-~ k~, au moins  une caract6ristique autre que la droite x~ = o. I1 existe 

donc cer ta inement  des caractdrist iques du syst6me (23) about issant  h l 'or igine 

avec une tangen te  d6terminde.  On en conclu~ que routes les caractdrist iques 

about issant  h l 'or igine y on t  des tangentes  ddtermin6es.  

Les directions des t angen tes  possibles seront  alors donn6es par  l '~quat ion 

x l  Y,,, - -  y ,  X m  = o .  

A u  moyen  de l 'hypoth6se  que Xm(o , 7) =~ o, on a fair en sorte qu ' i l  n ' y  

air pas de caract6ristique about issant  h l 'or igine avec la t angen te  x 1 ~ o, 

1 u 0 f v e r s i g t  af Kongl .  Vet. Akad.  FSrh. l! Mars 1896. 
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et on a evit~ de eette mani~re la discussion des points h distance intinie 
de l'dquation (26). 

On ddterminera donc routes les cataetdristiques du svst~me (23) aboutis- 
sant ?, l'origine, si l 'on sait d6terminer routes les earaet~ristiques de l'dqua- 
tion (26) aboutissant aux points singuliers xl = o, r~ = k,, probl5me que nous 
avons rdsolu clans le chapitre prdeddent. 

Observons d'abord que, s'il existe une caractdristique de l'dquation (26) 
traversant le point x l - - o ,  7] = k.~, l'axe des ~y est ndcessairement l'uue 
des branches de cette earactdristique. On en conclut que les deux branches 
d'une earaet6ristique du svstSme (23) qui traversent l'origine n'aboutissent 
pas en ee point avee la mOne tangente. Si l 'une de ees branches aboutit 

l'origine avee la tangente ? h -  k.~z~ = o, l 'autre v parviendra ou avee 
la tangente / / ~ -  i'~+~x~ = o, on avee la tangente y~ ~ k, ~xt --  o. 

Etudions les divers eas qui peuvent se pr6senter, en nous bornant 
pourtant, pour fixer les id6es, aux earaetdristiques situ6es h droite de l'axe des y. 
Ddsignons h e e t  effet par P~, P~, ..., P~, les diff6rents points x = o, 7] = k.,, du 
plan des x, ~7, et par L~0 la pattie de l'axe des 77 intercept6e entre P~ et P~+~. 

On devra distinguer les eas suivants 

I) L~o peut dtre prolon.qd au del?~ de P., et de P ~. 

Soit alors (L.~o, L,~) la earaet~risfique traversant P~, et (L.~0, L~+~)eelle 
traversant P~+~. Soient de plus L; et L;+~ les earact~ristiques du syst~me 
(23) correspondant ~ L, et L~+~ de l'~quation (26). I1 est alors ~vident 
que la earaet~ristique (L'~, L;+~) traverse l'origine. Car par un point tr~s 
voisin de L~, et situ~ entre L, et L,+~, passe alors une caraet~ristique qui 
ne rencontre pas l'axe des ~ et qui est situ~e entre L, et L.,+~. Par 
le point correspondant du plan des x~, y~ passe alors une earaet6ristique 
n'aboutissant pas ?~ l'origine, et situde entre L; et L;+~. 

2) L~o peut dtre prolong4 (lu del(~ de P~, mais L.,o finit en P~+~. 

Si L., ddsigne le prolongement de L~0, et L; la caraetdristique du plan 
des x~, y:, eorrespondant 7t L~, on s'assure aisdment qu'une earaetdristique 
passant par un point du plan des (xl, y~) trSs voisin de L~ et situs audessus 
de cette eourbe, finira en P.,+~. La earactdristique eorrespondante du plan 
des x~, yj, s'arr~tera done ~ l'origine et appartiendra h une rdgion nodale 

ouverte. 
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Si ~0  peut dtre prolongd au delhi de t-'~+~, mais finit en P,~, on s'assure 

de la mdme mani~re qu'il  existe une rd~ion nodale ouverte dont  les ea- 

raetdristiques about i ront  h l'oria'ine avee y ~ -  ]~'~ = o pour tangente .  

3! Si enfin /3~,, s 'arrdte et en P~ et en P~+~, il est dvident qu 'une  

earaet&istique passant par un point trbs voisin de L,.,~ s 'arrdtera et en P.~ et 

en P . ~ .  La earaetdristique eorrespondante dff plan des :r~, y~ appart iendra 

done h une r~yio~. ~mdale ferm~;e. 
C'est done seulement dans le eas I I que le svstbme (..231 poss6de une 

earactdristique situde h droite de l 'axe des !/ et t raversant  l'orio'ine. Elle 

traversera alors l 'origine d 'une manibre telle que l 'une des branches y air la 

droite y--] , ' ,~:  = o pour tanx'ente, et que l 'autre parvienne 5 l'orio'ine avee 

la droite y - - ] , : ,+~z  = o pour tan~ente.,. 

I1 est dvident que ee proeddd s 'applique aussi au eas oh il s 'a~it de 

ddterminer,  s'il existe une earactdristique t raversant  l 'origine et dont  les 

deux branches y auront  pour tano'entes les deux droites y,---/ , '~z,  ~ o et 

/ h -  k,~t = o. On dolt seulement observer que par un point  trbs voisin 

de l'axe des rl, situ6 h droite de eet axe et au-dessus de la droite ~;--k~,  

passera une earaet6ristique s 'dloignant vers l 'infini et dont  le prolono'ement 

sera une earaet~ristiqne tr~'s voisine de 1 axe des ~2, sitnde h o.auehe de cet 

axe et allant de ~ = -  oo vers ~2 = ],~, chose dont  on s'assure ais6ment 

en effeetuant la substi tut ion x~--= ~y~ et en dtudiant  l 'dquation diffdrentielle 

~ X,,,('~. I ) - -~} - , , , ( r  I) -Jr- ~./,X 

V, ;~.i~ = r,,,(~, ,) + !~,r 

entre les variables ~ et y~. 

45. 
donnera 

gnvisageons main tenant  le svstbme t20'). La substi tution !h =z~r ]  

,!~ , . ~  Z':)', , r,) 
1'27) ;/~t'. -= "rl (~ . . . .  (1, r/) --b .e,~., ' I ' ~  I. 

Comparer h e e  sujet le n ~ 23 . 
Supposons d 'abord que : ' =  I. 1, 'dquation !27t n 'aura  done en g'dndral 

pas de point sing'ulier situd sur l'axe des rj. Par  ehaque point  zl = o, 

=-/,: passe alors une earaetdristique ~ laquelle correspondent  deux earae- 

t6ristiques du svstbme (23/ aboutissant h l 'origine et avant  #~--/c.rx = o ,  

pour tangente.  
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On distinguera alors les eas suivants: 
I. Si (~,_~ (I , k) =4= o, la earaetdristique du plan des z~, ~, passant par 

le point x ,~ -o ,  ~ = k ,  passera de Fun e6td ~ l'autre de l'axe des ~, et il 
s'ensuit que les earact6ristiques voisines couperont de m8me ngcessairement 
cet axe. 

Les earaet~ristiques du plan des z~, ~y~, eorrespondant aux demi-earae- 
t6ristiques du plan des z~, ~, situ6es h gauche de l'axe des rj, aboutiront done 
routes g l'origine, ee qui met en 6vidence que toutes ces caract6ristiques 
appartiennent g une rdgion nodale. 

I1 en sera 6videmment de m~me pour les earaetdristiques du plan des 
~ ,  ~y~ eorrespondant aux demi-earaet~ristiques du plan des x~, 72, qui sont 
situ6es h droite de l'axe des ~. 

II .  Si au contraire (2,,,-~(~ , k)----o, Z(o,  k ) , o ,  on devra distinguer 
deux eas suivant que la premiere d6riv~e de Q~_~(~, ~) qui ne s'annule 
pas pour ~ =/~ est d'ordre pair ou est d'ordre impair. 

Si son ordre est un nombre pair, la earaet~ristique passant par le point 
;~/~1 = O, ~ = ]~,  passera de Fun e6t~ ~ l'autre de l'axe des ~, et la discussion 
sera identique h eelle qui vient d'etre faite. 

Y 

Z," 
f 

/ / 
/ 

/ .//2 . . . .  

Fig. VI I I .  

Si au contraire la premiere d6riv6e de (2m_~(I, ~2) qui ne s'annule pas 
est d'ordre impair, la earaet6ristique Z passant par le point x~ ~ o, ~ = k sera 
tangente ~ l'axe des rj (voir fig. VII I )  et sera situ~e de l 'un des e6t6s de eet 
axe, ee qui met en ~videnee que les earaet6ristiques voisines, situ6es de l 'un 
des c6t6s de L, couperont l'axe des rj en deux points voisins du point z~ = o, 
~2 = k et que les earaet~ristiques situ6es de l'autre e6t6 s'6loigneront de l'axe 

Acta ~nathematics. 24. I m p r i m ~  le 12 f~vrier  190(!. 9 



66 Ivar Bendixson. 

des 7]. A la caractdristique L correspondra done dans le plan des x~, yl 
deux branches de caractdristiques L'  et Z'~ aboutissant h l 'origine avec la 
mgme tangente y~ ~ kx~ = o, et situdes routes les deux du m~me cSt~ de 
l'axe des y, et il est alors dvident que la caractdristique (L' ,  L'~) traverse 
l 'origine (voir Fig. VIII ) .  

De l 'autre cbtd de l'axe des 7] une caractdristique voisine de L ira 

couper l'axe des 7] en deux points, ce qui met en dvidence qne 1'on aura 
dans le plan des x~, y~ une rdgion nodale fermde situde de l 'autre cStd 
de l'axe des y~. 

.~_ux caractdristiques passant par des points de l'axe des rj voisins du 
point x~ ~ o, ~2-~ k correspondront dans ce cas dans le plan des x~,y~ 

une caractdristique traversant l'origine et une rdgio~ nodale fermde. 

Si l '6quation 
7)  = o 

a s racines rdelles dont aucune n'est racine de Z(O, 7 ) =  o, il existe alors 

en gdndrul s eourbes intSgrales traversant l 'origine et s rdgions nodales 
fermdes. 

I I I .  Si Q,,-I( I , k) = o, Z ( ~  k ) =  o, le point xl = o, ~ ~-- k est un point 

singulier qui sera en gdndral de la forme trait~e dans le ehapitre pr@gdenr 
L'dquation d6terminant les tangentes possibles des caractdristiques aboutissant 

ce point nous montre qu'il n 'y  a pas de caractdristique tangente "~ l'axe 
des ~. Soit il l ' indice du point x I = o, r / ~  k, et c~ ~ 2 (i~ A - I ) l e  hombre 

de caractdristiques traversant ce point, on distinguera les cas suivants: 

I) i 1 ~ - - t ,  c~----o. Les caract6ristiques passant par des points de l'axe 

des 7; tr~s voisins du point x = o ,  7]~-k, aboutiront alors routes hce  point. 
Les caractdristiques passant par des points oh 7] < k correspondront done 

unc rdgion nodale fermde du plan des xl , Yl, et celles qui passent par des 
points oh ~ > k correspondront ~ une autre rdgion nodale fermde de ce plan. 

2) il = o; c~ ---- 2. I1 existe alors deux courbes intdgrales traversant 
le point x----o,  ~ = k. L 'une de ces courbes sera telle qne t 'une de 

ses branches sera situde d 'un cStd et l 'autre de l 'autre de l'axe des V. 
A cette caractdristique ne correspond dvidemment pas de caract~ristique du 
plan des x~, y~ traversant l'origine. L'autre caractdristique qui traverse le 
point x = o, ~ ---- k, sera ~elle que les branches sont routes les deux situdes 
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du mgme cbt6 de l'axe des ~2. A cettc caraetdristique correspond dvidem- 
ment  une caractdristique du plan des ~ ,  y~ traversant l'origine. 

On prouve de ]a m~me manibre qu'au cas I), qu'on aura aussi une 

rdgion nodule ferm~e correspondant h x~ ~ o, ~ = k. 

3) i~ = I; c~ = 4. On voit alors qu'il existe deux earaet6ristiques 
traversant le point x~ = o, ~ = k, dont les deux branches sont situ~es du 

m~me eSt6 de l'axe des 72. A ces earaetdristiques correspondent alors dans 
le plan des x~, y~ deux earact~ristiques traversant l'origine, et dans ce eas 
il n 'y  aura pus de r@ion nodale fermde. 

Si enfin r > I, routes les raeines de l '6quation 

Q~_~(~, ~) = o 

nous donneront des points singuliers de l 'dquation (27) situ6s sur l'axe 
des ~, et la discussion de ces points est tout analogue h celle du cas oh 

r =  I. On dolt seulement observer que si l 'on a 

Q~_,(~, k) = o; Z(O, k) = o; 

le point x~ = o, ~y ~ k ne rentrera pas duns les cas fruit,s dans le chapitre 
prdcddent. 

C H A P I T R E  V. 

Le c a s  g ~ n 6 r a l .  

4 6. Au moyen d'une substitution de la forme 

x~ = ~z + fly, 
off a ~ - -  flr > o,  

y, = rx  + ~g, 

on peut alors rdduire le syst~me (I I) ~ l 'une des formes (23) et (23'). 
Si on est en prdsence du syst~me (23), la slibstitution 

X 1 = ~,~ 
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oh k~ est une racine rdelle de l '6quation 

(2s) ~ ( ~ ,  7) - -  ~x,~(~ 

nous donne un syst~me de la forme 

Iva r  Bendixson. 

(29) dt, 
d~, _-- Y.,(I 7, + k ~ ) -  ('h + l~,)X.,(~ 7, + k:,) + ~,r 
d t  I ' , , 

F et r ddsignant des sgries de TAYLOR en $i ,  r]l, convergentes dans le 
voisinage de $1 = o, 7]~ ----o. 

A une caractdristique du svstbme (231) aboutissant h l 'origine et 3" 
ayant pour tangente Yl ~ k~Xl ----o, correspondra alors une caract5ristlque 
du syst~me (29) aboutissant h l'origine. 

S'il existe des courbes intdgrales du premier svst~me aboutissant h 
l 'origine avec des tangentes d6termindes, on les obtiendra routes en d6ter- 
minant les caractgristiques de tous les syst~mes (29) passant par l 'origine 
(correspondant aux diffdrentes racines de l '6quation (28)). 

On doit observer de plus que routes les caractdristiques du syst~me 
(29) aboutissant ~ l'origine, y auront des tangentes ddterminges, car il existe 
toujours une caractdristique, h savoir $1 = o, qui aboutit h l 'origine avec 
une tangente d6terminde. 

On aura en outre 

~x + ~Y -- ~;'[x~(~, 7, + ~',) + ~,~], 

J r - -~(k,  + ~,)]x + [~--~(z-, + w)] r 
= ~7[Y,~(, ,  ~1 + k , ) -  (~, + k , )X~( , ,  ~, + k,) + ~,r 

Si au contraire on est en pr6sence du syst~me ,,23'), et si kl est une racine 
r6elle de 

(2s') Q~-,(~, 71) = o 

la substitution en question rgduit l'6tude des caract~ristiques du syst~me (23') 
aboutissant h l 'origine avec la tangente y - - I q x  = o, ~ celle des caract~ris- 
tiques aboutissant ~ l 'origine d'un svst~me d'6quations de la forme 

d ~ , _  0 .... 1 ( ~ , ~ 1 + ] q ) + ~ , r  
( 2 o ' )  dti Ofl r > I .  

~t--: - -  $1 ~'(r ~],), 
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On doit observer pourtant qu'il nous suffit d'6tudier les caract6ristiques de ce 

syst~me aboutissant ~ l 'origine avee des tangentes d6termin4es car une spirale 
se rapprochant ind6finiment de l 'origine de l'~quation (29')coupera n~cessaire- 

merit la droite ~ ~ o an une infinit6 de points rSguliers at ne nous donnera 

done pas de caractenshques du svstSme ( -o )  autres qua celles qu'on obtient 
en 6tudiant les points r6guliers de la droite ~ ~--o. Dans le eas off 
] ~  * �9 t �9 

omgme du systSme (29') est un Foyer (ou un Centre) il n'existe cwdem- 

men~ pas de caract~ristique du systSme (23') aboutissant ~ l'origine avec la 
tangente y~ - -  k~x~ = o; mais cet~e droi~e sara comprise dans deux r6gions 

nodales ferm6es, l 'une situ6e h gauche de l'axe des if, l 'autre '~ droite. 
A ehaque demi-droite *ir6e de l'origine dans une direction voisine de 

celle de y - - k ~ z  = o, correspondra alors une caract6ristique appartenant 
l 'une de ces r6gions nodales ferm6es et aboutissant 5 l 'origine de mani~re 

h y avoir pour tangente la demi-droite an question. Voir Fig. IX.  

' l  

- \, 

Fig. IX. 

Les expressions des seconds membres du svstSme (29') seront donn~es 

par les ~quations suivantes: 

47. R&umons enfin les r&ultats obtcnus: Ltant donnd un svst~,me 

d'6quations diff~rentielles de la forme 

(3olt ~zx = X, d~.~ = y ,  
dt dt 
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on peut donc toujours par une substitution bilin~aire convenable rdduire 
l'6tude des caract6ristiques de ce svst~me h celle des caractdristiques, aboutis- 
sant h l'origine avec des tangentes d6termin6es, des divers svst~mes d'6qua- 
tions de la forme 

(3 I) dt, 

d~, . . 

oh les termes de la plus petite dimension sont de l'ordre m~ ~ m + i, et 
oh l 'on a 

~X + f l Y =  ~?-~+~X~, 

I t - -~ (k ,  + ~,)]x + [~--/~(~-, + ~)] Y =  ~7 +" ~,, 

dtant une quantitd 6gale ~ I ou fi zdro, suivant que le polynome de di- 
mension en x Y - - - y X  s'annule identiquement ou non. On aura donc enfin 

X = ~ " - '  1,-'~+~ y,],  
(32) 

12" = ~l-- l[(c  + d~ l ) r  ..}_ (~'1 

les quantitds a ,  b,  c ,  d 6tant donndes par les dquations suivantes 

3 - - i l k  t . b - -  f i  " ~" + a k '  . d " ~  a 

a - -  a 3 - -  fl~" a 3 ~  f ly '  C ~-  a 3 - -  f l y '  a 3 - -  ~7" 

Nous supposerons en outre que les eonstantes a ,  fl ,  ~', 3 sont choisies de 
telle sorte que 

L:: d~signant une racine queleonque de l'gquation (28) ou de l'~quation (28'). 

48. En ~erivant la substitution bilin6aire sous la forme suivante 

x = (a + bV,)~,, 
(33) a ~ o 

v = (c + dr 

nous pouvons donc affirmer qu'au moyen d'une telle substitution on peut 
r6duire l'6tude des courbes intdgrales du syst~me (3 o) aboutissant h l'origine 
avec des tangentes d6termindes ~ celle des caract6ristiques aboutissant 
l 'origine avec des tangentes ddterminges des divers syst~mes de la forme (3 I) 
oh les fonctions X1, Y1 et X ,  Y, sont assujetties aux relations (32). 
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49- En  traitant lo syst6me (3 I) de la mSme mani6re on peut donc 
rdduire l'6tude de l 'origine de ee syst6me ~ celle de rorigine de divers 

syst~mes d'dquations diffdrentMles 

a,~,= x~(~.~, ~), 
(3 I') dr, 

d ~ _  G(~: ~), 
dtl 

que l 'on obtient au moyen de substitutions de la forme 

$, = (a, + b,~.:)$~, 
at =1= O 

~ = (c, + d ,~)$~,  

oh les termes de la plus petite dimension sont de l 'ordre m.: < m~-{- I, et oh 

En continuant 
diffdrentielles 

x ,  = ,~-',,,,-'[(a, + b , ~ ) @ G  + b,~P:'Y.q, 

Y1 ~ " - ' [ [  d ~,+-,, y:] = ,~ c, + d , , ~ ] ~ , X .  + <.,.,, . 

ainsi on sera en g6ndral conduit h dtudier les 6quations 

dt~ 

d r  y.($,  '~D, 
dt, 

que l 'on obtient au moyen des substitutions 

et oh 

b l,, ~,_, = (a._, + ._,7.)~-., 

~._, = (c._, + d,_,r 
a~_ 1 =1 = O~ 

~ ' , - , - ' r r  _ >~,]~, x ,  + b -~:"-'+' r~], X~_I = ~, LLG-1 -t- b. 1 :"-' . _ i t .  

r ,_ ,  = ~",-,- 'rrc, LL ,-, + d,_,,),] ~,"'-' X, + d,_,~: "- '+'  L ] .  

On aura alors 

(34) 
z (a + @,)(al + t,~.~) (a._, + ~_,~,,);~, 

y = (c + @,)(a, + b , ~ ) . . .  (a,_, + b,_,r 
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et 

(S5) 
~r t l  l - ~ - m ! - - l q -  4- ~tu__ 1 -  ~ t .  

oh X~ et I \  ddsignent des sdries de TAYLOII en ..-~ et rj~ eonvero'entes darts 

le voisinage de ~.,-----o, r~ = o. 

5 o. Je dis qu en prenaut  ~ suffisamment grand, on parviendra toujours 

~ des fonetions ~ et ~.~ telles que bur s  termes de la plus petite dimension 

soient tout  au plus du premier ordre. 

En  posant 
hx + ky ~ E, 

h lx  + k l y ~ 7 ,  

apr~s avoir ehoisi les constantes h , k ,  lq , kl d 'une mani6re convenable, 

on sai~ en effet, d'aprbs un thdorbme bien eonnu de Wlr 1 qu'on 

peut  derire 

' ~ ' )~m- -1  ,y ,*' e~'(~, r),  rx+ Y 
les fonetions ~ , ,  &~ ainsi que ~ et ~, &ant  des sdries de TAYLOR eon- 

vergentes dans le voisinage de Y- -o ,  rj = o. 

En  faisant 

~ (~ ,  7 ) =  7"' + d,,(~)~ .... 1 + . . .  + G,(~), 

on aura alors en vertu des 6quations (351t 

les fonctions X~ et Y~ 6tant des s~ries de TAYJ.OR convergentes dans le 

voisinage de ~ - =  o, ~ =- o. 

Voir WEIERSTRASS: Einige auf die Theorie der analytischen I,'unclionen ~nehrercr 
l~rgnderliehen sieh beziehende Sdl~e. Nath. ~Verke, tome II. 
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Appliquons maintenant  la mdthode de la recherche du plus grand eom- 

mun  diviseur aux deux polynomes en rl, f e t  ~,. On pourra alors ddter- 
miner deux polynomes en rj, L ( $ ,  7/), 31t$ ,  ~) dont  les eoeffieients sont 

des fonetions holomorphes en $, tels que l 'on ait 

(36 ) L(~ ,  V). r  ~2) -t- M(~ ,  ~). r  ~) -= ~(~),  

d6signant une s6rie de T~YLO~ en ~, eonvergente duns le voisinage de 

$ ~  o, et que l 'on pourra mettre sous la forme 

oh s sera un  nombre entier facile h ddterminer et ~ une autre sdrie de 

TAYLOI~ eonvergente dans le voisinage de ~ = o. 

Choisissons enfin les eonstantes h e t  k de sorte que l 'on air 

ha + kc =4= o, 

et. introduisons dans l '4quation (36) les nouvelles variables ~ ,  ~2, 

Les dquafions (34) nous apprennent  alors que le second membre de 

l '~quation (36) est divisible par ~; mais ne l 'est pas par ""+~ ~,, . Le premier 

membre sera au eontraire divisible par ~,,,,--1+,,~,-~+...+~,~_,-~ 

I1 s 'ensuit  que si ~ > s l 'une des quantitds m ~ ~ , m~--  ~ , . . . ,  m,,_.~ - -  

sera n@essairement. 6gale h z6ro. 

I1 est done dmbli qu 'on parviendra toujours h u n  svstbme de la forme 

d -Z = 

oh les termes de la dimension minima sont au plus du premier ordre. 

e. q. f. d. 

5I .  On pourra done toujours, h 1 aide de la mdthode de r4duetion 

d6velopp6e iei, rdduire l '6tude de l 'origine du svst~me (30) h l '4tude des 

eourbes int6grales de diverses dquations diffdrentielles dont  les termes de la 

plus petite dimension sont au plus du premier ordre. Les seuls de ees sv- 

st6mes que nous ne saehions pus encore traiter sont eeux de la forme (22), 
et il ne nous reste done s traiter qu 'un  svst6me de eette forme. 

Aeta mathematiea. 24, hnprim~ Io 13 f6vrier 190(I. 10 
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Observons d'abord que les caractdristiques de ce syst6me aboutissant 
l 'origine avee des tangentes ddtermin6es y aboutiront avec ~ -  aS ~ o 
pour tangente. 

Au moyen de la substitution 

on obtient alors 

(37) 
J~G = ~, [7, + ~,r dt 

- v ~ +  ~, r  
dt 

e t r  d6signant des s6ries de TAYLOR. 
Si 5 ( o ,  o) ne s'annule pas, les caract6ristiques aboutissant h l 'origine 

avec des tangentes d6termin6es y aboutiront routes avec $~----o pour tangente. 
En  faisant alors 

on obtient 

(38) 

$1 --~ Xl r/l 

dT --  - -  ~ + x,,~,r o) + r 

d x  I 
dt - -  2x 'r] l  ~ x ~ r  o) --{- ~3, 

r et F3 ne contenant que des termes de dimension sup6rieure ~ 2. 
L'gquation d6terminant les tangentes ~ l'origine sera ici 

x , ~ , ( ~ x , r  o ) -  37) = o. 

Toutes ces tangentes 6rant distinctes nous savons traiter le systSme (38) 
l'aide de la m6thode du chapitre IV.  

La substitution ~ = (a -4- ~1)$ conduira done h un svst~me que nous 
savons d6jh traiter ou h u n  syst6me (37) tel que r  dent  les termes de 
la plus petite dimension seront 6videmment d'ordre 2. En traitant ce syst6me 

par notre m6thode de r6duetion donn~e dans ce chapitre, on parviendra ou h 
un syst6me que nous savons d6jh traiter ou ~t un syst~me de la forme (22); ce 
dernier conduira ~ u n  syst6me dent les termes de la plus petite dimension sent 

d'ordre 2, dans le cas off il ne conduit pas h u n  syst6me que nous savons traiter. 
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Mais l 'dquation (36) met  en dvide~ce que nous ne pouvons pas ren- 

contrer plus de s pareils syst~mes d'dquations dont  les termes de la plus 

petite dimension sont d 'ordre 2, et il s 'ensuit que nous parviendrons toujours 

h des systbmes d'dquations diffdrentielles clue nous savons traiter. 
c. q. f. d. 

52. La mdthode de rdduction ddveloppde ici offre la plus grande 

anMogie avec celle qui a 6t6 employSe par WEIFRSTRASS pour l '6tude des 

fonctions Mgdbriques; je l 'ai d'abord publide dans un mdmoire prdsent6 

l 'acaddmie des sciences h Stockhohn le 9 nov. I898 et iutitul5 Sur les points 
sin quliers des dquations diffdrentielles. 

En appliquunt cette mdthode de rdduction on sera donc conduit  

6tudier une suite d'6quations diffdrentielles de la forme 

.~ dy  

oh ~ ddsig'ne une sdrie de TAYLOR eonvergente pour des valeurs suffi- 

samment  petites de x et de y, et ne contenant  que des termes au moins 

de la deuxi~me dimension. 

S i c  =~ o, le point  x = o, y- - - -o ,  est un point  rdgulier. 

Dans le cas oh toutes les 6quations diffdrentielles ( 3 9 ) q u ' o n  doit 

6tudier sont telles que x = o, y ------ o est un point  rdgulier, on en eonclut 

qu'i l  n 'y  a pas de caraetgristique about i s~n t  h l 'origine avec une tangente  

ddterminde, et l 'origine sera alors un Foyer ou un Centre. Inversdment  il 

est 6vident qu'il existe toujours au moins une branche de caraetdristique 

aboutissant ~ l 'origine avee une tangente  ddterminde, pourvu que l 'une des 

dquations (391) que l 'on aura alors '~ dtudier soit telle que c = o. 
Dans le cas oh il existe des caract6ristiques aboutissant ~t l 'origine avec 

des tangentes ddtermindes, notre mdthode permet  toujours de d6terminer les 

hombres c ,  n ,  n[. 

Dans le cas au contraire oh il rr'v a pas de caractdristique aboutissaat 

l 'origine avee une tangente dgterminde, notre mdthode ne permet  pas de 

d6cider si on est en prSsence d 'un  Foyer ou d 'un  Centre. L 'dtude de 

ees cas semble en ggndral offrir des difficultds considdrables que je n'M 

pas su vaincre. 
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CRAPITRE \~I.

Quelques theoremes relatifs aux cas ou X et Y sont des
polynomes.

53. Dans Ie cas OU X et Y sont des polynomes, on peut etudier les
caraeMristiques a distance infinie de la meme maniere que dans Ie voisinage
d'un point singulier ordinaire. Supposons en efIet que nos equations soient
de Ia forme

dz X ' ,. X' ) X__ 'ir,." . I,.,,,; _
dt - q-J \.L ,!Ii -r - g:,'V' J, - ,

OU X q et Yq sont des poI}""D.ornes de dimension q, et OU Xq_ 1 , Yq- J ne
contiennent pas de termes de dimension > q - I.

Nons ferons une substitution de la forme

- y
71-
J - ;c' + y"

.A un cercle .1:
2 + !I~ = R 2

, dans Ie plan des x, y, de rayon tres grand R,

correspond alors un cercle, :1;2+!J 'J = ~i' ()ans Ie plan des x, y de rayon tres

petit ~. n nous suffit done d.'etudier Ie point X= 0, y= ° dans la nouvelle

equation en x et en y qU'on ohtient.
Or les equations i 401 donnent

dy r r~ , }T X" ( X In]-it = .., .,'. "_'(;1', - lf~ : - If ,X + y ),(. ~:c-+?I-~L.· .. , ..

d;c - I [ '[T X ' X IT]-d = (. .)i IflIL - 11-, : + xIx +!J ).t \:r.·+y. c. • ,

"bn aura done

,l.."; ?I ;;rX + !!Y] - ;l': :e~T - yX]
dz = z[zX + !!Y J + ~/fzY - ?IXJ

r:,J:, y)
-

x~:z. y;
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011 Y et X sont des polynomcs en :i~ et Ii tlont Ies termes de la plus petite
dimension sont

et

L'cquation determinant les directions des t~mgeutes It l'origine nouvelle sem

et on ell conclut que les directions des tang-cntes a l'infini du systeme (40)

seront donnees par

On doit comparer it ceci la methode de projection emplo~~ee par 1'1. POINCARE

pour l'etude des points it l'infini.
Si l'cCLuation (44) par exemple n'est satisfaite par aucunc valeur reelle de

l'infini sem un Foyer ou UIl Centre, Cela corresl)om} chez ~1. POINCARE

au cas ou l'eqllateur est une earaderistique qui nc passe par aucun })oint
singulier,

Les autres cas etudies par riHustre .~eometre sout ceus Oil l'equatiou
(44) n'a pas de factem lineain' red multiple.

Le cai:i Oil l'equation (44) est idcntlquemcnt satisfaite eorrespondrait,
ce me semble, dans la t-ermillologie tIe 11. POINCARf~, au cas Oil chaque point

de l'eqUate11l' est un point "'LngnLieL
Le uOllli)re total des .nt... singuliel's y eompris l,~ point ;\ l'intinil

et~lI1t dans ee cas un nonUT'.' TIll:. on pent dormer 130 forme suiYante au
tbCoreme VII de la page 2S:

Theoreme. fIne demi-··" ..acreristique L ....[1'({ Oll 'lien line uJ/lrbe ramee,
ou bieN s'approchera indef/ume',; d'Wit' Cd 1"(!r-fpristifJue fermet!, O?t enf;ii

s'arr8en;,l,dis Uri, point siniJuliN.

n"em toujours possible de b.:re Ia 1~'''''''h~iOll complete de~ (;araet~ri­

stiques du, ",ysteme (40) ,hn~ Ltc voisinage de~ points singnliers a l'aitle
des nlethot:L:=,;, d6vel(~l:\-">~5es tIU-;:i:~ ef.. ~.':J~S!l'1oire~
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Quant  h la d4terminat ion des earaetdristiques ferm~es, e'est un problSme 

d 'une nature beaueoup plus eompliqude. Pour  1 dtude de ee probl~me nous 
renvovons le leeteur aux travaux de M. PmXCARf:. 

I1 existe pouFtant un eas o5 il est facile de s'assurer qu'il  n'existe pas 

de earaetSristique fermde. C'est quand l '&luation 

aX aY 
ax + "O!f 

ne reprdsente pas de eourbe rdelle. On aura en effet 

ffr x, y, 09 J " ,s 
A 

S d6signant une eourbe fermde, et A l 'aire comprise ~ son int6rieur. 

S est une earaet6ristique fermde, on aura done 

Si 

/ l  aX * + ar l&av = o ,  

a 9 _l 
A 

ee qui met  en 6videnee que l 'aire A doit ~tre travers6ee par l 'une des eourbes 

satisfaisant ~ l '6quation aX a17 a-7 + ay o .  

54. ~Ia intenant  soit ix l ' indiee du point  x = o, .q = o de l '6quation 
(43) et soient i l ,  i~, . . . ,  i,,,, les indices des diffdrents points singuliers finis 

P I ,  P , ~ , . . . ,  P , , ,  du systbme (4ot. Nous  voulons prouver que la relation 
suivante 

m 

(45) i ,  + ~: iv = - -  2. 

subsiste toujom-s. 

A eet effet soit I l ' indiee de la fonetion 

x X  + ?1t" 

x Y  - -  y X  

pour un contour fermd C entourant  l 'origine, et soient P1 , t)~, ' . . ,  P-,, les 

points singuliers du svstbme 14o I situ6s h l ' intdrieur de C. On aur'x alors 
la relation 

(46) I -~- ix i~ ~ . . . i r I .  



Sur les courbes d6finies par des 6quations diff6rentielles. 79 

En  effet supposons qu'on air choisi les axes de telle mani~re qu'aucun des 
P~ ne soit situd sur l'axe des x. Les seuls points oh le numdrateur et le 

ddnominateur de la fonction z X  + y Y  z Y - - y X  s'annulent simultandment sont P~, 

P~, . . . ,  Pr, et l'origine. L'indice I sera donc 6gal h la somme des indices 
x X  -t- y Y  de ces points pour la fonction 
x Y  - -  y X  

Or cette fonction passe par zdro de la m~me mani~re exactement que 
la fonction 

z Y 
y X 

(voir page 4o). On en conclut que [ est dgal ~ l 'indice de cette derni~re 
fonction sur le contour C. Mais au point Py l'indice de. la fonction 

x Y 
"O ,~ est 6videmment dgal ~ - - i v ,  et ~ 1 o n ,  me son indice est dgal h 

7i X 
- - i ,  ce qui met en dvidence que l'6quation (4 6) a lieu. 

Maintenant prenons pour contour C le cercle x 2 + y~ --~ R ~, comprenant 

son intdrieur tous les points singuliers P~, P 2 , ' " ,  P,, du syst6me (40). 

�9 Quand le point x ,  y, parcourt le cercle x~-{ - y 2 _  R~ dans le sens 
i 

positif, le point correspondant x ,  y, parcourt le cercle x ~ +  ~ 2  R -~ dans 

le sens positif. Or on a 

x Y - - y x  x Y - - y X "  

L'indice du second membre sera sur le cercle C dgal h ~ i~ + I et celui 
y ~  

I 
du membre premier sera sur le cercle x ~ +  y 2 _ R  ~ dgal ~ -- ~ - - i ,  ce 

qui finalement donne 

En dgsignant par c y e t  n~ les hombres c et n r correspondant au point Py, 

cette relation peut s'dcrire 

(4s')  c - - n ?  + = - -  , )  

On peut en conclure quelques rdsultats intdressants, 
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l) Darts le eas o~l il n 'v a pas de point singulier fini, le point h 

l'infini sera n5eessairement un point singulier auquel appartiendront au moins 

deux r6gions nodales fermde,~. 
2) Dans le eas o?l m >  2, il existera n4eessairement des earaet6ristiques 

traversant un point singulier. 

55. Observons enfin que la relation 146) n'exige pas que X et Y 
soient des polynomes. En  al)pliquant eette relation ~t une earaet~ristique 

fermde C entourant l'origine, on s'assure ais~ment que I est dgal ~t z~ro. 

A cause de la relation 
,I,o ,*:X + !~Y 
ao - -  p : x Y - -  !~X 

1 sera en effet 6gal h la difference entre le nombre des valeurs maxima et le 

nombre des valeurs minima de p que l'on obtient, quand un point pareourt 

le contour C. 
Or il est 6vident que le hombre de valeurs maxima est d~al au hombre 

de valem-s minima, ee qui donne 

I ~ o .  

On pourra done dnoneer le thdor['me suivant 

Soi l  (2 ~ote car(~ct&isl ique [er,m(e et soient  i, , i~ , . . . ,  i,, les i~dices ties 

p o h # s  sb~guliers s i lu6s i~ l ' i n l i r i e u r  tle C,  oJ~ aurtt  

i I nt-i~ + . . . - - ~ - i , , , - -  x. 

II est dvident qu'on pourrait obtenir le thOor[,me i [ I I i  eomme eons& 

quenee immediate de ee dernier thdorbme. 
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C H A P I T R E  V I I .  

Sur le calcul des int~igrales par des approximations successives.  

56. J:Nous avons prouvd darts les ehapitres prdeddents que l'dtude des 
caractdristiques dans le voisinage d 'un point sin~ulier se rdduit toujours h 
celle de plusieurs dquations diffgrentielles de la forme 

(47) 
m d~t 

f ddsignant une sgrie de TAYLOR ne eontenant que des termes de dimen- 

sion > 2, eonvergente pout" Ix]< 3, ]ff]<~d, et a ddsignant une quantit6 
diffdrente de zdro. 

Pour  effeetuer le ealeul des intdgrales il suffit done de traiter les 
dquations diffdrentielles de eette forme. 

57. Pour fixer les iddes nous traiterons iei le eas oh m = 2n et 

a > o, et nous derirons alors notre dquation de la manibre suivante: 

(4S) x ~  = ( 2 n -  I)[a~ff + b,x + f,(.~", y)], a, > o. 

Nous donnerons une mdthode d'approximations successives ~'l l'aide de 

l aquelle on peut effeetuer le ealeul des intdffrales de eette 6quation dans 
le voisinage de l'origine. 

A eet effet soit i l l  la valeur maxima de I , :  a. 9~:~, o) et soit N la va- 
t 

leur maxima de • pot.. p, < I . I  =_< p, < 

Comparer h ce sujet mon m6moire: 5ur Its poi,,ts singuliers des dqualions diffd- 
renlielles, 0 f v e r s i g t  a f  I![. Vet .  A k a d .  F S r h a n d l i n g a r ,  Febr. 9, I898,  off .~'ai 
d6velopp6 la m6thode donn6e darts ce chapitre d'une mani~re un peu diff6rente de celle 
exposde ici. 

Aeta .,nathe*J~atica. 2~. h n p r i m e  le 13 f~vricr 1900. 1 1 
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En  prenant p~ suffisamment petit on peut alors faire en sorte que 

l 'on air 

-~<, pour I ~ l < p , ;  l y l < p , .  

La qnantit~ p~ ~tant ainsi d~termin~e, on d~terminera la quantit5 positive 

p en sorte que l 'on air 

[, § 
(49) t ~ ~V < P," 

a 1 

Soit maintenant xo, Yo, un point du plan tel que l 'on air 

o < ~ 0 < p ;  I:~o1=< p; 

et soit y(x) l'intdgrale de l'6quation (48) qui prend pour x ----- x0 la valeur 
y~. On salt alors que y ( o ) =  o (voir page 45) et on pourra calculer de 

la mani~re suivant~ les valeurs de y(x) pour o < x < ft. 
Ddterminons d'abord la fonction y, de mani~re qu'elle satisfasse h 

x'" d.dY"'= (2n - -  1)[a,y, -]- blX -}- r  , o)] 

et qu'elle prenne la valeur y,, pour x = x0. 
Ayant  form6 ensuite l '6quation diffdrentielle 

d~, = (~,, _ ~)[a,u~ + b,x + r  U,)] X"" d--x 

on ddterminera y~ par la condition qu'il prenne la valeur Y0 pour x = x o .  
En  continuant ainsi on ddterminera y. de mani~re qu'il satisfasse h l '5quation 

d.7~v = ( 2 n -  1)[ajy~ + bjx + ~i(x, y~_,)], ,~= 2 , 3 , . . .  

et qu'il prenne la valeur Yo pour x = x0. 
Je dis qu'alors l'int~grale y(x) sera donnde par l '6quation 

~ ( x )  = :/, + ,Z(y.,+,= - - y , ) ,  pour o < x < .~o. 



Sur les courbes d6finies par des 6quations diff6rentielles. 83 

58. E n  effet observons que la mdthode de rdsolution bien connue 

des dquations lindaires donne 

ae o 
~ _ al a I ; I a l  

(50 )  y,~ = yO~2o "-' z~"-'___ e ~r,--, ] l " x  -4- fxkx,  y , -1)  ( 2 n - -  I ' )g"-'  d x ,  
t x ' 2 n  ' 

x V ~  1 , 2 , 3 , . . .  

Observons encore que si l im y~_~.=-o,  cette dquation donne l im y~ = o .  
x = + 0  x = + 0  

On a en effet 

tt I tZ I 

Y~ = Y0 e~- '  ~ . . . .  - - e  

~ o  
a I /~  a I 

~'-' I Z(x)  (2n ~ l )e~"- 'dx  

8 

- -  e ~" -' ( : n  - -  l ) e ~ ' d x ,  

z 

Z(x)  ddsignant une fonction continue telle que lim Z(x)  = o, et z une 
x=+0 

quantit6 positive tr~s petite. Les deux premiers termes du second membre 

tendront vers zdro quand x tend vers + o. Le dernier terme pouvant  
'6  " s crlre 

a!  

[ I ' Z ( x ) ( 2 n - - I ) e ~ ' d x - ~ z ( x ' )  i[, ,1., 
x ~ a - |  - -  I r  

37 

x 1 dtant une valeur de x situde entre x et e ,  on en conclut  que cette 

expression tend vers z6ro quand z et x < r tendent vers zdro. 

Revenons  maintenant  h l'dquation (5o). On en tire 

d 0 
__ a ~ /  a t 

y,+~ - -  y, ---- - - -  e ' ~" - '  ~ , ( z , y ~ ) - - r  I ) e ~ ' - ' d x .  ~2n 

x 

Tant que les fonctions y. et y,~_~ seront < p ~  en valeur absolue pour 

O < X < Xo, o n  aura 

Xo 
_ a ~  r a 1 

t . ~2m-i 

x 

pour o < ~ ; ~ x  o. 
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Ddsignons enfin par m, la valeur maxima que prend la fonction lY,--Y~--I] 

pour  o < x < x0, on aura 

- "-At [ '  N a~ 
Iv.-,--Y.I < e x'"-'m, , ~ , ( 2 n -  1)e*"-'dx. 

It. 
or 

En effeetuant l ' intdgration, on obtient  

ou f inalement 

o, o,] 
[Y,+, - - Y , I  < m~. I - -  e ~  -n-;~:"-~ pour o < x < x0 

N 
lll,~+ 1 < m v . - -  

a I 

pour o < x < x 0 .  

Cette derni6re indgalitd subsiste rant  que les fonetions p, et y.,_~ sont < Pl 

en valeurs absolue pour o < x < xo. Or l 'dquation (5 o) donne 

3~ o 
a 1 a I a f i  Ol 

, T f l  n 

ou enfin 

ar o 

_ a A~ / a~ 
ly, I < p + e x~.-. pM (2n--, ,)e .... dx 

<p[ ,  +M]  <P, pour o < x < x 0 .  

On en conclut que 

1r N [  
'l)Z 2 < f l Z ]  . - -  < - - .  

M , + E]p pour o < x , < x 0  

d'off 

De eerie in~galitd on tire 

m s < r e . , - - < - -  I + p pour o < X < X o  
- O, l a I 
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d 'oh  l 'on conelut  

85 

l Y~ I < "~ + "~,- + "', < p ' + V, ' + -,,, + ~j < p '  

E n  con t inuan t  ainsi on volt  que l 'on a 

N 
' Cl  I 

et on obt ient  

I - - - -  
(11 

p o u r  0 < ,X < X 0 

Cette derni~re indgalitd me t  en dvidenee que la sdrie 

est un i fo rm6men t  convergente  pour  o < x < x0. 

L 'dqua t ion  

I m+m' I dz  (y..+ 1 - -  y~) = ( 2 , . , -  1)[al(ym+,,.+,--y.,+,) + f ~ ( x , y m + , , . ) - - 9 ] ( x , Y , , , ) ]  
l u = m + l  

< (z,, I + Y I 

nous apprend alors que la s~rie des ddriv~es _ _ . ~ ( Y ~ + ~ - - Y , ) e s t  uniforme-  
v = l  

m e n t  eonvergente  pour  e < x < :Co, s dtant  un  nombre  positif  aussi pet i t  

que l 'on  voudra,  et il s 'ensui t  que la fonct ion  y (z )  satisfait pour  routes 
�9 t ees valeurs de x ~ l 'dquat ion  diffdrentielle donn6e.  Or s e tan .  aussi pe t i t  

que l 'on voudra,  la fonel:ion y(x)  reprdsentera l ' intdgrale cherchde de l '~qua- 

t ion (48) pour  o < x < x0, et: eomme la sdrie s 'annule  pour  x = o, elle 

repr6sentera aussi pour  eette valeur de x l ' in tdgrale  ehereh~e. 
c. q. f. d. 

59- Nous  savons de cette mani~re calculer route  caract6ristique aboutis- 
sant h l 'or igine et situde '~ droite de l 'axe des y.  A gauche  de cet axe il 



86 Ivar Bendixson. 

n'existe plus qu'une seule caractdristique (voir page 46), et la m6thode 
s'applique au calcul de cette caractdristique de la mani~re suivante. 

Nous commencerons par prouver qu'une 6quation diffdrentielle 

�9 ~"~ = (2n  ~ ~)a ,u + r 

off r  pour des valeurs n~gatives de x, est une fonction continue t~lle que 

lim ~b(x)=  o, 
X ~ - - 0  

poss6de une seule intdgrale qui s'annule pour x = -  o. 
En effet l ' intdgmle ggndrale de eette derni6re dquation pouvant s'6crire 

] y ~ e ~ '  -t- e~" ' d x  

-~. 

oh C est une constante arbitraire, on voit qu'il faut avoir 

0 

C - -  e~"-' d x  

L'int6grale s'annulant pour x = -  o, pourra pour que lira y s'annule. 

donc s'dcrire 
0 

e dx pour ~ x  0 < ~ < o .  y 

x 

En appliquant notre m6thode d'approximations successives h l'6quation (4 8) 
nous ddterminerons maintenant y~ de mani6re que l 'on air 

X~"dd~ ~ = ( 2 n - -  i)[aty I + blx  + ~ , ( x ,  o)] 

et que limy~ = o. 
x=-0 

Nous d6terminerons ensuite y~ en sorte que l 'on air 

x:"j'~u ' = ( 2 n -  i)[a,y. + b,x + ~,(~, y,)] 

et que limy~ ~ o. 



et 

Sur les courbes dbfinies par des 6quations diff6rentielles. 

Ell. cont inuant  ainsi on obtient en ~dndral 

0 

(tl I ~ lll x " al  .4- 
~ l ' ~ - - l )  e . r 2 " - i  ( 2 t l  ?L : - - ]  - -  1]dx, 

d: 

pour - - x o < x _ < o  

d off l 'on eonelut enfin que 

87 

, v =  I ~ 2 ~ 3 ~ . . .  

0 

" ' f  p ~ l y . + , -  e~l < e " .... 2"!!" !!~= ~ , , - -  , ) ~  . . . .  (~x, 
.T 

t ~ t  que l:z.l < e , ,  ly.-,  I < p, 

N 
,m,+, < m ~ . - -  pour - - x o < x < o ,  

m,~ ddsig'nant, eomme au eas pr6egdent, la valeur maxima de lY~--Y' ,--~ I pour 
- - X o  < x < o, et l 'inggalitg ayant lieu rant  que les fonetions y~ et y~__~ 
sont < p ~  en valeur absolue pour - - x , , < x < o .  

On prouve maintenant  de la m6me maniSre qu 'au cas prdcddent que 

est eonvergente, d'oh l 'on eonelut que les sdries 

, j (~,)  = ~j, + N ( , j . , , - - y J ,  
X-" d 
~--  ,t-;. (y '  + '  - -  y~) 

sont uniform6ment  eonvergentes, la premi6re pour --- Xo < x < o, la seconde 

pour - -  x , , <  x < - -  s ,  s 6tant une valeur positive aussi petite que 1'on 

voudra. I1 s 'ensuit enfin qua y ( z )  est une intdgrale de l 'dquation (48.) 
telle que lim y(x)  = o. 

.~--0 e . q . f . d .  

I1 est dvident que la m6me mdthode s'applique au ealeul des intd- 

grales de l '6quation (47), quelles que soient les valeurs de m e t  de a. On 

doit pour tant  observer que dans le eas oll m--= I et oh a > o, on aura 

.T o 

?1, ---- x " l j ~  z" ] ' ' l 'x + ~('~" ~>'-~) dx ~.,t d,a-~- I " 
0 
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A u  c o n f r a i r e  d a n s  l e  eas o f l  l ' ~m :r #~ = ~, ,+ - -  - - , ~  < o ,  o n  a u r ' l  

'S~ .~-<': I L ','~ - ?  ,c'+ ,~" 
2-  

l:]n ayant  6gard ~l cette ob.~ervatiop, il est &:idelit que la d~m, mstmtim,  

dmmt~e embrasse aussi ces deux derniers eas. 
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