SUR LES COURBES DEFINIES PAR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

PAR

IVAR BENDIXSOXN

a STOCKHOLM.

Dans ses mémoires »Sur les courbes définies par des équations diffé-
rentielles> * M. PoINCARE a envisagé 1'étude des équations différentielles sous
un point de vue nouveau. En se bornant au c6té qualitatif de la question,
il a démontré une suite de théorémes de la plus grande importance, a
l'aide desquels on peut déterminer complétement la nature des courbes
intégrales réelles, satisfaisant & une équation différentielle de la forme

dr __ dy
XY’

X et Y désignant des polynomes en z et en y.
Il s'est d’ailleurs borné au cas ol chaque point singulier (a, b) de
I'équation en question est tel que l'on ait

X=alx—a) + ply—0b) + X,
Y=yz—a)+ oy —0b) + ¥,

X, et Y, désignant des polynomes en 2z — @,y — b, ne contenant que
des termes au moins de la deuxi¢me dimension, et a, 3, r, d des constantes
assujetties a ces deux conditions que I'équation

a—A, f3

y , 0—2

= 0

n'ait pas de racine nulle et n’ait pas de racine multiple.

! Journal de Mathématiques, 1881, 1832, ...
Acta mathemalica. 24. Imprimé le 29 décembre 1899. 1
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L’étude des points singuliers est basée chez M. PoiNcarf sur le dé-
veloppement en série des intégrales qu'il avait donné antérieurement.’
Dans le présent mémoire je veux d’abord prouver que les théorémes les
plus importants de M. PoiNcarE peuvent s'étendre au cas, ol on fait sar
les fonctions X et ¥ la seule hypothése qu'elles soient continues ainsi que
leurs dérivées prises par rapport a z et a y.

Dans le chapitre I nous démontrerons les principaux théorémes qu’on
obtient dans ce cas tres généraf. En particulier j'insiste sur la notion
de courbe intégrale traversant un point singulier et sur celle de région nodale,
notions qui sont d'une grande importance pour l'étude des courbes inté-
grales dans le voisinage d'un point singulier.

Dans les chapitres suivants nous étudierons ensuite de plus pres la
nature des points singuliers dans le cas ou X et I sont des fonctions
holomorphes des variables.

Aprés avoir donné dans le chapitre I1 la démonstration de divers
théorémes généraux, nous étudierons dans le chapitre III le cas ol les termes
de la plus petite dimension sont d’ordre 1, et ol les racines de l'équation

a—Ai, fB
r ,0—2

= 0

ne sont pas toutes deux nulles. Nous traiterons ces cas a I'aide des théorémes
généraux établis dans les chapitres précédents, et sans avoir besoin de con-
naitre les développements en série des intégrales dans le voisinage d'un
point singulier. Le point singulier sera dans ce cas un Neeud, Foyer,
Centre, Col, ou enfin il sera traversé par deux courbes intégrales limitant
une région nodale.

Dans les chapitres suivants nous étudierons le cas général, et nous
le réduirons toujours par une suite de substitutions bilinéaires a des équa-
tions différentielles de la forme suivante:

x”%:ay-{- bx + Pz, y); ol a=0

' Recherches sur les propriélés des fonctions définies par des équations différentielles.
Journal de l'école polytechnique, Cahier 45.
Voir aussi POINCARE Thése inaugurale, Paris, Gauthier-Villars 1879.
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P désignant une série de Taylor dont tous les termes sont de dimen-
sion > I.

Cette réduction nous permet non seulement de déterminer compléte-
ment la nature des courbes intégrales dans le voisinage d'un point singulier,
mais encore d’obtenir des développements en série, en appliquant a ces der-
nicres équations la méthode de mon mémoire Sur les points singuliers des
équations différentielles.}

A Tégard de cette méthode de réduction, nous ferons encore la re-
marque qu'elle nous permet aussi toujours de réduire le calcul des inté-
grales holomorphes dans le voisinage d'un point singulier a celui des inté-
grales holomorphes dans le voisinage de l'origine de plusieurs équations
différentielles de la forme traitée dans le mémoire cité. Nous sommes donc
parvenus a la résolution compléte d'une question traitée par Brior et Bovqurr
dans leur mémoire Recherches sur les propriétés des fonctions définies par des
équations différentielles,® ot les dits auteurs ont développé une autre méthode
de réduction qui admet d’ailleurs plusieurs cas d’exception.

Nous nous bornons ici a cette remarque, voulant dans ce mémoire
traiter seulement les courbes intégrales réelles des équations différentielles.

Nous attirerons enfin l'attention sur la relation qui subsiste entre le
nombre ¢ des courbes intégrales traversant un point singulier, le nombre
n, des régions nodales fermées appartenant a ce point, et I'indice i de
M. Poivcarg. Cette relation peut s’écrire

c—mnp= 2(i 4 1).

! Ofversigt af K. Vet. Akad. Forbandl., Stockholm, Febr. 9, 1898.
? Journal de l’école polytechnique, 1856.
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CHAPITRE L

Théorémes généraux sur les courbes définies par des équations
différentielles.

1. Etant donné un systtme d'équations différentielles

dz

ZE = X(l" 3 !/>,

(1)
Wy y)
dt - . 7J

3X 83X Y oY

R
région finie 4 du plan des z,y, on sait qull existe un seul systeme
d’intégrales

(2)

on X, Y, 5 ' oy sont des fonctions continues a l'intérieur d’une
L o

r = x(f"_ fo ) xo ’ -?/0\)’

satisfaisant aux équations (1) et prenant pour f = ¢, les valeurs z,, y,,
quand (x,, ¥,) est un point quelconque du plan, situé a Vintérieur de 4.
En appliquant par exemple la méthode d'approximation de M. Prcarp

on obtient pour ces intégrales des développements en séries convergentes
tant que

lt—tolid’

0 désignant une quantité positive suffisamment petite.
Mais on s'assure de plus aisément, que c'est 1a le seul systeme d'inté-
grales pour lequel

(3) lima(t) =x,;  limy(t) =y,;

t=1, t=1,

Soient en effet x,, ¥, ; x,, y,; deux svstémes d'intégrales satisfaisant aux
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équations (3), et supposons pour fixer les idées que les équations (3) soient
satisfaites quand ¢ tend en décroissant vers f,. Les deux équations

d{e, — x,)
WT*‘: X(xl ) 3/1) - X(xa ) 3/2)’

dy, —v,) _ Y(xl ) 3/1) —_ Y(:rg ) 3/.1)

dt

nous donnent

d(wl - 232)
di

z, —a,| + |y —?j._,”,

/- . . X X Y Y _ .. ...
N désignant la valeur maxima des fonetions — |, — , — , — a l'intérieur
° ¢ Yoy Tex oy

ad(y, —v,) ;
+| i |§ 21\[

de A.
On pouwrra donc éerire
(e, — aly, — 1/2)
i +|
| i |
. rel ‘1 —'(, d
< >N . lim / &_11) dtl + [ 711 e )
—_ o0 . dt | . |
| ltots tot+e
: |
\T 1: o,|d(.r — ) Id(y —y) | ;
e e I
thyt=
ld(wl _ zo)

Ay, — Us) .
o2
les valeurs de la variable comprises entre ¢, et ¢, on voit que

M, < 2N M,.(t —t,).

Soit M, la valeur maxima de la fonction |

On aura done, ou bien
L < 2Nt —1,),

ce qui est impossible quand ¢ a une valeur voisine de #;, ou bien I, =o.
Mais M, = o conduit a

d(e, —w) _ . Ay, —u) _ .
dt ’ dt !

équations qui nous montrent que r, —x, = 0; y, — ¥y, = O.

c. q. f. d.
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2. Les équations (2) représentent toujours une courbe intégrale du
systéme (1), excepté dans le cas ou =z,, y, satisfont a

X(xo’yo)':: O Y(xO)yo) = 0.

Dans ce cas le point (z,,y,) est dit un point singulier du systéme, et
Pintégrale (2) se réduit au point (z,, ¥,).

Le théoréme ci-dessus démontré met alors en évidence qu'il n’existe pas
de courbe intégrale tendant vers le point singulier (z,, y,) quand 7 tend
vers une valeur finie.

Si w,,y, n'est pas un point singulier, et si #, a une valeur telle que
|t — t] < 4,

les fonctions z(t — ¢, 2, ¥,), y(t —1,, x,,y,) prendront pour ¢ = ¢, des
valeurs déterminées «;, ;. En formant maintenant le systéme d'intégrales
qui pour ¢=1{;, prend les valeurs z;, y,, on obtiendra

(2 x =zt —1, 2, Yp),
2
y=ylt—1t,x, 1)

Ces séries sont convergentes pour
l—tl <,

et les équations (2) et (2) représentent pour les valeurs de ¢, qui satisfont
aux deux inégalités |t —¢,| <, [t —1;| < d,, exactement la méme courbe
intégrale.

Le développement (2') nous donnera en général une continuation de
la courbe intégrale définie par les équations (2).

En procédant de cette maniére, on peut former des parties d'une
courbe intégrale de plus en plus grandes.

3. Quand on cherche a étendre ce prolongement de la courbe inté-
grale pour des valeurs de ¢ > f,, il peut arriver, ou que l'on obtient des
développements en série pour chaque valeur de #, ou qu’il existe des va-
leurs de ¢ auxquelles on ne peut pas parvenir par de tels prolongements.

Il y aura évidemment lieu de faire la méme distinction pour les valeurs
de ¢t <.
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I. Supposons d'abord que T soit la limite supérieure des valeurs de
¢t auxquelles on peut parvenir par les dits prolongements pour une courbe
intégrale déterminée

o =ua(t); y=yt)

Envisageons alors une région quelconque 4' du plan des z, y, située
a lintérieur de 4, je dis que la courbe intégrale ne peut pas rester a Uin-
térieur de A’', quand t tend vers T en croissant depuis ¢,.

En effet si la courbe intégrale restait toujours & lintérieur de A’, on
pourrait déterminer un nombre positif M tel que

| X| < M, |Y|<M; pour t, <t< T,

ce qui nous donnerait

o) — ot = | 5ae| < 11, |

l?/(tl) —_ y(ta)‘ =

f'ml< Mt —t,).
i

Quand ¢, et ¢, tendent vers T, on aura donc

lim (2(t,) — #(4,)) = 05 Lim w(t) —y(t,) = o,
=T K4

ce qui fait voir que z(f) et y(¢) tendent vers des limites déterminées a
et b, quand ¢ tend vers 7.

Le point (# = a,y = b) ne peut donc pas étre un point singulier
du systéme (1), car il n'existe aucun autre systéme d'intégrales se rappro-
chant de ce point, quand ¢ tend vers 7, que le point (a, b) lui-méme.
De méme ce point ne peut pas étre un point régulier, car x(¢), y(¢) se-
raient alors donnés par des séries convergentes dans le voisinage de t= T,
et on pourrait alors prolonger la courbe intégrale pour des valeurs de

t> T. 1l n'est donc pas possible que la courbe reste a l'intérieur de A’
c. q. f. d.

II. Supposons maintenant que l'on puisse étendre le prolongement
de la courbe intégrale pour chaque valeur de ¢t > ¢, et que la courbe
intégrale soit située & l'intérieur de A’ pour les valeurs de ¢ > ¢,.
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Deux cas sont alors A distinguer, suivant -que x(¢), 7(¢) tendent

vers des limites déterminées ou non.

Si lon a
lim z(t) = «a; lim y(¢) = b;

je dis que le point (a, D) est un point singulier du systéme (1).
En effet supposons pour fixer les idées que
X{a, b) = o.

On pourrait alors déterminer un nombre positif » suffisamment grand pour
que l'on eut

[ X(z(2), y(e))]| >

pour ¢t = m;

X{a,b)
T2 P
ce qui nous donnerait

|z(t) — x(m)] = 'fX(.r , g/)dtl

> (t —_— 7”) I_)E(_G;L.bll

et on en concluerait que z(¢) tend vers linfini avec ¢, ce qui est con-
traire a notre supposition.

c. q. f. d.

4. Afin de traiter le cas ol z(¢) et y(f) ne tendent pas vers des
limites déterminées quand ¢ tend vers l'infini, nous aurons besoin d’établir
auparavant quelques théoremes simples.

Nous désignerons dorénavant, avec M. Poixcarg, par le nom de carac-
téristiques les courbes que nous avons appelées jusquici des courbes intégrales.

Si la courbe intégrale tend vers le point singulier (a, b), quand ¢
tend vers - co, nous dirons que la demi-caractéristique correspondant a
t >t, aboutit aw point (a, b).

De méme, si z(¢), y(¢) sont des fonctions telles que l'on ait

lim z(t) = a; lim y(¢) = b;

l=-—m {=—x
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nous dirons que la demi-caractéristique correspondant & ¢ < ¢, aboutit au
point singulier (a, b).

5. Nous démontrerons a présent le théoréme suivant:
Théoréme I. Soient
(4) w=x(t——to,x0,y0), 2 =?/(t—'fo;%,?/o)>

les équations d'une caractéristique qui pour t, <t <t  est située o lintérieur
de A, et soient

(41) a_;___‘/i(t_"toya:())go)) g=§(t—t0’§;0’go))

3, N ’ - - Sana , , - J— “ y S
les équations d'une autre caractéristique qui powr t = f, passe par un point
(@, , Y,) voisin de (x,,y,). Ayant choisi un nombre positif 6 aussi petit que
lon wvoudra, je dis qu'on peut towjours déterminer un nombre positif e suffi-
samment petit pour que

|z — x| <0,
B pour { < ¢ < ¢,
ly —y] <o, -

pourvu que Uon ait |z, — x| < e, |y, — 1, | Z e.

Je veux donner de ce théoréme élémentaire une- démonstration qui
m'a été communiquée par M. LINDELOF.

La caractéristique (4) étant pour £, <t < ¢, située a I'intérieur de 4,
on peut toujours déterminer une région 4’ du plan, située a lintérieur de
A et telle que la caractéristique soit pour ces valeurs de ¢ située a lin-
térieur de A'.

Désignons par p la distance minima d'un point de la caractéristique
(4) (pour £, <¢<1t) au contour de A’, et par N la valeur absolue maxima

. 3X 99X 3Y 33X
des fonctions . —

"3y ew ?ay a lintérieur et sur le contour de A’
z Y

On aura
d - _ -
=@ —2)X.¢&, 7+ v—yL,E, 9

le point &,y étant situé sur la droite joignant le point (x, y) au point
(x,y), et entre ces deux points.

Acta mathematica. 21, Imprimé le 29 décembre 1899.

B
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Tant que
@—2)'+ F—y)'<p’
on est donc sir que

d _ _ -
zt(x—x)|<N[|x—ml+ly—yl|,
et on aura de la méme maniére

dly —vy)
di

<N[|:E—x| + |3}—-y|J

Ces deux inégalités conduisent a la suivante

(5 517 — 2| + 15 —yl)|< =N[1z —a| + [ —v]],

et celle-ci aura done certainement lieu tant que

|2 —2] + |y —y| <o

Soit maintenant ¢ un nombre aussi petit que l'on voudra, et déterminons
un nombre positif & tel que

2600 < § < p,
Si 'on détermine alors les valeurs z, , y, telles que
la'—’o_'xo,‘_—i_s) l.'—/o‘—!/olée:
je dis qu'on aura toujours
|z —2z]<d; |y—yl<d; pour i St

En effet, s'il n'en était pas ainsi, il existerait une valeur ¢’ de ¢, située entre
t, et t, telle que la fonction |z — z| + |y — y| serait égale & J pour
t = ', mais serait < J pour ¢, <¢ <.

L'inégalité (5) étant alors satisfaite pour ¢, <¢ < ¢, on aurait

12— o] + |7 —y| < |7, — 2| + |5, — w5}
< 26eW < g, pour f, <t <P,

ce qui est eontraire & notre supposition que |Z — z| + |y —y}= & pour
t=1. c. q. f. d.
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6. Nous pouvons de la maniére suivante énoncer ce théoréme sous
une forme plus géométrique.

Sovieat (x,,y,) et (v,,y,) deur points du plan situés sur la méme carac-
téristique, et entouroms (x,, y,) par un cercle C, de rayon 0, aussi petit que
Von voudra. On peut alors toujours entourer le point (x,,y,) par un cercle

[y

C de rayon & suffisamment petit, pour qu'une caractéristique, passant par un
point quelconque de C, traverse toujours C,.

Envisageons maintenant un point z,, y, d'une caractéristique, corres-
pondant & ¢ =1t et menons en (z,,y,) une normale N & cette courbe.
Quand ¢ en croissant dépasse #,, notre caractéristique traversera la normale
en passant d'in coté & l'autre. Il nous sera plus tard nécessaire de di-
stinguer 'un de l'autre les deux cbtés de la normale. A cet effet nous
désignerons par cité positif de la normale celui que traverse la caractéri-
stique pour ¢ >, et par cité négatif celui qu'elle traverse pour ¢ <{,.

Un corollaire qu'on obtient immédiatement est le suivant:

»On peut toujours entourer le point z,, y, par un cercle C de rayon
suffisamment petit, pour que chaque caractéristique passant par un point
de C coupe la normale N de maniére & passer du cdté négatif au cOté
positif de cette normale, quand ¢ va en croissant.»

7. Théoréme II. Si

r=qx(t), y=y(t)

sont les équations dune caractéristique qui lorsque t croit de t, vers -+ o°
reste toujours & Uintériewur de A’', sans approcher indéfiniment & aucun point
singulier, deux cas seulement sont possibles. Ou la caractéristique sera elle-

meme une courbe fermée, ou elle sSapprochera indéfiniment d'une caractéristique
fermée.

Observons d’abord que la caractéristique en question, laquelle nous
désignerons par L, aura pécessairement plus d'un point limite quand ¢
tend vers 4 oc. Autrement elle aboutirait & un point singulier (voir page
8) ce qui est contraire 4 notre hypothése.

Soit donc P wun point limite de L. Deux cas seront & distinguer,
suivant que le point P est situé sur L ou non.
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I. Si P est un point de L, la caractéristigue L sera une courbe fermée.

En effet, si L n'est pas une courbe fermée, elle doit nécessairement
couper la normale en P une infinité de fois dans le voisinage de P. Suppo-
sons que [ coupe la normale encore une fois en P, (pour f=t). Si P,
est un point suffisamment voisin de P, on sait que, en P,, L passe du

cOté négatif au coté positif de la dite normale. (Fig. I.)

Fig. L.

Envisageons maintenant la région € du plan, limitée par la courbe
fermée qui est composée par la partie de L située entre P et P, et par
la normale PP,.

Si L entre a lintérieur de C quand ¢ dépasse la valeur ¢, cette
courbe ne peut plus sortir de C, sans traverser la normale dans le sens
opposé a celui dans lequel il Y'a traversée en P et P, ce qui est impossible.
Etant alors toujours située a lintérieur de C pour ¢ > ¢, elle ne peut
traverser ni la normale entre P et P, ni le prolongement de la normale
P, P situé a lextérieur de €. On en conclut que P n'est pas un point
limite de L pour ¢ = 4 oo.

Si au contraire L sort de C, quand ¢ dépasse la valeur ¢,, elle ne
peut plus couper la normale entre P et P, sans passer du cbté positif au
coté négatif, ce qui est impossible. P ne peut donc pas étre un point
limite de L.

Nous sommes donc parvenus a une contradiction en supposant que L
n’est pas une courbe fermée.

c. q. £ d.

II. 8i P west pas un point de L, la caractéristique passant par P
sera une courbe fermée.
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Soit en effet K la demi-caractéristique passant par le point P et cor-
respondant & ¢>¢. On voit aisément que chaque point de K est un
point limite de L.

En effet, soit (a,, b,) un point quelconque de K; entourons ce point
par un cercle C, de rayon aussi petit que l'on voudra. Le théoréme I
nous apprend qu'on pourra entourer le point P par un cercle C' de rayon
suffisamment petit pour que chaque caractéristique passant par un point
de C aille couper C,. Mais L passera nécessairement par des points de C,
et on en conclut que L doit traverser C,. Or C, est un cercle de rayon
aussi petit que lon voudra, ce qui met en évidence que (a,, b,) est un
point limite de L.

On en conclut que K ne peut pas sapprocher indéfiniment d'un point
singulier.

La caractéristique K ayant alors pour ¢ = -4 oo des points limites
qui ne sont pas des points singuliers, soit £ = a,, y = b,, un tel point.

Je veux prouver que le point (a,, b,) est nécessairement un point de K.
Supposons en effet que (a,, b,) ne soit pas un point de K, et par le point
(a,, b,) menons une normale & la caractéristique passant par (a,, b,).

Envisageons une partie suffisamment petite de cette normale, telle
que chaque caractéristique rencontrant cette partie de la normale passe du
cOté négatif au coté positif, quand ¢ va en croissant. Quand ¢ croit vers
Iinfini, K doit nécessairement couper cette normale un nombre infini de
fois. Soient P,, P,, P, trois points consécutifs ot K coupe la normale,
pour les valeurs ¢, <¢, <¢, de f. On prouve alors de méme quau cas
I que K ne peut pas couper la normale entre P, et P,, ni entre P, et I,.
Il s'ensuit que P, est situé entre P, et P,.

Mais on sassure aussi aisément que L ne peut couper la normale
plus d'une fois entre P, et P,.

1
Désignons en effet comme ci-dessus par C la région du plan limitée par
la courbe fermée, composée par la partie de K comprise entre P, et P, et
par la normale P P,. Lorsque I traverse la normale, quand # va en crois-
sant, et entre dans C, elle n'en peut plus sortir sans traverser la normale
entre P, et P, du co0té positif au coté négatif, ce qui est impossible. L
restera donc toujours a lintérieur de C et ne peut donc pas couper la

normale P, P, encore une fois.

La courbe L ne peut donc pas couper la normale entre P, et P,



14 Ivar Bendixson.

plus d'une fois. De la méme maniére on sassure que L ne peut pas
couper la normale entre P, et P, plus d'une fois.

Le point P, ne peut donc pas étre un point limite de L.

La supposition que (a,,b,) n'est pas un point de K nous a donc
conduit & une contradiction, et on peut donc conclure que («,, b,) est un
point de K, ou enfin que  est une courbe fermée, d'aprés ce que nous

avons prouvé au cas I. c. q- £ d.

8. Notre théoréme étant ainsi démontré, nous ferons quelques re-
marques & l'égard des caractéristiques fermées.

En un point P de la caractéristique fermée K nous menons une
normale & K d'une longueur suffisamment petite, pour qu'une caractéri-
stique passant par un point de cette partie de la normale aille rencontrer
encore une fois cette normale, quand ¢ va en croissant. (En vertu du
théoréme I cela est toujours possible).

Pis
2
>

4

P

R

Tig. 1L

Soit L (Fig. II) une caractéristique s'approchant indéfiniment de K, et
supposons pour fixer les idées que L soit situé a Pextérieur de K. On
g'assure alors aisément que L doit couper la dite partie de la normale un
nombre infini de fois, aux points consécutifs P., P,, ..., P, ..., pour
les valeurs £ ,¢,,...,¢... ((,,<t,<...<t,<...) de t. Les points
P, tendront alors vers P, quand v va en croissant, et la courbe L aurala

forme d'une spirale se rapprochant de X. Envisageons maintenant une
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caractéristique L’ passant par un point P; de la normale situde entre P
et P,. On sait que I’ rencontre nécessairement la normale encore une
fois quand ¢ va en croissant. Je dis que le point consécutif P;, ou I’
rencontre la normale, est situé entre P, et P,.

Dabord il est évident qu'au point P, la caractéristique L’ entre a
lintérieur de la partie du plan qui est limitée par L et par la normale
P P, et comme elle ne peut plus en sortir, le point P; doit étre situé
entre P, et P.

2
On prouve de la méme maniére que L, qui rencontre la normale en

P, entre P; et P,, doit rencontrer cette normale en un point consécutif
P,, situé entre P, et P.

P; sera donc situé entre P, et P,.
En continuant ainsi on s'assure que L’ coupera la normale en des
points P, P, ..., P, ... tels, que P, soit situé entre F, et P,,,. 1l

s'ensuit que L sera aussi une spirale se rapprochant indéfiniment de K.

Mais, en prenant un point quelconque (a2, b) de L, on peut, d’apres
le théoréme I, entourer le point (a, d) par un cercle C de rayon suffi-
samment petit, pour que chaque caractéristique passant par C aille ren-
contrer la normale entre P, et P. On obtient donc le corollaire suivant:

Si (a, b) est un point régulier par lequel passe une caractéristique qui powr
t = -+ oo sapproche indéfiniment d'une caractéristique fermée K, n'aboutissant
pas 4 un point singulier, on peut toujours entourer le point (a, b) par un
cercle C de rayon suffisamment petit pour qu'ume caractéristique, passant par
un point quelconque de C, soit une spirale se rapprochant indéfiniment de K,
quand t tend vers 4+ oo.

Observons enfin que les considérations ci-dessus exposées mettent en
évidence que, si L est une spirale se rapprochant de A, quand ¢ va vers
+ o0, la caractéristique I ne peut pas s'approcher de K, quand ¢ tend
vers — Co.

Sil existe des caractéristiques qui ont la caractéristique fermée I
pour asymptote, nous dirons avec M. PoIncarf que K est un cycle limite.

S'il n'existe pas de caractéristique ayant K pour asymptote et située
a lextérieur de K, les considérations développées ici mettent en évidence
que, dans toute région annulaire limitée par K et par une courbe fermée
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quelconque extérieure & K, il v a nécessairement une infinité de carac-
téristiques fermées.

De méme s'il n'existe pas de caractéristique avant K pour asymptote
et située a l'intérieur de K, il v a une infinité de caractéristiques fermées
situées dans toute région annulaire limitée par K et par une courbe fermée
quelconque située a lintérieur de K.

Dans le cas ot X et Y sont des fonctions holomorphes, M. PoiNcar#
a démontré le théoréme suivant:

»Si une caractéristique fermée, qui ne passe par aucun point singulier,
west pas un cycle limite, on peut Uentourer par une région annulaire telle
que toutes les caractéristiques de cette région soient des caractéristiques fermées.»

Pour la démonstration nous renvovons le lecteur a l'ouvrage de M.
Porxcarg.

9. Théoréme III. A [l'intériewr d’une caractéristique fermée K, n'abou-
tissant pas @ un point singulier, il existe toujours auw moins un point singulier.

Supposons en effet qu'il n'existe pas a l'intérieur de K de point sin-
gulier tel qu'une caractéristique issue d'un point régulier peut en approcher
indéfiniment.  Alors chaque caractéristique L passant par un point (z, , ¥,),
situé a l'intérieur de K ou bien sera fermée ou bien sapprochera indéfiniment
de deux caractéristiques fermées, I'une pour ¢ = + 00, l'autre pour { = —co.

Je désigneral par A(r,.y,) une fonction qui sera égale a laire ren-
fermée par la caractéristique L, si L est fermé, mais qui sera égale ou
supérieure a l'aire B renfermée par K, chaque fois que (r,, y,) représente
un point tel que la caractéristique L n'est pas une courbe fermée.

Les quantités A(x,, y,) auront alors une certaine limite inférieure,
quand le point (x,, y,) prendra toutes les positions possibles a l'intérieur de
K, et cette limite inférieure sera inférieure a B. Soit g cette limite in-
férieure, et soit (@, b) un point choisi de maniere que la limite inférieure de
A(x, , y,) soit égale a g pour un entourage de (a, b) aussi petit que l'on
voudra.

Je dis que le point (a,b) est nécessairement un point singulier.

En effet, s'il était régulier, par (e, b) passerait une caractéristique L’ qui
serait fermée ou qui aurait pour asymptotes deux caractéristiques fermées.
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Dans le premier cas il existerait une caractéristique fermée située a l'intérieur
de L’ et pour les points (z,, y,) situés sur cette derniére caractéristique la
fonction A (z,, y,) prendrait évidemment une valeur inférieure a celles que I'on
obtient dans le voisinage de (a, b), ce qui est contraire a notre supposition.
Dans le second cas on aurait 4(z,,%,) > B dans le voisinage du point (a, d).

10. Nous étudierons a présent la nature des courbes intégrales dans
le voisinage d'un point singulier, en nous bornant pourtant au cas ou le
point singulier P est un point singulier isolé, c’est a dire ot on peut en-
tourer le point P par un cercle a l'intérieur duquel ne se trouve aucun
point singulier autre que P. Désignons par C une région finie du plan
des z,y, a l'intérieur et sur le contour de laquelle il n'existe aucun point
singulier autre que P. Nous voulons alors démontrer le théoréme suivant:

Théoréme IV. L étant une caractéristique qui pour t>t, est toujours
a Pintérieur de C, les seuls cas & distinguer sont les quatre suivants:
1) L sera ume caractéristique fermée entourant le point P.

) L sera une spirale se rapprochant indéfiniment d'une telle carac-
téristique fermée.
3) L aboutira aw point singulier P.
4) L sera une spirale se rapprochant indéfiniment d'une cavactéristique
fermée aboutissant aw point P et pour t= 4 oo el pour t=-—0c0.

‘

située

N

En effet, supposons d’abord que P ne soit pas un point limite de L,
quand ¢ croit vers + c0. Les théorémes II et III nous apprennent alors,
que I'un des cas 1) ou 2) aura lieu.

Si au contraire P est le seul point limite de L quand ¢ croit vers
+ o0, cest le cas 3) qui aura lieu.

Supposons enfin que P soit un point limite de L quand ¢ croit vers
4 oo, et que cette demi-caractéristique ait aussi d'autres points limites.
Nous envisageons la caractéristique K passant par lun quelconque d'entre
eux, en nous bornant d'abord & la demi-caractéristique correspondant a
t>1t,. On sait alors que tous les points de K sont des points limites
de L, d'on l'on conclut que K ne peut pas sortir de C, quand ¢ croit de
t, vers 4+ co. Or K ne peut pas étre une courbe fermée entourant le
point P, car alors L n'aurait pas P pour point limite. Kt K ne pouvant
non plus étre une spirale se rapprochant d'une telle caractéristique fermée,

par la méme raison, il faut que K ait P pour point limite.
Acta mathematica. 24. Imprimé le 26 janvier 1900, 3
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Supposons que K ait aussi pour point limite un point ¢ différent
de P, et menons en @ la normale a la caractéristique passant par §. On
prouve alors de la méme maniére qu'au théoréme II, que la demi-caractéristique
K, correspondant a ¢>¢,, qui ne peut évidemment pas étre une caractéristique
fermée, doit rencontrer cette normale en trois points conséeutifs P, P,, P,,
trés voisins de @), et tels que P, soit situé entre P, et P,. D'ou 'on conclut

2

enfin que P, ne peut pas étre un point limite de L, cette courbe ne pouvant

traverser la normale plus d'une fois ni entre P, et P,, ni entre P, et P,.
Il est donc impossible que K ait un autre point limite que P, quand
{ va en croissant.
Envisageons maintenant la demi-caractéristique K correspondant a ¢ <t¢,.
On s'assure aisément que tous les points de cette demi-caractéristique sont
aussi des points limites de L, quand ¢ va en croissant. Soit en effet @,
un point de la dite demi-caractéristique, et ¢, — T’ la valeur correspondante

de ¢t (la valeur ¢, correspondant au point §,). Si L passe dans le voisinage

de @, pour les valeurs ¢, , ¢, ..., ¢ ... (¢ <t <...,lim¢ = co) le
théoréme I fait voir que L passe dans le voisinage de @, pour les valeurs
t,—T,t,—T,.... Cela posé, on démontre de la méme maniere pour

cette demi-caractéristique que pour l'autre, qu'elle a le point P pour seul
point limite. La caractéristique K étant donc une courbe fermée, on prouve
comme a la page 14, que L est une spirale se rapprochant de K.

Observons enfin qu'il est nécessaire dans ce cas que L soit situé a
lextérieur de K, car autrement la partie de L correspondant a ¢ <, nous
donnerait une demi-caractéristique, située a lintérieur de K, et n’ayant pas
le point P pour point limite, ce qui est impossible en vertu des théorémes
II et IIL

Notre théoréme est ainsi démontré.

11. A Tégard des caractéristiques fermées, aboutissant au méme point
singulier, et pour ¢ = 4 oo, et pour {=— oo, nous ferons la remarque
suivante.

Si L est une caractéristique fermée aboutissant au point singulier P
pour { = 4 0o ainsi que pour { = — 0O, et ne comprenant a son in-
térieur aucun point singulier, par chaque point du plan des z,y, situé a
Iintérieur de L, passe une caractéristique fermée aboutissant a P, et pour
{ = -4 00, et pour { = — cv.
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Une demi-caractéristique passant par un tel point est en effet toujours
située a lintérieur de L, et doit alors étre telle que nous l'avons énoncé
au théoréme IV. Mais les cas 1), 2), 4) sont évidemment exclus, ce qui
fait voir que la demi-caractéristique doit aboutir a P.

Nous désignerons par le nom de »région nodale fermée» appartenant a
P une pareille région du plan des z, y, ot toutes les caractéristiques sont des
courbes fermées aboutissant & P pour ¢= 4 co ainsi que pour { = — 0.

12, Nous démontrerons & présent un théoréme trés important.

Théoréme V. Soient L et L' deux caractéristiques aboutissant au point
singulier isolé P, et telles qu'il n'existe pas de caractéristique aboutissant
P qui soit située entre L et L'. Soit Q un point de L et @ un point de
L’; entourons ¢ d'un cercle C' de rayon aussi petit que U'on voudra. On peut
alors entourer @ d'un cercle C de rayon suffisamment petit pour que chaque
caractéristique passant par un point de C, situé entre L et L', traverse la
partie de C' qui est située entre L et L.

A cause du théoréme I, il nous suffit de démontrer notre théoreme
pour des points @ et @' situés dans le voisinage de P. Nous supposerons
donc que ces deux points sont situés a lintérieur d'un cercle ¢ ol n’existe
aucun point singulier autre que P.

Menons en ¢ une normale QN & L, et en @ une normale Q' N’ a L’
et prenons ces normales suffisamment petites pour que chaque caractéristique,
passant par un point de QN ou de @'N’, passe du coté négatif au coté
positif de la normale, quand ¢ va en croissant.

Joignons enfin N et N' par une courbe NN’, située toute entiére a
Iintérieur de ¢ (Fig. III).

Désignons par B la région du plan limitée par la courbe fermée
PQNN'Q'P, et supposons, pour fixer les idées, que la caractéristique L
aboutisse & P, quand ¢ tend vers + co.

Envisageons maintenant une caractéristique L, passant par un point
quelconque de QN. Cette caractéristique entre a l'intérieur de B au point
P, quand ¢ va en croissant. Je dis qu'elle finira par sortir de B en un
point P;, situé sur la courbe P, NN'¢Q'.

En effet, s'il n'en était pas ainsi, L, resterait toujours a l'intérieur de
B, quand ¢ va en croissant, et le théoréme IV serait alors applicable. Mais
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les cas 1) et 2) sont évidemment exclus, car s'il existait une courbe intégrale
fermée entourant le point P, cette courbe devait rencontrer les courbes L et
L', et on aurait alors des points singuliers autres que P a l'intérieur de C.

Fig. IIL.

Le cas 3 est exclus a cause de notre supposition concernant les courbes
L et L'.

Le cas 4 est aussi exclus, car dans ce cas L, serait une spirale entourant
le point P, et cette spirale rencontrerait les courbes L et L’ a I'intérieur de C.

Mais tous les cas du théoreme IV étant exclus, il est nécessaire que
L, sorte de B quand ¢ va en croissant. Nous désignerons par P; le pre-
mier point ot L, traverse le contour P, NN'Q.

Lorsque P, sapproche de @, le point P; s'éloigne de plus en plus
de P, sur le contour de B. Tl sensuit que le point P; s'approche de plus
en plus d'un point déterminé S, quand P, tend vers . Je dis mainte-
nant que ce point S coincide avec €.

Envisageons, en effet, la caractéristique K passant par le point S pour
¢ =1{,, et supposons en outre que S soit différent de .

Quand ¢ décroit & partir de ¢, K ne peut pas étre situé a l'extérieur
de B, car une caractéristique passant par un point du contour P NS
suffisamment voisin de § sortirait alors de B quand f va en décroissant,
au lieu d'en sortir quand ¢ va en croissant, comme nous l'avons démontré.
La caractéristique K est donc située a l'intérieur de B pour des valeurs
de ¢ <t,, voisines de ¢, et, de méme que L,, et pour la méme raison,
elle doit évidemment sortir de B, cette fois quand ¢ va en décroissant.
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Soit S’ le point ol la courbe K sort de B. Il est évident que S’ est
situé entre § et . Mais les caractéristiques passant par des points voisins
de S, et situés entre @ et S, sortiraient alors de B entre S et ', quand
¢t va en décroissant, au lien d’en sortir entre P, et ¢, comme nous I'avons
supposé.

Il est donc nécessaire que le point P; tende de plus en plus vers ¢,
quand P, tend vers @, ce qui établit notre théoréme.

13. A cause de la propriété ainsi démontrée des deux demi-carac-
téristiques L et L’, nous n'arréterons pas la caractéristique L en P, mais
nous regarderons L’ comme le prolongement de L, clest & dire nous re-
garderons les deux caractéristiques L, L' comme une seule courbe, et nous
dirons qu'une pareille caractéristique (LL') traverse le point singulier P.
Observons de plus que la démonstration donnée nous permet de dire:
Si (LL') traverse le point singulier, lune des demi-caractéristiques L et I
aboutira & P quand t va en croissant, lautre quand t va en décroissant.

On doit observer enfin que la méme caractéristique L peut donner
naissance A deux caractéristiques LI’ et LL” traversant le point singulier
P, si I' et L” sont des caractéristiques situées, 'une a gauche, l'autre a
droite de L. C(est ainsi qu'un col est traversé par 4 caractéristiques a

savoir (LL'), (L'Ly), (I, L}), (L, L) (Fig. TV).

L’\\

14. Mais il y a aussi un autre cas, ot de deux caractéristiques L
et L', aboutissant a un point singulier, I'une doit étre regardée comme le
prolongement de l'autre.

Soient en effet @ un point de L et ¢ un point de L. Supposons
quil soit possible de joindre @ et ¢ par une courbe C telle quiil n'y ait
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pas de point singulier a l'intérieur de la courbe fermée PQQ' P, et qu'aucune
caractéristique passant par un point quelconque de C n’aboutisse a P.
Les caractéristiques entrant & lintérieur de PQ@P en un point voisin
de @, sortiront alors de cette région du plan en un point voisin de €,
ce que l'on établit exactement de la méme maniére que pour le théoreme
V, et nous regarderons alors la courbe L’ comme le prolongement de L,
bien qu'il puisse exister aussi des caractéristiques aboutissant a P et si-
tuées entre L et L.

En effet il peut trés bien se faire qu'il y ait une ou plusieurs ré-
gions nodales fermées situdes entre L et L', comme le met en évidence
la Fig. V.

5

Fig. V.

Si le nombre de ces régions nodales fermées est fini, il est évident qu'il
existe toujours une certaine caractéristique L” située entre L et L’ et telle
que LL" soit une caractéristique traversant le point singulier P. C'est ce
qui aura lieu dans le cas ol les fonctions X et Y de l'équation (1) sont
des fonctions holomorphes dans le voisinage de P, comme nous le prouve-
rons dans le chapitre suivant.

Mais dans le cas général il faut compter avec I'éventualité d'un
nombre infini de régions nodales fermées situées entre L et L', et alors
il pourrait bien se faire qu'il n'y eut pas de caractéristique L", située entre
L et L', et telle que (L, L") traversit le point P.

Dans ce cas on peut regarder le prolongement L’ de L comme dé-
pendant du contour C, de sorte que I'on obtient une infinité de diffé-
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rents prolongements L', en déformant la courbe C, de maniére a lui faire
traverser les régions nodales en question.

15. Envisageons maintenant une caractéristique L aboutissant 3 P,
et soit C un contour fermé coupant la caractéristique L, entourant P, et
a l'intérieur duquel ne se trouve aucun point singulier autre que P. Soit
@ le dernier point de rencontre entre L et C. Les seuls cas & distinguer
alors sont les deux suivants:

1) Il existe une demi-caractéristique L' passant par un point de C et
aboutissant ¢ P qui est toujours situé a lintérieur de C et qui est
telle que par aucun point de C, situé entre L et L', il ne passe
aucune demi-caractéristique aboutissant @ P et étant toujours située
a Uintérieur de C. La courbe L' est donc le prolongement de L
par rapport a C.

2) On peut entourer le point @ par un cercle suffisamment petit pour
que la caractéristique passant par un point quelconque de ce cercle
aboutisse au point P.

Nous dirons dans ce dernier cas que L sarréte ou finit en P.

Supposons en effet pour fixer les idées que L aboutisse a P pour
t— 4 oo, et soit @ un point de L situé entre @ et P. Menons en @
une normale @ Q¢, & L, , étant situé d'un c6té de L et ¢, de l'autre
coté. Nous supposons en outre que les points ¢, et ¢, soient choisis de
telle maniére que chaque caractéristique passant par @, @, passe du coté
négatif de la normale au c6té positif quand ¢ va en croissant.

Envisageons maintenant les caractéristiques passant par les points de
Q@,, et supposons d’abord qu'il existe un point P, de @@, par lequel
passe une demi-caractéristique L, aboutissant & P et située tout entiére a
I'intérieur de C. On s'assure alors aisément que L, ne peut pas couper
Q¢, encore une fois en un point P,, car dans la région du plan limitée

29
par la normale P P, et la partie de L, située entre P, et P, serait alors
situé un point singulier.

En vertu du théoréme IV il est alors évident que toute demi-carac-
téristique passant par un point quelconque de QP, et correspondant a des
valeurs croissantes de ¢ doit aboutir & P, car ne pouvant pas traverser la
normale P,@ du c6té positif au coté négatif elle doit toujours étre située

dans la partie du plan limitée par L, par L, et par la normale P @.
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Supposons maintenant qu'il n'existe entre @ et §, aucun point de la
normale par lequel passe une demi-caractéristique aboutissant a P et située
tout entitre & lintérieur de C. Soit alors P, un point quelconque de la
normale Q@,, le théoréme IV nous apprend que la caractéristique L,
passant par P, doit nécessairement sortir de la région limitée par C, quand
¢t va en croissant.

Soit P; le point de C ou cela a lieu, on s'assure de la méme ma-
niére qu'au théoreme V que P; tend vers un point déterminé S, quand
P, tend vers Q.

11 est d'ailleurs évident que L, doit sortir de la région limitée par
C, aussi pour ¢ décroissant.

Par aucun point de C situé entre @ et S ne peut alors passer une
demi-caractéristique aboutissant & P et située tout entidre a lintérieur de
C. En effet si L,
téristiques passant par des points de la normale situés entre @ et @, se-
raient situées dans la partie du plan limité par L, par L, et par C et
aucune d'entre elles ne pourrait sortir de la région limitée par C dans le
voisinage de S.

Envisageons maintenant la demi-caractéristique L’ passant par § et
correspondant & des valeurs décroissantes de 7; nous voulons prouver que
L’ aboutit a P.

Entourons a cet effet S par un cercle B suffisamment petit pour que
B ne coupe pas la normale @@, entre @ et ), et envisageons la partie
de L' qui est située a l'intérieur de B. Je dis que cette partie de L’ ne
passe par aucun point situé a l'extérieur de C.

En effet, si S était un point de L’ situé a lextérieur de C et tel
que la partie S§ de L était tout entitre située a l'intérieur de B, les
demi-caractéristiques correspondant a des valeurs décroissantes de ¢ et passant
par des points trés voisins de S sortiraient toutes de la région limitée par
C, avant d’avoir atteint le contour B, et il n'y aurait alors aucune carac-
téristique L, passant par un point P; voisin de S qui couperait la nor-
male @@, en P, avant de sortir de C quand ¢ va en décroissant.

L' est donc situé A lintérieur de C dans le voisinage de S, et on
6tablit aisément que L’ me peut jamais sortir de la région limitée par C.

En effet L' ne peut pas couper la normale @@, avant de sortir de
cette région. Si L' sortait donc de la dite région en §’, une demi-carac-

était une pareille caractéristique, toutes les carac-
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téristique passant par un point quelconque trés voisin de S et corres-
pondant & # < {, sortirait donc aussi de la région limitée par C dans le
voisinage de §' sans avoir rencontré la normale entre @ et @,, ce qui est
contraire a notre hypothése.

Or L’ étant par conséquent toujours situé a I'intérieur de C, le
théoréme IV nous apprend que L' aboutit & P, ce qui fait voir que I’
est le prolongement de L.

En appliquant le méme raisonnement aux points de @ ¢),, on s'assure
que le seul cas ol il n'existe pas de prolongement de L sera quand il
existe et sur @@Q,, et sur Q@,, des points par lesquels passent des carac-
téristiques aboutissant a P, et il est alors évident que l'on peut entourer
Q@ par un cercle tel que par chaque point de ce cercle passe une carac-
téristique aboutissant & P. Par conséquent on peut aussi entourer @ par
un cercle jouissant de la méme propriété. c. q. f. d.

16. Nous désignerons dorénavant par le nom de région nodale ap-
partenant au point singulier P, une pareille région du plan ol toutes les
caractéristiques aboutissent & P. Quand les caractéristiques d’'une région
nodale n'aboutissent & P que pour ¢ = 4 co (ou t = — c0), nous dirons
quelle est ouverte. FEnvisageons maintenant un point singulier isolé P,
que nous entourerons par une courbe fermée C, ne comprenant a son in-
térieur aucun point singulier autre que P.

Je dis qu'il wexiste qu'un nombre fini de caractéristiques coupant C et

aboutissant ¢ P d'une maniére telle qu'elles aient des prolongements par rap-
port ¢ C.

Supposons en effet qu'il y ait un nombre infini de pareilles carac-
téristiques qui puissent étre prolongées par rapport & C. On peut alors
supposer que celles qui aboutissent & P, quand ¢ va en croissant, sont en
nombre infini. Désignons-les par L, , L,, ..., L,....

Si L, aboutissait & P, comme nous l'avons supposé, il existerait un point
P, qui serait le dernier point ol L, rencontrerait C, quand ¢ va en croissant,
de sorte que L, serait toujours situé a lintérieur de (' entre P, et P.

Les points P,, P,,..., P,... auraient alors au moins un point limite P’
situé sur C. 1l est alors évident que la caractéristique L', passant par I,
aboutirait & P quand ¢ va en croissant. En effet, s'il n'en était pas ainsi,

Acta mathematica. 2i. Imprimé le 2 février 1900, 4
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la courbe L’ sortirait de C quand ¢ va en croissant, et on en concluerait
que les caractéristiques passant par des points trés voisins de F’, en sor-
tiraient aussi quand ¢ va en croissant. Mais en prenant des valeurs con-
venables de v, suffissamment grandes, on pourrait faire en sorte que les
points P, correspondants fussent situés aussi prés de P que l'on voudra.
On en conclut donc qu'il existerait des courbes L, qui ne resteraient pas
a lintérieur de C entre P, et P, ce qui est contraire & notre hypothése.

On conclut de cela que L' doit nécessairement aboutir a P, ainsi que
L,. En prenant alors P, suffisamment voisin de P, le théoreme que nous
venons de démontrer met en évidence, que toute la région du plan, com-
prise entre L', L, et C, formerait une seule région nodale, ot toutes les
caractéristiques s'arréteraient en P, ce qui est contraire a notre supposi-
tion qu'il passe dans le voisinage de P’ une infinité de caractéristiques
L, qui peuvent étre prolongées par rapport a C.

Nous sommes ainsi parvenus 3 une contradiction en supposant qu’il
existe une infinité de courbes telles que L,. c. q. f. d.

17. A Tégard des points singuliers isolés nous distinguerons les deux
classes sulvantes.

Il peut arriver, qu'ayant entouré le point singulier par un cercle C
de rayon aussi petit que l'on voudra, il existe toujours a lintérieur de C
une infinité de caractéristiques fermées entourant P.

Dans ce cas nous dirons que le point singulier est un Centre.'

Mais il peut évidemment aussi arriver qu’il y ait des caractéristiques
aboutissant au point singulier. Nous prouverons dans le théoréme sui-
vant que ce sont les deux seuls cas a distinguer.

Théoréme VI. Si le point singulier isolé P w'est pas un centre, il
existe toujours aw moins ume caractéristique aboutissant @ P. Ayant entouré
un pareil point singulier par ume courbe fermée C, me comprenant & son
intérieur aucun point singulier autre que P, il wexiste quun nombre fini de

' On doit observer que cette définition différe de celle de M, PormNncarf. Dans le
cas étudié par lillustre géométre le centre est en effet toujours tel que toutes les
caractéristiques qui passent par des points suffisamment voisins du point singulier sont
des caractéristiques fermées. Comparer les travaux cités de M. POINCARE.
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caractéristiques coupant C et aboutissant a P de maniére qu'elles puissent
étre prolongées par rapport & C.

En effet, soit P un point singulier qui n’est pas un centre; entourons
P par une courbe fermée C, a lintérieur de laquelle ne se trouve aucun
point singulier autre que P, ni aucune caractéristique fermée entourant P.
Soient C’ un cercle ayant P pour centre et situé a I'intérieur de C, @ un
point quelconque du contour de €', et L la caractéristique passant par Q.

Nous voulons d’abord prouver qu'il existe au moins une caractéristique
aboutissant a P.

Si L reste a I'intérieur de €, soit quand ¢ va en croissant, soit quand
t va en décroissant, le théoréme IV nous fait voir qu'il existe une carac-
téristique aboutissant a P, car les cas 1) et 2) sont exclus, a cause de
notre supposition qu'il n'existe pas a lintérieur de C de caractéristique
fermée entourant l'origine.

Désignons maintenant par o la distance minima de P a la partie de
L comprise & l'intérieur de C.

Quand @ parcourt le contour C’, les valeurs de p auront une limite
inférieure, laquelle nous désignerons par g. Il existe alors sur le contour
de C’ au moins un point § tel que la limite inférieure de p soit égale i
g pour les caractéristiques passant par les points situés dans le voisinage
de @. Si L' désigne la caractéristique passant par ', il ne peut pas
arriver que L’ sort de C, et quand ¢ va en croissant, et quand ¢ va en dé-
croissant. En effet s'il en était ainsi, le théoréme I nous apprend que la
distance minima de P & L’ ne pourrait étre plus grande que g. Or on
s'assure de la méme manidre que cette distance minima ne peut pas étre
égale & g, car par un point trés voisin de L’, et situé entre P et L/,
passerait alors une caractéristique qui sortirait de C et, quand ¢ va en
croissant, et quand ¢ va en décroissant. La distance minima de cette ca-
ractéristique & P serait évidemment < g, ce qui est impossible, g étant
par supposition la limite inférieure de p. Or si l'une des demi-caractéri-
stiques passant par @' reste toujours A lintérieur de C, le théoréme IV
fait voir qu'il existe toujours au moins une caractéristique aboutissaant a P.

c. q. f. d.

Quant & la seconde partie du théoréme, nous I'avons déja démontrée.
Supposons maintenant qu'il existe une caractéristique isolée aboutissant
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a P pour {= 4 co. Il n'est pas difficile de sassurer qu'il en existe alors
aussi une, aboutissant a P pour { = — o0.

En effet sil n'y avait que la seule demi-caractéristique L aboutissant
a P, on prouverait de la méme maniére qu'au théoréme V, quune carac-
téristique passant par un point trés voisin de L entre en C par un point
situé d'un c6té de L et sort de cette aire par un point trés voisin, situé
de l'autre c6té de L. Mais il s’en suivrait que les caractéristiques passant
d'un ¢oté de L traverseraient une normale a cette courbe du coté positif
au cOté négatif, et celles situées de l'autre c6té traverseraient la méme
normale du coté négatif au c6té positif, ce qui est impossible.

Le nombre de caractéristiques aboutissant o P sera donc supérieur ou
égal & deuz.

18. Observons enfin que, s'il w'existe quun nombre fini m de carac-
téristiques aboutissant @ um point singulier P, le nombre m est un nombre
pair, et il exviste autant de caractéristiques aboutissant @ P pour ¢ = 4 0O
que pour ¢ = — oO.

Soient en effet L, L,, ..., L, les caractéristiques aboutissant a P,
rangées de telle maniere que (I,, L,,,) traverse P, pourv =1, 2, ...,
(L4, 6étant identique a L)), et supposons, pour fixer les idées, que L,
aboutisse a P pour { = +4 co.

Il s’ensuit que L, aboutira a P pour ¢ = — o0, que L, aboutira a
P pour ¢{ = 4 0o, et ainsi de suite.

Si m était un nombre impair, L,,, = L, devrait donc aboutir a P
pour ¢=-— 00, ce qui est contraire a I'hypothese.

Dans le cas, ol il n’existe pas plus de deux caractéristiques aboutissant
au point singulier, celui-ci peut étre assimilé & un point régulier, car il

m

n'existe alors qu'une seule caractéristique passant par ce point, de méme
que pour les points réguliers. L’origine par exemple est un tel point
pour I'équation
dy a > o;
n+3 775 — 2 72,7 . 4
ot = ax + by’ b= o;

car il n’existe aucune caractéristique autre que £ =0, qui aboutit a l'origine.

' Voir mon mémoire Sur les points singuliers des équalions différentielles, Ofversigt
af Kongl. Vet. Akad. Férh, 1898, page 186.
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Si T'on veut étudier les caractéristiques dans le voisinage d’un point
singulier P, on doit donc entourer P par un contour C ne contenant a
son intérieur aucun point singulier autre que P. 1l faudra avant tout dé-
terminer les courbes intégrales passant par des points de C et aboutissant
a P d'une mani¢re telle qu'elles puissent étre prolongées par rapport a C.
Ces courbes une fois déterminées, limiteront un certain nombre de régions
nodales, a l'intérieur desquelles chaque caractéristique finit en . Une ca-
ractéristique qui n’appartient pas i l'une de ces régions nodales, traversera
toujours la courbe fermée.

S'il n’existe pas de caractéristique qui puisse étre prolongée au dela de
P, le point P sera un Noeud ou un Centre.

19. Nous voulons maintenant prouver le théoréme suivant.

Théoréme VII. Siune demi-caractéristique L, convenablement prolongée par
rapport aux points singuliers auxquels elle aboutit, est toujours située & Uintérieur
d'une région finie A ne renfermant qu'un nombre fini m de points singuliers, Uun
des trois cas suivants aura liew: La caractéristique sera ou une courbe fermée, ou
elle s’approchera indéfiniment d’une courbe fermée, (qui sera composée d'une
caractéristique et de ses prolongements) ouw enfin elle s’arrétera en un point
singulier.

Soient en effet P, P,,..., P, les points singuliers. KEntourons
chacun de ces points P, par un tercle C,, i lintérieur duquel ne se
trouve d’autre point singulier que P,, tous les cercles C, étant en outre
situés l'un a lextérieur de l'autre, et envisageons une caractéristiqne L
passant par un point P de A, situé a l'extérieur de tous les C,.

Supposons de plus que L ne finisse pas en un point singulier, quand ¢
croit vers -+ oco. Si alors L n’a aucun des points P, pour point limite
quand ¢ croit vers + 0o, le théoréme se réduit au théoréme II. Si L a un
seul des points P, pour point limite, le théoréme se réduit ou au théoreme
IV ou il existe un point limite de L, situé a l'extérieur de tous les C,;
nous traiterons ce cas tout a I'heure.

Supposons enfin que L ait P, P,, ..., P, pour points limites. Il
s'ensuit que L a un point limite @, situé a l'extérieur de tous les C,.
Soit K la caractéristique passant par @. On prouve alors aisément que
K doit nécessairement aboutir & un point singulier, car s’il n’en était
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pas ainsi, le méme raisonnement qu'au théoreme II mettrait en évidence
que K serait une courbe fermée n’aboutissant pas & un point singulier, et
L ne pourrait avoir alors pour point limite un point singulier.

Or K ne peut pas finir en un point singulier, sans que L y finisse
aussi. Si K aboutit a P,, cette courbe doit donc pouvoir étre prolongée au
dela de P,. Soit K, le prolongement de K par rapport a C,, il est évident
que tous les points de K, sont des points limites de L. Si au contraire
K a deux prolongements K, et K| par rapport a C, dont l'un sera situé
a gauche, l'autre a droite de K, 1'une de ces caractéristiques sera alors
telle que tous ses points seront des points limites de L. En prenant cette
caractéristique K, pour prolongement de A, on s’assure de la méme ma-
niére que pour K, que K, ira & un point singulier P, au deld duquel cette
caractéristique pourra étre prolongée par une courbe K, qui sortira de C, .
En continuant ainsi on reviendra toujours finalement & la premiére carac-
téristique K, car il n’existe qu'un nombre fini de caractéristiques aboutissant
aux points singuliers de telle maniére qu’elles puissent étre prolongées en
dehors des cercles C,. On en conclut enfin que la courbe limite ainsi dé-
crite est une courbe fermée, composée d'une caractéristique et de ses pro-
longements. c. q. £. d.

CHAPITRE IL

Théorémes généraux relatifs au cas oit X et ¥ sont des
fonctions holomorphes.

20. Nous supposerons toujours dans les chapitres suivants que X et
Y sont des fonctions holomorphes dans le voisinage de chaque point de
4, et qu'elles ne possédent pas de diviseur commun. On sait qu'alors chaque
point singulier est un point singulier isolé, et tous les théorémes du cha-
pitre I ont alors lieu.

Supposons que le point # = 0, y = 0 soit le point singulier que nous
voulons étudier. Il est évident alors que 'on peut toujours supposer que
les termes de la plus petite dimension dans les développements de X
et de Y en série de TaAvyLor sont de méme ordre m. En effet, s'il n'en
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était pas ainsi, on pourrait toujours a l'aide d’ume substitution linéaire
convenable faire en sorte que cela ait lieu.
Ecrivons done nos équations différentielles de la maniére suivante:

da

EZ = Xm + Xm+17
©) )

Y

’d—t = Ym + Ym+1 )
X, et Y, désignant des polynomes en z et en y de dimension m, et
X,11, Y. désignant des séries de Tayror ne contenant que des termes
de dimension plus grande que m, et convergentes pour |z| < d,|y| < ¢.
Nous supposerons en outre que ¢ soit suffisamment petit pour que le point
z = 0, y =0, soit le seul point singulier du systéme, situé a l'intérieur
du cercle C, z* 4 y* < o

21. Je veux d’abord démontrer le théoréme suivant:

Théoréme VIIL. Le systéme d’équations différentielles (6) posséde au
plus 2m régions modales fermées aboutissant a I'origine.

Envisageons en effet une caractéristique L appartenant a une région
nodale fermée, et soit

z=u(t); y=y(t);

I'équation de cette caractéristique.

Comme 2(¢) s’annule pour #= - oo, ainsi que pour = — 0O, cette
fonction atteindra nécessairement sa valeur maxima pour une certaine va-
leur ¢, de ¢, pour laquelle on aura

dz

(—Z—t—=0.

C’est a dire qu'il existe sur L un point tel que l'on ait

(7) Xm + Xm+1 = O.

On en conclut que 1'une des courbes satisfaisant & 1'équation (7) traverse
la région nodale en question.

Or on sait qu'il existe au plus 2m branches de courbes satisfaisant a
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(7) et aboutissant & l'origine, ce qui met en évidence que le nombre de
régions nodales fermées est égale au plus a 2m. c. q. f. d.

On peut tirer de ce théoréme la conséquence suivante:

Si L est une caractéristique aboutissant a Uorigine et qui peut élre
prolongée au dela de l'origine, il existe mécessairement une caractéristique L’
aboutissant a Uorigine et telle que (L, L') soit une caractéristique traversant
Uorigine,

Dans le cas ot X et Y sont des fonctions holomorphes, nous pouvons
donc affirmer qu'une -caractéristique aboutissant a un point singulier P,
ou bien finit en P, ou bien traverse P.

22. Revenons maintenant au svsttme d’'équations (6); nous pouvons
¢noncer le théoreme suivant.

Théoréme IX. Le systéme déquations différentielles (6) posséde au plus
2(m 4 1) caractéristiques traversant I'origine.

Soit en effet (LL') une pareille caractéristique, et envisageons la carac-
téristique K passant par un point (z,, y,) trés voisin de L et situé entre
L et L' TUn point de cette caractéristique entrera alors en C' pour une
certaine valeur ¢, de ¢ et en sortira pour une autre valeur ¢, de cette va-
riable.  On en conclut que la fonction

ax® + by*, a>o0; b>o;

prendra une valeur minima & lintérieur de C, quand le point parcourt
la caractéristique K. Il existe donc sur une pareille caractéristique K au
moins un point satisfaisant a

azX,, + by ¥, + arX, ., + by Y., = o,

et on en conclut, de la méme mani¢re quau théoréme VIIL, que le nombre
de caractéristiques traversant lorigine est égal au plus a 2(m 4 1). En
général 1l suffit de prendre @ = 0= 1, mais pour le cas ou X, +yY,
s'annule identiquement on doit donner a ces quantités d'autres valeurs
convenables.

e. q. f. d.



Sur les courbes définies par des équations différentielles. 33

Il n'est pas difficile de s’assurer qu'il existe des cas ou le nombre
des caractéristiques traversant lorigine est égal a 2(m + 1). Cela sera
par exemple le cas, si l'origine est un Col.

Si X et Y sont des fonctions holomorphes, un point singulier sera
donc traversé par un certain nombre ¢ de caractéristiques, qui limiteront
un certain nombre # de régions nodales.

Pour I'étude des points singuliers, il nous sera d’abord nécessaire de
déterminer ces deux nombres ¢ et n.

Si ¢ = o, chaque caractéristique qui aboutit au point singulier s’y ar-
rétera. S au contraire n =0, chaque caractéristique qui aboutit au point
singulier traversera ce point.

Quant aux régions nodales nous aurons a distinguer les régions nodales
fermées des régions modales ouvertes. On doit observer enfin qu'une région
nodale peut étre composée de plusieurs régions nodales fermées et dun
certain nombre de régions nodales ouvertes. On ¢tablit aisément a 1'égard
de ces régions nodales les résultats suivants:

Une région nodale fermée appartenant aw point singulier P, sera limitée
par wne caractéristique L qui traverse un point singulier.

En effet, si L ne traverse aucun point singulier, cette courbe doit finir
en P pour ¢ = -+ 00, ainsi que pour ¢ = — 00, et les courbes voisines y
finissant aussi, il est évident que L serait situ¢ a l'intérieur de la région
nodale fermée.

En général les demi-caractéristiques L. et L_ dont L est composé¢ tra-
verseront toutes les deux P. Mais si l'une d'entre elles, par exemple 1.,
finit en P, L traversera nécessairement P ou un autre point singulier P, et
on aura alors une région nodale, limitée par L, et située a l'extérieur de
la région nodale fermée que mous avons envisagée. Cette nouvelle région
nodale peut évidemment étre ou une région nodale fermée ou une région
nodale ouverte.

On établit de la méme maniere le résultat suivant:

Une caractéristique, limitant wune région nodale owverte appartenant a
P, traversera towjours un point singulier.

En effet il est évident qu’une pareille caractéristique sera ou une
courbe intégrale qui traverse P, ou une caractéristique limitant une région
nodale fermée.

Acta mathematica. 24, Tmprimé le 3 février 1600,

by
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23. Nous voulons maintenant démontrer le théoréme suivant.

Théoréme X. Une caractéristique du systeme d’équations différentielles (6),
aboutissant & U'origine, sera une spirale se rapprochant indéfiniment de Uorigine,
ou bien elle aura & Uorigine unc tangente déterminée satisfaisant & U'équation’

(8) me_me: O.

Deux cas seront ici a distinguer, suivant que le membre gauche de
P'équation (8) s’annule identiquement ou non.

Dans le second cas, les seules tangentes a l'origine possibles seront
données par Péquation (8). Dans le premier cas au contraire, a chaque
demi-droite tirée de l'origine correspond en général une et une seule carac-
téristique qui parvient a l'origine de telle maniére qu’elle y est tangente
a cette demi-droite.

1) Supposons d’abord que ’équation (8) ne soit pas identiquement
satisfaite et faisons la substitution

x = p cos 0; y = psin b;
On obtient alors
g’% = plcos 80X, (cos @, sinf) +sin 8Y,, (cos 8,sin d) + oX(p, cos 8, sin §)],

a6
dt,

(9)
= cos 8Y,,(cos 8, sin f) — sin X, (cos 0, sin ' + p¥(p, cosd, sin )

ol X et Y sont des fonctions développables en séries de TavLor pour tout
systétme de valeurs p, 6, telles que

o0<p<d, — O <l <+ o,

N z " . .y . dt
et olt ¢, désigne une variable auxiliaire telle que =P

Soit maintenant L une caractéristique du systéme (6) aboutissant a
Vorigine, quand ¢ tend vers + oo, on peut alors toujours déterminer un
nombre positif m tel que le point, parcourant la courbe L, reste a l'in-
térieur de C, tant que ¢ > m.

! J'ai donné une démonstration de ce théoréme dans le dernier de mes mémoires:
Sur les points singuliers des équations différenticlles. Ofversigt af Kongl. Vet. Akad.
Forh. 1898,
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A la courbe L du plan des z, y correspond alors une caractéristique
L, du plan des p, , satisfaisant aux équations (g), et telle que L, reste
toujours entre les deux droites

o=0, et p=2,

tant que ¢ > m;, ol m, est la valeur de ¢, correspondant a la valeur m
de ¢. Observons de plus que la premitre des équations (9) nous montre
que f, = oo, quand p = o; d’ou l'on conclut que #, tend vers l'infini en
méme temps que ¢.

Done ¢, tendant vers l'infini, L, tendra vers un ou plusieurs points
limites. La seconde hypotheése n’est pas admissible. En effet, supposons que
les points p =0; §=a; et p =0; 6 = b > a; soient de tels points limites
de L,, et envisageons un point p = 0; # = a; de l'intervalle a...b qui
ne soit pas un point singulier. Supposons pour fixer les idées que

cos a ¥, (cos a, sina) — sin a X,,(cos a, sin a) > O

et assujettissons en outre la quantité ¢ a la condition

1 ~
:l—f> o pour § = a, tant que |p| < 4.
1

. .od
L’inégalité % > o0 nous apprend alors que la courbe L, ne peut entre les

droites p = ¢ et p =0, traverser la droite § = a plus d'une fois, car elle
doit toujours traverser cette droite du c6té du plan des p, 8, ot § < a au
coté ou 6 > «, quand ¢, va en croissant, et les deux points a, b ne peuvent
donc pas étre des points limites de L,.

Il y a donc un seul point limite qui est ou bien l'infini, ou bien un
point singulier p = o, 0 = §.

Dans le premier cas L sera une spirale, dans le second L aboutira a
l'origine avec la tangente déterminée

ycos f— xsin f = O,

satisfaisant a 1'équation (8).
2) Si au contraire 1'’équation (8) est identiquement satisfaite, on aura

‘/'va = me = x.’,/Qm—])

@n_ désignant un polynome en et en y de dimension m — 1,
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La substitution
r = p cosl; y = p sin 4;
nous donne alors
do
dt,

ad . , . ! .
= [Z, 4, 4a2(cos8,8in8) + pY(p,cosf,sinb)],

Qn_1(cos b, sin ) + pX(p,cosd,sin b),
r i 0,

—
O
~

Zpiryo désignant un polynome en cos @, sin @ de dimension m + » 4 2,
X et Y désignant des fonctions développables en séries de TayrLor pour
0<p<d;, —oo<#< 4 co; et { ¢tant une variable auxiliaire telle

1 — m
que —* = p

Soit #=a, p=0, un point régulier de ce svsttme, il existe une caractéri-
stique et une seule passant par le point #=a, p=o0. Si @, _,(cosa,sina)=0,
on en conclut qu'il existe une caractéristique et une seule du systeme (6)
aboutissant a 1'origine avec la tangente déterminde

T = p COS a; Yy = psina, p >0,

Désignons maintenant par L’ et L” les deux caractéristiques du systéme
(9') passant par les points p = 0, 0 = a, et p = 0, 6 = a + 27
A une caractéristique L du svstéme (6), aboutissant a 1'origine, corres-
pond alors une caractéristique Z, du systeme (9’) qui sera, pour des va-
leurs suffisamment grandes de ¢, située entre L', L”,t les deux droites
g ) b b

p=20, p=20.
Quant ¢ croit vers l'infini, /, tendra vers une limite déterminée, finie
ou infinie.

Si cette limite est une quantité finie 7', L, tendra vers un point ré-
gulier p =0, 6 =4, et on en conclut que L aboutira a l'origine avec la tan-

gente déterminée
ycos 83— xsin 3 = O.

Si la limite de ¢, est infinie, Z, doit aboutir a un point singulier p=o0,
6 = f3, car autrement elle tendrait vers plusieurs points limites situés entre
L' et L", et on s'assure aussi alsément que dans le premier cas, que cela
est impossible.
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On en conclut enfin que L aboutira & l'origine avec la tangente dé-
terminée
ycosf— xsin § = O.

24. Le théoréme X étant ainsi demontré, nous en tirons le corollaire
suivant:

Corollaire. S'il existe une caractéristique I du systéme (6) aboutissant
@ Uorigine avec une tangente déterminée, toute caractéristique, aboutissant a
Uorigine, y aura en ce point une tangente déterminée.

En effet, s'il existait une caractéristique qui fut une spirale, cette spi-
rale rencontrerait nécessairement la courbe L a lintérieur de C, ce qui est
impossible 4 cause de notre supposition que l'origine est le seul point
singulier situé a l'intérieur de C.

25. Supposons maintenant qu'il existe une caractéristique L qui soit
une spirale se rapprochant indéfiniment de l'origine. Il s'ensuit que l'iden-
tité (8) n'esl pas satisfaite. Le systéme (g) possede alors une caractéristique
tendant vers l'infini de telle maniére que

o= 0 pour f§ = coO.

Soit alors p =0, #=a, un point régulier du systeme (9), et supposons pour
fixer les idées que

cos a Y, (cos a, sin a) — sin a X, (cos «, sin a) > O,
et que l'on ait choisi ¢ de telle maniere que

3—Z> o pour # = a, tant que p <.
On peut alors déterminer un nombre n suffisamment grand pour que le
point ot la caractéristique correspondante L, du plan des p, 6 rencontre la
droite = a 4 2n7 soit situé entre les droites p =0 et p =4 du plan des p,0.
Envisageons maintenant une caractéristique passant par un point quel-
conque de la droite 6 = a - 2nx, situé entre L, et la droite p = o.
Quand ¢, va en croissant, cette caractéristique sera toujours située entre
L, et la droite y = o, et ne pouvant pas rencontrer l'une des droites
6 = a+ 2(n + v)r plus d'une fois, il est évident qu’'une pareille carac-
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téristique, qui ne peut pas aboutir & un point singulier situé sur la droite
p =0, a cause du corollaire que nous venons de démontrer, doit nécessaire-
ment s’éloigner vers l'infini.

Comme on a p=o0 pour # = 0o sur cette caractéristique, on en
conclut enfin que la caractéristique correspondante du plan des x,y, sera
une spirale se rapprochant de lorigine.

Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant:

S'il existe une caractéristique qui est une spirale se rapprochant indé-
finiment de Uorigine, on peut entourer Uorigine par un cercle C de rayon
suffisamment petit pour qu'ume caractéristique, passant par un point quelconque
de C, soit toujours unme spirale se rapprochant indéfiniment de Uorigine.

Nous dirons dans ce cas avec M. PoiNcari que 'origine est un Foyer.

On conclut enfin que chaque branche d'une caractéristique traversant
Porigine sera une courbe qui aboutit & l'origine avec une tangente dé-
terminée.

26. Rappellons enfin une notion importante introduite par M. Poin-
cARE,' & savoir celle de !'indice d’une courbe fermée et d’un point singulier.
Supposons qu’un point parcourt une courbe fermée dans le sens positif,

. . g . . Y .
et considérons les variations de signe de l'expression —=. Soit & le nombre

X
de fois que cette expression saute de — co a -+ oo, et k le nombre de
fois que l'expression saute de + co a — oc0. Soit
_ h—k
=—,

le nombre i s’appelle, d’aprées M. PoiNcarg, lindice de la courbe fermée.

Par indice d'un point singulier on entend alors Uindice d'ume courbe
fermée infiniment petite entourant le point singulier,

et on établit aisément le théoréme suivant:

L’indice d'une courbe fermée est égale a la somme des indices de tous
les points singuliers situés & Uintérieur de la courbe fermée.

! Voir POINCARE: Sur les courbes définies par des équations différentielles. Journal
de Math., 1881, pages 400 et suivantes.
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A Tégard de l'indice d’un point singulier nous démontrerons ici un
théoréme important:

Théoréme XI. Soit ¢ le nombre de caractéristiques traversant un point
singulier, n, le nombre de régions nodales fermées appartenant @ ce point, et
t son indice, on aura toujours

(10) c—mn, =20+ 1).

Nous commencerons par établir que l'indice d’un point singulier n’est
pas changé, si 'on effectue sur les variables une substitution linéaire & dé-
terminant positif.

27. Envisageons a cet effet le systeme d’équations différentielles

dx

a=%
(r1) dy _ v

dt ’

ot X et ¥ sont des fonctions holomorphes de z et de y, s’annulant pour

r = 0, y = 0, et faisons la substitution linéaire

z, = ax + By,
. ou aid — ffr > o.
Y, = rr + ox,

Je dis que lindice d’une courbe fermée C ne sera pas changé par cette
substitution. Aprés la substitution nous devons en effet chercher le nombre
de fois que la fonction

X + 0¥
aX + BY
saute de — 0 A + o, ainsi que le nombre de fois que cette fonction
saute de -+ o0 & — ov, quand le point z,y parcourt le contour C.
R, , . Y T ) .

Soit ¢ l'indice de lexpressiion % sur C, et I'indice de I’expression
rX + oY le mém t
oX 3 BY S éme contour.

Dans le voisinage des points od aX 4 Y = 0, on aura sensiblement

X + Y ad — fy

R |
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Nous n’avons done a étudier que la maniére dont la fonction

1

a, Y
saute par l'infini. A X
. . . .Y
Soient P, P,, ..., P, les points consécutifs du contour C, ol 3 passe
par l'infini, et désignons par ¢ ,¢,, ..., ¢,, des quantités qui sont égales
N .Y R ., N - .
at, st< saute de — oo a 4 co, mais égales a —1, si |'expression en
question saute de 4 co a — co.
Envisageons deux points consécutifs P, et P,,,, et désignons par 7, la
, . e s . X + Y
valeur qu'on obtient pour l'indice de la fonction Z?—T:ﬂ—X’ en parcourant

la partie de C, située entre P, et P, ,. L’on devra distinguer les cas suivants:

. . . I .
St e, + ¢,,, = 0, l'expression ainsi que ~—, aura le méme signe

BpTX
pour des points de C trés voisins de P, et P,,, (et situés entre P, et P,,,).

v

Y
f )

La fonction — - : v De pouvant changer de signe qu'en passant par oo,
pTx

doit donc sauter autant de fois de — oo a 4+ co que de 4+ c© a — 00,

et on en conclut que ¢, = o.

-

. . . 1 .
Sie, + ¢, = 2, lexpression ¥ 2ibsi que —=, aura le signe +

« ¥
A X
pour des points de C trés voisins de P, et le signe — pour des points

trées voisins de P,,;. En parcourant la partie de C, située entre P, et

P,,,, la fonction — " _ sautera une fois plus de — oo a 4 co que de

Y
A X
+ o0 a — o0, ce qui nous donne 2¢, = I.
Si e, + e,,, =— 2, on prouve de méme que 2i, = —I.
On aura donc toujours
&y +25v+1 —_ 2i:.

Or on a évidemment

n
. e + &4
22:2 — (€ns1 = &)

ym1
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et

n
2 = 221,

v=1

ce qui nous permet d’affirmer que i’ = i.

Le nombre i est donc wmvariant pour une substitution linéaire a dé-
terminant positif.

Ce point étant établi, nous pouvons toujours supposer que ¥ n’est pas
divisible par x, ni X par y, car s'il en était autrement, on pourrait an
moyen d'une substitution linéaire convenable faire que cela ait lieu.

28.  Afin d’établir la relation (10}, nous envisagerons l'indice 4 sous
un point de vue nouveau.
Posons a cet effet

z = pcos b, y=psinb;
On obtient alors
do o X + yY
(r2) dﬁ—/'ﬂ‘xY*g/K'

Entourons maintenant 1'origine par un cercle p = ¢, et supposons qu'un
bl P /0 )

point parcourre le contour de ce cercle dans le sens positif (¢'est a dire de

telle maniére que # aille en croissant). Soit . le nombre de fois que l'ex-

2 X +yY
Y —yX

soit & le nombre de fois que cette expression passe par zéro, en passant du
signe - au signe —; je dis que

pression

passe par zéro, en passant du signe — au signe -, et

264+ 1) =h—Fk.

Chaque fois que le second membre de I’équation (12) passe par zéro, on
aura
— X 2Y—yX

y @+

Y
=

en effet, 3 cause des suppositions faites sur X et Y, la fonction z X +y1
ne s’annule, ni pour # = O, ni pour ¥ = O

Acta mathematica. 24. Imprimé le 10 février 1900, 6
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N . x Y P A
L'expression —— +—y',—( passera donc par zéro exactement de la méme
— Y
maniére que l’expression
zX + yY
yX

c'est & dire de la méme maniére que

x Y
— X

Désignons par %’ le nombre de fois que cette derniére expression saute

de — 00 & + 0o, et par &' le nombre de fois que cette expression saute
de 4+ o0 & — 0. On aura évidemment

h—k =—(#F —F).
. K=K e 1 . x Y . p N .
Mais est l'indice de la fonction —, X qui sera égal a — i — I.

On aura donc
h—Fk =20+ 1).

29. Soit maintenant (Z,, L;) (voir Fig. VI) une caractéristique tra-
versant Dorigine, et soit P, le point ot L, sort du cercle p =2, et P le

Z,
Fig. VI.

point ot L] sort du méme cercle. Supposons pour fixer les idées qu’on
parcourre Tare de cercle P, P, dans le sens positif, en allant de P, a P,
et envisageons une caractéristique Z, passant par un point P, trés voisin
de P,. L, entrera donc dans le cercle par P, et en sortira par un point
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P, trées voisin de P.,. Ia distance p de l'origine aura donc un certain
nombre de valeurs minima, quand on parcourt L, de P, & P, et il est
évident que p passera par une valeur minima une fois de plus que par
une valeur maxima, si l'on parcourt Z, de P, & P..

La valeur de h—F% sur Z, sera donc égale a + 1, et on en conclut
que la valeur de h—k sur 'arc de cercle P, P, sera aussi égale a 4 1.
L’arc de cercle en question et la caractéristique L, forment en effet une
courbe fermée & l'intérieur de laquelle il n’existe pas de point, ol les deux

fonctions ©X 4- yY et Y — yX s’annulent simultanément, et le théoréme
2Y —

de la page 38 nous apprend que lindice de l'expression X+ Y sur ce
contour fermé est alors égal a zéro.
On en conclut enfin que la valeur de A-—k sur l'arc de cercle P,P;

est égal & + 1.

30. Envisageons maintenant une région nodale ouverte, et soit P, le
point par oll on entre dans cette région, si on parcourt le contour du cercle
o = ¢ dans le sens positif, et P, le point par ou l'on sort de cette ré-
gion nodale.

Soit P, le premier point sur l'arc de cercle P,P, ol la fonction
X + _yZ
Y —yX
idées qu’elle passe en ce point de + a ——. Soit enfin L la caractéristique
passant par P,. Les deux demi-caractéristiques seront alors situées a
I'intérieur du cercle dans le voisinage de P,, car p aura en P, une valeur
maxima. Or l'une de ces demi-caractéristiques sortira nécessairement du
cercle p = ¢, autrement I appartiendrait & une région nodale fermée.
Soit P; le point ot L sort du cercle. Quand un point parcourt la ca-
ractéristique Z de P, a P;, sa distance de lorigine passera nécessaire-
ment par un certain nombre de valeurs minima, ce qui met en évidence
que P, est situé entre P, et P,, et, comme le point commence par
s’approcher de l'origine et finit par s’en éloigner, il passe par une valeur
minima une fois de plus que par une valeur maxima. On en conclut que
la valeur de h— k& que l'on obtient en parcourant L entre P, et P est
égal & + 1. Elle sera donc égale & + 1 entre P, et Pysurle cercle, et,
comme la valeur de » —k est égale 3 — 1 en passant par P, on en conclut
que la valeur de h—F% sur l'arc de cercle P,P; est égale a zéro.

passe par zéro en changeant de signe, et supposons pour fixer les
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Soit maintenant P, le premier point sur l'arc de cercle P/ P, ou la

X +vY

fonction ~x Dasse par zéro en changeant de signe, et supposons dans
Y - )

T

2Y —
ce cas qu'elle passe en ce point de
passant par P,. Les deux demi-caractéristiques passant par P, seront donc
situées a l'extérieur du cercle dans le voisinage de F,, mais l'une d’entre
elles aboutira & l'origine, d’ont l'on conclut que I'une d’entre elles entrera
a l'intérieur du cercle par un point P,. On prouve alors de la méme ma-

niere que ci-dessus que P, est situé entre P, et I, et que la valeur de

a 4. Soit enfin L la caractéristique

h—1Fk sur l'arc de cercle P| P, est égale a zéro.

Lrarc de cercle P,P, sera de cette maniére divisé en plusieurs parties
telles que la valeur de 2 — % sur chacune de ces parties sera égale a zéro.
La valeur de 7 — & sur l'arc de cercle P, P, sera alors égale a zéro.

31. Envisageons enfin une région nodale fermée, et soit P, le point
par ou un point qui parcourant le cercle p = ¢ dans le sens positif entre

’
ny

en cette région nodale, et soit P, le point par ol il en sort.

I1 existe alors certainement une courbe intégrale L, appartenant a cette
région nodale fermée, qui est tangente au cercle p = ¢ et qui ne sort
jamais de ce cercle. Soit P le point ou L rencontre le cercle p = ¢. On

démontre alors, de la méme maniére que pour une région nodale ouverte,

que la valeur de /& -—/L qu'on obtient en parcourant I'arc de cercle de

P,, jusqu’'a un point trés voisin de P sera égale a zéro. En parcourant

ny

Parc de cercle situé entre un point trés voisin de P (situé entre P et P))

et P, h—Fk aura aussi la valeur zéro. En parcourant I'arc de cercle in-

finiment petit passant par P, la valeur de & — k& sera égale a — 1, ce qui
met en évidence que la valeur de & — & sar P, P, sera égale a — 1.

32. Nous sommes donc parvenus au résultat suivant.

La valewr de h — k sera égale & + 1,0, ou — 1, suivant que l'arc de
cercle correspondant est limité par deux branches de caractéristiques tra-
versant Uorigine, ou par les deux caractéristiques limitant une région nodale
ouverte ou enfin par la caractéristique limitant une région nodale fermeée.

En parcourant tout le cercle, on aura donc comme conséquence immé-
diate que h—*k = c—mn;, ou enfin que

c—mn, = 2(i 4 1) c. q. f.d
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CHAPITRE I1IL

Les termes de la plus petite dimension sont d’ordre 1.
33. Nous traiterons d’abord I'équation différentielle

d \
(13) 22— ay + br 4 P(x, ),

B désignant une série de TAvLor ne contenant que des termes d'une
dimension > 2, et ¢ une quantité différente de zéro.

Cette équation joue un rdle capital dans les recherches qui suivent.
On peut en effet réduire I'étude d’un point singulier quelconque a celle
de diverses équations de la forme (13).

Nous voulons done étudier le point + = o, y = o, de cette dernitre
équation.’

Observons d’abord qu’il n’existe pas de région nodale fermdce apparte-
nant a lorigine de cette équation, car, sur une courbe fermée d'une pareille

. . . . dzx . <. N
region nodale, on aurait un point ou =20, ¢ est a dire ol # = 0, ce
dy

qui est impossible, aucune caractéristique ne pouvant couper la caracteristique
# =0, dans le voisinage de l'origine en un point autre que le point x = o,
Yy = o.

L’équation (10) nous donne dans ce cas

c =204 1),

et le nombre de caractéristiques traversant l'origine sera ainsi détermindé.
Pour étudier de plus pres la nature de ces caractéristiques, nous en-
tourons l'origine par un cercle C de ravon suffisamment petit & pour qu’il

N

n’existe & l'intérieur de C aucun point singulier autre que l'origine.

Comparer & ce sujet mon mémoire: Sur les points singuliers des équations diffé-
rentielles. Ofversigt af Kongl, Vet. Akad. Férh. Febr. o, 1868, ol j'ai donné
une méthode pour calculer par des approximations successives les caractéristiques de cette
équation passant par lorigine.
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. d . .- T .
L’expression % ne devenant jamais infinie & l'intérieur de C, excepté

sur la caractéristique 2 =o0, il est évident que la partie d'une caractéristique
quelconque, qui est située & l'intérieur de C, peut étre décrite de telle
maniere que [z] aille toujours en décroissant.

34. 1l faut alors distinguer les quatre cas suivants:
1) @ >0; m = nombre pair.
Déterminons alors 8, < ¢ de telle maniére que

ao“l + SB(O ’ 61) > O)
—ad, + Po, —4,) <o.

On peut alors déterminer un nombre positif ¢ suffisamment petit

pour que
ad, + bx + P(x, 9,) > o,

pour |z| <=.
—ad, + bx + P(x, 4,) <o, -

Envisageons enfin le rectangle R, formé par les quatre droites
y =90, T = 0, y=—20,, T =¢.
On sait qu'il n'y a pas de point singulier 4 l'intérieur de R.
dy , .y c

La valeur de d% étant alors partout positive sur le coté y =4, de ce
rectangle, on en conclut quune caractéristique, passant par un point quel-
conque de ce c6té, entrera & lintérieur de R, quand z va en décroissant.

De la méme maniére on s'assure qu’une caractéristique, passant par un
point quelconque du c¢dté y = — ¢, entrera a l'intérieur de R, quand z
va en décroissant.

Une caractéristique L, passant par un point quelconque de R, ne peut
donc pas sortir de R, quand z va en décroissant, car elle ne peut pas
traverser ni le ¢6té y = ¢,, ni le edté y = — 4,, ni enfin le ¢6té x =0 qui
est une caractéristique. On en conclut que L doit aboutir a 'origine, car
autrement il existerait une caractéristique fermée située a l'intérieur de R,
ce qui est contraire au théoreme ITI.

Le rectangle R en question constitue donc une région nodale.



~
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Envisageons maintenant le rectangle R , limité par les quatre droites

y =29, x =0, Y= —0, rT= —c¢.

Une caractéristique passant par un point quelconque du cbté y = 4, de
ce rectangle sortira alors de R, quand |[z| va en décroissant, car en un

. dy , . A oy ,
tel point on a 7, > 0 On s'assure aussi de la méme maniére qu'une

caractéristique passant par un point du coté opposé, sortira aussi de R,
quand |z| va en décroissant.

La caractéristique L, passant par un point P, situé sur la droite
y = 0,, doit done, quand |z| va en croissant, traverser le c6té & = — ¢
en un point P’. Si P tend vers le point z = o, y = 4,, P’ tendra vers
un point déterminé S, situé sur le coté r = — ¢, et on prouve aisément
que la caractéristique K, passant par §, aboutit aussi & 1'origine, et qu’elle
sera le prolongement de l'axe des y positifs.

A gauche de l'axe des y, il existe donc au moins une caractéristique
aboutissant a l'origine. Je veux maintenant prouver qu'il n'existe certaine-
ment pas plus d'une seule caractéristique aboutissant a l'origine et situde
a gauche de l'axe des y.

Supposons en effet qu’il en existe deux, et soient

y=un(2); ¥ =uy(2);
leurs équations (on sait en effet qu'a chaque valeur de x correspond une
dy

seule valeur de y, 7o étant toujours fini). On aura alors

dy, —
o <ysdx 9 — (y, — y)a + ()],

— %(z > ?/Q) - m("’ ) 1/1)

— = B,=, 9, ¥,

x(z)

P, désignant une série de TavLoR en x,y, ,y,, et qui s'annule pour # =0,
Y, =0, Y, == 0. On aura donc y(0) = o.

Cela posé, on peut déterminer un nombre positif ¢ suffisamment petit
pour que

lx(@)| <3, pour |¢| <o
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On en conclut alors que
T
a+r(2) ..
e

o o
Y. —uy = (.'/z —yx)et" ’
§, et y, désignant les valeurs y,(x,) et y,(z,), et z, une valeur négative
de z dont la valeur absolue est < s.
Pour les valeurs de x situées entre z, el O on aura alors

z
| fra
|9, — > 14, —dile =
> | ~’71 — ,7

ce qui est contraire a notre supposition que ces caractéristiques vont toutes
deux a lorigine.

11 n'existe donec qu'une seule caractéristique aboutissant & I'origine et
située a gauche de l'axe des y.

Les nombres n et ¢ seront donc dans ce cas

c = 2, n=1I,

et 'axe des y positifs ainsi que l'axe des y négatifs pourra étre prolongé
au delad de l'origine, a gauche de I'axe des y (voir Fig. VII).

Fig. VII.
2) a < 0; m = nombre pair.
Ce cas se réduit au précédent par la substitution = — &, ce qui

nous donne
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et I'axe des y positifs, ainsi que I'axe des y négatifs, pourra étre prolongs,
a droite de I'axe des y, au deld de I'origine.

3) @ > 0; m = nombre impair.

Pour la partie du plan, située & droite de l'axe des y, on démontre
quelle forme une région nodale de la méme maniére quau cas (1). Au
moyen de la substitution £ = — &, on s’assure que la partie du plan, située
a gauche de cet axe, forme aussi une 7égion modale. On aura donc

Dans ce cas l'origine est un Neeud.

4) a <0; m = nombre impair.

Pour z > o la discussion est la méme que pour le cas 2), et pour
x < o elle est la méme que pour le cas 1). On en conclut que

¢ = 4; n = o.
I’origine dans ce cas sera done un Col.

35. Envisageons maintenant un systéme d’équations différentielles

d,
(T'::- ax + By + X,,
(14)

dy o ¥
E_’rx_*_oy_*- 27

X, et Y, désignant des séries de Tayror dont tous les termes sont de

dimension > 1, et désignons par s, et p, les racines de I’équation

la'—/l) [9 l

= 0
T . O0—np

(15)

36. Les différents cas qui peuvent se présenter sont les suivants:
L p et p, sont réels et de méme signe.

Pour fixer les idées nous supposerons que p, et s, soient tous les
deux > o.
Au moyen d’une substitution linéaire convenable

§ = ax + by, 7 = ¢z + dy;

Acta mathematica. 24. Tmprimé le 10 février 1760, 7
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on obtient alors

—7=/u16 + Xg?
(16)

d —

E:Z=/“277+ Y,

X, ot Y, désignant des séries de TavLor dont tous les termes sont de
dimension > 2.
On aura donc

dp
edt + 7 E-—/‘x "+ '+ X, + 7Y,
ce qui met en évidence que

5 + d’7>o pour |&] <, 7| <7,

quand ¢ est un nombre positif suffisamment petit.

Une caractéristique, passant par un point du cercle &+ 5 =",
entrera donc & l'intérieur de ce cercle, quand ¢ ira en décroissant, et n’en
pourra done plus sortir, quand ¢ ira en décroissant. Mais a l'intérieur de ce
cercle il n'existe pas de caractéristique fermée, car sur une pareille caractéri-

. . . . o .s #dE d
stique &’ 4 »® aurait une valeur maxima ce qui conduirait a §5 17 (7:2 =o0.

Il est donc évident que la caractéristique aboutira a l'origine, qui dans ce
cas sera un Noeud.

Te seul cas ol on ne parvient pas & un systéme de la forme (16)
est celui ol 4, et g, sont égaux, et alors au moyen d'une substitution li-
néaire convenable on aura

)
(é—plé-}-X,,

)
T=K+pn+ 7,
Soit maintenant x une quantité positive suffisamment grande pour que

x, & + My + oy’
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soit une forme quadratique définie, on aura
zé’j—f+ 773—:7> o tant que |&| <7, |9] <7,
¢ désignant une quantité positive suffisamment petite.
Soit
xe? + 72 —_ o\\':

une ellipse suffisamment voisine de l'origine; on prouve, de la méme maniere

que ci-dessus, que par chaque point de cette ellipse passe une caractéristique
aboutissant a l'origine.

Dans ce cas on aura donc toujours
¢ = 0; n=1, n, = 0;
37. IL p, et p, sont réels et de signes contraives.

Posons alors
M, = a> o0, p, = —b<o;

Une substitution linéaire convenable nous donnera alors

Z'—:‘—__ a5+§9)
(17) iy _
Zd_t.:—— b’?+ ng

ou X, et ¥, ne contiennent que des termes au moins de la seconde dimension.
La substitution

7 = &y,
nous donnera alors
a a + & ’

¢ et ¢ désignant des fonctions holomorphes. Les développements du n° 34
nous apprennent alors que cette dernitre équation posséde exactement quatre
branches de caractéristiques aboutissant & l'origine. Deux de ces branches
seront données par & = o, & laquelle correspond le point § =0, 7 =0
des équations (17).

11 existe donc deux, et pas plus de deux, branches de caractéristiques des
équations (17), qui aboutissent & l'origine et y ont pour tangente 7 = o.
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On prouve de la méme manitére qu'il existe deux, et pas plus de deux,
branches de caractéristiques du systéme (17) aboutissant a l'origine et
ayant £ = o pour tangente.

Mais toutes les caractéristiques du systéme (17) qui aboutissent a
lorigine devant y avoir une taﬂgente déterminée, aussitdt qu’il en existe
une seule aboutissant & l'origine avec une tangente déterminée, on voit
que les caractéristiques aboutissant a l'origine doivent y avoir des tangentes
dont la direction est déterminée par l'équation

-

sy == 0.
On en conclut enfin qu'il n'existe pas plus de quatre branches de carac-
téristiques du systéme (17) qui aboutissent a l'origine.

On aura donc toujours dans ce cas

c=4; n=0;

38. IIL. p, = A + A p, = A, — At
Pour fixer les idées nous supposerons en outre que 4, > O.
Une substitution linéaire réelle convenable nous donnera alors

F _
at )-,C— 1277 + X,,

d —
d_27= LE+ Ay + Y,

I’équation déterminant les tangentes possibles a l'origine sera
W6+ l=0
d’ott T'on conclut que lorigine dans ce cas est un Foyer ou un Centre.
Si A > o0, on aura

dé d . — -
§5 + 1 =AE + A7’ +EX, + 77,

cest a dire
. d d N N
;—E+ 77—77> o, pour |5| < a, l7y| < 4,
dt dt
si ¢ est une valeur positive suffisamment petite; on prouve alors, comme
au cas I, quune caractéristique, passant par un point suffisamment voisin

de l'origine, aboutira a l'origine.
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On aura donc dans ce cas

et 'origine sera un Foyer.
Pour le cas o A = 0, cas qui sera traité dans le chapitre suivant,
nous renvoyons le lecteur a l'intéressante discussion de M. PoINCARE.'

39. IV. p, = o, mais pu, est différent de zéro.
Au moyen d'une substitution linéaire convenable

r=az, + by, ; y=cx, +dy,;

on obtient alors

dz,

Et_l = Xq\ + Xqﬁ"l’
(18)

2, ke, + Y,

gt = % T AT + ¥,

1

X, 11 et Y, désignant des séries de TavLor ne contenant que des termes
de dimensions plus grandes que ¢, et 1, et X, un polynome de di-
mension ¢, > 1. La variable auxiliaire ¢ est liée & I'ancienne variable
¢t par la relation d¢, =p,dt. 1’équation déterminant les tangentes possibles
a lorigine sera alors

2,(y, —kz,) = o.

Nous prouverons d’abord qu’il existe deux, et pas plus de deux, branches
de caractéristiques du systéme (18) aboutissant a l'origine et ayvant z, =o
pour tangente.

Mettons a cet effet

on obtient
dé
dt,

d 1 -
d_z =yt — k& + yx],

= — &1 —kE + v,0] + u,¢,

! Voir POINCARE, Sur les courbes définies par des équations différentielles, Journal
de Math. 1885, pages 172—103.
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¢, ¢ et y désignant des séries de TavLor convergentes pour des valeurs
suffisamment petites de & et de y,. Or pour ce systéme l'équation (15) devient

w+1)(p—1)=o0

ce qui fait voir qu'il passe 4, et pas plus de 4, branches de caractéristiques
par le point £=o0, y, =0, dont deux sont données par I'équation y, =o,
a2 laquelle correspond le point z, =0, y, =0 du systéme (18). Il existe
donc deuz, et pas plus de deux, branches de caractéristiques du systéme
(18) aboutissant a l'origine et ayant z, = o pour tangente, l'une étant
située au-dessus et l'autre au-dessous de l'axe des z,.

On en conclut donc que toutes les autres caractéristiques qui abontis-
sent a l'origine ont la tangente déterminée

Yy — klxl = 0.
Posons donc

Yy, = (/"'1 + y?)xl
ce qui donne

dy, vy, —kz + Y,
x‘h_'? =2 %t
(19) ! dx\ XQz + X%'H

- .’D]"_’](kl + yr;))

X, désignant les termes de la plus petite dimension dans le dénominateur.

Si g, = o, cette équation se réduit 2 une équation pareille a celle
que nous avons traitée au n° 33.

Si au contraire g, > 0, on doit observer qu'il nous suffit d’étudier les
caractéristiques aboutissant & l'origine et ayant y, —k,z, = O pour tangente.
On prouve en effet, de la méme manidre que ci-dessus, que I'équation (19) ne
posséde pas plus de deux branches de caractéristiques aboutissant a I'origine et
ayant £, =0 pour tangente, d’olt I'on conclut que la droite z, = o est la seule
caractéristique aboutissant a l'origine avec cette tangente. La substitution

Y, = (ka + ya)xl

donnera alors une équation de la forme

dy y, — k2, + Y, -
el nhn t e,

ou X, désigne un polynome de dimension g, et ¥, X, ,, et ¢ des séries
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de TavLor dont les deux premitres ne contiennent que des termes des di-
mensions respectives > 2 et g, + 1.
Si ¢, > o, nous ferons la substitution
Y, = (/"3 + y.;)xl'
En continuant ainsi, au moyen de la substitution
Yo = (hiy + ya)
on parviendra a l'équation

(Igl) xq\+q2+...+qz_] d_'/_l Y by, + Ygl_l)
L de, - X‘u + X,

- x(f‘—l -8,
241
o X, est un polynome de dimension ¢, en z, et en y,, et ¢ une série
de TayLor. Il nous suffira d’étudier les caractéristiques de cette équation
aboutissant a lorigine et ayant y, — k,o, = o pour tangente.

Je dis qu’en prenant A suffisamment grand, on parviendra toujours a
une pareille équation (19’), ou ¢, = o.

On aura en effet

Y=y —kz+Y, =,k + ¥]=... =ui [y —h+ Y277,
X= qu + Xq|+1 = xq‘[qu + qu+1] == le+q:+---+q),_1 [Xsu + qu+1]'

(20)

Mais en faisant
ar, + By = &, 7o+ 0y = 7,
les constantes a, 8, y, ¢ étant des constantes convenables, on aura’
Y = [7— p(&)e",

X=[r"+ (@7 + o+ g (O],

(21)

¢, ¢, ..., ¢, BetP, désignant des fonctions holomorphes des variables.
Soit
LE, =17 ¢ + o+ P — [ + DT+ - el
i —E)

' Voir WEIERSTRASS, [inige auf die Theorie der avalylischen Functionen sich be-
stehende Siize. Math. Werke, Tome II.
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on aura

7+ GET L+, — = e(DLEL ) = O
olt P(&) est une série de Tavror et s un nombre entier.

En exprimant les variables £, 5 en #,, x,, les ¢quations (20) et (21)
nous ql)plennent que le premier membre de cette derniere équation est di-
visible par «7'. Or le second membre ne sera divisible que par zj, si
a 4 3k == 0, car on a

- (C( + /9/‘.1 + lgy;*)l‘l
= t’l -—*— [9/"1:)'I‘1 + [9/“‘1'7“1‘ + s + /3’/!7‘;
Apres un nombre A> s + 1 de substitutions on parviendra done néeessaire-

ment a une déquation diftérenticlle (197) telle que X soit une constante.

iy

On distinguera alors les trois cas sulvants:

I. SiTon a X, >0, q +q,+ ... 4 q_, = nombre impair.

11 n'existe pas de caractéristique de 1'équation (19’) traversant l'origine,
et on en conclut que le systeme (18) ne posséde pas de caractéristique
traversant l'origine.

On aura donc

¢ = 0; n = I.

IIL. s X, <o, 4, 49,4+ ... 4 ¢, = nombre impair.

Alors il existe seulement deux caractéristiques de I'équation (19’) abou-
tissant lorigine, si T'on ne compte pas la caractéristique x, =o a laquelle
correspond le point z, = o, y, = o du svsteme (18).

Nous avons donc 4, et pas plus de 4, caractéristiques du systeme
(18) aboutissant Porigine, ce ¢ui nous dopne

—4; 0= o0;

IIT.  Si enfin X, 0, ¢, + ¢, 4+ ... 4+ ¢,-, = nombre pair.

Il existe alors deux caractéristiques de D'équation (197) traversant
Porigine. Ces deux caractéristiques correspondront ¢évidemment a deux ca-
ractéristiques du systéme (18) traversant l'origine de telle sorte que l'une des
branches de chacune de ces caractéristiques aboutira a l'origine et v aura
@, = o pour tangente, tandis que l'antre v aura y, —/%, 2, == 0 pour tangente.

1
Nous aurons alors
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40. On sassure enfin aisément que le systéme (18) ne posséde jamais
de région nodale fermée appartenant a l'origine.

En effet, il v avait une pareille région nodale fermée, il existerait
toujours une infinité de caractéristiques aboutissant a l'origine avec la tan-
gente déterminée y, — ko, = 0 et pour ¢, = + oc et pour {, = — oC.
A la tangente ¥, = o ne correspond en effet pas plus de deux branches
de caractéristiques.

On en concluerait que le svstéme

de,
dt,

i

(X, + X,.1),

dy,

dar. = ko, 4 Y — =y 4 .’/2>[X7: + X'/:H]

auralt une infinité de demi-caractéristiques aboutissant a lorigine pour
f, =00 ainsi qu'une infinité, y aboutissant pour {, = -—0o0. De la méme
maniére on s’assurerait qu’il existerait une infinité de demi-caractéristiques
du systéme

de, N )

v Qi+ et tq; \

ar, o Xy + X
d‘!/z

, — -
dat =Y, — ]"7.x1 + Y2 P— xf l?[Xq), + - q;_+1jl,
1

aboutissant a l'origine pour ¢, = + oo, ainsi q'une infinité y aboutissant
pour ¢ = — 0.

Or ce dernier systéme posstde tout au plus une région nodale et pas
de région nodale fermée. Les caractéristiques de cette région nodale abou-

tissent donc toutes & l'origine pour ¢, = 4+ co, s'il v a une seule d'entre
elles y aboutissant pour ¢, = 4 co, et on en conclut qu'il n'existe pas
une 1infinité de caractéristiques aboutissant a l'origine pour ¢, = — co.

Nous pouvons réunir dans le théoreme suivant les résultats obtenus
pour tous les cas traités jusqu'ici.

Quand les racines de Uéquation (15) ne sont pas toutes les deur égales
@ zéro, la nmatwre duw point singulier x = o, y = o, du systéme (14) sera
completement déterminée par la valewr de i, et on aura

c=20+1); m=(1-—iz+10; m=o.

dcta mathematica. 2k, Imprimeé le 12 février 1900. 8
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Dans le cas, au contraire, oli les deux racines de l'équation (15) sont
égales & zéro, on voit aisément quil ne suffit pas de connaitre la valeur
de ¢ pour savoir déterminer la nature du point singulier.

41. Supposons enfin que les deux racines de I'équation

a—pn, ﬂ ‘
7 y 0 M|

soient toutes les deux égales a zéro.
Au moyen d'une substitution linéaire convenable on peut alors réduire
le systéme d’équations différentielles a la forme suivante

dz

zF]‘ = qu + Xq:+1)
dy,

a =% T

1
t, étant une nouvelle variable auxiliaire convenable.
En faisant
Y = r, + ay, = %;
on obtient

= 77’—a5+ Xﬁ’
(22) d
L= a(n—aé‘) + Yn)

X, et ¥, ne contenant que des termes dont la dimension est > 1.

Nous traiterons d'ailleurs ce cas plus tard.
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CHAPITRE 1IV.

Cas ou le polynome zY, —yX, (ou ¢,_,) n’a pas de facteur
linéaire réel multiple.

42. A cause des développements des pages 34, 35 au moyen d'une
substitution linéaire convenable on peut réduire le systéme d'équations diffé-
rentielles & l'une des formes suivantes:

dz,
a Xm(xl ’ yx) + X,
(23)

dy,
dt = YM(xx ’ ?/1) + Ym+1)

ou z, Y, — 4, X, ne s’annule pas identiquement, et

dx ,
(?1 = x] Qm‘—l (.’131 ) yl) + ‘\m+1)

(237)

EZT = y] Qm——l(‘xl ] ?/1) + Im+1'

La substitution peut en outre étre choisie de telle maniére que les poly-
nomes X, et Q,_; soient encore assujettis aux conditions

.Xm(O,yl)#:O, Qm-1(0>?/1)=*=0-

Nous ne traiterons en général dans ce chapitre que le cas ol aucun des
polynomes
xl Ym - .?/1Xm et Qm——l('f’vl ) y])

ne contient de facteur linéaire réel multiple.
Envisageons d'abord le systéme (23). On devra distinguer deux cas
suivant que z,Y, — v, X,, a des facteurs linéaires réels ou non.

43. I Supposons d’abord que z, Y, — y, X, n'ait pas de facteur li-
néaire réel.

On sait qu’il n’existe pas alors de caractéristique aboutissant a 'origine
avec une tangente déterminée, et 'origine sera alors un Foyer ou un Centre.
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Pour pouvoir décider lequel de ces cas aura lien, nous ferons la sub-
stitution
x, = pcosl,
Yy, =psinb,
ce qui donne

f_lq __pleos X, (cos 8, sin A 4 sin 8, (cos 0, sin 8) + pl)j_‘
48 cos #Y . (cos 1, sin ) — sin HX,,(cos 8, sin ) + o¢

bl

P et ) désignant des séries de TavYLOrR en p, cos @, sin#, convergentes
tant que p est suffisamment petit.
A cause des suppositions faites la fonction

cos 8Y, (cos @, sin f) — sin X, (cos 8 , sin 6)

ne s’annule pour aucune valeur de #. On peut alors développer le second
membre de la derniére équation en série ordonnée suivant les puissances
entiéres positives de p, ce qui donne

d .
(24) L=pV.(0) + p*V,0) + ...+ VO +

ou les fonctions V, sont des fonctions rationnelles finies de cos # et sind.
Soit p(6, p,) lintégrale de cette équation premant pour § = o la valeur
p,- En donnant a |p,| une valeur suffisamment petite, la fonction p(6, o,)
d’aprés un théoréme bien connu de M. Poixcark,' peut alors étre dé-
veloppée en série procédant suivant les puissances entieres positives de p,,
convergente pour ces valeurs de p , tant que 0 < ¢ < 27. On pourra par
conséquent écrire

p(0, po) = Pt (0) + piu,(0) + ... + pou,(0) + .. ..
Or on sait que
PO po) = po,
ce qui nous donne
u,(0) = 1, u,(0) = O, yv=12,3,....

En introduisant cette valeur de p(6, p,) dans 'équation {24) et en égalant

! Voir POINCARE: Méthodes nouvelles de la Mécanique Céleste. Tome I, page 58.
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les coefficients des diverses puissances de p, dans les deux membres de cette
équation, on obtient une série d’équations différentielles auxquelles doivent
satisfaire les fonctions #,, & savoir

du,

T = V,(9),
du, 2
(25) = w Vi(0) 4+ B V(6),
(j;‘ = u; Vi(0) + 2u,u, Vo (0) + ] V,(6),

Les fonctions w, seront complétement déterminées par la condition que
#,(0) = 1, u,(0) = 0, pour y = 2,3, ....
Supposons maintenant que les ¢ — 1 premiéres fonctions %, soient des
fonctions périodiques de @, mais que u, ne soit pas périodique.
Supposons pour fixer les idées que

u,(27) —u,(0) = — h < o.
On aura alors

p(27, p)) —p(o, p) = Pﬁl:_ b+ polttg4a(27) — w0, (0)] + - ]

En prenant ¢ suffisamment petit on aura donc

p (27, p)) — p(0, po) <O pour 0 < p, < 0.

On en conclut que

p(0, po) = p(27, po) > p47, po) > - . ..

La caractéristique du systéme qui rencontre la droite y = 0 au point p,
rencontrera donc cette droite de nouveau en des points de plus en plus
voisins de lorigine. Il n’existe donc pas de caractéristique fermée dans le
voisinage de l'origine, et ce point sera donc un Foyer.

La condition nécessaire et suffisante, pour que l’origine soit un Centre
est donc que toutes les fonctions u, soient des fonctions périodiques de 6,
et dans ce cas l'origine sera évidemment entourée par une région ou toutes
les caractéristiques seront des courbes fermdes.
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Quant a la question de savoir si les fonctions w, sont des fonctions
périodiques ou non, on doit observer que l'on peut toujours par des calculs
algébriques déterminer, si la fonction u, est périodique ou non. Mais,
quand il s’agit des fonctions #, ol v > 1, les difficultés sont beaucoup plus
grandes. On devra faire alors une étude analogue a celle que j'expose dans
mon mémoire Sur les équations différentielles linéaires & solutions périodiques,’
pour pouvoir déterminer si dans ce cas, 1'on peut s’assurer par des calculs
algébriques si #, est une fonction périodique ou non.

44. 1L Si au contraire z, 7,

m

— y, X,, a des facteurs linéaires réels,
nous ferons la substitution y, = z,%, ce qui nous donne

ﬂ _ Ivm(l , 7}‘) _ﬂXm(I s 77) + Y
d‘x - -Xm(l ’ 7) + le{

(26) z, ,
X et Y désignant des séries de TayLor en x, et en 7.
Sotent Ay < k, < ... <k, les différentes racines réelles de 1'équation

I7m(I y 7’) - 77Xm(l ) 77) = 0,

on sait que, a cause des suppositions faites,
d
%[Ym(l , ) — X, (1,9)] =0, pour =k,

En vertu des développements du chapitre précédent on sait alors dé-
terminer complétement la nature de chaque point singulier, x;=o0, p=1,,
de I'équation (26). En particulier on sait qu'il passe par un tel point, », = o,
» =Fk,, au moins une caractéristique autre que la droite », = o. Il existe
donc certainement des caractéristiques du systéme (23) aboutissant a 'origine
avec une tangente déterminée. On en conclut que toutes les caractéristiques
aboutissant a l'origine y ont des tangentes déterminées.

Les directions des tangentes possibles seront alors données par I'équation

xl Ym _lem = O.

Au moyen de I'hypotheése que X, (o, ) %= 0, on a fait en sorte qu'il n’y
ait pas de caractéristique aboutissant & lorigine avec la tangente z = o,

! Voir Ofversigt af Kongl. Vet. Akad. Forh. 11 Mars 1896.
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et on a evité de cette manitre la discussion des points a distance infinie
de I’équation (26).

On déterminera donc toutes les catactéristiques du svstéme (23) aboutis-
sant a lorigine, si 'on sait déterminer toutes les caractéristiques de 'équa-
tion (26) aboutissant aux points singuliers x, =0, 5 = k,, probleme que nous
avons résolu dans le chapitre précédent.

Observons d’abord que, s'il existe une caractéristique de I'équation (26)
traversant le point x, = o, % = k,, l'axe des 7 est nécessairement I'une
des branches de cette caractéristique. On en conclut que les deux branches
d'une caractéristique du systtme (23) qui traversent l'origine n'aboutissent
pas en ce point avec la méme tangente. Si I'une de ces branches aboutit
a lorigine avec la tangente y, — k,z, = o, l'autre v parviendra ou avec
la tangente y, — #,,,7, = 0, ou avec la tangente y, — k,_,x, = O.

Etudions les divers cas qui peuvent se présenter, en nous bornant
pourtant, pour fixer les idées, aux caractéristiques situées a droite de 1'axe des y.
Désignons a cet effet par P, P,,..., P, les différents points z =0, y=4#,, du
plan des x, 7, et par L,, la partie de 'axe des » interceptée entre P, et P, .

On devra distinguer les cas suivants

1) L,, peut étre prolongé aw dela de P, et de P .

v

Soit alors (L,,, L,) la caractéristique traversant P,, et (L, , L, ,) celle
traversant P,.,. Soient de plus Z) et L/, les caractéristiques du systeme
(23) correspondant a L, et Z,,, de l'équation (26). Il est alors évident
que la caractéristique (Z;, L;,,) traverse l'origine. Car par un point tres
voisin de L,, et situé entre L, et L,,,, passe alors une caractéristique qui
ne rencontre pas l'axe des 7 et qui est située entre L, et L,,,. Par
le point correspondant du plan des z,,y, passe alors une caractéristique

n’aboutissant pas a l'origine, et située entre L, et L,,,.

v

2) L,, peut étre prolongé au dela de P, mais L, finit en P,,.

Si L, désigne le prolongement de Z,,, et L. la caractéristique du plan

)
des z,, y,, correspondant & L,, on s'assure aisément qu'une caractéristique
passant par un point du plan des (r,, #,) tres voisin de L, et situé audessus
de cette courbe, finira en P,,,. La caractéristique correspondante du plan
des x,,y,, s'arrétera donc a lorigine et appartiendra & une région nodale

ouverte.
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Si L,, peut étre prolongé au dela de P,,,, mais finit en P,, on §'assure
de la méme maniére qu'il existe une région nodale ouverte dont les ca-
ractéristiques aboutiront a lorigine avee y, — ko, = O pour tangente.

3) St enfin L

saractéristique passant par un point trés voisin de L, s'arrétera et en P, et

. sarréte et en P, et en P, il est ¢évident quune
en P,.,. La caractéristique correspondante du’ plan des x,, y, appartiendra
done a une région nodale fermee.

(“est done seulement dans le cas 11 que le svstéme (231 possede une
caractéristique située a droite de I'axe des y et traversant lorigine. Elle
traversera alors l'origine dune maniére telle ¢que l'une des branches y ait la
droite y —k,» = o pour tangente, et ue ['autre parvienne a l'origine avec
la droite y — k,.,# = o pour tangente.

Il est évident que ce procédé sapplique aussi au cas ol il sagit de
déterminer, s’il existe une caractéristique traversant l'origine et dont les

deux branches y auront pour tangentes les deux droites y, — kz, == 0 et
4, — kyx, = 0. On doit seulement observer que par un point trés voisin

de l'axe des 7, situé a droite de cet axe et au-dessus de la droite y = /k,,
passera une caractéristique s'¢loignant vers l'infini et dont le prolongement
sera une caractéristique trés voisine de laxe des 7, située a gauche de cet
axe et allant de % = — oo vers 5 = k,, chose dont on s’assure aisément
en effectuant la substitution x, = &y, et en étudiant I'équation différentielle

15 XN, 1) — V.G, D+ 01X
d.’/x - lvm(g’ I) + ’/1 )-;

N
entre les variables £ et y,.

45. Envisageons maintenant le systtme (26). La substitution y, =z,7
donnera
. 7 . yiv, .7,
(27) St = s L
‘ - (Jmklk\ y 7;‘) + Ly

r> 1.

\

Comparer a ce sujet le n° 23.

Supposons d'abord que r=1. IL’équation (27) n'aura donc en 2énéral
pas de point singulier situé sur l'axe des 7. Par chaque point », = o,
7 = k passe alors une caractéristique a laquelle correspondent deux carac-
téristiques  du svstéme (23) aboutissant a lorigine et avant y, —Akr, =0,

pour tangente.
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On distinguera alors les cas suivants:

L 8t @, ,(1,k) %0, la caractéristique du plan des z,, », passant par
le point x,:=0, n=1FL, passera de I'un c6té a l'autre de l'axe des 7, et il
s'ensuit que les caractéristiques voisines couperont de méme nécessairement
cet axe.

Les caractéristiques du plan des #,,y,, correspondant aux demi-carac-
téristiques du plan des z,, 7, situées & gauche de l'axe des », aboutiront donc
toutes a l'origine, ce qui met en évidence que toutes ces caractéristiques
appartiennent a une région nodale.

Il en sera évidemment de méme pour les caractéristiques du plan des
z,, ¥, correspondant aux demi-caractéristiques du plan des r,, %, qui sont
situées a droite de l'axe des 7.

II. Si au contraire @,_,(1,%k) =o0, y(0,k)==0, on devra distinguer
deux cas suivant que la premiére dérivée de €,_,(1,7) qui ne s'annule
pas pour 7 =% est d'ordre pair ou est d’ordre impair.

S1 son ordre est un nombre pair, la caractéristique passant par le point
r, = 0, 5 =k, passera de l'un c6té A I'autre de 1'axe des 7, et la discussion
sera identique a celle qui vient d’étre faite.

7 L ¥

\ s

Fig. VIIL

St au contraire la premiére dérivée de ¢,_,(1, %) qui ne s'annule pas
est d’ordre impair, la caractéristique Z passant par le point &, =0, =1/ sera
tangente a l'axe des % (voir fig. VILI) et sera située de 1'un des cotés de cet
axe, ce qui met en évidence que les caractéristiques voisines, situées de 1'un
des cdtés de L, couperont 'axe des 7 en deux points voisins du point x, = o,
y=1/I et que les caractéristiques situées de I'autre coté s’éloigneront de l'axe

Acta mathemalica. 24, Imprimée le 12 février 1500. 9
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des . A la caractéristique L correspondra donc dans le plan des z, , y,
deux branches de caractéristiques L’ et L; aboutissant a l'origine avec la
méme tangente y, — kx, = 0, et situdes toutes les deux du méme coté de
l'axe des y, et il est alors évident que la caractéristique (L', Lj) traverse
Lorigine (voir Fig. VIII).

De TPautre co6té de l'axe des » une caractéristique voisine de L ira
couper l'axe des » en deux points, ce qui met en évidence que l'on aura
dans le plan des w,,y, une région nodale fermée située de l'autre c6té
de l'axe des y,.

Aux caractéristiques passant par des points de l'axe des y voisins du
point x, = o, » =k correspondront dans ce cas dans le plan des x, ,y,
une caractéristique traversant lorigine et une région nodale fermée.

Si ’équation

Qn;~1(1 ’ 77) =0

a s racines réelles dont aucune n'est racine de y(0, ) = 0, il existe alors
en général s courbes intdégrales traversant l'origine et s régions nodales
fermées.

I Si @,_.(1,k=0, y(o,k)=o0, le point z,=0, y=F est un point
singulier qui sera en général de la forme traitée dans le chapitre préeédent.
L’équation déterminant les tangentes possibles des caractéristiques aboutissant
a ce point nous montre qu’'il n’y a pas de caractéristique tangente a l'axe
des 7. Soit ¢, l'indice du point #,=o0, y=Fk, et ¢,=2(, + 1) le nombre
de caractéristiques traversant ce point, on distinguera les cas suivants:

1) i, =—1, ¢,=0. Les caractéristiques passant par des points de l'axe
des  trés voisins du point z =0, =~F, aboutiront alors toutes & ce point.
Les caractéristiques passant par des points oli 7 < & correspondront donc
a une région nodale fermée du plan des z, , y,, et celles qui passent par des
points oll 7 > £ correspondront a une autre région nodale fermée de ce plan.

2) 4,
le point x =0, y==Fk. L'une de ces courbes sera telle que l'nne de
ses branches sera située d'un c¢6té et l'autre de l'autre de I'axe des 7.
A cette caractéristique ne correspond évidemment pas de caractéristique du

= 0; ¢, = 2. Il existe alors deux courbes intégrales traversant

plan des =z ,y, traversant l'origine. IL’autre caractéristique qui traverse le
point # = o, y = k, sera telle que les branches sont toutes les deux situées
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du méme coté de I'axe des . A cette caractéristique correspond évidem-
ment une caractéristique du plan des «,, y, traversant l'origine.

On prouve de la méme manitre qu'au cas 1), qu'on aura aussi une
région nodale fermée correspondant a z, = o, y = k.

3) 4, =1; ¢, = 4. On voit alors qu'il existe deux caractéristiques
traversant le point , = o, % = &, dont les deux branches sont situdes du
méme c6té de l'axe des 7. A ces caractéristiques correspondent alors dans
le plan des x,,y, deux caractéristiques traversant l'origine, et dans ce cas
il n'y aura pas de région nodale fermée.

Si enfin 7 > 1, toutes les racines de 1’équation

Qur (1, v) =0
nous donneront des points singuliers de 1'équation (27) situés sur l'axe
des %, et la discussion de ces points est tout analogue a celle du cas ofl
¥ =1. On doit seulement observer que si l'on a

@Qmr(1, k) = 0; y(0, k) =o0;

le point %, = 0, » = & ne rentrera pas dans les cas traités dans le chapitre
précédent.

CHAPITRE V.

Le cas général.

46. Au moyen d’une substitution de la forme
x, = ax + fy, R
ol ad — fr > o,
Y =717+ 9y,

on peut alors réduire le systtme (11) a l'une des formes (23) et (23').
Si on est en présence du systéme (23), la substitution

15 61’
Y = (771 + k)€,

X
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ol %, est une racine réelle de 1'équation

(28) Y. (1,9 —5X, (1,9 = o,

nous donne un systéme de la forme

(29) a, = Sl%00m k) + &)

29 !

) g | ‘
d_fl =Y, (1,9 + k)—@ + &) X.(1,9 + k) + &,

¢ et ¢ désignant des séries de TavLor en & ,7%,, convergentes dans le
voisinage de & = o, 5, = O.

A une caractéristique du systtme (23) aboutissant a l'origine et ¥
ayant pour tangente y, — k x, = 0O, correspondra alors une caractéristique
du systéme (29) aboutissant a l'origine.

S’il existe des courbes intégrales du premier systtme aboutissant a
l'origine avec des tangentes déterminées, on les obtiendra toutes en déter-
minant les caractéristiques de tous les systémes (29) passant par l'origine
(correspondant aux différentes racines de 1'équation (28)).

On doit observer de plus que toutes les caractéristiques du systéme
(29) aboutissant & l'origine, v auront des tangentes déterminées, car il existe
toujours une caractéristique, a savoir & = o, qui aboutit a l'origine avec
une tangente déterminée.

On aura en outre

aX + ﬂY = E;"[Xm(l y )+ k) + 5155]’
(r— alk, + )] X + [0 — Bk + 7] Y
= ET[:YM(I 7”1 + kl) - (vl + kl)Xm(I y”l + ]”1) + 519[}]

Si au contraire on est en présence du systéme 23°), et si A, est une racine
réelle de

(287) Qua(1,7,) =0

la substitution en question réduit 1'étude des caractéristiques du systéme (23’)
aboutissant & l'origine avec la tangente y — 4,z = o, & celle des caractéris-
tiques aboutissant a 1l'origine d'un systéme d'équations de la forme

d§, .
?dT = Qm—l(l b vl + ]"l) + ;1¢7
(20') ' oll ¥ > 1.

dy, s
E:?_‘ = §] ll(claﬂx)s
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On doit observer pourtant qu'il nous suffit d'étudier les caractéristiques de ce
systéme aboutissant a 'origine avec des tangentes déterminées car une spirale
se rapprochant indéfiniment de I'origine de I’équation (29’) coupera nécessaire-
ment la droite & =0 en une infinité de points réguliers et ne nous donnera
donc pas de caractéristiques du systéme (23') autres que celles qu’on obtient
en ¢étudiant les points réguliers de la droite £ = o. Dans le cas ou
l'origine du systéme (29) est un Foyer (ou un Centre) il n’existe évidem-
ment pas de caractéristique du systeme (23’) aboutissant a l'origine avec la
tangente y, — k,x, = O, mails cette droite sera comprise dans deux régions
nodales fermées, 1'une située a gauche de l'axe des y, l'autre a droite.

A chaque demi-droite tirée de l'origine dans une direction voisine de
celle de y — ko = o, correspondra alors une caractéristique appartenant a
l'une de ces régions nodales fermées et aboutissant 4 l'origine de manicre
a y avoir pour tangente la demi-droite en question. Voir Fig. IX.

Fig. IX.

Les expressions des seconds membres du systéme (29°) seront données
par les équations suivantes:

aX + ﬁY == 57‘[(1)'"1-1({ 7721 + ]‘]) + Elg]a
r— ol + )] X + [0 — 8k, + 7] ¥ = 07§ 7(E p)l

47. Résumons enfin les résultats obtenus: Etant donné¢ un systéme
d’équations différentielles de la forme

(30)

dz dy

7= = Y
dt ’ dt ’
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on peut donc toujours par une substitution bilinéaire convenable réduire
I'étude des caractéristiques de ce systéme a celle des caractéristiques, aboutis-
sant a l'origine avec des tangentes déterminées, des divers systémes d'équa-
tions de la forme .

43 -

""""" =X, 7,

(31)
dy,
at,

ou les termes de la plus petite dimension sont de l'ordre m, < m 4 1, et
ou l'on a

aX + BY = &p X,
[r— ok + )] X + [0 — plk, + )] ¥ = &77° 1,

¢ étant une quantité égale & 1 ou a zéro, suivant que le polynome de di-
mension en Y — yX s’annule identiquement ou non. On aura donc enfin

X =& (a 4 by X, + 081771,
Y = &P 7'[(c + dy)é5X, + dé1T° T,

les quantités a, b, ¢, d étant données par les équations suivantes

(32)

B—‘ﬂkl b= /3 . C=__T+ak1. d__ a

a = — =
ad — fAy’ ad — Ay’ ad — 3y’ ad — Iy

Nous supposerons en outre que les constantes a, 3,7, ¢ sont choisies de
telle sorte que

6 — ﬂlﬁ =’= O,
k; désignant une racine quelconque de 1'équation (28) ou de I'équation (28°).

48. En écrivant la substitution bilinéaire sous la forme suivante

. r = (a + bﬂl)ely
(33) a =0

y=I(+ d’?x)én
nous pouvons donc affirmer qu’'au moyen d'une telle substitution on peut
réduire 1'étude des courbes intégrales du systéme (30) aboutissant a 1'origine
avec des tangentes déterminées & celle des caractéristiques aboutissant a
l'origine avec des tangentes déterminées des divers systémes de la forme (31)
ou les fonctions X, ¥, et X, Y, sont assujetties aux relations (32).
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49. En traitant le systéme (31) de la méme maniére on peut donc
réduire 1’étude de Dorigine de ce systéme a celle de l'origine de divers
systémes d’équations différentielles

g, .
' E}; = X2(C2 ) v2))
(317

dv2 -
(—ﬁ; = Y2(C'.’ y 02>)

que l'on obtient au moyen de substitutions de la forme
£ = (ax + b17/’2)52>
7= (6, + dip);,

a, = 0

ot les termes de la plus petite dimension sont de I'ordre m, <m, + 1, et ol
Xy = & (a, + b€ Xy + 0,670 1],
Yl == ;"1—1 [[Cl + d172]€§lx‘2 + d]é‘}:+sx Y«_»]

En continuant ainsi on sera en général conduit a étudier les équations
différentielles
¢,
B~ X6, ),
v

dn,
= V&, 7))

que l'on obtient au moyen des substitutions

Ev—l = (av—l + by—l’?v)é-v’
7714——1 = (CV—l + dv—l’?v)fv)

a’v——] =t= O)
et ol
Xv—l = E:”v_l_l [[av—l + bv—~17v]6iv—l Xv + bv—léi“_‘r"’1 Yv])
Y, =& lom + dop )X, + d, &0 L)

On aura alors

v

r = (a + bﬂt)(al + bl’??) S (- I bv—xﬂ»)
y = (c+ dp)a, + bm) ... (a1 + b17)

9N

vy

(34)

e

v



72 Ivar Bendixson.

et

> em—itm =4 Fm,_ —17 R
; A - ;V ! ‘\v(;y> 7u))
(35) 1 T4+... 4+ 1

> mm—1my— edmy, =l e

Y = <, 4 ),.,(;v R 7/),

oll X, et Y, désignent des séries de Tavror en Z, et 7, convergentes dans

le voisinage de &, = o, 7, = o.

50. Je dis qu en prenant v suffisamment grand, on parviendra toujours
a des fonctions X, et T, telles que leurs termes de la plus petite dimension
soient tout au plus du premier ordre.

En posant
hr 4+ ky = &,

]llx '4" ]'ly = 77)

aprés avoir choisi les constantes %, &, i, k&, d'une maniére convenable,
on sait en effet, d’aprés un théoréme bien connu de WEIERsTRASS," qu’on
peut écrire

aX + BY = [7" + ¢,(&)y" 7 4 .+ eal]FC7,
X 4 0¥ =[5 + (&7 + o GalE])eC,

les fonctions ¢,, ¢, ainsi que P et P, étant des séries de Tayror con-
vergentes dans le voisinage de £=o0, y=o0.
En faisant

= 7"+ el fi" 4+ ea(é),
¢(E, 7}) _ 77::: + SV/'I(E,WJMﬁl 4+ ...+ fjjm(f)’

S

e

3
l

on aura alors en vertu des équations (33)

wnmi—14pm—1 “.'...+I",‘_lkl X,

= 3 ‘g N
p(q bl 7/‘) = <, »(:y 3 vv,)7
P N am—ltm—14 . +m, -1 yr, e 5
9/}(; ) 7/‘) = ;y ! I 13 ‘Cv y r/'a,))

les fonctions X, et Y. étant des séries de Tayror convergentes dans le
voisinage de & = o, 7, = O.

' Voir WEIERSTRASS: Einige auf die Theorie der analytischen Functionen melrerer

Verdnderlichen sich bexichende Sitze. Math. Werke, tome II.
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Appliquons maintenant la méthode de la recherche du plus grand com-
mun diviseur aux deux polynomes en 7, ¢ et ¢. On pourra alors déter-
miner deux polynomes en %, L(&, %), 3£, %) dont les coefficients sont
des fonctions holomorphes en &, tels que l'on ait

(36) LE, 7). ¢(&, 9 + ME, 7). ¢E&, ) = B(&),

P désignant une série de TavLor en &, convergente dans le voisinage de
&=o0, et que I'on pourra mettre sous la forme

S’B(fj = Lfeh®

ou s sera un nombre entier facile a déterminer et P, une autre série de
TayLor convergente dans le voisinage de & = o.
Choisissons enfin les constantes % et & de sorte que l'on ait

ha + ke == o,

et introduisons dans l'équation (36) les nouvelles variables &, | #,.
Les équations (34) nous apprennent alors que le second membre de

2541

I'équation (36) est divisible par £; mais ne l'est pas par &*'. Le premier
membre sera au contraire divisible par &'ttt

Il s’ensuit que si y>s l'une des quantités m—r1,m,—1, ..., m, _, —1
sera nécessairement égale a zéro.

Il est donc établi qu'on parviendra toujours a un svsteme de la forme

az,

df,, = 'X/(Ev b 7'.,),
dr, ;e
dtly - I v (‘:/ ) ﬂv))

ol les termes de Ja dimension minima sont au plus du premier ordre.

c. q. f. d.

51. On powrra donc toujours, a laide de la méthode de réduction
développée ici, réduire 1'étude de l'origine du svsteme (30) & 'étude des
courbes intégrales de diverses équations différentielles dont les termes de la
plus petite dimension sont au plus du premier ordre. Les seuls de ces sy-
stémes que nous ne sachions pas encore traiter sont ceux de la forme (22),
et il ne nous reste donc a traiter qu'un svsttme de cette forme.

Acta mathematica. 24, Iimprimé le 13 février 1400. 10
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Observons d’abord que les caractéristiques de ce systéme aboutissant a
I'origine avec des tangentes déterminées y aboutiront avec  — a& = o
pour tangente.

Au moyen de la substitution

7= (a +\771)51) E] == E

on obtient alors

d§, -3
ﬁ“ = 51[71 + ¢1¢J’
(37) d
677‘ = 77? + 519’)(51 » 771))

¢ et ¢ désignant des séries de TAYLOR.
Si ¢(0,0) ne s’annule pas, les caractéristiques aboutissant a l'origine
avec des tangentes déterminées y aboutiront toutes avec &= 0 pour tangente.
En faisant alors

o

S = 47,
on obtient
dy, .
% = ‘77% + x1771€l’(0> o) + ¢s,

d.
d“:_l = 20,7 — x?ﬁb(O, O) + €3,

(38)

¢, et ¢, ne contenant que des termes de dimension supérieure a 2.
L’équation déterminant les tangentes & l'origine sera ici

x,7,(22,¢ (0, 0) — 3y) = oO.

Toutes ces tangentes étant distinctes nous savons traiter le systeme (38)
a l'aide de la méthode du chapitre IV.

La substitution y» = (a + #,)¢ conduira donc & un systéme que nous
savons déja traiter ou a un systéme (37) tel que ¢(0,0)=0, dont les termes de
la plus petite dimension seront évidemment d’ordre 2. En traitant ce systéme
par notre méthode de réduction donnée dans ce chapitre, on parviendra ou a
un systéme que nous savons déja traiter ou a un systéme de la forme (22); ce
dernier conduira & un systéme dont les termes de la plus petite dimension sont

d’ordre 2, dans le cas ot il ne conduit pas 4 un systéme que nous savons traiter.
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Mais 1'équation (36) met en évidemce que nous ne pouvons pas ren-
contrer plus de s pareils systtmes d’équations dont les termes de la plus
petite dimension sont d’ordre 2, et il s'ensuit que nous parviendrons toujours
a des systemes d’équations différentielles que nous savons traiter.

e. q- £ d.

52. La méthode de réduction développée ici offre la plus grande
analogie avec celle qui a été employée par WEeIERsTRAsS pour l'étude des
fonctions algébriques; je l'ai d’abord publiée dans un mémoire présenté a
l'académie des sciences a Stockholm le 9 nov. 1898 et intitulé Sur les points
singuliers des équations différentielles.

En appliquant cette méthode de réduction on sera donc conduit a
étudier une suite d'équations différentielles de la forme

“, d’
(30) x"‘j: =ay + bx + ¢ + P(x,y)

ot P désigne une série de TayLor convergente pour des valeurs suffi-
samment petites de z et de y, et ne contenant que des termes au moins
de la deuxiéme dimension.

Si ¢ = 0, le point # =0, y = 0, est un point régulier.

Dans le cas ou toutes les équations différentielles (39) qu'on doit
étudier sont telles que 2 = 0, y = 0 est un point régulier, on en conclut
quil n'y a pas de caractéristique aboutissant & l'origine avec une tangente
déterminée, et l'origine sera alors un Fover ou un Centre. Inversément il
est évident qu'il existe toujours au moins une branche de caractéristique
aboutissant a l'origine avec une tangente déterminée, pourvu que l'une des
équations (39) que l'on aura alors a étudier soit telle que ¢ = o.

Dans le cas ou il existe des caractéristiques aboutissant a 1'origine avec
des tangentes détermindes, notre méthode permet toujours de déterminer les
nombres ¢, #, n;.

Dans le cas au contraire olt il 1’y a pas de caractéristique aboutissant
a l'origine avec une tangente déterminée, notre méthode ne permet pas de
décider si on est en présence d'un Foyer ou d'un Centre. L’'étude de
ces cas semble en général offrir des difficultés considérables que je n’ai
pas su vaincre.
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CHAPITRE VL

Quelques théoremes relatifs aux cas ou X et )} sont des
polynomes.

53. Dans le cas ot X et ¥ sont des polynomes, on peut étudier les
caractéristiques a distance infinie de la méme maniére que dans le voisinage
d’un point singulier ordinaire. Supposons en effet que nos équations soient
de la forme

1z , N ‘

==X @0+ S = X,
(40)

dy T ) 7~ Y

5= Y@+ Y,y =7,

on X, et Y, sont des polynomes de dimension ¢, et ot X, ,, ¥,_, ne
contiennent pas de termes de dimension > ¢ — 1I.
Nous ferons une substitution de la forme

P

|

( _ . y
41) “—z:+?i2: '—z:+y2'

S|

A un cercle x* 4+ y* = R? dans le plan des x,y, de ravon trés grand R,
i

73> dans le plan des z , y de rayon tres

correspond alors un cercle, z° 4% =
1 . e o= -
petit . Il nous suffit done d’étudier le point £ =0, y =0 dans la nouvelle

équation en z et en y qu'on chtient.
Or les équations (40! donnent

dy T . - N

== T—:_—T—,[“ff} —yXi — yleX + y1)],
{42) _ .

dz i

= e — X 4 2@X 4 T

‘On aura done

!

yeX 4+ yY1— 7Y — yX)
2eX + y¥, + ulzY — yX]

.}

<

(43}

§il

i
&)
=

.

k]
]

M
wi
ot

[ 4
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ot Y et X sont des polynomes en x et y dont ies termes de la plus petite
dimension sont

S L — Xz ]

\I
\i
b

JIEX, @, 5) + 51,
et
w[zX (z, ) + yY,(x 0] + 2712, 9 —uX (2 AT, U

L’équation déterminant les directions des tangentes a l'origine nouvelle sera
¥ v, —yX, (¥, 9 =0

et on en conclut que les directions des tangentes a 1'infini du systéme (40)
seront données par

(44} ¥ (&, —yX,(x, ¥y = o.

On doit comparer a ceci la méthode de projection emplovée par M. Poincarg
pour I'étude des points a linfini.

Si 'équation (44) par exemple n’est satisfaite par aucune valeur réelle de
) , I'infini sera un Foyer ou un Centre. Cela correspond chez M. PoiNcare
au cas ou l'équatenr est une caractéristique qui ne passe par aucun point
singulier.

Les autres eas étudiés par lillustre géomitre sont ceux olt I'équation
{44} n'a pas de facteur lindaire réel multiple.

Le eas ou Dl'équation {44) est identiquement satisfaite correspondrait,
ce me semble, dans la terminologie de M. Porscari, au cas ot chague point
de I'équatevrc est un point singnlier.

Le nowpre total des peoints singuliers ‘v compris le point a Uinfini)
étant dans ce cas wn nomire tinl. on peut donuer la forme suivante au

théoréeme VII de la page 23

Théoréme. Une demi-~vactéristique I cevu on Lien une conrbe fermée,
ou biei s'approchera incléﬁnfmg.w Fupe  cavoctéristigne  fermée, ow  entii
Sarrétere dans un point singulier.

Il sers toujours possible de taire Ia dwv:vion compléte des caraetéri-
stiques dn  systéme f40} Jdans Lo veisinuze des points singuliers a Paide
des méthoclzs dévelomudes dans ee udmnive.



78 Ivar Bendixson.

Quant a la détermination des caractéristiques fermées, c’est un probleme
d'une nature beaucoup plus compliquée. Pour 1 étude de ce probléme nous
renvovons le lecteur aux travaux de M. PoiNcarg.

Il existe pourtant un cas on il est facile de s’assurer quil n'existe pas
de caractéristique fermée. (Vest quand 1'équation

X ¥,

oy
ne représente pas de courbe réelle. On aura en effet

X Y o ]
lﬂ5+ﬁymph1ﬁm—m%

4

S désignant une courbe fermée, et A laire comprise a son intérieur. Si
S est une caractéristique fermée, on aura donc

I

A

X
dx

+

oy

erJ_ o,

ce qui met en évidence que l'aire 4 doit étre traverséee par l'une des courbes

¥
satisfaisant a 1'équation ? + ay =0

54. \Iaintenant soit i, lindice du point x =0, y = o de l'équation
(43) et solent 4,4, , ..., 7,, les indices des différents points singuliers finis
P, P ... P, du systtme (40l. Nous voulons prouver que la relation
suivante
(45) o+ Xi = — 2

subsiste toujours.
A cet effet soit 1 l'indice de la fonction

xX 4+ yY
Y — —7/\

pour un contour fermé C entourant l'origine, et soient P, P,, ..., P, les
points singuliers du systéme (40) situés a l'intérieur de C. On aura alors
la relation

(46) ) N S S S
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En effet supposons qu’on ait choisi les axes de telle maniére qu'aucun des
P, ne soit situé sur l'axe des x. Les seuls points ou le numérateur et le

dénominateur de la fonction —%—;{7 s’annulent simultanément sont P,
P, ..., P, et lorigine. L’indice I sera donc égal a la somme des indices
X + yY

de ces points pour la fonction g

Or cette fonction passe par zéro de la méme maniére exactement que
la fonction
x Y

y X

(voir page 40). On en conclut que I est égal a l'indice de cette derniére

fonction sur le contour C. Mais au point P, l'indice de. la fonction
z

—1——%; est évidemment égal & — 4, et & l'origine son indice est égal a
Y
— 1, ce qui met en évidence que 1'équation (46) a lieu.
Maintenant prenons pour contour C le cercle z° 4+ y* = R*, comprenant

a son intérieur tous les points singuliers P,, P,, ..., P, du systéme (40).

* Quand le point z,y, parcourt le cercle z* + y* = R’ dans le sens
positif, le point correspondant z , 7, parcourt le cercle z° + y* R’ dans
le sens positif. Or on a

a:X+

7Y X +yY
—4x Y —yX
I’indice du second membre sera sur le cercle C égal & 24, 4 1 et celui

I R
du membre premier sera sur le cercle z* + y? = 5 égal a — . — 1, ce

qui finalement donne
m
i, + i, = — 2.
v=]

En désignant par ¢’ et #; les nombres ¢ et », correspondant au point P,
cette relation peut s’écrire

m

(45") ¢* —mny + Z[c — ] = 2(m — 1),

On peut en conclure quelques résultats intéressants.
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1) Dans le cas ol il n'y a pas de point singulier fini, le point a
Iinfini sera nécessairement un point singulier auquel appartiendront au moins
deux régions nodales fermdes.

2) Dans le cas ot m > 2, il existera nécessairement des caractéristiques

traversant un point singulier.

55. Observons enfin que la relation (46) n’exige pas que X et Y
soient des polynomes. En appliquant cette relation a une caractéristique
fermée C entourant l'origine, on s'assure aisément que [ est égal a zéro.

A cause de la relation
dp X +uY
ag ‘O'xY—— yX

I sera en effet égal a la différence entre le nombre des valeurs maxima et le
nombre des valeurs minima de p que l'on obtient, quand un point parcourt
le contour C.

Or il est évident que le nombre de valeurs maxima est égal au nombre
de valeurs minima, ce qui donne

I =o.
On pourra donc énoncer le théoréme suivant

Soit C une caractéristique fermée et soient i , 1, , ..., i, les indices des
points singulicrs situés @ Uintériewr de C, on aurd

i1+i3+"‘+im:<—_1‘

Il est évident qu'on pourrait obtenir le théoreme (I1I} comme consé-
quence immédiate de ce dernier théoréme.
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CHAPITRE VIIL

Sur le caleul des intégrales par des approximations successives.

56. Nous avons prouvé dans les chapitres précédents que l'étude des
caractéristiques dans le voisinage d'un point singulier se réduit toujours a
celle de plusieurs équations différentielles de la forme
(47) ’v"‘% =ay + br + ¢, y),
¢ désignant une série de I'svLor me contenant (ue des termes de dimen-
sion > 2, convergente pour |z| <4, |y <4, et « désignant une quantité
différente de zéro.

Pour effectuer le calcul des intégrales il suffit donc de traiter les
équations différentielles de cette forme. '

57. Pour fixer les idées nous traiterons ici le cas ou m = 2n et
@ > 0, et nous écrirons alors notre équation de la maniére suivante:
Q) 2n d"/ 3 ; 1 { on
(43) o= (20 — D[ay + bix + ¢\(r, )], a, > o.
Nous donnerons une méthode d'approximations successives a l'aide de
laquelle on peut effectuer le calcul des intégrales de cette équation dans
le voisinage de 1'origine.
. . . b4 ¢lx, 0 .
A cet effet soit A7 la valeur maxima de -2 %" ,,,}, et soit IV la va-
i

: d¢
leur maxima de éi/, pour [z| < p, <3 |y| < p, <o
!/ b A p——

' Comparer & ce sujet mon mémoire: Sur les points singuliers des équations diffé-
rentielles, Ofversigt af K. Vet. Akad. Férhandlingar, Febr. 9, 1898, ou jai
développé la méthode donnée dans ce chapitre d’une maniére un peu différente de celle
exposée ici.

Acta wnathematica, 24, Imprimeé le 13 févricr 1900. 11
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En prenant p, suffisamment petit on peut alors faire en sorte que
Pon ait

N
=<1 pow |z|<p; |y| <

La quantité p, étant ainsi déterminée, on déterminera la quantité positive
o en sorte que l'on ait
[+2]
14+ =
a]

(49) £ T<401-

a

1

Soit maintenant x,, y,, un point du plan tel que l'on ait
o<z <p: |nl<p;

et soit y(z) l'intégrale de 1'équation (48) qui prend pour z = 7, la valeur
¥,- On sait alors que y(0) = o (voir page 45) et on pourra calculer de
la maniére suivante les valeurs de y(z) pour o <z < p.

Déterminons d’abord la fonction y, de manitre qu’elle satisfasse a

p "‘ndyl

Yo = (2n — D[ay, + bx + ¢.(z, 0)]

et qu'elle prenne la valeur y, pour z = z,.
Ayant formé ensuite 1’équation différentielle

an @1
x‘"—i-'lﬁ = (2n — 1)[a,3/2 + b,z + 5;,(:17 ) !/1)]

awx

on déterminera y, par la condition qu'il prenne la valeur y, pour r=2,.
. . . , . .\ I . N v, .
En continuant ainsi on déterminera y, de maniére qu’il satisfasse a 1'équation

2n dyl‘

z de =(2n—1)[a1yv+bzx_}_spi(m)yv—l;)]) y=12,3,...

et qu’il prenne la valeur y, pour z = .
Je dis qu'alors l'intégrale y(x) sera donnée par l'équation

y(z)=u + Z:l(%“ — ), pour 0 <z < x,.
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58. En effet observons que la méthode de résolution bien connue
des équations linéaires donne

To

a a a
Py R —am [(ha 4 e, v) =
(50) ¥y, = y,e" — e S Tu TV (an— 1) dx

pln )

«

Observons encore que si lm y,_,=0, cette équation donne lim y, =o.

z=4+0 z=40
On a en effet
X,
a 2
IZul—l—x:tl—l _x:-‘-l /Z(Q?) ;%‘——1
Y, = Y€ —e —sz(m"“I)e dx

ne

. U 3«(‘.5) 4
—e ""'fiz;‘—(zn— 1)e* dr,

x

x(x) désignant une fonction continue telle que lim y(x) = o, et ¢ une
r=40

quantité positive trés petite. Les deux premiers termes du second membre

tendront vers zéro quand z tend vers 4+ o. Le dernier terme pouvant
s’écrire

z a *

a, .// ) ay ] a1 pZe—d
A 74 221 [4
e’ Lo (2n— 1)e*" 'dx = y(x S

/ z" ( ’ l( ') a, a,

Z

z, étant une valeur de x située entre x et &, on en conclut que cette
expression tend vers zéro quand e et < ¢ tendent vers zéro.
Revenons maintenant a ’équation (50). On en tire

o

yy+1 — yv _— e_;"'—“fspl(w ) %) - sﬂl(z y yv—l) (2n . I)e'_,,_-zT-l dx

zn

T

Tant que les fonctions y, et y,_, seront < p, en valeur absolue pour
0 < <, on aura

Zo
o

~.r?aT‘—1 I le..a — Y1

a4

|y —u] <e (2n — 1)e* 'dx pour 0 <% < .

zin
(4
x
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Désignons enfin par m, la valeur maxima que prend la fonction |y,—g/,_1|

pour o <z <,, on aura

Lo
oy > @

s N Z2n -1
R I L

(%
x

En effectuant l'intégration, on obtient

a o,

N RO T Y R et |
I!/y+1 -g/,l < m,.—[l — e T ] pour o <z < 7,

a
ou finalement

m,y, < mv.i—v pour 0 < x < x,.
Cette derniére inégalité subsiste tant que les fonctions y, et y,_, sont < p,
en valeurs absolue pour o < <=z, Or l'équation (50) donne

To
@y

L — ey bz + ‘z ()) “n
. n n— [ Zn -
et el o E lf 1 t ___(277/ - 1)61 ’dx

Yy = Y€ - 220

x

ou enfin

Zo

’__zaTl-'l M ;:n%l
ly,|<p+e ~ f‘:,n (2n — 1)e”" dx

2

<p[1 +(1:—1_J<,o1 pour 0 <z < ,.

1

On en conclut que

N N M
m?<m,.——<§—.[l +;JP pour 0 < % = %,
1 1 1

ly2|<ly2_’y1| + Iyll</0[’ +;ll{:“il +g]<4‘01-

1

De cette inégalité on tire

v : M
m3<m‘,ﬁ<£v—[1 +—]p pour 0 < z < 7,
“a, a, a, = =
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d’oit 'on conclut

M N v *
|y3| < my + m, + m, <p[x +;{:”I + f+ *] < p-

1

En continuant ainsi on voit que l'on a
N
m,,., < m,—~  pour o<z <z,

et on obtient

Cette derniére inégalité met en évidence que la série

y(x) =+ :Zfl(yu-l — 1)

est uniformément convergente pour o < z < «,.
L’équation
m4+m

d )
x?n z %(yv-l-l "—yv) =(2‘n"“1)[“1(?}m+,,,'+1'"ym+1) +Ql(m,ym+,,,->—551(-7;,3/,,,)]
v=m+1

, . Lo, “.d .
nous apprend alors que la série des dérivées Ya(y,ﬁ—- y,) est uniforme-

v=1

< (2”’ - 1)[al|ym+m'+l - ;’/m+1| + lenrb-m' - !/m

ment convergente pour ¢ <z < x,, ¢ étant un nombre positif aussi petit
que l'on voudra, et il s’ensuitfque la fonction y(z) satisfait pour toutes
ces valeurs de x a l'équation différentielle donnée. Or e étant aussi petit
que l'on voudra, la fonction y(z) représentera l'intégrale cherchée de 1'équa-
tion (48) pour o <z < x,, et comme la série s'annule pour x = o, elle
représentera aussi pour cette valeur de z l'intégrale cherchée.

c. q. f. d.

59. Nous savons de cette maniere calculer toute caractéristique aboutis-
sant & lorigine et située a droite de Y'axe des . A gauche de cet axe il
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n’existe plus qu'une seule caractéristique (voir page 46), et la méthode
s'applique au calcul de cette caractéristique de la maniére suivante.
Nous commencerons par prouver qu'une équation différentielle

. d ,
P = (2m — Vay + ¢(2),

ou ¢(z), pour des valeurs négatives de xz, est une fonction continue telle que

lim ¢(z) = o,
z=—0
possede une seule intégrale qui s’annule pour z = — o.

En effet l'intégrale générale de cette derniére équation pouvant s'écrire

y = e—mli(] + fﬁj)e’_ﬁdﬂ;]

To

ol C est une constante arbitraire, on voit qu’il faut avoir

0

—
pour que lim y s'annule. I/intégrale s’annulant pour # = — o, powra
r=-0
done s’écrire
0

e [(9(x) w5
y=—e* j%e’ drz pour — x, <z < 0.

x

En appliquant notre méthode d’approximations successives a 1'équation (438)
nous déterminerons maintenant y, de maniére que l'on ait

d
x”d;:l = (2n— 1)(ay, + bz + ¢,(z, 0)]

et que lm y, = o.

z=—90

Nous déterminerons ensuite y, en sorte que l'on ait

2n d. 1
M= (an — Dy, + be + pi(@, 1)
et que limy, = o.

z=—0
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En continuant ainsi on obtient en général

[}
2] ) a,
o | e+ e e, ) e
5 e
A :

Iy, = —c 2n — 1)drx, y=1,2,3,...

<€
pour —x, <z <o0
et
0
ay o
e Ny, — vy, T
I?/H—l - !/'»| <e’ lf“'l./} 32?{:'_1»&(2" - I)eﬁ ](1.’13,
&
T
tant que |n]| <p,, 9] <p
d ot I'on conclut enfin que

My <m,.—
al

, pour —x, <z <o,

m, désignant, comme au cas précédent, la valeur maxima de |y, —y,..,| pour
— %, <2 < 0, et l'inégalité ayant lieu tant que les fonctions y, et y
sont < p, en valeur absolue pour — z, <z < o.

v-1
On prouve maintenant de la méme manitre qu'au cas précédent que

oL
2 m,

v=0

est convergente, d'olt I'on conclut que les séries

d .
— Y1 — W)

dax

1

3/(\7) = + ygl(ywl - yv))

y=

sont uniformément convergentes, la premitre pour — z, <z < o, la seconde
pour

z, <z < —¢, ¢ {(tant une valeur positive aussi petite que l'on

voudra. Il s'ensuit enfin que y(x) est une intégrale de I'équation (48)
telle que lim y(x) = o.

Zax—0

c. q. f. d.

I1 est évident que la méme méthode s’applique au calcul des inté-
grales de 1'équation (47), quelles que soient les valeurs de m et de «. On
doit pourtant observer que dans le cas ol m == 1 et ol ¢ > 0, on aura

Iy
2]
iy (he 4+ ¢(r. Uyrt)
9 _— paJo .4 vl N Ay
!/, =T et x / .(‘“+] ([J}l
0 N
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Au contraire dans le cas o1 l'on a m = 1, ¢ = — a, < 0O, on aura
> i »

0
Y =—x ™ j Tox + elx, ¥, )]z dr.

En ayant égard a cette observation, il est évident (ue la démonstration
donnée embrasse aussi ces deux derniers cas.
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