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Wirkliche Ausfithrung der ganzzahligen Multipli-
cation der elliptischen Functionen.
(Von Herrn L. Kiepert in Freiburg i. Br.)

Das Problem der rationalen Multiplication der elliptischen Functionen
ist der Theorie nach vollstindig geldst, und zwar sind fir seine Losung be-
sonders zwei Methoden bekannt, von denen die eine auf der wiederholien
Anwendung des Additionstheorems beruht, wihrend die andere eine zweimalige
Transformation erfordert ¥). Wer aber die praktische Ausfiihrung dieser Me-
thoden versucht hat, wird sich iiberzeugt haben, dass sie beide fast illusorisch
sind, weil nur bei einem sehr kleinen Multiplicator die nothwendigen alge-
braischen Operationen zu bewailtigen sind. Auch die Multiplicationsformeln,
welche sich in den Dissertationen der Herren Miller **) und Simon ***) finden,
wiirden fir einen Multiplicator, der grosser als fiinf ist, nur mit sehr grossem
Zeitaufwande zum Ziele fihren und ein Resultat liefern, das wegen seiner
Lénge nicht mehr ibersichtlich ist.

Deshalb sollen in dem Folgenden fiir jedern beliebigen ganzzahligen
Multiplicator die Multiplicationsformeln in vollig ibersichtlicher Gestalt aus-
gefilhrt werden. Ich will dabei die Functionen o« und g« benutzen, die
Herr Weiersirass in seinen Vorlesungen iiber elliptische Functionen anwendet,
wozu ich mich um so mehr veranlasst sehe, da mein hochverehrter Lehrer
eine Zusammenstellung der auf dieselben beziiglichen Sitze und Formeln selbst
zu veroffentlichen beabsichtigt.

§. 1. Einige Sitze tiber specielle Functionen.
Ehe wir zur Losung unserer Aufgabe schreiten, miissen wir wenigstens

in aller Kiirze einige Sitze aus den Vorlesungen des Herrn Weiersirass
anfiihren.

. ®) Vergl. Kinigsberger, Die Transformation, die Multiplication und die Modular-
gleichungen der elliptischen Functionen. Leipzig 1868 bei Teubner. Seite 116 u. 124.

*¥) Feliz Miiller, De transformatione functionum ellipticarum. Berlin 1867 bei
Calvary. .

. %) Max Simon, De relationibus inter constantes ete. Berlin 1867 bei Calvary.
Die von Herrn Simon auf der letzten Seitc seiner Dissertation angeftihrten Recursions-

formeln sind in vielen Fillen, bei denent die Multiplication der elliptischen Functionen
angewendet wird, Zusserst brauchbar.



22 Kiepert, ganzzahlige Multiplication der elliptischen Functionen.

Es seien 2w und 2w' die primitiven Perioden einer elliptischen
Function, und
w = 2mw+2nw,

dann bilden wir das stets- convergirende Product
(1) ou = all'(1—2) ¢ 27,

wo der Strich bei dem Productzeichen 17 so wie weiter unten beim Summations—
zeichen = andeutet, .dass m und n, die alle positiven und negativen ganz-
zahligen Werthe durchlaufen, nicht gleichzeitig Null sein diirfen.

Diese Function ou verschwindet nur fir

u=w=2mw+2nw'

und wird fir endliche Werthe von # niemals unendlich gross. Da es
zu jedem Werthe von w =2mw-+|2rw’ einen entgegengesetzten Werth
w=—2mw—2nw' giebt, so konnen wir w mit —w vertauschen, ohne dass
sich die Function ou éndert. Wenn wir daher —u statt # setzen, so wechselt
ou nur sein Zeichen, d. h. ou ist eine ungerade Function.

Aus ou leiten wir durch Differentiation die Function g« her; es ist
némlich :

dlogou d'u o . 1 o A 1 u
“aw —ow — o )=t T gt e
_ dlogou 1 ' 1 1
bu=— 3 =+ = (G — )
v, . d'logou —2 , 1 _ )
b= = 2z (u—w)s'——zz(u——w)“

wo jetzt der Strich bei dem Summenzeichen = fehlt, weil in w = 2mw-+2nw’
auch m und = einmal gleichzeitig Null sein missen.

Aus der Form der Function ¢'u folgt sofort, dass sie die Perioden
2w und 2w’ hat, denn es ist

p'(ut+2w)=9'u und ¢ (s4+20')=p"u
Durch Integration dieser Gleichungen erhalten wir
p(ut20w)=put+C, p(ut20)=put+C,
also fiir v = —w, beziiglich ¥ = — o'
pw =p(—w)+C, po’ =§9(——w')+C'.

. ! .
*) Der Kiirze wegen schreiben wir %(u) statt —Z'_:'
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Nun ist aber pu eine gerade Function, folglich sind C und C' gleich Null,
so dass auch pu die beiden Perioden 2w und 2w’ hat. Es ist also
) p@+2w)=pu und p(u420')=yu

Alle andern Perioden, .welche pu besitzt, haben die Form 2mw-+2nw’, we
m und » ganze Zahlen sind, deshalb heissen 2w und 2w’ primitive Perioden
von pu. .

Wenn wir noch einmal integriren und die Integrationsconstanten be-
ziiglich 27 und 27’ nennen, so kommt

3) ZT+20)=T(@+2, L (u+20) =L ()2,

oder

@) = L (o) +2, L) =T (—w)+21,
und da %’(u) eine ungerade Function ist,

1) n=2(), 7=I()

Die Formel (3.) lasst sich sofort verallgemeinern, und zwar ist

(3%) %'—(u+-2mw+2nw') = —‘Z—(u)—l—2mn+2nn’.
Eine nochmalige Integration ergiebt in ganz ahnlicher Weise

(5)  o(u+2mw+2nw) = (—1 )it CmrimOime ) gy,

Die Function ou ist also selbst micht periodisch, aber sie verwandelt sich,
wenn man das Argument u um eine Periode vermehrt, in sich selbst zuriick,
multiplicirt mit einem Exponentialfactor, dessen Exponent eine lineare Function
von u ist.

Dabei findet zwischen den Grossen w, ', 7, 5’ eine Relation statt;

: T oo . . P
es ist nimlich, wenn in —- die zweite Ordinate posiliv ist,

(6) 2mw'—2w = i,
oder noch allgemeiner

(6°) 206" —25 & = (mn'—m'n)ni,
wobei

& =mw+nw, & =mwtro,
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~ . . . LIEd 3 . !
Sollen 2« und 3d' wieder ein primitives Periodenpaar sein, so muss

mn'—m'n = +1
werden.
Aus den angefiihrten Formeln folgt, dass die Function

_ no(u—a)o(u—a,)...c(x—a,)
B) o) = Con— eta—0) o=,

die beiden Perioden 2w und 2w’ besitzt, sobald =a = =b ist, denn es wird
beim Einsetzen

¢(ut+2w)=¢(u) und ¢@utw')=q¢u).

Es lasst sich aber auch umgekehrt zeigen, dass jede Function, welche die
beiden Perioden 2w und 2w’ besitzt, sich auf jene Form bringen lasst. Dabei
ist @,, @5 ... @, ein vollstindiges System nicht congruenter Werthe von u,
fir welche ¢(u) verschwindet, und b,, b,, ... b, ein vollstindiges System
nicht congruenter Werthe von w, fir welche ¢(u) unendlich wird. Jeder
von diesen Werthen ist so oft beriicksichligt, als seine Ordnungszahl angiebt.
Kennt man daher die Nullwerthe und Unendlichkeitswerthe einer
doppeltperiodischen Function ¢(u), so kann man sie in der durch Gleichung
(8.) angegebenen Form darstellen. So wird z. B.
o(v—u)o(v+u)
(o9)* (ou)? ’
(10)  ¢u = — 20(u—w)o(u— oo+ o+ o)

owow' o(w 4 w')(ou)?

9.) vpu—po =

b

oder

(100)  vu = 20WHO 00— a)

cwow o(w + o) (ou)?
Durch Multiplication dieser beiden Werthe von ¢’z und Anwendung der
-Formel (9.) finden wir
(11.)  (#u) = 4(pu—po)(pu—p(0+ o)) (Pu—pa’).

Zur Abkirzung setzen wir '

pw=e, ploto)=e, po'=e,
dann ergiebt sich, wenn wir beide Seiten von Gleichung (11.) entwickeln,

e,tete =0,

also

(12.)  (#u) = 4(pu)’—g.pu—gs,
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WO
“(gp=—4(e:e;tese, 6,6, =2 (6l + 5+ €f),

13.
( ) g3 = 43132 €;.

Weil . )
o(u—0) = +e""g(u—v—20)

ist, so kann Gleichung (8.) auch folgende Gestalt annehmen

®) 9l = OL TG ey ™
wo aber
Sa = Zb+2mwi-2nw’
sein muss.

Es giebt noch eine zweite Darstellung einer jeden doppeliperiodischen
Function ¢ (u), die wir erwédhnen missen. Unter den Werthen b,,
by, ... b, von u, fir die sie unendlich wird, seien nur m von einander
verschieden, némlich

b,y b,y ... b,
deren Ordnungszahlen aber beziiglich
a, B, ... @

sind, so dass also

a4ty =r
ist. ‘Nun seien in der Entwickelung von ¢(«) nach Potenzen von #—b, die .
Glieder mit negativen Potenzen

Cio (u— bl)_a"l"cl,a-l (w— bl)—-aﬂ’l“ B (u— bl)_l
und :

v o ({1 drl —b
(14) ¢ 0) = F Sre, T,

Entsprechende Bedeutung mogen (p(u, b,), ... ¢(u,b,) haben, dann ist
(15.)  ¢(u)—9(u, b)—¢ (v, b)——9(u, bn) = g(u)

eine Function, die fir keinen endlichen Werth von u unendlich werden kann;

da nun aber ihre Ableitung doppeltperiodisch wird, und jede doppeltperiodische

Function Unendlichkeitswerthe haben muss, so kann die Ableltung von g(u)

‘hochstens eine Constante sein. Wenn wir nun noch u+2w statt » und

u+2w' statt « in Gleichung (15.) einsetzen, so findet sich, dass diese Con—
stante Null ist, und dass .

(16.) c"l+ 62’1+"'+cm,l = O
Journal fiir Mathematik BA. LXXVL. Heft 1. 4
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wird. g (u) selbst ist also eine Constante, die wir mit g bezeichnen wollen,
deshalb erhalten wir '

(17.) @) = g+, b)+@u, b)+--+o¢(u, b,).

Fir den Fall, dass ¢(u) unendlich gross wird von der nte® Ordnung nur fir
=0, ist daher

v=n (—1)y—1  d’logou
@(u) = g+2 ((,, 1)107 du§ :

Aus Gleichung (16.) folgt, dass ¢, verschwindet, es istyalso

d’logou c, d’logo'u +(—1)"—1 d"logou

o) = g—e T2 T DT dur
oder da — d’l;f,w = pu ist,
| _ & ), oo,
(18) P(u) = g +eapu—geut- st o LA
= o, opu+t a9’ ut -+ a0 u.
§. 2%). Bedeutung der Function y,(u) = %%'%.

Die zu losende Aufgabe ist: es soll »(nu) als rationale Function von
pu dargestellt werden, wobei n eine positive ganze Zahl ist. Zur Losung
benutzen wir eine Function

o (nu)

(19.)  v.lw) = o5
Diese Function hat dieselben Perioden wie pu, denn aus Formel (5.) folgt
on(u+2w) = o(nu+2nw) = (;1)”e’””(”“+””’o(nu)
= (—1)"e""1t) g (ny),

und ' .
- . W= (___1 )nn e?mn;(u+w) (au)nn’
also '
o Y (u+2w) = y,(u),
und ebenso

Y (utR0') = y,(u).

*) Die §8. 2 und 3 enthalten, wenn auch in anderer wa,mmensstellun(g1 Satze,
die berelts in den Dissertationen der Herren Miiller und Simon gegeben worden sind.
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Nun wird die Function vy, («) gleich Null fiir die nn—1 Werthe
2o+
- T e

wo A und M die Werthe 0, 1, 2, ... n—1 annehmen, nur diirfen 2 und u
nicht gleichzeilig Null werden. Unendlich wird v (#) nur fir =0, und
- zwar unendlich von der Ordnung nr—1; deshalb ist, wenn wir y,(«) in der
durch Gleichung (8“.) angegebenen Form darstellen,

[ II'[ ( 2lw+2pw> (21;;+2,n,)_]

Y, (w) (ou)y™—T

(s Bty oo

H

(20.)

=C

\ COR ’
wo der Strich bei /7 andeutet, dass 2 und w nicht gleichzeitig Null werden dirfen.

Multipliciren wir die beiden Ausdriicke fiir v,(») mit einander, so er—
halten wir mit Anwendung von Gleichung (9.)

(1) ..y, () = "I [pu—p(ZroT2e],

Ist » ungerade, so wird auch die rechie Seite ein Quadrat, weil fiir
AV =u+p =0 mod.n

p(zlwtzy_ai) _ p( 2}.'th)

ist, und sich die Werthsysteme fiir 4, « zu je zweien so ordnen lassen, dass
jene Bedingung erfillt ist.

Ist dagegen n gerade, so wird die rechte Seite ein Quadrat, multi-
plicirt mit (p'u)* = 4 (pu)®— g,pu—g;.

Aus der Entwickelung nach Potenzen von # folgt durch Vergleichung
der Coefficienten der ersten Glieder auf beiden Seiten

C" =
§ 3. Zusammenhang zwischen p(nu) und . (w).
Es ist
d'logy,(u) w, (W () — v, (W), (w)
T T MORAO
_ $logo(my) . d’log ou
T du® du®

= —n'p(nu)+n'pu,
. 4%
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also .
v, (), () —y, (W), ()
(22.)  w(m) = put e
Eine zweite Relation zwischen #(nu) und y(u) folgt aus der Formel (9.)
6(“,—“2)0(M‘+u2)

(ou)'(ou,)" 7

puz‘—pul _

denn setzen wir
w=1u, U,=nu,
so kommt

_ c(n—1uc(m+1u
p(nu)—pu = — CONCIDR .

Dividiren wir auf der rechten Seite Zihler und Nenner durch
(0u)—DE=DFEHDCH) — (g ymt?
so wird

' \ _ W1 (W) Py 1 (0) .'
(23.)  p(nu) = pu—— s

Es kommt -also nur darauf an, v,(») ganz allgemein zu berechnen, eine Auf-
gabe, deren vollstindige Losung in dem Folgenden gegeben werden soll.

§ 4. Darstellung der Function 1,(#) durch pu und die Ableitungen von gpu.
Es sei

agoou

(24) flw) = Zoo=)

dann ist \
2 = ewu+2ww e?q(u—v-}—w) g (u — U)
f(?l:"l‘ w) - — e+ o) 5p gu

= &, f(u).

" Ebenso ist
[u+2a) = &=, f(u)
Setzen wir nun

(25) o= 2totiud

!
w = 21?7—}—2&
n n

9 9

wo A und u die Werthe O, 1, 2, ... n—1 haben diirfen — nur dirfen sie
nicht gleichzeitig Null sein —, dann ist

2u

4 o :
Rww —2n 0 = —;—L—(n’w——nw ) =—= -7,

’

Rww'—27'0 = -éni-(nw'—n'w) ==+-—2”£'-:ni;
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daraus folgt

' R L2
(26.) f(u+2w)= e " fw), flut+2w')=e" f(u),

d. h. f(u) hat die Perioden 2w, 2w’ zwar nicht, aber wenn man w um eine
dieser Perioden vermehrt, so verwandelt sich f(u) in sich selbst, multiplicirt
mit einer nt Wurzel der Einheit. Daraus folgt, dass die n'® Potenz von
f(u) die Perioden 2w, 2w’ besitat.

Wir konnen daher, weil f*(#) nur fir » congruent Null #fach un-
endlich wird, diese Function nach Gleichung (18.) folgendermassen entwickeln

(27') f"(“) = “1+a25"”+“3¥"u+---+a,,p(""“’u,

Wir haben hierbei n, vorldufig noch unbekannte Coefficienten a,, a,, a;, ... a,,
die wir aber dadurch bestimmen konnen, dass f"(#) mit seinen n—1 ersten
Ableitungen fir « gleich o verschwinden muss, dass also

1) a1+azp’v—l-asp',v__i_."_}_a"p(n_g)” _ O,
2) a2p’v+a3p'!v+...+anp(n—l)v —
3) 0,90 +a:9" v+ + a0 =

i

9

<

n) " Pota,p™ot.+a,0 0 = 0.

Die erste unter diesen Gleichungen dient nur zur Bestimmung von g, die
andern bilden ein System von n—1 linearen, homogenen Gleichungen mit
den n—1 Unbekannten a,, as, ... a,; folglich muss die Determinante dieses
Systems verschwinden.

po o ... 9D
(28) Doy(o) =0 #"0 ... 00 |
\p(n—l) ) p(n) ®© .. p(?n—3)o

Zur Untersuchung dieser Determinante D,_,(v) setzen wir statt des bestimm-
ten Werthes o, fir den sie verschwindet, den veranderlichen Werth #; dann
folgt zundchst, dass D,_,(u) eine ganze Function von pu und #'u ist, denn
die hoheren Ableitungen von pu sind ganze Functionen von pu und ¥u.
Vertauschen wir jetzt » mit —u, so verandern nur die ungeraden Ablei-

tungen von u ihr Zeichen, wihrend die geraden unverdndert bleiben. Dies
giebt, wenn
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P
n—1

m=— far ungerades n

und m = ”;2 fir gerades n ist,

_plu +ﬁ7"u-79"’u
+P"u—-!ﬂ",u+¥"vu A

_‘p'u +p"u _y)l”u
—p"u+9"u—p"u

D, (—u) = " v, \ - (—-1)'“ " v, \4
—9 ut9 u—p u . . l |—-so U-t+p 'u—p u ...
P'u p"lu pl"u
_ ( 1)“_1 P"u so'"u p“’u
=\ L)
"u  u P uw .. l
also

?9.) D, y(—uw) = (—=1)"7"'D,,(u).
Da nun pu eine gerade, und ¢’z eine ungerade Function von u ist, so folgt
hieraus, dass D, ,(u) fir ungerades n eine ganze Function von gz allein ist,
wihrend D,_,(u) fir gerades n eine ganze Function von pu ist, mulliplicirt
mit 9w,
Um den Grad dieser Functionen zu bestimmen, suchen wir das erste
Glied der Entwickelung von D,_,(u) nach Potenzen von u auf, welches wir

erhalten, wenn wir von p'w, 9"u, ... nur das erste Glied der Entwicke-
lung in D,_,(u) einsetzen. Dies giebt die Determinanté
— 21y~ +3lu* ce (=) ale
+ 31yt —4ly~® ce o (D) (4 1)
l(—-1)"*"%!@&"“‘(—-’1)"‘“2(n—I-1)!u“”‘2 e (=1 2e—2) Ly
Rlu=®  3lu™* e onlut
= (=1~ 3lu=*  4lu~s e (e41)le?

| plu(n+1)lu"2 . .. (20—2)lu~"+|
In dieser Determinante heisst das Element, welches in der oten Horizontal-
reihe und in der Sten Verticalreihe steht,
(a4 B) lu——F-1,

da nun aber jedes Glied der ausgerechneten Determinante aus jeder Horizon-
talreihe und aus jeder Verticalreihe ein Element enthélt, so ist der Expo-
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nent von u in jedem Gliede
—Se—3f—1.n—1)=—2(1424+4n—1)—(r—1) = —(nr—1).
Das erste Glied in der Entwickelung von D, ,(u) heisst daher
21 31 Y
(_1)"_13!21! C (1)
el(e+1) ... (2p—2)!
= (—=1)""'n[213! ... (n— 1)1t
Die Entwickelung von pu beginnt mit »~ und die von ¢'u mit —2¢~3,

. —1
folglich ist D,_, () fir ungerades n eine ‘ganze Function "nz ten Grades

u—nn+l

2
multiplicirt mit p'z. Der Grad dieser Functionen stimmt genau mit der An-
zahl der Werthe von gu, fir welche sie verschwinden missen. Denn es war
D,_,(u) gleich Null fir die nn—1 Werthe

_ Botuw,

n

o . . nn
von pu, und fir gerades » eine ganze Function

ten Grades von pu,

U=

Ist n ungg':de, so geben je zwei Werthe von » denselben Werth von po,
nn—1

Ist dagegen » gerade, so sondert sich der Factor p'z ab, der fir
#=w, o, w+wo' verschwindet; von den tibrig bleibenden nz—4 Werthen

von o geben wiederum je zwei denselben Werth von ¢o, folglich giebt es

—4 .
dann noch genau n"2 Werthe von pu, fir welche D,_,(u) verschwindet.

so dass D,_,(u) nur genau fir Werthe von gpu verschwindet.

D, _,(u) verschwindet daher genau fiir dieselben Werthe von wu wie
Ya(u), so dass es also dieser Function bis auf einen constanten Factor gleich
ist. Nun beginnt die Entwickelung von v,(») mit se~™+' und die von
D, \(w) mit (—1)y~'n[213!...(n—1)!Pu—+, folglich ist

—1 ”-an—-l p
(29)  y.(w) = [(2:3!)...(1:'—1%‘%* )

oder

ou  P'uw ... ™V

; v - (___, i)""l " " . (n)
(29%) . (w) = BT P'u fiu My

pe—Dyp®y . eIy
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Diese Darstellung gilt, gleichviel ob = gerade oder ungerade, ob n eine Prim-
zahl oder eine zusammengesetzte Zahl ist.

Es sei noch erwahnt, dass die Gleichung

D, () =
diejenigen Werthe der Function pu liefert, I#®i demen das Argument der
nte, Theil einer Periode ist.

Man konnte glauben, dass die Ausrechnung der Determinante grosse
Schwierigkeiten macht, dies ist aber nicht in so hohem Grade der Fall, wenn
man nicht darauf besteht, v, () als Function von g« und den Invarianten g,
und g, darzustellen, sondern stait diese drei Grossen einzufiihren, die drei
Functionen pu, #'u und #"u stehen'lasst; dann wird die Ausrechnung durch
Benutzung folgender Formeln, die der Verfasser bereits in seiner Disser-
“tation*) angegeben hat, ausserordentlich vereinfacht:

" = 6(p'+9'p),
PV = 6(pe" 20"+ 9"p),
PV — 6(?@”'-{— 3?' ”+3§7"P+Pmﬁ7),

1
PO+ 6(&05)(”)—*- plpo—n 4 B —T) ( ) o (n—-2)+‘._>.

In vielen Fillen der Anwendung wird sogar die Ausrechnung dey Deter-
minante gar nicht nothig sein, sondern es wird v, (u) gerade in der Determinanten—
form wegen ihrer Uebersichtlichkeit am zweckmissigsten zu benutzen sein.

Der Verfasser hat sich bereits von der Richtigkeit dieser Behauptungen
bei geometrischen Anwendungen iiberzeugt, die er demnichst zu verdffent-
lichen gedenkt.

§. 5. Erweiterung des Multiplicationsproblems.

Es sei jetzt nicht mehr die Aufgabe, eine Gleichung zwischen #(nu)
und #u herzuleiten, sondern es sollen jetzt Relationen aufgesucht werden, die
zwischen

. pu, 9(225),‘ #(3u),
und den Ableitungen dieser Functionen bestehen.

Diese Aufgabe moge zunéichst durch ein einfaches Belsplel klar ge-
macht werden.

*) L. Kiepert. De curvis quarum arcus integralibus ellipticis primi generis expri-
muntur. Berlm 1870. Calvary. Seite 12.
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_Die doppeltperi odische Function

(30.) F(u) = (-,-(u vD"('zw):,)a(qu %)

lasst sich auf die Form
(31.) F(u) = a,+a.Puta;p'u
bringen. Da nun F(u) fir v =v¢, 20, —3e¢ verschwindet, so ist
a+apo  +ap'o =0,
a,+ a,9(20)+a;#' (20) = 0,

a,+a,#(30)—a:9' (30) = 0,
also
1 w0 #'v

(32.) 1 #(20) ¢ (R0)| = 0.
1 »@8o) —#'(30)

Ebenso erhalten wir
 (mv) ' (mo)
 (no) ¢ (nv)| = 0,
p(ro) —¢'(ro)

(33.)

ks ety

wenn
r=m+n und m=n
ist. Dabei ist v eine beliebig veranderliche Grosse, ebenso wie u.
Ganz allgemein ldsst sich durch ein entsprechendes Verfahren eine
derartige Relation finden zwischen

p(av), p(be), ... @(mo)
‘und den Ableitungen dieser Grossen, wenn
Flu) = a® u—av)oﬁ(u(;;;;f‘) ./..o'.“(u—-mo)
gesetzt wird. Dabei konnen a, b, ... m auch positive oder negative ge-
brochene Zahlen sein, wiahrend «, (3, ... p posilive ganze Zablen sind.
Ausserdem muss

cat+pBb+--+um = 0
etftetu=n

und

sein. ‘
Freiburg i. Br., September 1872.
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