Beitrage zur Theorie der Minimalflichen.
1. Projectivische Untersuchungen iiber algebraische
Minimalfliichen.
Von
Soprus Lk in Christiania.

Nach den bahnbrechenden Arbeiten von Monge und Lagrange
ist die Theorie der Minimalflichen bekanntlich von einer grossen An-
zahl von Mathematikern behandelt worden. Indem ich mir erlaube,
in der nachstehenden und einigen weiteren Abhandlungen einige neue
Beitriige zu dieser interessanten Theorie zu liefern, beschrinke ich
mich darauf diejenigen fritheren Untersuchungen zu nennen, die die
nichste Veranlassung zu meinen eigenen Bestrebungen gewesen.sind.*)

Die partielle Differentialgleichung 2. O., deren Integralflichen
Minimalfiiichen sind, wurde von Lagrange aufgestellt, und darnach
von Monge integrirt. Nach-der Natur der Sache war Monge’s all-
gemeines Integral mit Imaginiren behaftet, und daher gelang es lange
nur, ganz particulire reelle Mmimalfiichen zu finden. Erst Bonnet
gab eine allgemeine Methode zur Auffindung aller reellen Minimal-
flichen, und gleichzeitig eine Methode zur Bestimmung von beliebig
vielen reellen algebraischen Minimalflichen.

Weierstrass gab spiter eine erschopfende und elegante Methode
wr Auffindung aller veellen algebraischen Minimalflichen. Zugleich
stellte er die Aufgabe, alle Minimalflichen gegebener Classe zu be-
stimmen. — Hiermit war also die Aufmerksamkeit inshesondere auf die
algebraischen Minimalflichen gerichtet worden.

Im Folgenden versuche ich eine allgemeine projectivische Theorie
der algebraischen Minimalflicken zu entwickeln. lIch gebe bemerkens-

*) Eine ausfiibrliche Angabe der hierher gehdrigen Litteratur findet man in
den foloenden Abhandlongen: Riemann, Abhandlungeu der Gesellschaft 4 W.
21 Gottingen, Bd. 13; Beltrami, Memorie ... di Bologuu, Serie 2, Tomo 7,
1868; Schwarz, Crelle-Borchhardts Journal, Bd, 80. Unter den neuesten Arbeiten
fiber diesen Gegenstand erlaube ich mir die Aufmerksamkeit auf einige schone
Satze von Herrn Heuneberg zu lenken. (Vergl, seine Dissertation, Zirich 1875,
und Annali di Matematica, Bd. 9.}
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werthe Methoden zur Bestimmung von Classe und Ordnung einer be-
lichigen Mipimalfliche, Ich beschiftige mich mit der Bestimmung
aller reellen Minimalfiichen von gegebener Classe, oder von gegebener
Ordoung. Es gelingt mir 2. B. die Gleichung einer jeden Minimal-
fliche, deren (lassenzahl eine beliebige vorgelegte Primzahl ist, an-
zugeben. Ich vervollstindige Geisers schine Untersuchungen iiber
di~ unendlich entfernten Punkte einer Minimalfiiche u. s w,

In meiner nichsten Abhandlung itber Minimalflichen entwickele
ich einen allgemeinen Zusammenhang zwischen der Kriimmungstheorie
aller algebraischen Raumecurven und der Theorie aller algebraischen
Minimalflichen, die in eine vorgelegte algebraische Developpable ein-
geschrieben sind.

In meinen beiden ersten wie auch in meinen spiteren Arbeiten
fiber Minimalflichen werde ich gelegentlich die Theorie der Berihiungs-
Transformationen fiir die Theorie der Minimalflichen verwerthen.

Ich hege tberhaupt die Hoffnung, dass meine Untersuchungen
dazu dienen werden, die Theorie der Minimalflichen im hoheren Grade,
als frither geschehen war, einer syuthetischen Behandlung zugiinglich
zu machen.*)

Nach Riemanns und Weierstrass Vorgange untersucht man
jetzt hiufig eine reelle Minimalfliche, indem man ihre reellen Punkte
in der bekannten Weise auf die reellen Punkte einer (x-:y) Ebene
bezieht. So schin, einfach wad fruchtbar diese Methode aueh sein mag,
so scheint es mir doch eiue Unvollkommenheit derselben zu sein, dass
sie nur die reellen Punkte dev reellen Minimalfliichen in Betracht zielt.
Obgleich ich daher den bleibenden Werth der Riemann- Weier-
strass’chen Methode unbedingt anerkenne, wage ich doch zu glauben,
dass es niitzlich sein wird, Methoden zu entwickeln, die nicht allein
die reellen, sondern auch die imaginiren Punkte der Minimalflichen
berlicksichtigen.

§1
Ueber die Flichen, die in zweifacher Weise durch Translationsbewegung
einer Curve erzeugt werden konnen.

Unter den Flichen, die sich folgendermassen darstellen lassen:
= A() 4+ 4,(z),
48] y = B{f) + B(z),
=0t + C/(7),
*) In einer Abhandlung im Bd. 2 der Zeitschritt ,,Archiv for Mathematik
og Naturvidenskab', Christiania, habe ich mich schon mit Untersuchungen iiber

Ordnung und Classe der Minimalflichen beschiftigt, Im Texte wird ein Fehler
Jjener Arbeit corrigirt. (Vergl. den leteten Paragraphen dieser Arbeit.)
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finden sich, wie wir spiter nach Monge zeigen werden, insbesondere
alle Minimalflichen, die keine imaginire Developpablen sind. Ich habe
gefonden, dass eine grosse Anzahl Eigenschaften der Miniwalfiichen
iiberhaupt allen Flichen zukommen, die die Gleichungsform (1) be-
sitzen. Daher finde ich es zweckmiissig, zunichst die allgemeine
Flachenkategorie zu betrachten, die durch die Gleichungen (1) defi-
nirt wird.

1. lch nehme zwei Curven®) ¢, und x,, die einen Punkt p, ge-
mein haben, und verschiebe ¢, parallel mit sich selbst derart, dass p,
die Curve #, durchliuft. Hierhei beschreibt ein beliebiger anf ¢, ge-
legener Punkt eine Curve x, die mit x; congruent und gleichgestellt
ist. In Folge dessen kann die von der beweglichen Curve ¢ erzeugte
Fliche zugleich durch Translatiousbewegung der Curve x erzeugt
werden. Also:

Satz 1. Kaun cine Fliche in einer Weise durch Translations-
bewegung einer Curve erzeugt werden, so gestattet sic woch eine solche
Erzeuguny.

Es ist leicht zu erkennen, dass die hiermit definirten Flichen sich
auch dadurch charakterisiren lassen, dass sie die Gleichungsform (1)
besitzen. Es seien in der That

x— A, y=Bl), == C{)
die Gleichungen der Curve ¢, und ebenso seien

z==A4, (r), y= Bx(’): 2= Cl(t)
die Gleichungen der Curve x,. Dabei werden wir der Einfachbeit
wegen annehmen, dass der Coordinatenanfangspunkt der gemeinsame
Punkt p, unserer beiden Curven ist. Unter diesen Voraussetzungen
stellen die Gleichungen

= A + 4,(7),

y = B{t) + I,(x),

2 =00 + i),
offenbar eine Fliche dar, die durch Translationsbewegung sowohl von
¢, wie von z; erzeugt werden kann. Giebt man dem Parameter 7
successiv verschiedene constante Werthe, so erhiilt man auf der Fliche
gelegene Curven ¢, die mit ¢, congruent und gleichgestellt sind. Giebt
man andererseits dem Parameter ¢ constante Werthe, so erhilt mau
auf der Fliche gelegene Curven x, die mit ', congruent und gleich-
cestellt sind.

*) Wenn ich von Curven spreche, so verstehe ich darunter den Inbegrift
von Werthsystemen zyz, die durch zwei Gleichungen f=0, ¢ =0 bestimmt
werden. Dabei nehme ich wie gewdhnlich an, dass / und ¢ Reihenentwickelungen
sind, die innerhalb eines gewissen Bereiches convergiren.
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2. Die Flichenfamilie (1) gestattet eine andere einfache geome.
trische Erzeugung, die allerdings mit der soeben vorgetragenen in
genauster Verbindung steht.

Ich betrachte die beiden Curven

(2) r=24@), n=2B{), & =2C@
und
3) z, =2A4,(7), ¥,=2B (1), z,=2C(7)

und verbinde einen belichigen Punkt z,y,z, der ersten Curve durch
eine Gerade mit einem beliebigen Punkte z,y,2, der zweiten Curve,
Ich suche den Mittelpunkt

z =14z +x), ¥y=1u+y), z=13+2)

dieser beiden Punkte. Der Ort dieser Mittelpunkte ist offenbar die
Fliche

x=A@) + 4,(z),

y = B(t) + Byi(%),

8 =C{) + Ci(2).
Nimmt man einen bestimmten Punkt «,y,2,, und ldsst dagegen den
Punkt z,vy,z, die Curve (3) durchlaufen, so beschreibt der Mittelpunkt
eine Curve zx.

Diese zweite geometrische Erzeugung wird in dieser ersten Ab-
handlung keine Rolle spielen, wiihrend sie den Ausgangspunkt meiner
nichsten Arbeit iiber Minimalflichen bilden soll.-

3. Construirt man in einem beliebigen Punkte einer Fliche, die
die Gleichungsform (1) besitzt, die Tangente zu der hindurchgehenden
Curve ¢ und zugleich die Tangente zu der hindurchgehenden Curve z,
so liegen diese beiden Geraden, wie jetzt gezeigt werden soll, har-
moniseh hinsichtlich der beiden Haupttangenten.

Man nehme in der That zwei benachbarte Curver ¢ und zugleich
zwel benachbarte Curven x, Diese vier Curven bestimmen nach un-
seren frilheren Entwickelungen ein infinitesimales auf der Fliche ge-
legenes Parallelogramm , dessen Seiten infinitesimale Strecken der vier
Curven sind. Hieraus folgt, dass je zwei zusammenstossende Seiten des
Parallelogramms im Dupin’schen Sinne conjugirte Gerade sind. Also:

Satz 2. In jedem Punkte unserer Fliiche bestimmen die hindurch-
gehenden Curven ¢ und » zwei Richtungen, die zu den zugehirigen
Haupttangenten harmonisch liegen.

Einen analytischen Beweis dieses fundamentalen Satzes erhilt man
folgendermassen.

In jedem nicht singuliren Punkte unserer Fliche bilden die Fort-
schreitungsrichtungen dz, dy, dz einen ebenen Bischel
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de = A'(t)dt + 4, (r) dv,
(4) dy = B (t)di + B/ (1) dx,

dz = C'(t)dt 4 C/(v) dx,
der in der Tangentenebene gelegen ist. Durch Elimination von df
und dr kommt die Gleichung

de A A7)

idy By B'() =0,

ldz '@ty C/(x) -
die als Gleichung der Tangentenebene aufgefasst werden kann. Dem-
entsprechend ist

rdx A+ A4"dt A+ A" adr;
dy B 4 B'dt B+ B/ dzi=0,
d: C 4+Crat 0+ C dr!

die Gleichung der Tangentenebene in einem benachbarten Punkte.
Ich verlange, dass die Verbindungsgerade unserer beiden benachbarten
Punkte eine Haupttangente sein soll, das heisst, dass diese Verbindungs-
gerade die Schnittlinie der beiden benachbartern Tangentenebenen ist.
Unsere Forderung kommt darauf hinaus, dass die beiden letzten Glei-
chungen durch dasselbe Werthsystem dz, dy, dz befriedigt werden,
und findet daher ibren analytischen Ausdruck in der Gleichung

cdz A"dt Af de A A/"dr,
‘dy B'dt By +4+idy B Bdt'=0,
‘de Cdt € idz C Cdt
wenn man in derselben dxz, dy, dz durch ihre Werthe (4) ersetet. In

dieser Weise ergiebt sich als Differentialgleichung der Haupttangenten-
curven die Gleichung

A4 A A A4
‘B B B/ dt+ B’ B B/|de=0,
NN o o ool

welche die Differentialen dt und dz nur als Quadrate d#*, dz%, dagegen
nicht in der Combination d#dz enthilt

Diese Form der Differentialgleichung zeigt, dass in jedem Puakte
der Fliche die beiden Haupttangenten harmonische Lage hinsichtlich
der Richtungen der Curven ¢ = Const. und v = Const. besitzen.

4. Jetzt construiren wir in jedem Punkte einer Curve ¢ die Tan-
gente zu der durch denselben Punkt hindurchgehenden Curve . Nach
der Definition unserer Fliche miissen alle diese Tangenten parallel sein,
so dass ibr Inbegriff eine um die Fliche umgeschriebene Cylinder-

fiiche bildet. Also:
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Satz 3. Die Developpable, die unsere Fliche lings einer Curve dey
einen Schaar beriihrt, ist eine Cylinderfliche.

Dieser Satz giebt, wie ich beiliiufig bemerke, ohne Schwierigkeit
einen dritten Bewels des Satzes 2.

5. lch lasse jetat eine erste Beschrinkung eintreten. Ich setze
niimlich voraus, dass die Tangenten der Curven ¢, und z, sich paarweise
als parcllel zusammenordnen lassen, anders ausgesprochen, dass diese
beiden Curven eine gemeinsame irreductible Differentialgleichung der
Form

fldzdydz) =0
befriedigen. Alsdann miissen sdmmilicke Curven ¢ und % die Glei-
chung f= 0 erfiillen.

Ich werde zeigen, dass in diesem Falle sowohl die Curven ¢ wie
‘die Curven x eine Umbiillungscurve, und zwar eine gemeinsame Um-
Fiillungscurve besitzen.

Die durch die Punkte einer Curve ¢, hindurchgehenden Curven x
besitzen nimlich in diesen Punkten eine gemeinsame Tangentenrichtung.
Und nach unserer Voraussetzung hat auch die Curve ¢, dieselbe Rich-
tung in einem gewissen Punkte m. In diesem Punkte berthrt daher
¢, die durch denselben Punkt hindurchgehende Curve x. Krinnert
man nun, dass ¢, in die benachbarte Curve ¢, tbergeht durch eine
infinitesimale Translation, deren Richtung die besprochene gemeinsame
Tangentenrichtung ist, so erkennt man einerseits, dass ¢, und ¢, sich
im Punkte = schneiden, so dass alle ¢ eine Umhiillungscurve X be-
stimmen, andererseits dass ¢; diese Umbhiillungscurve im Punkte z be-
rihrt. Und da ¢, cugleich eine Curve x in diesem Punkte beriibrt,
o folgt, dass 2 aueh von allen s berihrt wird. Also:

Satz 4. Wenn die awf unserer Fliche gelegenen Curven ¢ und x
cine Relation der Form

fldrdydz)y=0
befriedigen, so haben sowoll die Curven ¢ wie die Curven x eine Um-
léilllungscurve, und zwar haben beide Curvenschaaren dieselbe U
hiillungseurve.

Hieraus foigt, dass unsere Fliche zwel weitere Erzeugungsweisen
gestattet, Entweder kann man die Curve ¢ in Translatxonsbewe"un"
fibren, derart, dass sie lings X gleitet; oder auch man kaun die
Curve x in Translationsbewegung fiihren, derart, dass sie lings X
glertet.

Man wihle andererseits eine beliebige Curve ¢, und eine beliebige
Curve X, deren Tangenten paarweise mit den Tano‘enten von ¢ parallel
sind. Glextet nun ¢ in Translationsbewegung lings X, so beschreiben
die Punkte von ¢ congruente und "lelch"estellte Curven %, deren
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Tangenten jedesmal mit einer Tangente der Curve ¢ parallel sind.
Dies giebt:

Sate-b Gleitet eine Curve ¢ in Tronslationsbewegung liings einer
Curve X, deren Tangenlen paarweise mit den Tangenten von ¢ parallel
sind, so kann die erzeugte Fliche auch dadurch beschrieben werden,
dass eine gewisse andere Curve = in Translationsbewegung lings X gleitet

§ 2.
Geometrische Interpretation von Monge's allgemeinem Integral der
Differentialgleichung der Minimalfidchen.

Durch eine zweckmissige Specialisation gehen die in dem voran-
gehenden Paragraphen betrachteten Flichen in Minimalflichen iiber, und
zwar erhiilt man in dieser Weise alle Minimalflichen, die in Monge's
allgemeinem Integral der betreffenden Differentialgleichung enthalten
sind. Dies soll jetzt gezeigt werden.

6. Ich setze voraus, dass die in dem vorangehenden Paragraphen
betrachteten Curven ¢, und %, der Differentialgleichung
@ dz® 4 dy? 4 d2t =0
geniigen; anders ausgesprochen, dass sie Curven von der Lénge Null
sind. Um die Sprache zu erleichtern, erlanbe ich mir vorzuschlagen,
Curven, deren Linge gleich Null ist, mit dem Namen Minimalgurven zu
bezeichnen. Dieser Name scheint mir u. a. auch deswegen naturgemiiss,
weil diese Curven, wie spiter gezeigt werden soll, als Ebenengebilde
aufgefasst, Minimalflichen sind.

Die Voraussetzung, dass ¢, und %, Minimalcurven sind, zieht nach
sich, dass such die allgemeinen Curven ¢ und x solche Curven sind.
In Folge dessen liegen in jedem Punkte der erzeugten Fliche die beiden
Haupttangenten harmonisch hinsichtlich der beiden Tangenten, deren
Linge Null ist. Das heisst, dass die beiden Haupttangenten senkrecht
auf einander stchen, und dass in Folge dessen die beideg Hauptkriim-
mungsradien gleich gross, und dabei entgegengesetzt gerichtet sind.
Die Fliche ist daher eine Minimalfiiche.

Indem man die Entwickelungen des vorangehenden Paragraphen
beriicksichtigt, erhilt man somit die folgenden Sitze:.

Satz 6. Fihrt man cine Minimaleurve ¢ in Translationsbewegung
derart, dass ein Punkt der Curve eine andere Minimaleurve durchliuft,
so beschreibt ¢ immer eine Minimalfliiche.

Satz 7. Nimmt man zwei beliebige Minimalcurven ¢ und x, ver-
bindet einen arbitriren Punkt der ersten Curve mit eimem arbibriren
Punkte der zweiten Curve, und bestimmt den Mittelpunkt dieser beiden
Punkte, so ist der Ort dieser Mittelpunkie eine Minimalfliiche.

Mathemalische Aanalen, XIV. 22
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Satz 8. Gleitet eine Minimalcurve ¢ in Translationsbewegung lings
einer festen Minimalewrve, so beschreibt ¢ eine Minimalfldche.

7. Es ist leicht nachzuweisen, dass die soeben angegebenen Con-
structionen simmiliche Minimalflichen liefern, auf denen durch jeden
Punkt allgemeiner Lage zwei verschiedene Minimaleurven hindurchgehen,

Wihlt man nimlich auf einer beliebigen Minimalfliche eine Minimal--
curve ¢ allgemeiner Lage, und construirt fiir jeden Punkt dieser Curve die
Tangente zn der zweiten durch diesen Punkt hindurchgehenden Mini-
malcurve, so bilden alle diese Tangenten eine Developpable, indem jede
unter diesen Tangenten zu der entsprechenden Tangente der Curve ¢
conjugirt ist.

"Hieraus folgt, entweder dass die Developpable, die unsere Minimal-
fliche lings einer Minimalcurve allgemeiner Lage beriihrt, den Kugel-
kreis enthilt, oder auch dass diese Developpable ein Kegel ist, dessen
Spitze auf dem Kugelkreise gelegen ist. Und da es nur eine Develop-
pable giebt, die gleichzeitig um die vorgelegte Minimalfliche und den
Kugelkreis nimgeschrieben ist, so erkennen wir, dass der erste Fall jeden-
falls nur fiir solche Minimalf4chen cintreten kann, die selbst imaginire
Developpable sind, welche um den Kugelkreis umgeschrieben sind. Alse:

Satz 9. Waklt man auf einer beliebigen Miimalfldche eine Mini-
malcurve allyemeiner Lage und zieht darnach durch alle Punkte dieser
Curve die Tangente an die zweite durch den betreffenden Punkt hin-
durchgehende Minimalcurve, so treffen die [construirten Tangenten
simmitlich den Kugellveis in demselben Punkte.

Fiihrt man daher die gewihlte Minimaleurve eine infinitesimale
Strecke in Translationsbewegung gegen den im vorangehenden Satze
besprochenen Punkt des Kugelkreises, so liegt die hiernach erhaltene
benachbarte Minimalcurve fortwihrend auf der Fliche, vorausgesetat,
dass man von infinitesimalen Grissen zweiler Ordnung absieht.

Und also kann die vorgelegte Minimalfiiche in der Weise be-
schrieben werden, dass man die gewiihlte Minimaleurve in Translations-
bewegung filMt derart, dass ihre Punkte die Minimalcurven der zweiten
Schaar durchlaufen.

Hiermit ist die Richtigkeit von der im Anfange dieser Nummer
aufgestellten Behauptung nachgewiesen, sodass wir den folgenden Satz
aussprechen kbnnen:

Satz 10. Die Operationen der vorangehenden Nummer liefern alle
Minimalfiichen, auf denen durch jeden Pumkt allgemeiner Lage zwei
verschiedene Minimalewrven hindurchgehen.

8. Jetzt brauchen wir nur die Ergebnisse der beiden letzten Num-
mern analytisch zu formuliren um Monge’s allgemeine Bestimmung
aller Minimalflichen wiederzufinden.
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Seien in der That

und
z=A,(r), y=DB,(x), 2=C(7)
die Gleichungen zweier beliebiger Minimalcurven, so dass die beiden
Gleichungen
d4* +dB* 4 dC* =0,
dA2+dB*+dC2*=0
bestehen. Alsdann bestimmen die Gleichungen
z = A(t) + 4,(1),
y=B() + B (z),
z=C(t) 4 C, (7)
eine Fliche, die in zweifacher Weise durch Translationsbewegung einer
Minimaleurve erzeugt werden kann., Unsere Fliche ist daher (Nr. 6.)
eine Minimalfiiche, und andererseits besitzen (Nr.” 7.) alle Minimal-
flichen diese Gleichungsform, vorausgesetzt dass man von den imagindren
Developpabeln absieht, die um den Kugelkreis umgeschrieben sind. Also:

Satz 11. Sieht man von den imagindren um den Kugelkreis um-
geschricbenen Developpabeln ab, so besitet jede Minimalfliche die Glei-
chungsform

z=A(t) + 4,(z),
y = B(t) + B (7),
2= C() + C(0)
dA* + dB* 4+ dC*=0=dA,*+ dB* 4+ d(?
ist. Dnd andererseits bestimmen diese Gleichungen tmmer eine Mini-
malfliche.

9. Hiernach reducirt sich die Bestimmung aller Mimmalflichen
auf die Auffindung aller Minimalcurven. Lagrange hat zuerst gelehrt,
beliebig viele Minimaleurven zu bestimmen. Fir eine synthetische Auf-
fassung scheint mir die folgende von Darboux*®) herrithrende Be-
stimmung aller Minimalcurven die einfachste zu sein.

wo

#) Um liberbaupt beliebig viele Curven zu finden, die eine vorgelegte Relation
f.zyzdxdydz =0
erfiillen, sucht man nach Monge und Pfaff eine vollstindige Lisung derjenigen
partiellen Differentialgleichung
Fleyepy, =0,
deren Charakteristiken f= 0 befriedigen, Durch Variation der Copstanten findet
man beliebig viele Integralfiichen, die im Allgemeinen eine Rickkehrkante be-
sitzen, welche der Gleichung f =0 geniigt.
22%
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Man unterwirft die allgemeine Ebene
trx +uy 4 22— 1=0,
die Bedingungsgleichung
£ 4t o7 =0,
welche ausdriickt, dass die betreffende Ebene den Kugelkreis berithrt;
fiigt sodann eine beliebige Relation
fGuv) =0
hinzu. Die hiermit bestimmten Ebenen bilden eine Developpable, die
um den Kugelkreis geschrieben ist. Die Riickkehrkante derselben ist
eine Minimalcurve, und auf diese Weise konnen offenbar simmtliche
Minimaleurven erhalten werden.*) Ist insbesondere f eine algebraische
Funetion, so ist die erbaliene Minimaleurve algebraisch, und umgekehrt
ist klar, dass alle algebraische Minimalcurven in dieser Weise erhalten
werden. Also:
Satz 12. Die allgemeinste algebraische Mivimaleurve wird dar-
gestellt in Ebenencoordinaten durch die Gleichungen
£ w4t =0,
fltuv) =0,
wo [ eine arbitriire algebraische Function von ¢, u, v bezeichnet.
10. Unter den verschiedenen expliciten Formeln fiir alle Minimal-
curven, insbesondere fiir alle algebraische Minimalcurven sind die

nachstehenden von Welerstrass herrithrenden besonders bemerkens-
werth:

€= (1—8%) F'(s) + 2s F(s) —2F(s),
(1) y=e(14sE"(5) — 2is F"(s) + 2 F(s),
z=2sF"(s) — 2F(s)
woraus durch Differentiation
Az = (1—s)F"(s),
(2) dy = i(1+-s?) F"(s),
dz=25F"(s),
Dass diese beiden iquivalenten Gleichungssysteme eine Minimalcurve
bestimmen, folgt daraus, dass sie die Gleichung
de*+dy* +dz*=0
identisch erfillen. Dass sie alle Minimalenrven lefern, liegt darin,

dass die Ausdricke der Differentiale dz, dy, dz eine arbitrire Function
der Hiilfsvariable s enthalten. Also:

*) Besonders interessant fiir die Theorie der Minimalflichen ist der Fall, dass
die Gleichung f(tuv) = 0 eine reelle Raumcurve in Ebenencoordinaten darstellt.
Diesen Fall betrachte ich in meiner nichsten ‘Abhandlung,
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Satz 13. Die Formeln (1) lefern alle Minimalewrven.

Lisst man in den Weierstrass'schen Formeln F(s) eine be-
liebige algebraische Function von s bezeichnen, so erhilt man offenbar
eine algebraische Minimaleurve. Dass man umgekehrt in dieser Weise
simmtliche algebraische Minimalcurven findet, kamn man folgender-
massen erkennen.

Lass mich voraussetzen, dass eine algebraische Minimaleurve durch
die Formeln (1) dargestellt wird. Alsdann kbnnen x, y, z immer als
algebraische Functionen einer gewissen Hiilfsgrisse ¢ ausgedriickt wer-
den. Und da wegen (2)

ist, so folgt, dass auch s eine algebraische Function von £, und ebenso
dass ¢ eine algebraische Function von s ist. Folglich sind auch z, ¥, 2
algebraische Functionen von s. Und da die Gleichungen (1) geben

Fs)=—4{(l =Nz 4 i(1+s%y + 252},
ergiebt sich, dass F(s) selbst eine algebraische Function von s ist.
Hiermit ist der folgende Satz, der sich nicht @ dieser Form bel
Welerstrass findet, erwiesen:

Satz 14. Man erkilt dic allgemeinsie algebraische Memimalcurve,
indem man in den Formeln (1) F(s) als eme Ueliebige algebraische
Function von s wihit.

Reelle Minimalfiichen. Algebraische Mirimalfiichen.

11. Bs ist nun nach Bonnets Vorgange sehr leicht, beliebig
viele und sogar afle reellen Minimalflichen zu finden. Hierzu stelle ich
zunichst den folgenden, sozusagen evidenten Satz auf:

Satz 15. Die zu einer beliebigen vorgelegten Minimalcurce gelirige
imagindr-conjugirte Curve ist selbst eine Minimalewree.

Denn die neue Curve wird erhalten, wenn man in den Gleichungen
der vorgelegten Minimaleurve - ¢ mit — ¢ vertauscht.

Seien

e=A{), y=B®, :=CQ)
die Gleichungen einer beliebigen Minimalcurve, und seien
#=A4(), y=2D(), #=0C(),

wo 4,(r), B,(z), C,(r) die conjugirten Functionen der nenen Hiilfs-
grbssen ¢ bezeichnen, die Gleichungen der conjugirten Minimalcurve.
Ich betrachte die Mintmalfliche

o= AW + 4,1,

y=B(t) + Bl(r>’

s=0@®+ C(2).
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Setze ich in diesen Gleichungen, indem ich mit ¢ und #, beliebige
reelle Grossen bezeichne,
t= 1y + iy,
T =1{, — il,,
so ist der entsprechende Punkt unserer Minimalfliche offenbar reell,
Und iudem man £, und £, successiv alle miglichen reellen Werthe giebt,
erhilt man oo? reelle auf der Fliche gelegene Punkte, so dass die
construirte Minimalfliche reell ist. Also:
Satz 16, Ldsst man in den allgemeinen Formeln einer Mini-

malfliche
@ = A(t) + 4,(z),
y = B(f) + B (7),
s =0+ C(),
wo

dA* 4+ dB 4+ dC =0,
dAr + dB? - dC =0

ist, die Grossen A (z), B, (), C,(z) die zu A(t), B(¢), C(t) conjugirten
Functionen von t bezeichren, so ist die betreffende Minimalfltiche
immer reell.

12. Wir werden zeigen, dass die soeben entwickelte Methode alle
reellen Minimalflichen liefert. Hierzu machen wir die folgenden Ueber-
legungen.

Ich wilhle eine beliebige reelle Fliche, die keine Minimalfiiche zu
sein braucht. Alle imaginiren Punkte dieser Fliche ordnen sich paar-
weise als imaginir-conjugirt zusammen. Und dementsprechend ordnen
sich auch alle auf der bFliche gelegenen Minimaleurven paarweise als
conjugirt zusammen. Dies vorausgesetzt, werde ich die beiden durch
einen reellen Punkt p der Fliche hindurchgehenden Minimalcurven be-
trachten. Vertausche ich die conjugirten Puukte der Fliche unter sich.
so bleibt p ungelindert, und daker sind nur die beiden folgenden kille
denkbar. Eutweder bleiben die durch p gehenden Minimalcurven alle
beide ungeandert, indem sie sich in sich transformiren, oder auch es ver-
tauschen sich diese Curven unier einander. Ich werde zeigen, dass
nur der letzte Fall eintreten kann. Wenn insbesondere die beiden
durch p gehenden Minimalcurven Zweige eiuer irreductiblen Curve sind,
so vertauschen sich, werde ich nachweisen, die beiden Zweige unter sich.

Lass uns in der That voraussetzen, dass ein solcher Zweig in sich
selbst transformirt wiirde. Und seien zy2 die Coordinaten des Punktes p,
x4+ dx +idg, y + dy + idy, 2+ dz 4+ idt Coordinaten eines be-
nachbarten Punktes des betreffenden Zweiges. Nach unserer Voraus-
setzung wiren dann x + dz —3dE, y +dy — idy, 2+ ds — id¢
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die Coordinaten eines gewissen Punktes desselben Zweiges. Es be-
stinden daber drei Relationen der Form

Setzte man hier

so kime

woraus

und also

Also kame

woraus

dz 4 id§ = (a4 ai) (dz —idf),
dy + idy = (a+<i) (dy—idy),
dz +id = (a+ «i) (de—idE).

dz +idE= re’*,
dy + idy= @c**,
dz 4 idg = Re™,
e+ ta = Aesi,
ref = dr B0
0 = Ap ¥ ¥,
Ret' == 4 Re5™ ¥

Pe + >
A=1, f=B—-/,

g == B — @,

F=031—F,
f=¢@= F= 1}B

dz + tdE == retfs,

dy + idy= &t ®,

dz4idE _ dy4idyg _ dsidg

e E-

folgen wiirde. Nun aber ist
(dx 4 {dE)® 4 (dy + vdm* 4+ (dz + {dEit == O,

also kine

Pt [t =,

welche Gleichung jedoch contradictorisch 1st, indem r, o, R reelle
Grossen sind, die nicht simmtlich verschwinden diirfen. Hieraus folgt

nun zunichst der Satz:

Satz 17. Unter den imagendren Ricktungen, die durel einen reellen
Puplit hindurchgehen, und welche dabes den Kugelkreis treffen, giebt es
keme, die sich selbst conjugirt ist.

Hieraus fliesst unmitielbar

Satz 18. Vertauscht man die conjugirten Punkte einer reclien Fliche
unter sich, so vertauschen sich die beiden durch einen reellen Punkt der
Fléiche hindurchgehenden Minimaleurven.
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Wenden wir nun diesen Satz auf eine beliebige reelle Minimal.
fliche an, so ergiebt sich, dass die beiden darch einen reellen Punkt
allgemeiner Lage hindurchgehenden Minimaleurven, die auf der Fliche
gelegen sind, einander conjugirt sind. Und also ergiebt sich der Satz:

Satz 19 Man erhilt die allgememste reelle Minimalfliche, indem
man, wie in Sulz 16. geschehen, eine beliebige Minimalcurve

o= A(), y=B@, ¢=~0C0)
mit der conjugirten Minimalcurve
r=A4,(r), y=B(1), 2= 0z)
verbindet und darnach die Minimalfliche
2= A(t) + 4,(z),
y =B + B (),

e =C() + ().
bildet,

13. In der citirten Arbeit giebt Bonnet zngleich Methoden zur
Auffindung von beliebig vielen reellen algebraischen Minimalflichen.
Dagegen behandelt er picht die Frage nach der Bestimmung aller
reellen algebraischen Minimalfiichen. Erst Weilerstrass hat eine
erschopfende Methode zur Bestimmung aller reellen algebraischen
Minimalflichen gegeben.

Indem ich im Folgenden eine neue Behandlung des von Weier-
strass erledigten Problems entwickele, erlaube ich mir die Aufmerk-
samkeit darauf zu richten, dass bei meiner Behandlung das betreffende
Problem in mehrere Unterprobleme zerlegt wird. Zugleich hebe ich
schon hier hervor, dass ich in entsprechender Weise dasselbe Problem
fiir einige andere interessante partielle Differentialgleichungen 2. O.
erledigt habe.

Ich bemerke zuniichst, dass die (reelle oder imaginire) Minimalfiiiche

=A@+ 4,0),
y=DB{) + B\,
¢=Ct)+ ()

immer algebraisch ist, wenn die beiden Minimalcurven
r=4d@), y=5B{), z=0C (1)
und
z=Ayr), y=DB{r), +=0C)
algebraisch sind, Umgekehrt ist leicht einzusehen, dass diese hin-
reichende Bedingung auch nothwendig ist. Denn sei iiberhaupt eine
algebraische Minimaiffiche vorgelegt. Ich construire den Tangenten-
kegel, dessen Spitze in einem beliebigen Punkte des Kugelkreises ge-
legen ist. Dieser Kegel ist algebraisch und folglich ist anch seine
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Berithrungscurve mit der vorgelegten Fliche algebraisch. Aber diese
Beriihrungscurve zerfallt in Minimalcurven (die auf der Fliche gelegen
sind), und zwar findet sich unter ihnen jedenfalls eire Minimalcurve
jeder Schaar. Also schliessen wir, dass die auf einer algebraischen
Minimalfliche gelegenen Minimalcurven simmtlich algebraisch sind.
Also ergiebt sich:

Satz 20. Man erkilt alle algebraischen Minimalflichen, indem
man in der friher (Salz 6. und 1.) auseinandergesetzten Weise zwei be-
liebige algebraische Minimalcurven verbindet.

Hiermit ist das vorliegende Problem daraut zuriickgefiihrt, sammt-
liche algebraische Minimaleurven aufzufinden. Und da dieses Hiilfs-
problem schon in Nummer 10., und dies sogar in zwei verschiedenen
Weisen erledigt wurde, so ist die Frage nach allen algebraischen Minimal-
flichen erledigt.

Fragt man mit Weierstrass insbesondere nach allen reellen
algebraischen Minimalflichen, so erhilt man, indem man die Sitze
19. und 20. verbindet, unmittelbar die Anwort in der folgenden Form:

Satz 21. Man erkdlt die allgemeinste reelle algebraische Minimal-
fléche, indem man cine beliehige algebraische Minimalourve mit der
conjugirten Minimalcurve in der friher (Satz 6. und 1.) auseinander-
gesetzten Weise verbindet.

Wiinscht man endlich die Bestimmung aller reellen algebraischen
Minimalflichen eben in der von Weierstrass gegebenen Form zu
erhalten, so brauchi man nur Satz 14. mit dem vorangehenden Satze
zu verbinden. Bezeichnet man dabei iiberhaupt den reellen Theil einer
Function f mit R (f), so ergiebt sich der folgende von Weierstrass
herrithrende Satz:

Satz 22. Die allgemeinste reelle algebraische Minimalfliche wird
dargestellt durch die Formeln

2= R[1 — s F'(s) 4+ 2s F(5) — 2F ()],
y = R[( + HF'(s) — 2is F'(s) + 2{F(s)],
z = R[2sF"(5) — 2F ()],
in denen F(s) eine belichige algebraische Funclion von s bezeichmet.

Die vereinigten Sitze 20. und 21. leisten insofern mehr als Satz 22.,
weil sie alle algebraischen Minimalflichen, und nicht allein die reeflen
algebraischen Minimalflichen lefern,

§ 4
Minimalflichen, deren Minimalcurven eine irredumctible Schaar bilden.

Durch jeden Punkt einer Minimalfiache, die keine imaginire
Developpable ist, gehen zwei Minimalcurven, die im Allgemeinen zwei
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verschiedenen Schaaren angehdren. Ausnahmsweise kann es jedoch
eintreten, dass simmtliche Minimaleurven einer Minimalfiiche eine
irreductible Schaar bilden, welche dabei die Fliche zweifach bedeckt,
Solche Minimalflichen nenne ich Doppelfliichen.

14, Es ist leicht die allgemeinen Gleichungen aller Minima).
flichen, die Doppelflichen sind, anzugeben. Seien in der That

(1) z=A(), y=B({), z=_C(f)
die Gleichungen einer beliebiger Minimalcurve. Alsdann sind
£ = A(t) + A(),
y= B + B(),
2 = Ot) + ()
die Gleichungen einer Minimalfliche, deren sémmtliche Minimalcurven

mit der vorgelegten Minimalcurve congruent und gleichgestellt sing,
Und da die beiden Gleichungssysteme

= A() + A,
y= DB{a)+ B(r), (a= Const.),
s= 0(a) + C(),

z=A@) + A(a),

y = B(t) + B(e¢), (¢ = Const),

=0+ Cla),
dieselbe Minimalevrve darstellen, so bilden die auf unserer Fliche ge-
legenen Minimalcurven eine irreductible Schaar, sodass unsere Minimal-
fliche eine Doppelfliche ist.

Es ist andererseits klar, dass hiermit die allgemeinen Gleichungen
aller Doppelfiichen gefunden sind. Denn da eine allgemeine Minimal-
fliche bestimmi ist, wenn auf derselben eine Minimaleurve aus jeder
Schaar gegeben ist, so ist eine Doppelfliche bestimmt, wenn nur eine
einzige auf derselben gelegene Minimaleurve vorgelegt ist. Also:

Sate 23, Alle Miimalflachen, die Doppelflichen sind, werden
definirt durch die Gleichungen

&= () + A(x),
@ y=B() + B(x),
s=C(0) + 0),

und

vorausgeselst, dass
z =A@, y= DB, 2= C(f)

die Gleichungen einer belicbigen Minimaleurve sind.
Zu bemerken ist, dass die Parameterwerthe

t=a, t=25%
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denselben Punkt wie die Werthe
t= b, T=
liefern.

15, Im Allgemeinen ist die durch die Formeln (2) gelieferte
Doppelffiche imagindr, und es stellt sich duher die neue Aufgabe, alle
reelle Minimalfldchen zu finden, die Doppelfiichen sind.

Seien
@) «+ 8, y+ni, 2+
die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer reellen Doppelfliche.
Alsdann gehdrt auch der conjugirte Punkt
6 x—%, y—ni, z-¢i
unserer Fliche an. Wenn der erste Punkt eine Minimalcurve durch-
lauft, so beschreibt der conjugirte Punkt die conjugirte Minimalcurve,
Sollen nun simmtliche Minimalcurven unserer kliche eine irreductible
Schaar bilden, so muss eine jede Minimalcurve durch eine gewisse
Translationsbewegung n die conjugirte Minimalcurve iibergehen kinnen.
Man kanno daher in diesem Falle solche Constanten
) a+ «z, b+ B, ¢+ yi
wihlen, dass der Punkt

:c+a+(a—§)¢, y+b+\13"_'i“v z+‘+(7’"—§)bz
derselben Minimaleurve, wie der Punkt (3) angehdrt, Also:

Satz 24. Rilden die Miwimalcurven emer veellen Minamalfliche
eine wrreductible Schaar, so ist es, wenn wir nut

e+ 8, y+mi,  z4 L
die Coordinaten ¢ines variablen Punkies emer auf der Fliche gelegenen
Minimalcurve bezeichnen, tmmer mioglich solche Constanten a + aq,
b - Bi, ¢+ pi 2w wiklen, dass der variable Punkt

s4at (e~ 57, y+o+@—ni s+c+{r— 5
der vorgelegten Meimalcurve ebenfalls angehirt.

Indem wir auf den neuen Punkt unserer Minimalcurve nochmals

dieselbe Operation anwenden, erkennen wir, dass auch der Punkt mit
den Coordinaten

z+2a+ 8, y+2b+qe, 2+2c+
unserer Minimalcurve angeh@rt. Und durch 2m-malige Wiederholung
derselben Operation erkennt man, dass jeder Punkt mit den Coordinaten

(3) =z +2ma -+ &, ¥+ 2mb 4 75, 2+ 2me + &4,

wo m eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, unserer Curve angehort.
Sind pun @, b, ¢ nicht simmtlich gleich Null, so bestimmen die
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Coordinatenwerthe (5) unendlich viele Punkte, die unsere Minimaleurye
mit der Geraden

—(z4+E) ¥ -+ F— (4t
@ - b ¢

gemein hat. Also ist die Curve transcendent, und folglich ist auch
die zugehdrige reelle Minimalfiiche transcendent.

In dem vorliegenden Falle konmen wir bemerken, dass unsere
Minimalcurve die Translationsbewegung

Az =a, Ay =", Az=c¢

gestattet. Folglich gestatten stimmtliche Minimalcurven dieselbe Be-
wegung, sodass die Fliche periodisch®) ist. Also:

Satz 25. Wenn die Grissen o b ¢ nicht simmtlich gleich Null
sind, so ist unsere Doppelfliiche periodisch wnd also transcendent**).

16. Boll also eine Doppelfiiche algebraisch sein, so muss

a=b=c=0

sein. In diesem Falle entspricht jedem Punkte

o+, y+ui, st

einer auf der Fliche gelegenen Minimalcurve ein anderer Punkt
e+ @—8i y+B—mi, s+ -8

derselben Minimalcurve. Man fithre die Translationsbewegung
Ar—— 24, Ay= —%i, Ar=—14

auf unsere Curve aus. Hierdurch erhalten wir eine neue Minimal-
carve, auf der jedem Punkte

s (E=9)h v+ (=5 s+~ 1)

der conjugirte Punkt

It R R P (L

zugeordnet ist. Daher ist die nene Curve sich selbst conjugirt. Also:
Satz 26. Jede Minimaleurve einer reellen algebraischen Doppel-

*) Hier mége angefihrt sein, dass eine jede Periode einer Minimalfiiche
thren Grund in einer Periode der Minimalcurven der einen Schaar hat. Aehnliche
Sitze gelten fiir reelle algebraische Minimalflichen, die iiberhaupt eine Gruppe
linearer Transformationen gestatten, bei denen der Kugelkreis invariant bleibt.

*+) Als Beispiel fiir periodische Doppelfiichen mége die Schraubenfliche an-
gefiihrt sein. FEin zweites Beispiel ist die Flache, deren Haupttangentencurven
sich auf die Kugel als confocale sphirische Kegelschnitte abbilden. Diese beiden

. Flachen sind dadurch bemerkenswerth, dass sie gleichzeitig hinsichtlich einfach
uvendlich vieler Kegelschnitte Minimalflicken sind.
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flache kann durch eine zweckmiissige Translationsbewequng in eine sich
selbst conjugirte Curve <dbergefiihrt werden.

Wir kdnnen auch den noch allgemeineren Satz anssprechen:

Satz 27. Jede Minimoleurve einer nicht periodischen Doppelfliiche
geht durch eine gewisse Translationsbewegung in eine sich selbst con-
jugirte Curve dber.

Sei anderseits eine beliebige sich selbst conjugirte Minimaleurve
vorgelegt:

z=A({), y=DB{), =2=C@),

und lass mich voraussetzen, dass die Parameterwerthe

t =4+ ut, t=v -+ g1
zwel conjugirte Punkte geben. Gebe ich dann in den Gleichungen

s = AW+ A,
y =B+ B@),
z= C{f) 4+ C(7)

den Grossen ¢ und v die Werthe

t =4+ g, T=v -+ 0,
so ist der hervorgehende Punkt reell. Die erhaltene Doppelfliche ist
daher auch reell. Also:

Satz 28. Eine sich selbst conjugirie Minimalcurve licfert immer
eine rveelle Doppelfliche.

17. In der vorangehenden Nummer reducirten wir das Problem,
alle reellen algebraischen Doppelftichen zu finden, auf die Bestimmung
aller sich selbst conjugirten algebraischen Minimalcurven. Es ist aber
leicht das letzte Problem zu erledigen. Man nehme in der That eine
beliebige reelle Gleichung zwischen den Ebenencoordinaten ¢, u, v,

ftuv) =0,
und fiige die Gleichung des Kugelkreises hinzu
4w =0.

Diese beiden Gleichungen bestimmen eine sich selbst conjugirte Develop-
pable, deren Riickkehrkante eine sich selbst conjugirte Minimaleurve
ist. Allerdings ist es hierbei denkbar, dass die Developpable und in
Folge dessen “auch die Rickkehrkante in Theile zerfillt, die paarweise
einander copjugirt sind. Doch ist es klar, dass ein solches Zerfallen
nur ausnahmsweise eintritt.

Auf der anderen Seite ist kiar, dass alle sich selbst conjugirten
Minimalcurven in dieser Weise erhalten werden; denn in Ebenencoor-
dinaten wird eine solche Curve eo ipso durch die Gleichung

24wt =0



350 Sopaos L.

zusammen mit einer anderen reellen Gleichung zwischen £, u, v dar-
gestellt. Also ergiebt sich :

Satz 29. Um alle*) reellen algebraischen Doppelflachen eu finden
verfihrt mon -folgendermassen. Zu der Gleichung des Kugelkreises in

Ebenencoordinaten
#+urt22=0

fiigt man eine beliebige reelle algebraische Lielation zwischen t, u, v hinzy:

f{, u,v)=0.
Ist die hierdurch bestimmte Minimalcurve
z=A(s), y=DB(), z2=C)
trreductibel, so bestimmen die Gleichungen
z=RA(s), y=RB(s), 2= RC(s)
eine reelle algebraische Minimalfliche, die eine Doppelfliche ist.
Nimmt man z. B. einen reellen Kegelschnitt, und sucht die um
diesen Kegelschnitt und den imagindren Kugelkreis umgeschriebene
Developpable, so erhilt man bekanntlich eine sich selbst conjugirte
Developpable achter Ordnung, deren Rickkehrkante eine sich selbst
conjugirte Minimaleurve zwdlfter Ordnung ist. Die zugehtrige Minimal-
fliche, die Herr Henneberg**) zuerst betrachtet hat, ist eine Doppel-
fliiche. Besonders interessant ist der ebenso von Herrn Henneberg
betrachtete Fall, dass der vorgelegte Kegelschnitt eine Parabel ist. Mit
diesen beiden Flichen werde ich mich sowohl in dieser wie in meiner
nichsten Abhandlung {iber Minimalflichen beschiftigen.

§ 5.
Bestimmung der Classe einer Minimalfidche.

Da eine Minimalfiiche durch die auf derselben gelegenen Minimal-
curven bestimmt ist, stellt sich die allgemeine Aufgabe, die cbarakte-
ristischen Zahlen einer algebraischen Minimalfiiche z. B. ihre Classe,
Ordnung u. s. w. zu bestimmen, wenn die betreffenden Minimalcurven
bekannt sind.

In diesem Paragraphen entwickele ich eine #usserst einfache Formel
zur Bestimmung der Classe einer beliebigen algebraischen Minimal-
fliche. Diese Formel ist jedoch verschieden, jenachdem die Fliche
eine Doppelfliche ist, oder nicht. Wir betrachten daher diese beiden
Fille fiir sich.

*) Dieser Satz ist deswegen bemerkenswerth, weil derselbe nicht giltig bleibt,
wenn man das Wort ,algebraisch® weglisst.

**) Bei Henneberg werden die besprochenen Minimalflichen dadurch definirt,
dass sie die Evolute eines Kegelschnitts als geoditische Curve enthalten.
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18. Wir wollen zunichsf selche Minimalfiichen betrachten, die
keine Doppelflichen sind, alga golche Minimalfiichen, die zwei ver-
schiedene Schaaren von Mmlmalcurven entbalten. Sei K eine Curve
der einen Schaar, K’ eine Curve der zweiten Schaar. Sei R.und R
der Rang dieser Curven; M und M’ die Multiplicitit des Kugelkreiscs
auf den zugehdrigen Developpablen. Ich werde zeigen, dass die Classe
der Fliche durch die Formel

ME-—-M+MFE~-M)
ausgedriickt wird.

Zunichst zeige ich, dass jeder Tangentenkegel, dessen Spitze auf
dem Kugelkreise liegt, in M | M’ Kegel zerfsllt. Durch einen Punkt =
des Kugelkreises gehen nimlich M Tangenten an die Curve K. Jede
solche Tangente gehort einem Kegel an, der die Fliche nach einer
Curve von der Schaar K’ beriihrt. Ich behaupte, dass keine zwel
unter diesen Tangenten die Fliche in Punkten derselben Carve K’
beriibren konnen. Wire ndmlich dies allgemein der Fall, so miisste
die Curve K’ durch eine endliche Translationsbewegung in sich selbst
libergehen konnen, sodass K' periodisch uud also transcendent sein
wiirde. Daher giebt es M verschiedene Tangenienkegel, deren Spitze
in x liegt, welche nach Curven K beriihren. Dem entsprechend giebt
es M Tangentenkegel, deren Spitzen in z liegen, welche nach Curven
K berithren. Und da jede durch =z gehende Tangente entweder eine
Curve K oder eine Curve K’ beriihrt, ergiebt sich der Satz:

Satz 30. Jeder Tangentenkegel, dessen Spitze auf dem Kugelkreisc
liegt, zerfollt in M Keyel, die die Fliche nach Curven K, und M Kegel,
die nacl Curven K beriihren.

Die Kegel, die nach Curven K beriibren, sind von der Classe
R — M. Ebenso sind die Kegel, die nach Curven K beriihren, vou
der Classe R — M. Also ist die Classe des gesammten Taugenten-
kegels, dessen Spitze auf dem Kugelkreise gelegen ist, gleich

MR — MY+ M (K- M).
Diese Zahl ist somit die Classe der Fldche. Also:

Satz 31. Die Classe einer Minimaliliiche, die keine Doppelfliche

st, wird gegeben durch die Formel

M(R— M)+ M(F — A);
R it der Rang emer auf der Fliche gelegenen Minimalcurve, M ist
die Multiplicitit des Kugdlkveises auf der zugchorigen Developpabeln;
R und M sind dic enlsprechenden Zuhlen einer Miavmalewrve der
zweiten Schaar.

Ist insbesondere die betreffende Fliche reell, so ist

R=R, M= M,
und also ergiebt sich:
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Satz32. Die Classe einer recllen Minimalflische ist gleich 2 M(R — M),
vorausgeselat, dass die Fliche keine Doppelfliche ist.

Wiinscht man die Classe einer Doppelfiiche zu bestimmen, g
verfihrt man in entsprechender Weise. Ist R der Rang einer allge.
meinen auf der Fliche gelegenen Minimaleurve, M die Multiphcitas
des Kugelkreises auf der betreffenden Developpablen, so erkennt man,
dass der Tangentenkegel, dessen Spitze auf dem Kugelkreise liegt, in
M Kegel zerfillt, unter denen jeder nach einer Minimalcurve beriihrt.
In Folge dessen ist die Classe eines jeden solchen Kegels gleich R—M.
Also ist die Classe des gesammten Tangentenkegels gleich M (B — M)
Daher:

Satz 33. Die Classe einer Minimalfliche, deren Minimaleurven
eine irreductible Schaar bilden, ist gleich M (R — M)¥).

Diese letzte Formel gilt fiir alle Doppelflichen, sowohl die reellen
wie die imaginfren.

20. Transformirt man eine Minimalcurve durch reciproke Radien*¥),
so erhilt man bekanntlich eine neue Minimalcurve. Insbesondere geht
eine Minimalgerade in eine ebensolche Gerade iiber.

Hieraus lassen sich leicht Schliisse ziehen, die fiir die Theorie
der algebraischen Minimalflichen wichtig sind. Zundchst zeige ich,
dass die Zahl R — M bei der besprochenen Transformation invariant
bleibt.

Bei der Transformation geht nimlich die Developpable einer
Minimalcurve in die Developpable einer ebensolchen Curve iiber. Die
vorgelegte Developpable wird von einer Minimalgeraden allgemeiner
Lage in B — M Punkten geschnitten. Also wird auch die neune Develop-
pable von einer jeden Minimalgeraden allgemeiner- Lage in ebenso-
vielen Punkten geschnitten. Und also kommt:

Sate 34,  Transformirt man eine Minimalcurve durch reciproke
Radien, so bleibt die Zahl B — M invariant.

Durch analoge Betrachtungen werden wir jetzt einen Minimal-
werth der Zahl B — M herleiten. Die Developpable einer vorgelegten
Minimalcurve schneiden wir mit einem Kreise, der die Curve in einem
gewissen Punkte x trifft, sonst aber eine allgemeine Lage besitzt.
Sodann fiihren wir eine Transformation durch reciproke Radien aus,
Indem wir den Punkt = zum Pol der Transformation wihlen. Hler-
durch geht der Kreis iiber in eine Gerade allgemeiner Lage, welche
die Developpable der neuen Minimalcurve in B” Punkten trifft, voraus-

*) Selbstverstindlicherweise sehen wir hier, wie gewdhulich, von den imagi-
niren Developpablen, die den Kugelkreis enthalten, ab.
**) Man vergleiche z. B. Darbousx: Sur une classe remarquable de courbes etc.
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gesetzt, dass B” den Rang der neuen Minimaleurve bezeichnet. Folg-
lich ist B” gleich der Zahl der Schnitipunkte der urspriinglichen
Developpablen mit dem besprochenen Kreise, minus der Zahl dieser
Schnittpunkte, die entweder im Punkte x oder uneadlich entfernt
liegen. Das heisst, es ist
"=2(R - M) — o,

wo o die Zahl der im Punkte = vereinigten Schnittpunkte bezeichnet.
Und da diese Zahl gleich 2 ist, wenn = kein singuldrer Punkt der
vorgelegten Minimaleurve ist, so kbnnen wir setzen

B’ =2(R — M) —2.
Wire nun B — M kleiner als 3, so ergiibe sich fiir R” ein kleinerer
Werth als 4. Es giebt aber keine Curve, deren Rang kleiner als 4
ist. Also:

Satz 35, Die Zahl R — M ist gleich oder grisser als 3.

[Spiter werden wir zeigen, dass B — M entweder gleich oder
auch grosser als M ist.)

21. Die obenstehenden Entwickelungen fithren zu einer einfachen
Bestimmung der niedrigsten Classenzahl einer Minimalfiiche. Dabei
sechen wir von der Ebene und den imaginiren Developpablen ab.

Es folgt zunichst aus den Sitzen 31., 32, und 35., dass die Classe
einer reellen. oder imaginiren Mipimalfliche, die keine Doppelfiiche
ist, nicht kleiner als 6 sein kann.

Dagegen kann die Classe einer Doppelfiiche gleich 3 sein. Die
Hypothese

M(E—-M)=3
giebt nimlich

M=1, R=4
und es giebt bekanntlich eine Minimalcurve 3. O., deren Raug gleich
4 ist, und welche dabei den Kugelkréis als einfacken Kegelschnitt ent-
bilt. Also:

Satz 36. FEs giebt eine Minimalfliche dritter Classe.®)

Es fragt sich, ob es redle Minimalfiichen dritter Classe giebt.
Um diese Frage zu beaniworten, erinnern wir, dass eine jede Minimal-
curve einer reellen algebraischen Doppelffiche durch eine gewisse
Translationsbewegung in eine sich selbst conjugirte Curve iibergehen
kann. Hieraus aber fliesst der Hiilfssatz:

Sat2 37. Eine Minimaleurve allgemeiner Lage einer reellen Doppel-
fléche trifft den Kugelkreis in einer graden Anzahl von Punklen, die
paarweise conjugirt sind.

¥) Diese Fliche ist, wie ich beiliufig bemerke, eine Cayley’sche Linien-
fiiche 3. Ordnung.
Mathematische Anualen. XIV, 23



354 Sopmus LiE.

Urd da eine Minimalcurve dritter Ordnung den Kugelkreis nur i
einem Punkte trifft, folgt:

Satz 38. Es giebt Leine reelle Menimalfliche dritter Classe.

Um alle Minimalflichen 4t Classe zu finden, setzt man

M(R — M)—4,

M=1, R=25.

Es giebt bekanntlich eine Minimalcurve vierter Ordnung, deren Rang
5 ist, deren Developpable den Kugelkreis als einfachen Kegelschnitt
enthiilt. Also existirt eine Minimalfliche 4t Classe. Da indess die
besprochene Minimalcurve den Kugelkreis nur in einem Punkte trifft,
50 giebt es keine reelle Minimalfliche vierter Classe. Also:

Satz 39. Es giebt eine Minimalfliiche vierter Classe, welche jedoch
immer imagindr ist.

Und da es nach Herrn Hennebergs schonen Untersuchungen eine
reelle Minimalfliche 5 Classe giebt, so folgt*):

Satz 40. Die niedrigsie Classenzakl der veellen Minimalflichen
ist 5.

Wie man sieht, sind alle Minimalfliichen ftnfter Classe bestimmt
durch die Gleichung

woraus

M(R — M) =5,

M=1, R =6.
In spiiteren Paragraphen dieser Abhandlung werde ich mich mehr
eingehend mit der Bestimmung aller Minimalfliichen von gegebener
Classe beschiftigen. Es gelingt mir u. A. alle reellen Minimalflichen
anzugeben, deren Classe gleich e¢iner beliebigen vorgelegien Primzahl ist.

woraus

§ 6.
P
Dis Ordnung einer algebraischen Minimalfifiche.
Ich stelle mir jetzt die Aufgabe, die Orduung einer vorgelegten
algebraischen Minimalfiiche
&€= A(t) + Ax(r)a
0 y =B () + B/,
2= C{)+ C ()
zu bestimmen. Ich werde eine allgemeine Methode zur Erledigung
dieses Problems entwickeln. Dabei bemerke ich, dass diese Methode

sich tiberhaupt auf alle Flichen, deren Gleichungen die Form (1) be-
sitzen, anwenden lsst.

*) Man vergleiche hierzu den letzten Paragraphen dieser Abhandlung.
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22. Ich schneide die vorgelegie Minimalfliiche, deren Minimal-
curven zwei verschiedene Schaaren bilden mdgen, mit einer Geraden,
die darch den gegebenen Punkt

zZ=a, y==b, 2=c¢
hindurchgeht, und welche dabei die Richtungscosinus «, 8, ¢ besitzt.
Die Gleichungen dieser Geraden sind
T=a - ap,
2) y=1b+ po,

Z=c 70,

wo o die Distanz des laufenden Punktes z,y, 2 von dem festen Punkte
a, b, ¢ bezeichnet. leh setze voraus, dass die Constanten ., b, ¢, «, 8, ¥
allgemeine Werthe -haben. In Folge dessen kann ich annehmen, dass
simmtliche Schnittpunkte zwischen der Fliche (1) und der Geraden (2)
verschieden sind und dabei endliche Coordinatenwerthe haben. Ich
nehme ferner an, dass die Gerade (2) nicht eine solche Lage besitzt,
dass zwei unter ihren Schnittpunkten mit der Fliche demselben Werth-
systeme ¢, ¢ entsprechen. Ich setze endlich voraus, dass die Gerade (2)
aunch nicht eine solche Lage Lesitzt, dass ein Schnittpunkt zu einem
solchen Werthsysteme ¢ v gehort, fiir welches eine unter den Grissen
A, B, C®), 4,®), B, (r), C,{r) unendlich wird.

Nach diesen Festsetzungen ist die Ordnung der Fliche gleich der
Zahl der Werthsysteme ¢, 7, p, welche die Gleichungen

Alf) + A (r) = a + «o,
) B(t) + B\(z) =t + o,
CH) +C(x)=c+re
erfallen, ohne eine oder mehrere unter den Grossen A4 (f), B(t), C(?),
4,(z), B,(z), C,(r) unendlich zu machen,
Wir schreiben die Gleichungen (3) folgendermassen
A{t) — a=a9 — A (7),
)] B(t) — b= e — B(x),
C(O — =70 — 01(1)1
und ersetzen sie darnach, indem wir 3 Hiilfsgrossen «, y', 2 einfiihren,
durch die 6 Aquivalenten Gleichungen
6)) = A(t) — a, y=Bt—b, &=0—c
(6) x'=a9—A1(z), y’-—;ﬂ@—-Bl(‘C), Z’=79——-Cl(’f)-
Die drei Gleichungen (3) bestimmen eine Minimaleurve, die mit den
Minimalcurven der einen Schaar unserer Fliche congruent und gleich-

gestellt ist. Die drei Gleichungen (6) bestimmen eine Cylindertliche,
23.
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deren Erzeugenden die Richtungscosinus @, 8, y besitzen, und welche
dabel die Minimalcurve

#= - A (1), ¥y =—B(), £=—C/r)
enthilt. Hiernach ist der folgende Satz gefunden:

Satz 41. Die Ordnung der Flicke (1) ist gleich der Anzahl dey
im endlichen Raume geleyenen Schmittpunkte zwischen der Curve (5) und
der Cylinderfliche (6). Vorausgesetzt ist dabei, dass die Grissen a, b, ¢,
«, B, v allgemeine Werthe haben™).

Ist nun die Curve (5) von der Ordnung , und die Curve

r=A(r), y=DB(r), +="C(r)
und also auch die Curve
x=—-<A1(‘£), Y = Bl(r)y Z=—.U‘(‘B')

von der Ordnung m,, so schneidet die Curve (3) die Cylinderfliche (6)
in mom, Punkten. Liegen dieselben simmtlich im endlichen Raunme,
so ist die Ordnung der Fliche (1) gleich mm,. Liegen dagegen einige
unter diesen Punkten, etwa @, unendlich entfernt, so ist die Ordnung
der Minimalfliche gleich mm, — w. Also:

Satz 42, Erzeugen zwei algebraische Minimalcurven, deren Ordnung
beziiglich gleich m wund m, sein mogen, eine Minimalfliche, so lisst sich
die Ordnung dieser Fliche durch mm, — & oausdriicken. Hierbei ist
@ eme positive Zahl, die nur vom Verhalten der beiden vorgelegten
Minimalcurven am Unendlichen abhiingt.

Haben insbesondere unsere beiden Minimalcurven keinen gemein-
samen unendlich entfernten Punkt, so ist o gleich Null, so dass die
Ordnung der Fiiche gleich mm, ist.

Ist unsere Minimalfliche insbesondere reell, so ist, da zwei con-
jugirte Minimaleurven dieselbe Ordnung haben, m gleich m,. Setzen
wir voraus, dass unter den unendlich entfernten Punkten einer Minimal-
curve unserer F'liche sich keine solche finden, die zu einander conjugirt
sind, so ist @ gleich Null, indem unsere Minimalcurve keinen unendlich
entfernten Punkt mit der conjugirten Curve gemein hat. Also:

Satz 43. Erzeugt eine Minimalcurve von der Ordnuny m eine

*) Man kdnnte sich von vorneherein denken, dass ein im endlichen Raume
gelegener Schoittpunkt 2’ 4 2 zwischen der Curve (5) und der Cylinderfliche
einem Werthsystem 4,7 entspriche, fir welches eine der Grissen 4,7, B,z, C,t und
also auch ¢ unendlich wire. Dann aber bestinden fiir diesen Werth von z die
Relationen

4,z Bjx_ Oz
« T BT
und das ist unméglich, da e, #, v allgemeine Constanten sind.
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reelle Minimalfliiche, die jedoch keine Doppelfliiche ist, so ist die Ord-
nung dieser Flide gleich m* — o. Die Zald a st gleick Null, wenn
die Minimalcurve keine conjugirte, unendlich entfernte Punkte besitzt;
dagegen grosser als Null, wenn die Curve solche Punkic enthélt.

23. Es fragt sich, wie man in jedem einzelnen Falle die Zahl o,
das heisst die Anzahl der unendlich entfernten Schnittpunkte der
Curve (5) mit dem Cylinder (6) bestimmt.

Um dies zu beantworten, ersetzen wir die Curve (5) durch einen
hindurchgehenden Cylinder, dessen Erzeugenden, wie diejenigen des
Cylinders (6), die Richtungscosinus &, 8, y besitzen. Die Zahl @ ist
gleich der Anzahl derjenigen gemeinsamen Erzeugenden dieser beiden
Cylinder, die in der unendlich entfernten Ebene liegen. Hierbei ist
zn bemerken, dass der Cylinder (6), nachdem die Constanten «, 8, y
gewihlt sind, eine bestimmte Lage besitzt, wihrend der neue Cylinder
wegen der unbestimmten Parameter a, b, ¢ zweifach unendlich viele
Lagen besitzen kann. Diese Lagen gehen aus einer bestimmten solchen
Lage durch Anwendung aller Translationen des Raumes hervor. Indem
wir sowohl den festen wie den variablen Cylinder durch thre Schnitt-
curven mit einer festen Ebene ersetzen, erbalten wir den Satz:

Satz 44. Dic Zall o ist gleick der Anzahl der unendlich ent-
fernten Schnittpunkte einer festen chenen Curve mil einer variablen Curce
derselben Ebene, auf die alle miglichen Translationen, welche diese Ebene
cariant lassen, ausgefihrt werden.

Es ist leicht den letzten Satz durch ein analytisches Raisonnement
herzuleiten. Die Gleichungen (4) geben durch Elimination von ¢

BA) — «B(t) — (Bu — by = — [BA,(z) — « B, (v)],

7AW — e« CH) — (ya — ac)=— [y 4,(7) — « C (1)},

und da jedes Werthsystem {, 7, welches diese beiden Gleichungen be-
friedigt, und dabei den Grossen A (), L(t), Ct), 4,(x), B,(z), C{7)
endliche Werthe ertheilt, durch Einsetzung in (4) zugleich der Grdsse ¢
einen endlichen Werth giebt, so ist die Ordnung der kliche gleich der
Angzahl derjenigen Werthsysteme ¢, 7, welche die beiden Gleichungen
(1) erfillen, und dabei keine unter den Gréssen .1(f)--- C(z) un-
endlich machen.

Da nun die Parameter «, 8, y allyemeine Werthe baben sollen,
so konnen wir annehmen, indem wir mit ¢, einen Werth vou ¢ be-
zeichnen, der eine der Grossen A(£), B(t), C(¢) unendlich macht, dass
die Gleichungen

M

Ay Bitn) | Cla)
2 B
nickt bestehen, und ebenso, indem wir mit z_ einen Werth von 7 be-
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zeichnen, der eine der Grossen 4,(1), B,(z), C,(¢) unendlich macht,
dass die Gleichungen
~A1(ta) — B,(z,) - C(z,)
« B t

nicht besteben,

In Folge dessen ist die Ordnung der Fliche zugleich die Anzahl
derjenigen Werthsysteme t, 7, welche die beiden Gleichungen (7) erfiillen,
und daber heine unter den Grissen

BA () —a«B (), vA({) —aC (),
BA,(z)—aB (), pA (1) — al(7)
unendlich machen.

Betrachten wir daher die beiden Curven

¥ =pA0) — «B(t) — (Ba — ab),

Y=y At —a«C{t) — (ya —ac),
und .
2" = — [B4,() — « B/(r)],

Yy =—{r4,(r) —«C()],
so ist, kénnen wir sagen, die Ordnung der Fliche gleich der Anzahl
der nicht unendlich entfernten Schnittpunkte unserer beiden Curven®),
24. Handelt es sich darum die Ordnung einer Doppelficiche
%= A(t) + A(r),
y = B(f) + B(z),
z=C00+C
zu bestimmen, so muss man sich erinnern, dass die beiden Werthsysteme
t=a, =20,
t = b, T =4
denselben. Punkt unserer Fliche liefern. Daher sind die Schnittpunkte
der Fliche mit den Geraden

=0+ g,

y="t+Be,

d=CcTye
allerdings wie im allgemeinen Falle durch die Gleichungen
AW+ 4@) = a + «o,
B(#) + B(z) = b + Bo,
Ct)+C(my=c+yo

*) Diese beiden Curven sind, wie man sieht, Projectionen der beiden Minimal-
curven

z=A4)— ¢, y=Bil)—b, z2=C{t —e¢
und

& = — Al(t)a y=—- Bl(’)) = Ci(t)-
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bestimmt; aber man hat jetzt zu beachten, dass je swe; Werth-
systeme ¢, 7, welche diese Gleichungen erfiillen und dabei keine unter
den Grossen A(Z)--- O(z) unendlich machen, demselben Schnitipunkte
zwischen der Fliche und der Geraden entsprechen. Die in den fritheren
Entwickelungen als Ordnungszahl gefundene Zabl ist daher jetet durch
2 zu dividiren. Also:

Satz 45. Erzeugt eine Minimalfliche der mt= Ordnung eine Doppel-
fléche, so ist die Ordnung dieser Fliche }{(m* — @), wo & nach den
fritheren Regeln bestimmt wird.

Dieser Satz gilt fiir alle Doppelfiichen, sowohl die reellen wis die
imagindren.

§17.
Bestimmung der Zah! w.

25. Ich werde jetzt zeigen, wie man die Anzahl der unendlich
entfernten Schnittpunkte einer festen Curve mit einer variablen Curve,
auf die successiv alle moglichen Translationen ausgefihrt werden, be-
stimmen kann. Hierzu brauche ich einen bhekannten Satz iiber die
Schnittpunkte zweier algebraischen Curven®).

wS¢ien =0, y=0,t="0 drei gerade Linien einer Ebene, und
sei t = 0, z = 0 einn gemeinsemer Schwitipunkt zweier Curven. Ich setze

i @€

vy oy T
und suche fir jede Curve die Reihenentwickelung von v nach den
wachsenden Potenzen von §.  Seien

geq

?

2 sx1 bidaskd

T A A E Y bR AE Y
r 11 i
S

v=BE £ B 5 b BE £
diese Entwickelungen.
- r .

Es wird vorausyesetzt, dass die Exponenten !{; und - gleick oder
grisser als 1 sind, sodass die Gerade z =0 leine Tangente unsercr
Curven ist. Man bildet die Differenz 1 — t', die ¢ 5 verschiedene Func-
tionen von E darstellt. Bezeichnet man run mid

8{z — 1)
die Ordnung der infimitesimalen Grisse © — ©', aufgefasst als Function
von E, so ist die Summe

#) Vergleiche Hulphen, Bulletin de la Société mathéwatique, 12573j lm Jahre
1869 theilte Weierstrass mir in einem Gespriche denselben Satz mit,
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26(1-—— ')

eben die Anzall dey im Punkte t = 0, z =0 vereiniglen Schnitipunite
unserer beiden Curven.®

; 2>
Ist insbesondere <

B.
P r
T <

nd
26(1’—‘5') =pSs,

so dass ps die Zahl der vereinigten Schnittpunkte ist. Ist dagegen
P

q
und ist dabei £ ein Maximumswerth der Grdsse 8 (v —7'), so ist offenbar

so ist d(z—1")= %, u

r
$§

£qs
ein Maximumswerth firr die Zahl der vereinigten Schpittpunkte.

Hat die eine oder beide Curven mehrere derartige Entwickelungen,
so verbindet man jede Entwickelung der einen Curve mit jeder Ent-
wickelung der zweiten Curve und summirt die hierdurch erhaltenen
Zahlen.

26. Diese bekannte Theorie werden wir jetzt auf das im Anfang
dieses Paragraphen gestellte Problem anwenden.

Sei t =0 die unendlich entfernte Gerade, und sei x =0, {==0
ein gemeinsamer Punkt der festen und der beweglichen Curve. Dabei,
nehmen wir an, dass unsere Curven nicht von der Geraden x == (f
beriikrt werden. Sei

® r= DAk
©) r— DB

die Reihenentwickelung eines Zweiges der beweglichen Curve. Ist
nun z. B.

Pes
$0 ist nach dem Vorangehenden die Zahl der im Punkte =0, z = 0
vereinigten Schuittpunkte unserer Curve gleich
Zps,
wo das Summationszeichen sich daranf bezieht, dass jede Entwickelung

der einen Curve wit jeder Entwickelung der zweiten Curve verbunden
werden soll,
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Ist dagegen
r=1I,
so muss wman in jedem einzelnen Falle eine gewisse Anzahl Glieder
der Reihenentwickelungen (8) und (9) wirklich aufstellen und sodann
die Formel

P __'_'_*)

ZZ(z—7)

anwenden. Hierber fritt, wie wir sogleich zeigen werden, der merk-
wiirdige Umstand ein, dass man einen Mazimalwerth der gesuchten
Zahl a priori angeben kann. Diess liegt darin, dass die Grossen B;
variable Parameter sind, indem die Entwickelung (9) eine variable
Curve darstellt.

Seien B, ... B/ ... die Werthe dieser Parameter, die einer be-
stimmten Lage unserer beweglichen Curve entsprechen, und sei

A

=Bt
=2 5G)

die entsprechende Entwickelung. Setzt man hier, indem man mit
und b unbestimmte Parameter bezeichnet, statt £ und y beziiglich
2+ at, y+ bt, so erhilt man die Gleichung

rdi

t N\ ,crxtaty s
y -+ bt 2 Py bt ) ’
welche die allgemeine Lage unserer beweglichen Curve darstellt. In-

dem wir diese Entwickelung nach den gewthnlichen Regeln auf die Form
r4i

¢ e s
o= E Bi(3)
bringen, erkennen wir, dass
B,=B,, Bp=258 ..., B_..1= B/ .

sind; dagegen ist

oder

ar oo
Br—s=B;—x+ e b(’”

so dass B,_, und B;_,, fir einen allgemeinen Werth von a, ver-
schieden sind.
Hieraus geht herver, dass die Zahl
27—

s
* Wenn P_T ist, 50 st
q 8
p=1r, q==1is,
wo 1 nicht gleich 1 zu sein braucht.



362 Sorrys Lik.

der Maximumswerth der Ordnung der infinitesimalen Grosse
& r+i

Dt D BES

1 Z’ rle} L 15
ist, wenn - gleich — 1st.

In Folge dessen haben die Curven (8) und (9), wenn §-= : - a8ty

hichstens (2r—s)q tm Punkte t =0, x = O vereinigte Schuniitpunkte,
die von den besprochenen Reihenentwickelungen hevrithren.

27. Wir werden jetat bis auf Weiteres annehmen, dass eine jede
unserer beiden Curven nur ¢ime Reihenentwickelung im Punkte (#=0,
2=0) besitzt. Alsdann schneidet die unendlich entfernte Gerade die
feste Curve in p Punkten, die im Punkte ((==0, z=0) znsammenge-
fallen sind. Ebenso schneidet jene Gerade die bewegliche Curve in »
Punkten, die im Punkte (f=0, x=0) zusammengefallen sind. Da nun

+>1 md 731
1st, und folglich "auch
rp>sp,  rp>ry,
so besteht, wenn %und -:— verschieden sind, der Satz:

Schaeidet die unendlicl entfernte Gerade die feste Curve in p wm
Pundite (=0, t=0) zusammengefallenen Punlten, und die bewegliche
Curve tn r solchen Punkten, so ist rp ein Mazinwmswerth der in die-
sem Punkte vereinigten Schnitipunkte unserer Curven. Vorausgesetzt ist

. 7 . . . -
dabez, dass{; und ~ versclieden sind, ferner dass eme jede unserer
Curven mur eine Bedwnentwickeluny im betreffenden Punkte besitat.

Sodann wenden wir uns zu dem Falle
/ . 4

10 P _7
N ) q 5
indem wir fortwihrend annehmen, dass jede Curve nur eine Reihen-
entwickelung Im betreffenden Punkte besitzt. Nach demn Vorangehen-
den 1st
(2r—s)q
ein Maximumswerth der im Punkte (=0, z=0) vereinigten Schnitt-
punkte unserer Curven. Ferner ist
T ==
>0
also kommt
(r—s?>0,

und zugleich
S (2r—s)s,

oder indem wir beriicksichtigen, dass '~ = £ jst,
S
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. 5 S @r—s)g.
Hiermit ist nachgewiesen, dass der obenstehende Satz noch besteht, wenn
die Ezponenten. — und % einander gleich sind.

Lass uns jetzt voraunssetzen, dass die feste Curve % Reihenent-
wickelungen im Punkte (=0, {==() besitzt, und seien

PP Px P
47 % Gy q;

die entsprechenden Werthe des Exponenten ’;-; wir nehmen ferner an,

dass die bewegliche Curve j Reihenenfwickeiungen in demselben Punkte
besitzt, und dass

die entsprechenden Werthe des Expongnten —:— sind, Alsdann erkennt

man, indem man je zwei solche Reihenentwickelungen verbindet, dass

die Summe
% ~y
21 2= () (2 p)

der Maximumswerth der im Punkte (#==0, ¢=0) vereinigten Schnitt-
punkte unserer Curven ist. Und da die feste Curve die unendlich ent-
fernte Gerade in p, 4 p, = - - - + px im Punkte (=0, {=0) zusam-
mengefallenen Punkten schneidet, und ebenso die bewegliche Curve
dieselbe Gerade in 7, + 7, - - - - -} r, zusammengefallenen Punkten
schneidet, so ergiebt sich ohne Beschrinkung der Satz:

Satz 46. Schneidet die wunendlich entfernte Gerade dic feste und
die bewegliche Curve beziiglich in p und in v im Punlkte (=0, t==0)
zusamimengefallenen Punkten. so ist pr ein Maximumswerth fiir die Zahl
der in diesem Punkte vereimigten Schrittpunkte unserer beiden Curoen.

28. Im vorangehenden Paragraphen reducirten wir die Bestim-
mung der Ordonng einer Minimalfliche auf die Bestimmung der unend-
lich entfernten Schnittpunkte einer festen ebenen Curve mit einer be-
weglichen Curve derselben Ebene, auf welche alle mogliche Translationen
ausgefithrt werden. Und in den vorangehenden Nummern dieses Para-
graphen zeigten wir, dass die Erledigung des reducirten Problems nur
die Bestimmung einer gewissen Ancahl von Gliedern in den Reihen-
entwickelungen zweier auf der Fliche gelegener Minimalcurven verlangte.

In spiiteren Paragraphen werden wir vermdge dieser allgemeinen
Theorie die Ordnung einer Reihe algebraischer Minimalflicheu be-
stimmen.

Hier beschrinken wir uns darauf zwei Formeln zu entwickeln, die
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uns niitzlich sein werden, wenn wir spiter die schwierige Aufgabe
angreifen, alle reellen Minimalfiichen von gegebener Ordnung anzugeben,

Auf einer vorgelegten Minimalfiiche wiihle ich eine Minimalcurve
jeder Schaar. Ich nehme an, dass diese beiden Curven zusammen die
unendlich entfernte Ebene.in g von einander verschiedenen Punkten
schoeiden. Unter diesen g Punkten, die P, P,,. .., P, heissen migen,
gehdren im Allgemeinen einige nur der einen Curve, einige nur der
zweiten Curve an, und endlich kbnnen einige gleichzeitig beiden Curven
angehdren.

Im Punkte P, mbge die erste Curve die unendlich entfernte Ebene
in p, vereinigten Punkten treffen, im Punkte P, in p, vereinigten
Punkten, u, s. w., und endlich in dem letzten Punkte F, in p, ver-
einigten Punkten. Dabei kdnnen unter den Zahlen p,, p,, . .. p, einige
gleich Null sein. Jedenfalls ist die Zahl

DDt D= Deba

die Ordoungszahl der Curve.

Dementsprechend moge die Minimalcurve der zweiten Schaar die
unendlich entfernte Ebene iberhaupt im Punkte F, in x, vereinigten
Punkten treffen. Alsdann ist die Zahl

A o A R ol 7 =27’2
die Ordnungszahl der zweiten Curve.

Nehmen wir nun an, dass unsere Fliche keine Doppelfficke ist,
{was wir iibrigens schon implicite vorausgesetzt haben, indem wir von
zwei Schaaren von Minimaleurven sprachen), so lebren unsere fritheren
Entwickelungen, dass die Zahl

() (D)= Dpeme

ein Minimumswerth der Ordnung unserer Fliche ist.
Ist die Fliche eine Doppelfliche, so ist p. = 7., und also ist

(S-S )

ein Minimumswerth fiir die Ordnung der betreffenden Fliche.
Ist unsere Fliche recll und dabei keine Doppelfiiche, so sind die
Minimalcurven der beiden Schaaren conjugirt, und daher von der-

selben Orduung, so dass
S-S

(2 Pe)t — D pumy

ein Minimumswerth fiir die Ordnung der Fliche.

ist. Also ist
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§ 8.

Minimalecurven, deren Developpable den Kugelkreis als einfachen
Kegelschnitt enthalten.

Es ist méglich eine vollstindige Theorie solcher Minimaleurven 2u
entwickeln, deren Developpable den Kugelkreis als einfachen Kegel-
schnitt enthalten, Hieranf begriinden wir in einem spiteren Para-
graphen (§ 10.) u. A. eine Bestimmung und Discussion aller reellen
Minimalfiichen, deren Classenzahl eine beliebig vorgelegte Primzahl ist.

29, Wie wir in Nummer 10. sahen, bestimmen die Weierstrass'-
schen Formeln

£=1—YF"(s) + 2sF'(5) — 2 F(s),
(1) y=t(14-sHF"(s) — 2is F'(s) + 20 F(s),
z=28F"(s) — 2F'(s),
in depen F' eine arbitrire algebraische Function von s bezeichnet, eine
jede algebraische Minimalcurve., Aus den entsprechenden Differential-
gleichungen
de = (1—s)F[s),
dy — i1+ ) F"(s),
dz = 2sFs) ~"
folgt k
dz:dy:des = (1—s% :i(14-5%): 25,

s0 dass die beiden Verhilinisse

dz  dy
dz°’ ds
rationale Functionen von s sind. Andererseits ist
. dx . dy
§=—"4; — Vs

Hieraus fliesst einerseits, dass zu einem gegebenen Werthe des Para-
meters s eine bestimmte Richtung der Tangente der Minimalcurve ge-
hort, andererseits dass einer gegebenen Tangentenrichtung ein ganz
bestimmter Werth von s entspricht. Erinnern wir daher, dass die
Tangenten einer Minimaleurve simmtlich den Kugelkreis treffen, so
kdnnen wir sagen:

Die verschiedenen Werthe des Purameters s sind den Punkten des
Kugelkreises eindeutiy zugeordnet. Giebt man in den Formeln (1) der
Grésse s eimen gewissen Werth sy, s0 erhiilt man denjenigen Puniit oder
diejerigen Punkte der betreffenden Minimalcurve, deren Tangenten den
Kugelkreis in dem 2u s, gehirigen Punlte treffen.

Lass uns jetzt voraussetzen, dass F(s) eine rationale Function von
s ist; alsdann sind auch 2, y, z rationale Functionen von s. In diesem
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Falle hat daher unsere Minimalcurve nur eine Tangente, die den Kugel-
kreis in einem vorgelegten Punkte schneidet. Der Kugelkreis ist daher
ein enfacher Kegelschnitt auf der betreffenden Developpablen. Also:

Satz 47. Ist F(s) eine rationale Function von s, so bestimmen
die Formeln (1) eine Minimalcurve, deren Developpable den Kugellreis
als etnfachen Kegelschnitt enthdll.

Ist andererseits der Kugelkreis ein einfacher Kegelschnitt anf der
Developpablen einer algebraischen Minimaleurve, so sind 2, y, 2 rationale
Functionen von s, und da wegen der Formeln (1)

Fi)=— 3 {(1—sz + (1482 y -+ 252}
ist, so folgt, dass auch F(s) eine rationale Function von s ist. Also:

Satz 48. Man erhdlt eine jede algebraische Minimalcurve, deren
Developpable den Kugelkreis als einfachen Kegelschnitt enthiilt, indem
man in den Formeln (1) F(s) eine rationale Function von s sein lisst.

Um die zu einer beliebig vorgelegten rationalen Function F ge-
horige Minimalcurve zu discutiren, denken wir uns F(s) zunichst in
eine ganze Function H(s) und in Ausdriicke der Form

'A -
(s —ay*
eerlegt. Ist nun H{g) von der dritten oder noch hdheren Ordnung,
so werden die durch die Formeln (1) bestimmten Ausdriicke der Grissen
%, y, # unendlich, wenn man s = oo setzt. In diesem Falle giebt
daher der Parameterwerth s = oo einen -unendlich entfernten Punkt
auf unserer Curve. Und da das Eintreten dieses Umstandes sich immer
dadurch vermeiden ldsst, dass man auf die Minimaleurve eine gewisse
(reelle) Bewegung ausfiihrt (welche keine Translation ist), so kdnnen
wir uns auf den Fall, dass H(s) von der nullten, ersten oder zweiten
Ordnung ist, beschréinken,

Bestimmt man auf der anderen Seite die beiden Minimalcurven,
die zu zwe: rationalen Functionen F(s) und F,(s) gehbren, deren
Differenz eine ganze Function von der zweiten Ordnung ist, so erkennt
man, dass die eine dieser Minimaleurven durch eine gewisse Trans-
lationsbewegung in die andere Minimalcurve iibergehen kann. Hieraus
ergiebt sich der Sata:

Satz 49. Fine jede Minimaleurve, die der Hypothese M = 1 ent-
spricht, kann in der Weise erhalten werden, dass man in den Formeln (1)
statt F'(s) eine gewisse rationale Function von s setst, deren Nenner
von héherer Ordnung ols der Zihler ist, wnd dass man darnach eine
gewisse Bewegung auf die erhaltene Curve ausfihrt.

30. Wir konnen daher voraussetzen, dass F (8) die Form
k= AW AW

(%)
F - Mg mp —1 A }
) g—j { s—ay™ + e Fret

$— &) (5—ma)
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oder die dquivalente Form

ST 4
@) Fis) = 2‘ -
besitzt. Man findet - ¥

(153
F(s) = S' 1 JGHn4T

(s a )"*')
Dureh Einsetzung in {1} erbalten z, y, 2 die Form
By pmm ey 426 —
s—a) o s—ay™ .
wo der Index die Ordnung des Zihlers angiebt. Insbesondere ist

2 1 9: (j+3) §—u, km‘+m,+ —r:u,j+ 2g-2
= E Ejd - = =
J (s_a‘}J +2 (s—a,)m'+ e (s— )mq-f-z

7
< (s— ag)‘”‘q"‘

Wir werden zeigen, dass der Zihler

km,+m.,+...+mq+"‘q—2
sich nicht mit einigen der Factoren des Nenners verkiirzen lisst. Lass
uns in der That voraussetzen, dass eine Verkiirzung z. B. mit s — g,
mdglich wire, sodass #z die Form

km.—i—----}—mq+"q 3

T=- i ¥y
(S-—— at)m.-{-l (s_a!)ﬂ,ﬁ-z (S—'a )
besiisse. Alsdann bestinde eine Relation der Form
le (m$2)s — ay _ k"u+ - mgt2q—3 R
(é_a‘)m,-{-z (S—G,)m‘ (S_az)m- +- . s—a )mq-}-.
G — ) SU+ ’)-—a, Sg .-mk J s_@_—itg)—a"
2‘ 1 - - U+2 1: 2 ;=1 —a )H—z ’
=

wo die Grosse s — @ in dem Nenner links in der Potenz (s — a,)=+?
auftritt, wihrend sie in den Nennern rechts nur in niedrigeren Po-
tenzen vorkime. Und da der Zahler links sich nicht mit s — a, ver-
kiirzen lisst, so ist unsere frithere Annabme unmoglich. Folglich ist
der Nenner von # von der Ordnung
m1+m2+"'+mq+2€11

wiihrend der Zihler von z eine niedrigere Ordnung besitzt. Und da
nach dem Vorangehenden auch mcht die Nenner und Zihler der
Grossen z und y von hoherer Ordnung als der Nenner von z sind,
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ergiebt sich, dass die Ordnung unserer Curve gleich Xy 4 24 ist,
Perner ist klar, dass nur die Paramsterwerthe s — @; unendlich ent.
fernte Punkte unserer Curve liefern. Die unendlich entfernte Ebene
schneidet unsere Curve In ¢ verschiedenen Ponkten, die simwmtlich auf
dem Kugelkreise gelegen sind. In jedem Punkte s == a; fallen my + 2
Schnittpunkte zwischen der Curve und der unendlich entfernten Ebene
zusammen. In jedem solchen Schnittpunkte ist, wie ich beiliufig be-
merke, die unendlich entfernte Ebene Osculationsebene der Curve. Also:

Satz 50. Hat F(s) die Form (2), so st die Ordnung der ent-
sprechenden Mivimalcurve gleich

my - m, -+ m, + 2¢.

Sie trifft die unendlich enifernte Ebene tn g verschiedenen Punkion (die
simmtlich auf dem Kugellveise liegen) und zwar liegen tm ersten, Punkte
m, + 2 Schnittpunkte der Curve und der Ebene vereinigt, im zweiten
liegen my - 2 Schnittpunkte vereinigt w. s. w.

31. Jetzt werden wir den Rang unserer Minimalcurve bestimmen.

Die Gleichungen

. dz
=4 E e
, dy
y=y+egs

dz

’
Z——Z”‘i"S'a?,

in denen z, y, z Coordinaten eines Punktes der Minimaleurve sind,
withrend ¢ einen variablen Parameter darstellt, bestimmen simmtliche
Punkte 2/, y, #/, die anf einer Tangente der Curve gelegen sind. Fasst
man sowohl s wie & als variable Parameter auf, so bestimmen unsere
Gleichungen alle Punkte, die auf der Developpablen der Minimalenrve
gelegen sind. Die Schnittpunkte der Developpablen mit der Geraden
(3) Az + By + C =0,

L+ M7+ N=0
sind daher bestimmt durch die Gleichungen

dz+ By + ¢+ (422 B3 —0,

4 dz
Lo+ Me+ N+ (L 92 + i) —0,

aus denen folgt
) (4ot By+0) (L3 +u%
—(Lz+Mz+N)(4 3% + B2Y) —o.
Wir setzen voraus, dass die Constanten A, B, ¢, L, M, N allge-
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meine Werthe haben. Alsdann ist der Rang der Curve, oder was auf
dasselbe hinauskommt, die Ordnung der Developpablen gleich der An-
zahl der Schnittpunkte zwischen der Developpablen und der Geraden (3).

Da die Gerade eine allgemeine Lage hat, kbnnen wir annehmen,
dass sie nicht mit einer Tangente der Curve parallel ist, woraus hervor-
geht, dass die Gleichungen

dx dy dz dz
A+ B =0 L+ M4 =0

nur unter der Voranssetzung gleichzeitig bestehen konnen, dass gleich-
zeitig

dz dy dz
w=0 &%=0 =0
das heisst, dass gleichzeitig
F(s)=0

ist.

Ist nun 2, o, 2 ein (im endlichen Raume gelegener) Schnittpunkt,
so geht durch denselben eine bestimmte Tangente, deren Beriihrungs-
puukt z, y, # einem bestimmten Werthe 3, von s entspricht. -Und da
fiiv diesen Berithrungspunkt die Grossen

de  dy o dz

ds? ds’ ds
von Null verschieden sind, indem soust die Gerade (3) eine particulire
Lage bitte, so geben die Gleichungen (4) einen endlichen Werth der
Grosse . Ebenso ist klar, dass s, von oo verschieden ist, indem sonst
die Gerade (3) eine specielle Lage hitte. Hieraus ergiebt sich, dass
jeder Schmitipunkt der Developpablen wmit dev Geraden (3) allgemeiner
Lage ein endliches Werthsystem s, & lefert, welches die Gleichungen
{4) befriedigt.

Lass uns andererseits voraussetzen, dass die Gleichungen (4) und
also zugleich die Gleichung (3) durch ein endliches Werthsystem ¢, s
befriedigt werden. Alsdann sind die entsprechenden Werthe von z, 1, 2,
4z 85 97 endlich,*) und also liefern die Coordinatenwerthe

§ ds ds ) dz
ok el v e el
einen im endlichen Raume gelegenen Schnittpunkt zwischen der Develop-
pablen und der Geraden.

Es fragt sich, 6b jeder endliche Werth von s, der die Gleichung
(5) befriedigt, zugleich einen endlichen Werth von & liefert.

Der betreffende Werth von ¢ ist endlich, ausgenommen, wenn die
beiden Gleichungen

#) Dies beruht daranf, dass keine unter den Grossen ay, Gz . 105 G fir _all»
gemeine Werthe der Grossen 4, B, C, L, M, N die Gleichung (5) vefriedigt,
wie in der nichsten Nummer nachgewiesen wird.

Mathematische Annalen. XIV. 24
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A &z da: + B 94
da: (lz
L s+ M s 0
bestehen, das heisst nach dem Vorangehenden, wenn
F(s) = 0

ist, Unter den Ltsungen der Gleichung (5) miissen also diejenigen
als uneigentlich ausgeschlossen werden, welche zugleich F™(s) =0

ergeben. Also:

Satz d1. Der Rang unserer Minimalcurve ist gleich der Zahl der
verschiedenen Werthe von s, welche die Gleichung (D) befriedigen, und
welche nicht gleichzeitiy T (s) = O erfillen.

32. Die Gleichung (5) kapn auch folgendermassen geschrieben

werden
(6) AM(xdz—zdx) 4+ BL(ydz—oxdy) -+ BM(ydz —zdy)
+ (CL—AN)dz + CMdz — BNdy =0.

Nun ist
zds — zdz= (28°4+2) F'F" —4sFE",

yda —udy=—4isF'F" - 4iFF",
ydz — zdy = (— 282+ 2)s F'F"" 4 4is FF",
de =(1—s)F", dy=1:(1+s)F", de=2sF".
Daher ist I ein Factor der linken Seite der Gleichung (6), und nach
dem letzten Satze kann dieser Factor weggelassen werden.

Es ist (Nr. 30))
AR
10=33 2

—J A(k)

) = 2k 2 (e

. Ju+n4®
F(3) = .
@) 2 Z s—ak)"'{*‘
Also nimmt die Gleichung (6) nach der Weglassung des Factors F”
die Form an:

Al

@ ) eren IF e I
+L| -4w22\;1;,+,+4222 -

A“‘

+ BM {(-—30 +2>222 u+1+42322 (s —ay

+ (CL—AN)(1—8) + CM-25 — BNi(14s? = 0.

}
)
4



TUeber Minimalflichen, 371

Durely Zusammenziehung erhilt die linke Seite folgende Gestalt:

h’“l+”‘1+ sretmgtg+2

s— a,)m'+1 (s— a,)m“'H s —

wo der Zahler eine ganze Function von der Ordnung Zwy 4 g + 2
ist. Und da der Zihler fir allgemeine Werthe der Grossen 4, B, L, M
sich nicht mit s — @y, s — @, ... oder s — q, verkiirzen lisst, indem
die Grdssen

12 L
) ‘q+ ?
@

241, sund —s2 41

nicht gleichzeitig mit einer Grosse s — @, dividirbar sind, so hat die
Glewhung ) Z‘mk + g 4+ 2 Wurzeln. Unter diesen Warzeln findet
sich eo ipso keine Grbsse ¢, a@,...4a, Also ergiebt sich der Satz:

Satz 52. Der Rang unserer Minimalcurven ist gleich

gy b g g 2

[Bei dem Beweise dieses Satzes haben wir vorausgesetzt, dass die

Gleichung

(dz+By+0) (LE+mui5)— (Lx—{—M;-{-N)(Adé +B =0

keine gleichen Wurzeln besitzt. Ich werde andeuten, wie man dies be-
weist. Die gleichen Wurzeln, die moglicherweise existiren, befriedigen
zugleich die dureh Differentiation hervorgehende Gleichung

(A2+By+C (L5 4 ML) — Lot M4 N)(aZE+BTY) =0,

woraus:

d:c dz dy
'"+M~ﬁ . d +B——'
d‘.:: o y' ’

s +M d52 4 71;2 + B ds?

Diese Gleichung erbilt dureh Ausmultipliciren die Form:

dzd'z dzdx dy d*xz  dxd'y dz (lyd‘
AM((EE—E——J}M?)—F L dsds®  ds ds* -BM (dsda' dsd.s2 0,

woraus durch eine geometrische Ueberlegung hervorgeht, dass die
Gerade (3) Jedesma_l die Developpable der Mmlmalcurve beriihrt, wenn
die Gleichung (5) eine mehrfache Wurzel besitzt. Und da dles durch
die allgemeine Lage der. Geraden (3) ausgeschlossen ist, folgt, dass
gleiche Wurzeln nicht auftreten kSnnen].

33. [Es ist sehr leicht die Classe einer Minimalcurve, die der
Hypothese M = 1 entspricht, zu bestimmen. Diess soll jetzt g gezeigt
werden, obgleich diese Bestimmung fiir das Folgende nnwesentlich ist.

Die Glelvchung der Oscolationsebene

€ —xzde Py—dyd*a)+ ¥ —y)ldedz—dz d*z;
4+ @ —2idydte—dedty; =0
24%
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nimmt durch Aasfihrung und Weglassung des unwesentlichen Factors
F"? die Form an: _

(-2 +i(1+s0)y + 254 = 4 F(s)
wo z, 3, £ die Coordinaten eines lanfenden Punktes der Osculations-
ebene sind. Und da

k=g i=m 4k
TO=2 2 =ay
A=1 j=1
ist, so folgt, dass die Osculationsebenen, die durch einen beliebig vorge-
legten Punkt gehen , durch eine Gleichung von der (m -4, 1 Q)ren
Ordnung bestimmt sind. Hieraus folgt:
Satz 53. Die Classe unsercr Minimalcurve ist gleich
wy, + - - 4+ m, 4 2.
Bezeichne ich die Ordnung, die Classe und den Rang wunserer
Minimaleurve beziiglich mit O, € und R, so ist also:

O=my + -4 my 4 2¢,

C=mny+ . -+ m+2,

Re=m +- - +m + qg-+ 2.
Hieraus ergiebt sich die Eelation

O+ C--2R+2=0,

die fir jede Minimaleurve besteht, deren Developpable den Kugellvels
als emfachen Kegelschnitt enthilt. Merkwiirdig ist dabei, wie ich bei-
liufig bemerke, dass diese Relation bei einer Transformation durch
reciprole Radien ungedndert bleibt.

Hier moge auch die Bemerkung ihren Platz finden, dass die im
endlichen Raume gelegenen Spitzen und Inflexionstangenten einer jeden
Minimaleurve beziiglich durch die Gleichungen

F{5) =0 und F7(s)=oc
bestimmt werden, Ist jedoch M = 1, so hat die Curve keine Inflexions-
tangenten, deren Berithrungspunkt im endlichen Raume gelegen ist.

Die in diesem Paragraphen gegebene Bestimmung der Ordnung, der
Classe uud des Ranges einer Minimaleurve, die der Hypothese M = 1
entspricht, fand ich urspriinglich durch einfache synthetische Be-
trachtungen, indem ich nimlich den Einfluss eines jeden wnendlich ent-
fernten Punktes, der nur von der zugehdrigen Reihenentwickelung ab-
hiingt, bestimmte Eine ihnliche Discussion giebt die Bestimmuag der
genannten charakteristischen Zahlen einer ganz beliebigen Minimal-
curve.] *)

*) Die Classe einer Minimaleurve ist immer gleich der Multiplicitit der un-
endlich entfernten Fhene als Osculationsebene plus der zweifachen Muitiplicitit
des Kugelkreises auf die betreffenden Developpablen.
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§9.
Bestimmung aller sich selbst conjugirter Minimaleurven, die der
Annahme A7 =1 entsprechen.

Ich werde zeigen, dass es mbglich ist, alle sich selbst conjugirten
Minimalcurven, die der Annahme M = 1 entsprechen, zu bestimmen.
Hieraus ergiebt sich sodann im nichsten Paragraphen unmittelbar die
Bestimmung aller reellen Minimalfidchen, deren Classenzahl eine beliebig
vorgelegte Primzahl ist.

34. Setzt man in den Weilerstrass’schen Formeln einer Mini-
malcurve

g=(1—F" 4 2:F ~2F,
y=i(1+s)F" — 2{sF" 4+ 2{F,
— QSF" _ 2F/
und den entsprechenden Differentialgleichungen
Az = (1—~s)F", dy—i(14)F", dz—2sF"
einmal
1) s =17 (e0s p -+ ¢ sin @),
ein andermal

1 ..
= — (cos @ -} i sin @),

$0 erhilt man bekanntlich auf der Curve zwei Punkte, deren Tangen-
ten conjugirte Richtungen haben.

Ich werde annehmen, dass die Hypothese F = ®(s) eine sich
selbst conjugirte Minimalcurve, und ebenso dass die Annahme F=1{(s)
eine andere sich selbst conjugirte Curve giebt. Bezeichne ich dann
mit 4 eine beliebige reelle Constante, so ist vermdge der vorangehenden
Bemerkung leicht zu erkennen, dass auch die Annahme F =& 4 1¥
eine sich selbst conjugirte Curve liefert.

Insbesondere gicht die Funclion & — ¥ eine sich selbst conjugirte
Curve.

Hiermit verbinden wir die folgende Bemerkung.

Nach dem Vorangehenden wird jede sich selbst conjugirte Minimal-
curve, die der Annahme M = 1 entspricht, erhalten, wenn als F(s)
eine gewisse Function der Form

22 az‘] + Lo+ Mot N

gewihlt wird. Nun aber wissen wir einerseits, duss dic unendlich ent-
femten Punlte eiper sich selbst conjugirten Curve paarweise cowjugirt
sind, andererseits, dass die unendlich entfernten Punkte unserer Curve
_auf dem Kugelkreise in den Punkter s = Hegen. Hieraus folgt,
dass die Pundie s = ax paarweise conjugirt sind.
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Seien iiberhanpt s = a; und s = a; ¢wei conjugirte Punkte des
Kugelkreises und seien
@)y @oyy - ovy Gy gy oy oo Gy
die unendlich entfernten Punkte unserer Curve. Die zugebérige Function
F, besitzt dann also die Form:

A I¢3 B(l}

bmg Sz
F(s:EA { + }-}—Ls—{-Ms\—{-N

s - a‘y s—ay

wo (§—a;) und (s—a‘.) i gleich Lohen Potenzen auftreten.
35. Nach diesen Vorbereitungen betrachte ich die Minimaleurve,
die zu der Fanction

k=g j=nq Alk)
£ (s) 2;’ Z s—a

gehtrt, und zugleich die conjugirte Mlmmalcurve, deren charakteristische
Function F,(s) die Form

k=g j = ° (M

1v(5=2 —— 4+ Ps* 4+ Qs+ R

besitzt. Setze ich dann

Fl + FQ = Fz} 3
so ist die zu F, gehbrige Minimaleurve sich selbst conjugirt. Anderer-
seits ist auch dle wm F, gehbrige Minimalcurve sich selbst conjugirt.
Also ist auch die zu F, — F, gehirige Minimalcurve sich selbst con-
jugirt. Nun aber besitzt F, — F, die Form

= Ly I 0]

F,— ¥ — 5 ? U LBy (M- Qs+ (N B,

und da die Punkte des Kugelkreises, die den Parameterwerthen
ty, €, ..., &, entsprechen, nicht paarweise copjugirt sind, ergiebt
sich, dass die Zilder der Grissen (s— a)? simmilich verschwinden:
B(k] _ C.kl= 0.
J 2

In Folge desseu reducirt sich die eu F, — F, gehorige, sich selbst
conjugirte Minimaleurve auf den Punkt

%, =2(L—P; —2(N—R),

vo = 2i(L— P) + 2i(N—R),

2 =—2(M—@Q),
der regll sein muss. Die Grossen L, M, N sind also durch die Grossen

P, @, B bis auf drei arbitrire reelle Constanten z,, y,, 2, bestimmt.
Dass diese drei Constanten arbifrdr sind, liegt darin, dass eine sich
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selbst conjugirte Curve durch eine jede reelle Translation sich selbst
conjugirt bleibt,

Setzt man diese arbitriiren reellen Constanten z,, y,, z,, wie man
ohne wesentliche Beschrinkung thun kann, simmtlich gleich Null,
30 kommt

L=P, N=~PR, M=¢.
Das Obenstehende fassen wir folgendermassen zusammen,

Satz 04 Man findet eine jede sich selbst conjugirte Minimalourve,
die der Awnahme M =1 entspricht, folgendermassen. Auf dem Kugel-
kreise wahlt man eine beliebige Anzall von Punkten ay, ay, . . ., uy,
unter denen Leine zwei conjugirt sind, und bildet dann, indem man
mit my, my, ..., my, beliebige positive ganze Zohlen, mit A}” arbitrare
Constanten bezeichnet, den Ausdruck:

L=y = e _il-k)
7

e !
o => e
k=1 ;=1 S ke

Man bestimmt die zugehbrige Minimaleurve, ferner die conjugirte
Minemaleurve und endlich die zu der letzten Curve gehirige charalkle-
ristische Function

R0

=§jj§] D AP G B

Alsdann ist die der Function ®, + ©, entsprechende Meinimalewrve im-
ner sich selbst conjugirt.

Die Bestimmung der Constanten BU P, Q und E verlangt die
Anflosung eines Systems linearer Glexchun"en, und Lann daher @n Jedem

cinzelnen Falle ausgefihrt werden.

36. Unser¢ fritheren Formeln fur die Orduung, die Classe und
den Rang einer Minimaleurve, die der Annahme 3 =1 entspricht,
geben fir die sich selbst conjugirten Curven die folgenden Relationen:

0—2(7”1 + - "+my)+4g’
R=2(m, 4+ -+ m)+2942,
C=2(m + -u—{»my)—{»—?,
sodass die Orduung, die Classe und der Rang in diesem Falle simmi-

lich gerade Zahleu sind.®)
Wiinscht man nun z. B, alle Minimalcurven der betreffenden Art,
deren Rang gleich einer beliebigen geraden Zabl 2w ist, zu hnden,

so muss man zunichst die Gleichung

my Ayt gt l=0

#) Es ist dbrigens leicht zu erkennen, dass diese Zablen fir eine jede sich
selbst copjugirte Minimaleurve gerade sind.
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auf alle mbglichen Weisen in ganzen positiven Zahlen aufldsen. Sodann
verfihrt man nach den Regeln des letzten Satzes. Also:

Satz 55, Es ist immer miglich, alle sich selbst conjugirten Minimal
curven von gegebenem DRange, die der Annakme M =1 enisprechen, ou
bestimmen.

§ 10.

Bestimmung aller reellen Minimalfiichen, deren Classenzahl eine
beliebige vorgelegte Primzahl ist.

IMie vorangehenden Entwickelungen erlauben alle reellen Minimal-
flichen, deren Classenzahl eine beliebige vorgelegte Primzahl = ist,
zu finden.

37. Die Classe einer reellen Minimalfliche, die keine Doppelfliche
ist (§ D.), wird gegeben durch die Formel

2M(E—M),
withrend die Classe einer Doppelfliche (§ 5.) gleich
M(E—M)
ist. Da nun die Primzabl =, die grosser als 2 sein muss, eine un-
gerade Zahl ist, so muss die Fliche eine Doppelfliche sein. Also:

Satz 56. Eine jede reelle Minemalfliche, deren Classe eine unyerade
Zahl ist, muss eine Doppelfliiche sein. Dies ist insbesondere der Fall
bei jeder reellen Meimalfliche, deren Classe eine Primzall ist.

Es handelt sich also darum, die Gleichung

ME-M)==x

in allgemeinster Weise zu befriedigen, derart, dass die betreffende
Mmimalcurve sich selbst conjugirt ist. Da =z eine Primzahl ist, und
E — M nach einem fritheren Satee nicht gleich 1 sein kann, folgt

M= l, R—M=m=x 5
und

R=mn + 1)
wo x 4+ 1 offenbar eine gerade Zahl ist. Andererseits fanden wir in
dem vorangehenden Paragraphen die Formel

B=20m + -+ my) 4 29+ 2.

Also kommt

e =mte A m g+,
welche Gleichung man in allgemeinster Weise befriedigen muss.
Jedem Systeme ganzzahliger Losungen dieser Gleichung entspricht
nach dem vorangehenden Paragraphen eine sich selbst conjugirte
Minimalcurve, die
R—2 m—1
g—}-m,-{—---—}—mg=—_-2—=

2
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arbitrire Constanten®) enthilt. Die zugehdrige reelle Minimalfiiche
ist von der ' Classe. Und in dieser Weise werden alle derartige
Flichen bestimmt, Also:

Satz 57, Um alle reellen Minimalfliichen zu finden, deren Classe
gleich ciner gewissen Primzall w ist, suckt man nack den Regeln des
vorangehenden Paragraphen alle sich selbst conjugirten Minimalourven,
deren Rang gleich = 4 Y ist, und weiche dabei der Annahme M =1
entsprechen.  Die zugehirigen Minimalflichen sind von der w** Classe.

38. Als Beispiel werden wir zeigen, wie man alle reellen Minimal-
fiichen der dreicehnten Classe bestimumen kann.

Man soll die Gleichung

—~2—--=7=m,—}—m2+---+mg+g+]
oder die @tuivalente Gleichung

B=m +my+ -+ my+y

in allgemeinster Weise durch ganze Zahlen befriedigen. Die folgenden
Moglichkeiten konuen eintreten:

1) ¢g=1, m, =25,

2 g=2, m=3, my=1,

3N g=2, m=2, m=2,

49 g=3, m=1, m=1, my=1.
Es gicht daher vier verschiedeme Arten reeller Minimalfiichen der

dreizehnten Classe. Die Flichen der ersten Art werden erhalten, wenn

man setzt

3 A»'v 4 . ‘._LA;L__
Foy=g=o t o T 1 5=a

B, B, o B
+E;___'a—>§+ﬁv;_‘;)—f+‘ +s——a7

die Constanten 4,, 4., ..., 4, und « sind arbitrir, dagegen sind
B,,B,, ..., B, und « eindeutig bestimmt, wenn die sechs ersten
Constanten gewshlt sind. Man findet die Bi und « nach den fritheren
Regeln.

2) Die Minimalflichen dew zweiten Art werden erbalten, wenn
man setzt

#) Diese arbitriiren Constanten sind complexe Gréssen und sind daber der
doppelten Anzahl reeller Constanten iquivalent. Durch cine sweckmissige reelle
Rotation der Minimalcurve liessen sich noch drei reelle Constanten entfernen,
endlich konnte eine vierte reelle Constante durch eine reelle Aehnlichkeitatrans-
formation weggeschafft werden.
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A B

‘F('S): a)3 + (S—a)z + S—lai + $—ay
D,

+ (s—~n,)3 + (s-—u{“ L s~¢z, + S—eo

Hier sind A,, A,, A,, B, @, und a, arbitrire Constanten, wihrend
die iibrigen Constanten eindeutig bestimmt sind, wenu jene gewahlt sing,
3) Die Flichen der dritten Art erhilt man, wenn man setzt

A A B,
F(S)—_— 2& )z + s~’a, + (s*a\Q + S—ag
+ (S_Q ey T

darnach 4,, 4,, B,, B,, a, und @, arbitrir wahlt, und endlich die
iibrigen Constanten wie frither bestimmt.

4) Endlich die Flichen der vierten Art erhilt man, indem man
setet

§ — oy + (s——a,Y + 5 s—-a2

A

F(s) = s-a_l'f's_:E;‘f's——aT‘
D E F
tamutama =

darnach 4, B, C, a,, a, und «; arbitrir wihlt, und endlich die
iibrigen Constanten passend bestimmt.

Es giebt daher wvier Arten reeller Minimalfliichen dreizehnter Classe.
Betrachtet man dhnliche Flichen als identisch, so hdngen die Flichen
Jeder Art von ackt reellen Constanten ub.

§ 1.
Bestimmung reeller Minimalfiichen von beliebig gegebener Classe.

Verlangt man, dass die Classe einer reellen Minimalfiiche gleich
einer vorgelegten Zahl, die keine Primzahl ist, sein soll, so ist die
Bestimmung der betreffenden Flichen mir nur in den einfacheren
Fillen gelungen, und ich vermuthe sogar, dass eine allgemeine Er-
ledigung dieses Problems sich nicht geben lisst. Doch scheinen mir
die nachstehenden Entwickelungen bemerkenswerth zu sein.

39. Ich will zunichst versuchen alle reellen Minimalfiichen ge-
gebener Classe, die heine Doppelfliichen sind, zu bestimmen. Die Classe
einer solchen Fliiche ist gegeben durch

2M(R — M),
woraus hervorgeht, dass die Classe immer gerade und dabei gleich
oder grésser als sechs ist.

1) Die Hypothese
ZM(R—M)=6

M=1, B=4.

giebt
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Nun aber ist
B=wm 4+ ---+m+q+2,

g=1, m =1,

also ist

und es wird
- A
Py ==y
Die entsprechende Minimalcurve ist von der dritten Ordnung; dieselbe
hat nur einen unendlich entfernten Punkt; daher hat sie keinen unend.
lich entfernten Punkt mit der conjugirten Minimalcurve gemein, Die
zugehdrige Minimalfliche ist somit (§ 6. und 7.) von der neunten Ord-
nung. Dies ist die von Herrn Enneper entdeckte Minimalfliche
neunter Ordnung, sechster Classe.
2) Die Hypothese
2M(R—M) =38

giebt
M=1, R=35,
und da
R=m 4+ ---+m,+ ¢+ 2,
so folgt 1 .+ ¢+
g=1, my=2,
woraus
v 4 B
F) = G=ar T 5254

Die Ordnung dieser Mivimalcurve ist gleich m, 4+ 2¢ = 4, sie schneidet
die unendlich entfernte Ebene nur in einem Punkte. Die Ordoung
der zugehbrigen Minimalfliche ist sechszehn.
3) Die Hypothese
2M{E—M)=10
wird befriedigt in zwei Weisen. Kntweder ist
M=1, R=6, g=1, m =3, 0=25,
so dass:
N A B 4L
Fs)= s—ay + - ae + s—a

Da die Minimaleurve nur e¢inen unendlich entfernten Punkt besitet,
so ist die Ordnung der betreffenden Minimalfliche gleich 25.
Oder auch, es ist
M—=1, R=6, ¢=2, m=m,=1, 0=56,

dabei ist die Classe der Curve gleich m, + m, + 2= 4. Da die
Minimaleurve zwei unerdlich entfernte Punkte besitzt, so sind 2wel
Fille denkbar. Entweder sind diese Punkte nicht conjugirte Punkte,
dann ist die Ordnung der Fliche gleich 36. Oder auch, sie sind
conjugirte Punkte, dann ist die Ordnung der Flache gleich 30, 28
oder 26.
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4) Die Hypothese
SM(E—M)=12
wird befriedigt durch
M=1, R=17, g==1, my=4, 0=6,
die Ordonung der Fliche ist gleich 36. Oder auch, es ist
M=1, E=17, ¢=2, m=2, my=1, 0=17;
die Ordnung der Fliche ist, jenachdem die beiden unendlich entfernten
Punkte nieht conjugirt, oder conjugirt sind, entweder 49 oder 43,
Endlich kann
M=2 R=35
sein. Es giebt bekauntlich eine Minimalcurve, deren Rang fiinf ist,
auf deren Developpable der Kugelkreis ein zweifacher Kegelschnitt ist.
Die Ordnung dieser Curve ist vier, sie enthiilt zwei unendlich entfernte
Punkte. Haben dieselben eine allgemeine Lage, so ist die Ordnung
der Fliche gleich 16; sind sie dagegen conjugirt, so ist die Ordoung
der Fliche gleich 12.
5) Die Hypothese
2M(R—M)= 14
giebt jedenfalls
M=1, RE=8.
Dabei kbnnen vier Unterfille eintreten:
a) g=1, m =5, 0=1,
b) ¢=2, m=3, m=1, 0=23,
e) ¢g=2, m=2, m=2, 0=28,
) g=3, m=m=my=1, 0=29.
Im Falle ¢ ist die Ordnung der Fliche gleich 49; im Ialle b entweder
64 oder 58; im Falle ¢ entweder 64, 56, 54, 52 oder 50; engdlich im
Falle d entweder 81, 73, 73 oder 71.
6) Die Hypothese
ZM(E—M)= 16
giebt entweder
M=1, R=9,
in welchem Falle vier leicht bestimmbare Uuterfiille eintreten konnen.
Oder auch es ist
M=2, R=86.
Im nichsten Paragraphen werden wir zeigen, dass es nur zwei Minimal-
curven vom Range G giebt, deren Developpable den Kugelkreis zwei-
fach enthilt. Die eine Curve, die von der fiinften Ordnung ist, osculirt
die unendlich entfernte Ebene in einem Punkte und schneidet sie in
¢wel anderen Punkten. Die entsprechende Minimalfliche ist von der
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25en oder 23tr Ordnung. — Die zweite Curve ist von der sechsten
Ordnung. Sie hat zwei unendlich entfernte Spitzen, deren Tangenten
den Kugelkreis beriihren. Die entsprechende Minimalfliche ist von
der 36, 30%® oder 28" Ordnung.
7) Die Hypothese
2M{B— M) =18
giebt entweder
M=1, B=10,
welcher Fall wie gewdhnlich discutirt wird. Oder auch, es ist
M=3, R-=3.

Es fragt sich, ob eine solche Minimalcurve existirt. Ist dies der Fall,
so konnte man sie, durch eine Transformation durch reciproke Radien,
deren Pol auf der Curve liegt, in eine neve Minimalcurve, deren Rang
(§ D) gleich
- 2R-M)y—2—4
ist, dberfihren. Die neue Minimalcurve wiirde dann von der dritten
Ordnung sein, Fihrt man andererseits eine Transformation durch
reciproke Radien auf eine Minimalcurve dritter Ordnung aus, so erhilt
man eine Minimaleurve vierter Ordbung, vom Range 6, von sechster
Classe. Dabei ist M = 3. Die Curve schneidet die unendlich entfernte
Ebene in vier verschiedenen Punkten. Die zugehorige Minimalfliche
ist von der Ordnung 12, 14 oder 16 (siehe den nichsten Paragraphen).
8) Die Hypothese

2M(R—M)=20
giebt entweder

M=1, R=11,
welcher Fall wie gewthnlich erledigt wird, oder auch

M=2, R=1T,
und da Sehwarz alle Carven vom Range 7 bestimmt hat, wird es
wohl nicht schwieriz sein, durch Verfolgung seiner Betrachtungen
die Hypothese M =2, R=7 in allgemeinster Weise zu erfiillen.
Einen anderen Weg zur Erledigung dieser Frage gebe ich spiter an.

Die Hypothese

[y

N

M(R—M)=22

L

giebt mit Nothwendigkeit
M=1, R=12;
die entsprechenden Flichen werden wie gewthulich bestimmt.
Soli endlich
2M(R—M)=24

sein, so sind die folgenden Fille denkbar:
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a) M=1, R=13,
b) M=2, R=S38,
¢) M=3, R=1,
d) M=4, R=1.

Es ist leicht nachzuweisen, dass die Fille @, b und ¢ wirklich Minimal-
flichen geben. Dagegen kann der letzte Kall nicht eintreten; denn
es besteht (§ 8.) allgemein die Formel

R=2M+ N,
wo N die Multiplicitit der unendlich entfernten Ebene als Osculations-
ebene bezeichnet. Und in Folge dessen ist die Zahl B — 2 nije
negativ.

40. Jetzt werden wir versuchen reelle Minimalfiichen von ge-
gebener Classe unter der beschrinkenden Voraussetzung, dass die be-
treffenden Flichen Doppelflichen sind, zu bestimmen.

Die Classe einer solchen Fliche ist gegeben durch die Formel

M(R—M).
1) Die Hypothese
M{ER—M)=3
wiirde geben
M=1, R=4, 0=3.
Es giebt aber keine sich selbst conjugirte Minimalcurve dritter Ord-
nung®), da jede Minimaleurve 3. O. nur einen unendlich entfernten
Punkt besitzt. Es giebt also keine reelle Doppelfiiche dritter Classe.
2) Die Hypothese
MR—M)=4

M=1, R=35.
Nun aber wissen wir, dass der Rang einer jeden sich selbst conjugirten
Minimalcurve, die der Annahme M = 1 entspricht, eine gerade Zahl

(§ 9.) ist. Daher giebt es keine Doppelfliche vierter Classe.
3) Die Hypothese

giebt

M(RBR—-M)=5
M=1, R=26,
B=2(m 4 -- -+ m)+ 2942
g=1, m =1.

F(s) =2+ 2

§—a s—b

glebt
und da (§ 9.)

ist, so folgt

*) Aligemeiner konnte man sagen: Es giebt keine sich selbst conjugirte
Minimalcurve, deren Ordnung eine ungerade Zahl ist.



Ueber Minimalischen, 383

Die Ordnung und Classe der betreffenden Curve sind beztiglich gleich
6 und 4. Dle Ordnung der Flache ist (§ 6. , 1) gleich
_D
623 3 R 15.
Diese Fliche ist von Henneberg entdeckt worden. Nach meinen
fritheren Entwickelungen miissen ¢ und b conjugirte Punkte des Kugel-
kreises sein. A kann arbitrir gewihlt werden; hinterher wird B nach
melnen frgheren Regeln bestimmt. Betrachtet man ihnliche Flichen
als identisch, so enthilt die vorliegende Fliche gar keine Comstante,
wie die Entwickelungen in Nummer 37. zeigen.
4) Die Hypothese

MRB—-My=58
wird nicht durch die Annahme
M=1, BR=1

erfillll, da R eine gerade Zahl sein soll. Es bleibt also nur die
Annahme
M=2, R=5,
die aus demselben Grunde keine sich selbst comjugirte Minimalcurve
geben kann¥) Es giebt daher keine reelle Doppelfliiche sechster Classe.
5) Die Hypothese

MERE-M)=1
giebt

=1, A=3
und

Re=8=2(m + - -+ my) 4+ 2¢9+2,

woraus

g=1, =2
und

F(S)=-—‘—~’+~ + (s-—-a)2 +s,_“'

S——(Z
Hier sind 4, B uud a arbitrir, dagegen C, D uud e bestimmt. Be-
trachtet man dhnliche Flichen als 1dentlsch, so enthilt die Fliche
noch zwei reelle Constanten. Die Ordnung der betreffenden Minimal-
curve ist 8; die Ordnung der Fliche ist gleich

6y —2-4
*~5—=28.

6) Die Hypothese
ME—-MU)=238

wird nicht befriedigt durch die Annahme

#) Man kdnute die Ueberlegung auch in mebr specieller Form durchfiihren:
Es glebt allerdings eine Minimalcurve vom Range 5 mit zwei unendlich ettfernten
Pupkten., Da aber diese Punkte ungleichartig sind, kann die Curve nicht sich

seibst conjugirt sein,
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M=1, E=29,
da R keine ungerade Zahl sein darf. Es bleibt noch die Hypothese
7 M=—2, R—6.

Nun habe ich mich allerdings iberzeugt, dass es eine Doppel-
fliche achter Classe giebt, die dieser Annahme entspricht; es ist mir
aber nicht gelungen uu entscheiden, ob diese Fliche reell sein kann,
Ist dies mbglich, so muss die Ordnung der betreffenden Fliche gleich

36— 2.4 — 2.3

- —11

sein®).
7) Die Hypothese
M(E—-My=9
wird befriedigt durch
M=1, R=10,
woraus entweder folgt
g—1, m —3,
oder auch
g=2, m=m,=1,
so dass es jedenfalls zwei verschiedene Arten reeller Doppelflichen
neunter Classe giebt. Man hat ferner die Hypothese
M=3, R=2¢6,
die ich noch nicht erledigt habe. Ich habe allerdings gefunden, dass
es eine Doppelfliche 9'¢ Classe, 6% Ordnung giebt; ich weiss aber
nicht, ob diese Fliche reell sein kann, (Vergl. die beiden folgenden
Paragraphen.)
§ 11
Eine polare Beziehung zwischen zwei Liniencomplexen.

41. Bei den Untersuchungen iiber Minimalcurven, die, wie ich
zeigte, filr die Theorie der algebraischen Minimalflichen von grosster
Wichtigkeit sind, stiitzt man sich hiufiz vortheilhaft auf einen Zu-
sammenhang zwischen allen Minimalcurven und allen Curven, deren
Tangenten einem linearen Liniencomplexe angehiren. In einer linien-
geometrischen Abbandlung (Ueber Complexe - - - Math. Ann. Bd. V.)
habe ich diesen Zusammernhang, der durch eine eigenthiimliche Ab-
bildung vermittelt wird, schon ziemlich ausfiihrlich besprochen. Hier
werde ich denselben etwas niher verfolgen.

Interpretirt man in den Gleichungen

—Zez=x—(X+41iY),
(Z—iY)s=y—2Z
X, Y, Z und z, y, z als Cartesische Punktcoordinaten zweier Riume,

*) Ich finde nachtriglich, dass diese Fliche nie reell ist [Nr. 78].
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so werden den Punkten x,y, 2 diejenigen Geraden im Raum X, Yz
zugeordnet, die den Kugelkreis schneiden. Auf der anderen Seite
werden den Punkten X, Y, Z alle Geraden eines gewissen linearen
Complexes im Raume z, y, 2 zugeordnet. Schreibt man die Gleichungen
der geraden Linien im Raume z, y, z folgendermassen

ri=%—9, S2=19y—§,

r+46=0

die Gleichung in Liniencoordinaten des Lesprochenen linearen Complexes.

Jede Curve, deren Tangenien diesew linearen Complexe gehdren,
wird durch meine Abbildung eimer Minimalcurve im Raume X, Y, Z
zugeordnet,

Bei der Abbildung ist der Kugelkreis ein Fundamentalgebilde im
Raume X, ¥, Z. Im Raume «, y, # tritt die unendlich entfernte Ge-
rade der zy-Ebene als Fundamentalgebilde auf. Diese Gerade moge
mit ¢ bezeichnet werden.

Es bestehen jetzt mebrere Relationen zwischen den charakte-
ristischen Zahlen w«weier entsprechenden Curven. Wir werden die-
jenigen dieser Relationen, die wir spiter brauchen, entwickeln.

Es sei % eme Curve, deren Tangenten dem linearen Complexe an-
gehbren; sei o ihre Ordnung, ¢ thre Clusse, » ihr Rang, m die Multi-
plicitiit der Geraden g als Tangente#), < die Zahl der Inflexionstangenten,
die g nicht schneiden, s die Zabl der Spitzen, deren Tangente ¢ nicht
schneidet. Endlich mdge p die Anzzhl derjenigen Schnittpunkte
zwischen der Carve und einer beliebigen durch ¢ gehenden Ebene
sein, die anf g liegen.

Sei andererseits K die entsprechende Minimalcurve im Raume
X, Y, Z Sei O ibre Ordnung, C ihre Classe, J? ihr Rang, M die
Multiplicitit des Kugelkreises auf der Developpablen, J die Zahl der
Inflexionstangenten, deren Berihrungspunkt nicht unendlich entfernt
ist, S die Zahl der Spitzen, die nicht auf dem Kugelkreise liegen.

42, Wir werden einige zwischen diesen Zahlen bestehende Rela-
tionen entwickeln.

1) Wir nehmen einen Punkt des Kugelkreises, der nicht auf K liegt.
In diesem Punkte legen wir eine beliebige Tangentenebene an den
Kugelkreis. Diese Ebene schueidet K in O im endlichen Raume ge-
legenen Punkten. Andererseits enthilt diese Ebene einfach unendlich

so ist

*} Bestimmter ausgesprochen soll m folgendermussen definirt werden. Eine
Gerade allgemeiner Lage im Raume z, y, £ schneidet die Developpable unserer
Curve in r Punkten; Legegnet sie insbesondere der Fundamentalgeraden g, so giebt
es unter den r Schnittpunkten eine gewisse Anzabl, die in den Schuittpunkt der
beiden Geraden zuswwmengefallen sind. Diese Apzabl bezeichne ich mit m.

Mathematische Aupalen, XIV, P
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viele Minimalgeraden, deren Bildpunkte z, y, # eine gerade Linie p
erzeugen, die ¢ schneidet, Nun aber trifft p ausser y eine gewisse
Anzah) und zwar » — mTangenten der Curve k. Die Bildpunkte dieser
Tangenten sind die friiher besprochenen OPunkte im Raume X, ¥, Z;
daher ist

O=7r—m.

2, Ich schneide die Developpable der Minimalcurve mit einer be-
liebigen Minimalgeraden, und erhalte B — M im endlichen Raume
gelegene Schnittpunkte.  Die Punkite unserer Geraden geben im
Raume z, y, 2 einfach unendlich viele Complexlinien, die einen ebenen
Biischel bilden. Unter diesen Complexlinien giebt es o, welche die
Curve | treffen. Nun aber sind die 2 — M Schnittpunkte in (X ¥, Z)
die Bildpunkte von den soeben besprochenen o Complexlinien. Also
kommt

o=H8— M.

3) Eine durch g gehende Ebenc schueidet die Curve  in 0 — g Punkten,
die nicht auf ¢ liegen. Nun aber sind Gberhaupt die Punkte unserer
Ebene Bildpunkte aller Minimalgeraden, die durch einen gemeinsamen
Punkt des Kugelkreises gehen. Daher sind die besprochenen o—gu Punkte
die Bildpunkte derjenigen Tangenten der Curve K, die durch den be-
sprochenen Punkt des Kugelkreises gehen. Und da es jedesmal
M Tangenten giebt, die einen Punkt des Kugelkreises treffen, so ist

M=0—yu.

[Frither haben wir schon benutzt, dass jede Ebene, die den Kugel-
kreis beriihrvt, anfoefasst als von Minimalgeraden erzeugt, im Raume
x, y, z eine Gerade y liefert, die ¢ schneidet; und zwar ist 7 eine
Complexlinie, Diese Bemerkung glebt eine Relation zur Bestimmung
der Classe unserer Minimaleurve. Die Osculationsebenen der Minimal-
curve berilbren nimlich den Kugelkreis, und liefern daher Complex-
linien 7, die g schneiden. Daher liefern die durch einen Punkt gehen-
den Osculationsebenen der Minimaleurve diejenigen Linien des linearen
Complexes, die gleichzeitic die Curve k, die Gerade g und ausserdem
noch eine Complexlinie schneiden. Die Classe der Minimalcurve ist
daher gleich der Zabl der Schnittpunkte zwischen der Curve £ und
derjenigen Fliche zweiten Grades, deren Erzeugende Complexlinien
sind, welche ausser g noch eine Complexlinie schneiden; vorausgesetzt
wird dabei, dass von den auf g gelegenen Schnittpunkten abgeschen
wird. Diese Methode hingt genau zusammen mit unserer fritheren
Formel

C=2M+4 N,
wo N die Multiplicitit der unendlich entfernten Ebene als Osculations-
ebene der Minimalcurve bezeichnet. Hier mbge noch das Folgende,
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dessen Richtigkeit spiter nachgewiesen wird, zugefiigt sein. Berithrt
I: die Gerade g, so osculirt die Minimalcurve die unendlich entfernte
Ebene. Ist g.eine gewGhnliche Inflexionstangente, so ist die uuendlich
entfernte Ebene eine zweitach zihlende Osculatiousebene der Minimal-
curve. Schneidet % die Gerade g obne sie zu beriihren, so hat die
Minimalcurve eine Spitze auf dem Kugelkreise, die Tangente der Spitze
ist zugleich die Tangente des Kugelkreises, |

Man sieht leicht, dass
) ie=8, J=3
1st.

[Beiliutig mége bemerkt werden, dass die in § 8. gefundene Relation

O0+C—2R+4+2=0,

die fiir eine ausgedehnte Kategorie von Minimaleurven bewiesen wurde,
fiir die entsprechenden Complexcurven die noch einfachere Relation

r—204+2=0

liefert. Die betreffenden Complescurven sind dadurch charakterisirt,
dass sie eine gewisse Complexlinie in ¢ — 1 Punkten treffen.]

43. Teh werde nun diese Abbildung anf die einfachsten Mipimal-
curven anwenden.

Ich nehme im Raume z, y, & ¢ine Raumcurve 3. O., deren Tun-
genten dem linearen Complexe gehiren, dabei setze ich voraus, dass
die Curve die Gerade ¢ beriihrt. Also ist

0==3, r=4, m=1, u=2, (=0, s=104

dementsprechend ist
M=1, 0=3, R=4, =0, §=0.

Diese Formeln zeigen, dass es eine Minimaleurve 3. 0. giebt, deren
Developpable den Ixundl\rexs als einfachen Kegelschuitt euthalt. Der
Rang derselben ist frluch 4. Dies ist be]mnntl:ch richtig,  Wir er-
kennen ferner, dass die Beriihrung zwischen g uud der Complexcurve
3 0. elne O\cuhrunn‘ der Minimaleurve mit der unendlich entfernten
Ebene giebt. Hieraus folgt der aligemeine Sate, duss ene jede Comple-
curve, due g berithrt, eine Minimalourve ligfert, die die wwendlicl ent-
fernte Ebene osculirt.

Sei andererseits gegeben eine Complexcurve 3. 0., die ¢ schneidet.
Alsdann ist

6=3, r=4, m=0, w=1, ¢=0, s =03

dementsprechend ist
M=2 O0=4, L=5, J=0, §=0.

= Z,



388 Soerrvs Lie.

Und es giebt in der That eine Minimalcurve vierter Ordnung
und vom Range 5, die den Kugelkreis zweifach enthilt. Diese Curve
hat bekanntlich keine im endlichen Raume gelegene Spitze, auch
keine Inflexionstangente, deren Beriihrungspuukt im endlichen Raume
liegt. Dagegen hat unsere Curve, wie ich als bekannt voraussetzen
darf, eine unendlich entfernte Spitze, deren Tangente den Kugelkreis
beriihrt. Hieraus folgt, duss jede Complexcurve, die g schneidet, ohne
jedoch diese Gerade zu beriihren, eine Minimaleurve mit einer unendlich
entfernten Spitee liefert. Die Tangente der Spiize berihrt den Kugel-
Freis.

Die Gerade ¢ berithrt die Developpable in einem Punkte, der als
Schnittpunkt dreifach zihlt; daher schneidet ¢ die Developpable in
noch einem Punkte. Die hindurchgehende Erzeugende bildet sich im
Raume (X, Y, Z) ab als einen unendlich entfernten Punkt der Minimal-
curve. Und da die Spitze als drei zusammengefallene unendlich ent-
fernte Punkte zihlt, so folgt, dass der soeben gefundene unmendlich
entfernte Punkt nur einfach z&hlt. Hieraus fliesst der allgemeine Satz:
Die unendlich entfernten Punkie einer DMinimalcurve entsprechen bes
unsever Abbildung denjenigen Erzeugenden der Complexcurve, die ¢
schneiden. Eine Erzeugende, deren Beriihrungspunkt nicht auf g liegt,
giebt cinen ewnfack zékienden unendlich entfernten Punkt auf der Mivimal-
curve.

Lass uns endlich die Complexcurve 3. O. allgemeiner Lage be-
trachten. Es ist dann

=3, r=4, m=0, p=0, i=0, s=0
und also kommt
M=3, 0=4, R=6, J=0, S=0.

Hiermit erkennen wir die Existenz einer Minimalcurve wvierter Ord-
nung, vom Range 6, die den Kugelkress dreifach enthilt*). Die Gerade
¢ schneidet die Developpable der vorgelegten Minimaleurve in vier
verschiedenen Punkten; dementsprechend hat unsere Minimalcurve 4. O.
vier verschiedene unendlich entfernte Punkte. Die Classe dieser Minimal-
curve ist gleich 6.

44. lIch wende mich nun zur Betrachtung von Curven 4 O,
deren Tangenten unserem linearen Complexe gehdren, um spiter die
entsprechenden Minimalenrven 2u untersuchen. Der Kiirze wegen
brauche ich wie friiher das Wort Complexcurve um eine Curve, deren
Tangenten dem linearen Complexe angehtren, zu bezeichnen.

*; Dieser Specialfall der Curven 4. Q. zweiter Gattung scheint zuerst von
mir bemerkt worden zu sein.
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Eine Complexcurve 4. O. kann bekanntlich nicht auf swet Flichen
zweiter Ordnung liegen®). Hieraus folgt, dass die Punkte einer solchen
Curve sich eindeutig auf die Punkte einer Geraden beziehen lassen.
Dieses vorausgesetzt, denke ich mir in einem beliebigen Punkte p der
Curve die zugehtrige Osculationsebene construirt. Dieselbe schueidet
die Curve ausser in p nur noch in einem anderen Punkte m. Hiermit
ist eine eindeutige Zuordnung je zweler Punkte der Curve festgestellt.
Und da die Curve vom Geschlechte Null ist, kouhen wir schliessen **),
dass es jedenfalls einen Punkt p, giebt, dessen zugeordnete Punkt =,
mit p, zusammenfdilt. In diesem Punkte schneidet die Osculations-
ebene die Curve in vier zusammengefallenen Punkten. Und also ist
entweder die Osculationsebene eine stationdire Ebene, und gleichzeitig
der betreffende Punkt ein stationiirer Punkt; oder auch die zugehtrige
Tangente ist cine stationire Tangente.

Jedenfalls ist klar, dass eine jede Ebene, die durch die Tangente
im Punkte p, hindurchgeht, die Curve ausser in p; nur noch in einem
Punkte schneidet.

Dieses vorausgesetzt werde ich der Complexcurve 4. 0. eine solche
Lage geben, dass die Gerade g die Curve im Punkte p, bertihrt. Es
ist#¥#)

0=4, r===6, p=23.
M=1 R=35

Die erhaltene Minimalcurve ist daber die bekannte Curve 4. O.
vom Range 5, die eine Spitze enthilt.

Es ist leicht die Darstellang dieser Curve vermoge der Weier-
strass'schen Formeln zu finden; denn es ist (Nr. 33.)

0 =m + -+ my + 24,
Byt b g2

4=m1+"'+mq+247
5=m1+"‘+mq+[l+2

und durch Elimination

Hieraus folgt

woraus

g==1, my =2,

#) Die Curven 4. 0., die auf zwes Flachen zweiten Grades liegen, sind, wenn
ich nicht irre, genan untersucht, Dagegen sind die Specialfille der tibrigen Curven
4. 0. vochb nicht eingehend genug betrachtet worden, )

#%) Man nehme eine feste Gerade 7, die die Curve in drei Punkten suhncxdct{
und construire die Ebenen yp und y7; dieseiben bilden eine Involution mit zwel
Doppelelementen, Die Gerade px ist wimlich eine Complexlinie. )

#%%) Der Rang einer allyemeinen Cutve 4. 0., die nur auf einer Flache sweiter
Ordnung liegt, ist 6. Der Rang eiver speciellen Curve dieser Art kaon bekannt-
lich nicht gleich 5 oder ¢ sein,
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so dass

A B
F(5)= (8 — e)? + s—ua

wird. Diese Minimalcurve hat eine upendlich entfernte stationire
Ebene; dementsprechend ist im Raume des linearen Complexes die
Gerade g eine Inflexionstangente der Complexcurve 4. 0. Dass diese
Curve noch eine Inflexionstangente besitzt, geht daraus hervor, dass
die Minimalcarve eine im endlichen Raume gelegene Spitze besitat.
In dieser Weise finden wir den folgenden Satz, der mdglicher-
weise einen kleinen Beitrag zur Theorie der Raumcurven 4. O. liefert:

Es giebt nur eine Curve vierter Ordnung, deren Tangenten einem
linearen Complexe gehiren. Dieselbe besitet swei Inflexionstangenten®).
Auf diese Weise habe ich bekannte Eigenschaften einer Minimal-
carve zur Auffindong von Eigenschaften der entsprechenden Complex-
curve verwerthet. Jetzt werde ich, indem ich der gefundenen Complex-
curve eine neue Lage gebe, aus ihren bekannten Eigenschaften die
charakteristischen Zahlen derjenigen Minimalcurve, die der neuen Lage

entspricht, herleiten.
Lass mich zuniichst annehmen, dass die Gerade g eine gewdhnliche
Tangente der Complexcurve 4. O, ist.  Alsdann ist
=9

o0=4, r=6, m=1, u=2, 2, §=0;

also kommt
M=2 R=6, 0=5, §=2, J=0.

Die Gerade g trifft zwei Erzeugende der Complexcurve; dem-
entsprechend erkennen wir, dass die Minimalcurve zwei einfach zihlende
unendlich entfernte Punkte besitzt; ausserdem osculirt sie die unendlich
entfernte Ebene in einem Punkte.

Lass mich ferner annehmen, dass die Complexcurve 4. 0. die
Gerade ¢ In zwe: verschiedenen Punkten schneidet, was nach dem Vor-
augehenden denkbar ist. Alsdann ist

o=4, r=06, m=0, u=2, =2, s=0
und folgheh wird
M=2 ER=6, 0=6, §=2, J=0.

Die Gerade g trifft die Developpable nur in den beiden Punkten
der Complexcurve. Dementsprechend hat die Minimalcurve nur zwei
unendlich entfernte Punkte, welche alle beide Spitzen sind, deren Tan-
genten den Kugelkreis berithren (Nt. 43.).

¥) Diese Cuarve, welche ich im Jakre 1870 eben in dieser Weise fand, war
schon friher von Cayley uud Cremona betrachtet worden.
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Wir kbnnen sodann annehmen, dass die Gerade g die Complex-
curve nur in einem Punkte schneidet, alsdann ist

0=4, r=6, m=0, u=1, 5=0, (=2 (oderi=1),
woraus
M=3, R=1, 0=6, J=0, S=2{(oder S=1).

Eundlich kSunen wir annehmen, dass die Gerade ¢ die Complex-
curve g gar nicht schneidet, dabei ist denkbar, dass doch noch die
eine oder beide Inflexionstangenten die Gerade g treffen. Es ist leicht,
die charakteristischen Zahlen der drei betreffenden Minimalcurven an-
zugeben.

45. Die yorangehenden Entwickelungen erlauben u. A, die all-
gemeinsten Minimalcurven, die den Aunabmen

M=2 E=6
oder

M=3, E=1
oder endlich

M=4, R=28

entsprechen, anzugeben. Denn es wird jedenfalls
R—M=4=0,
sodass die entsprechende Curve im linearcn Complexe von der vierten

Ordnung ist. Und wir haben soeben die allgemeinste Complexcurve
vierter Ordnung bestimmt. Soll insbesondere

M=2, R=26

sein, so kommt, da 0 = 4 1st,
u=2.

Diese Relation kann aber nur in zwei Weisen erfiillt werden.
Entweder ist g eine gewbhuliche Tangente der Curve oder auch, es
schneidet ¢ die Curve in zwei verschicdenen Punkten. Die beiden
entsprechenden Minimalcarven siud friher discutirt worden. ~

Ich erinuere zum Schlusse noch an Folgendes. Wird der laum
«, ¥, z linear transformirt, und geht dabei unscr linearer Complex in
sich tber, so wird nach meinen Untersuchungen Ucher Complexe,
Math, Ann. Bd. V.) der Punktravm X, Y, £ conform trausformirt,

& 12
>
Bestimmung reeller Minimalfiichen von gegebener Ordnung.

Das Problem, alle reelle Minimalflichen von gegebener ()rdn}mg;
zu bestimmen, ist im Allgemeinen mit bedentenden Schwierigkeiten
verkniipft. Doch ist seine Erledigung mir in mehreren speciellen
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Fillen gelungen. Und ich vermuthe, dass der von mir eingeschlagene
Weg noch weiter fithren kann. Wie bei den entsprechenden Untey-
suchungen iiber Minimalfiichen gegebener Classe betrachte ich die
zweierlei Arten von Minimalflichen fiir sich.

46. Zuerst werde ich suchen reelle Minimalflichen gegebener
Ordnung zu bestimmen, indem ick die Doppelflichen ausschliesse.

Tch wihle (vergl. Nummer 28.) auf einer reellen Minimalfliche,
die keine Doppelfliche ist, eine Minimalcurve jeder Schaar. Der In-
begriff dieser beiden Curven schneidet die unendlich entfernte Ebene
in einer geraden Anzahl von Punkten, die paarweise conjugirte Punkte
des Kugelkreises sind.  Seien

P1"-Pq> M- T,

diese Punkte und seien P, und TT; jedesmal conjugirte Punkte. Ich
setze voraus, dass fiir die eine Curve jeder Punkt P als y;-facher
Schpittpunkt mit der unendlich entfernten Ebene =ziihli, und dass
ebenso fiir dieselbe Curve jeder Punkt TI, als . -facher Schnittpunkt
zihlt. Alsdann ziihlen die Punkte P, und 1T, fiir die zweite Curve
beziiglich als m;-facher und pi-facher Schnittpunkt.

Die Ordnung einer jeden auf unserer Fliche gelegenen Minimal-
curve allgemeiner Lage ist gleich

Zpk + 2’% .

Die Ordnung der Fliche ist nach unseren friheren Untersuchungen (§ 6-
und 7.) jedenfalls nicht kleiner als

(ZPL- + 2@)2 —2 Zpk PR

und also auch nicht kleiner als

o ;
D+ D

Ich kann ohne Beschrinkung annehmen, dass p, p, ... p, simmt-
lich grosser als Null sind, wiihrend einige uster den Zahlen z, =, .. . m,
im Allgemeinen gleich Null sind. Ich nehme ferngr an, dass jede
Zahl p; gleich oder grbsser als m, ist, uud endlich dass pe gleich oder
grosser als p; 4 st

47. Es ist<jetst leicht alle reellen Minimalfiichen, deren Ordnung
nicht grosser als 16 ist, und welche dabei keine Doppelfiichen sind,
za bestimmen. Zunichst zeige ich, dass es keine derartige Eliche
giebt, deren Ordnung kleiner als 9 ist.

Existirte eine Fliche, deren Ordnung O kleiner als 9 wiire, so
miisste, da

0 05 i+ Sa
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ist, p, kleiner als 3 sein. Sei nun zunichst
pl = 2) Ty = 2

Ist dabei p, grosser als Null, so miisste wegen der Formel
) S (Dot Sm) —2 Ny

die Ordnung der Fliche jedenfalls gleich 17 sein. Es bleibt also nur
die Hypothese p, == 0 zu untersnchen. Es lisst sich aber nachweisen,
dass es keine Minimalcurve 4. O. giebt, die die unendlich entfernte
Ebene in zwei distineten, doppeltzihlenden Punkten schneidet. Denn
es giebt keine derartige Minimalcurve 4. 0., die auf zwei Flichen
zweiter Ordnung liegt. Und die Minimalcurven 4. 0., die nur auf
ciner Fliche zweiter Ordnung liegen, und welche dabei bekanntlich
vom Range 6 sind, entsprechen nothwendig, da B — M~ 3 ist, einer
der folgenden Annahmen

J‘[:], .R——“G, O;=4’
M=2, R=6, O=4,
M—3, R=6, 0=A4,

unter denen die erste unmdoglich ist, indem die beiden Gleichungen

My myfg+2=ELE=86,
wy A -Fmy+2¢ =0=4

die unmbgliche Relation g == 0 nach sich zichen wiirden. Die zweite
Annahme (vergl. Nummer 44.) giebt

BR—-M=4=0, r=6, m=r—0=2,

sodass die Curve im lincaren Complexe von der Geraden gy in zwei
consecutiven Punkten berithrt wiirde; dann aber hiitte die Minimal-
curve die unendlich entfernte Curve zu statiopirer Osculationsebene,
womit wir auf Widerspruch gefihrt sind. Endlich die dritte An-
nahme wiirde geben

R—M=3=0.

Nun sahen wir allerdings in Nummer 43., dass die Annahme 0 =3
auf Minimaleurven 4. O, fithren kbnnte, doch waren dic uuendlich
entfernten Punkte dieser Curven nie so gelegen, wie oben verlangt
wurde*). In dieser Weise erkenuen wir, dass es keine Minimalcurve
4. O. giebt, die der Hypothese p, =2, 7, = 2 eutspricht, und dass

in Folge dessen die Hypothese p, =2, =, =2 ... oder sage ich

#) Ich bemerke beiliufig, dass die Entwickelungen des Textes eine erschipfende
Bestimmung aller Minimalcurven 4. O. liefern,
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kurzweg die Hypothese (22) . .. keine Fliche giebt, deren ~Onlmmg
niedriger als 17 ist.

Wir wenden uns jetzt zu der Hypothese (21) ..., das heisst wir
setzen voraus, dass p, = 2, =, = 1 ist, wihrend wir die Werthe der
Zahlen p,, m, u.s. w. unbestimut lassen. Ist nun p, gleich 2, so jst
die Ovdnung der Fliche gleich oder grésser als 21. Ich werde nach-
weisen, dass die Hypothese p, = 1 nur fiir Minimalcurven, deren Ord-
nung grosser als 4 ist, eintreten kann. Existirte in der That eine
Minimalcurve 4. O., die der Hypothese

p1=2: = L, Dy = 1, 7“2=0) 192=O
entspriche, so miisste
R=25
sein, wihrend M nicht grosser als 3 sein kounte. M kann nicht

gleich 1 sein, da die Zahlen p; und =, nicht simmtlich grosser als 2
sind. Die Hypothese M == 2 giebt

0=4, r=06, m=r—0=2.

In Folge dessen miisste g eine Inflexionstangente der Complex-
curve, und andererseits die unendlich entfernte Ebene eine stationire
Osculationsebene der Minimaleurve sein, sodass wir auf Widerspruch
gefithrt sind. Endlich die Hypothese M = 3 giebt

0=3, r=4, m=0, u=

Wir haben aber friher gesehen, dass die dieser Complexcurve
entsprechende Minimalcurve die unendlich euntfernte Ebene in vier
verschiederien Punkten schneidet. Hiermit ist nachgewiesen, dass
Minimaleurven, die der Hypothese

n=2, m;.=1, p=1-.-
entsprechen, von fiinfter oder noch hoherer Ordnung sind. Folglich
ist die Ordnung der entsprechenden Flichen gleich oder grisser als 19.

Ist py =2, m, = 0, so muss p, grosser als Null sein, indem es
keine Minimalcurve zweiter Ordnung giebt. Ist p, gleich 1, so muss
unsere Curve nach dem soeben Entwickelten jedenfalls von der fiinften
Ordnung sein, so dass die betreffende Fliche jedenfulls von der 23t Ord-
nung sein muss. Ist endlich p, = 2, so muss die Minimalcurve jeden-
falls von der fiinften, die Fliche jedenfalls von der 2% Ordnung sein.

So bleibt nur noch die Annahme, dass p, gleich 1 ist, und dass
in Folge dessen die m; und die ibrigen Grbssen p, gleichk 1 oder
Null sind. Hierbei kdunen verschiedene Unterfille eintreten. Zu-
niichst werden wir anuehmen, dass die betreffenden Minimaleurven
von der zierfen Ordnung sind. Alsdann giebt die Hypothese (11) (11)
eine Fliche zwolfter Ordnung, die Hypothese (11) (10) (10) eine
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Fliche vierzehnter Ordnung, endlich die Hypothese (1,0} (1,0) (1,0) (1,0}
eive Fliche sechszehnter Ordnung. Diese drei Flichen sind (Nr. 43.)
simmtlich von der achtzehnten Classe. Ist die Ordnung unserer Mini-
malcurve grosser als vier, so ist die Ordnung der betreffenden Fliche
jedenfalls grosser als 21.

Hiermit ist nachgewiesen, dass die Ordnung einer jeden reellen
Minemalfliche, die Feine Doppelfliche ist, jedenfalls grosser als 8 ist.

Wiinscht man, indem man fortwithrend alle Doppelflichen aus-
schliesst, alle reellen Minimalflichen von der neunten Ordnung zu bestim-
men, so zeigen die obenstehenden Entwickelungen, dass p, nicht kleiner
als 3 sein darf. Auf der anderen Seite zeigt die Formel (1), dass p, anch
nicht grésser als 3 sein kann, und dass dabei die =, und die Ubrigen
pi gleich Null sein miissen. Und da es nur eine Minimalcurve dritter
Ordnung giebt, fliesst hieraus der Satu:

Satz 38. Die Enneper’sche Minimalfliche neunter Ordnung,
sechster Classe ist die einzige Minimalfliche neunter Ordnung, die Leine
Doppelfliche ist.

48, Verlangt man alle Flichen, deren Ordnung vicht 16 iiber-
steigt, so kann p, nicht grosser als 4 sein. Ist p, gleich 4, so missen
die z; und die fibrigen p; gleich Null sein. Die zugehorige Minimal-
curve ist daher von der vierten Ordnung. Liegt dieselbe auf zwei
Flichen zweiten Grades, so ist ibr Rang gleich 5; die betreffende
Fliiche ist von der Ordnung 16 und von der Classe 8. Ist dagegen die
Minimalcurve eine solche Curve vierter Ordnung, dic nur auf einer
Fliche zweiten Grades gelegen ist, so muss nach einer friheren Be-
merkung die Grosse M entweder gleich 2 oder gleich 3 sein. Ist

M=2, O=4, R=0§,
so kommt

o=14, r==86, m=r—-0=2, pg=0—M=2,

was contradictorisch ist, indem eine Complexcurve 4. O. nicht eine
solehe Lage hinsichtlich der Geraden g haben kann, dass gleichzeitig
m=12, pg=2ist. Ist andererseits

M=3 0=4, E=6,
so kommt

0=3, r=4, m=r—0=0,

sodass unsere Minimalcurve vier verschiedene, und uicht wie frither
vorausgesetzt, vier vereinigte unendlich entfernte Punkte haben miisste.
Hiermit ist gezeigt, dass die Hypothese (4] nwr cow Fliche secls-
zehnier Ordnung, achter Classe giebt.

Ist p, = 3, so kann =, nicht grosser als 2 sein, und dann missen
die iibrigen p; und m; gleich Null sein, so dass die Minimalcurve von
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der finften Ordnung ist. Ich werde zeigen, dass die Ordnung der
entsprechenden Minimalflichen jedenfalls grésser als 16 ist.

Lass mich zundchst voraussetzen, dass die durch den Punkt P,
hindurchgehenden Curvenzweige durch eine einzige Reihenentwickelung
dargestellt, und dass ebeuso die durch TT, gehenden Zweige durch
eine einzige Entwickelung dargestellt sind. Der niedrigste Exponent
der ersten Entwickelung ist dann entweder % oder g oder g Der
niedrigste Exponent der zweiten Entwickelung ist % oder 3 Unsere
Annahme fihrt also auf sechs verschiedene Fille:

1) Sind die niedrigsten Exponenten beziiglich % und %, S0 Ist

die Ordnung der betreffenden bliche gleich oder grosser als 21,

2) Die Exponenten {, % geben nur Flichen, deren Ordnung
grosser als 20 ist.
3) Die Exponenten 2, T geben nur Flichen, deren Ordnung

grosser als 18 ist.

4) Die Exponenten -‘3, geben nur Flichen, deren Ordnung

w]w

orosser als 16 ist.

- . 2
5) Die Exponenten g, =

; geben nur Flichen, deren Ordnung

grosser als 18 ist.

3 2
32
indem keine Raumcurve 3tr Ordnung gleichzeitig einen dreifachen und
einen zweifachen Punkt haben kann.

6) Die Exzpounenten konnen nicht gleichzeitig vorkommen,

Sind die durch P, gehenden Zweige nicht durch eine einzige,
sondern durch zwei oder drei Entwickelungen dargestellt, so sind die

1 2

entsprechenden niedrigsten Exponenten im ersten Falle Ts 7, Im

ror1
17 1?1
Zweige durch zwei Entwickelungen dargestellt, so sind die entsprechen-

den Exponenten %, lf

Indem man successiv alle mdglichen Fille berechnet, und dabei be-
riicksichtigt, dass ein dreifacher und zweifacher Puokt nicht gleich-
zeitig auftreten konnen, erkennt man, dass die Annahme (3,2) nur
Flichen giebt, deren Ordnung grésser als 16 ist.

zweiten Falle Sind andeverseits die durch TT, gehenden

Die Hypothese (3,1) giebt bekanntlich nur eine Minimaleurve
vierter Ordnung, finften Ranges. Die entsprechende Minimalfliche ist
von der zwdlfien Ordnung und der zwilfien Classe. Die Hypothese.
(3,1)... giebt nur Flichen, deren Ordnung grosser als 18 ist.

Die Hypothese (3, 0) giebt die Enneper'sche Fliche neunter Ord-
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nung. Die Hypothese (3,0)... giebt nur eine liche sechszehnter
Ordnung, zwolfter Classe.

Die Flichen, die den Hypothesen p, — 2 und p, — 1 eutsprechen,
sind frither bestimmt worden. Und also ist es uns wirklich gelungen alle
reellen Minimalflichen, deren Ordnung niedriger als 17 ist, und welche
dabei keine Doppelflichen sind, za bestimmen. Ich stelle die be-
treffenden Flichen in dem folgenden Schema zusammen.

Hyp?thf!sa . l Ordnung. , Classe.
4,0) 16 8
(3,1 12 12
(3,0 (1,0) 16 12
(3,09 9 6
(1,1) (1,1) o1, 18
(1,1) (1,0) (1,0) 14 18
(1,0) (1,0) (1,0) (1,00 -~ 16 18

49. Es ist schwieriger, alle Doppelfliichen von gegebener Ordnung
zu bestimmen. Ich werde diejenigen Resultate, die ich bis jetzt er-
halten habe, auseinandersetzen.

Da die betreffenden Minimalcurven sich selhst conjugirt sind, so wird

D = .

Bezeichnen wir die Ordnung der Doppelffiche mit 07, so ist nach
unseren fritheren Untersuchungen

0U>2 (Epk ) — 21& )
0" > Z ])f_

Verlangen wir, dass O” niedriger als 9 sein soll, so muss nach der
letzten Formel p, entweder gleich 2 oder gleich 1 sein.

Da es keine Minimaleurve 4. O. giebt, die der Hypothese (2,2)
entspricht, so erkennen wir, dass die Annalme p, = 2 nur Doppel-
flichen , deven Ordnung grisser als 12 ist, lfert.

Es bleibt also nur die Annahme p, = 1. Die Hypothese

(L1, (LY
giebt bekanntlich (Nr. 40., 43.) eine Doppelffiche sechster Ordnung,
neunter Classe, wobei indess wie frither unentschieden bleibt, ob die-
selbe reell sein kaun. — Die Hypothese

und also zugleich
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1,1y (1,1) (1, 1)

giebt nur Doppelflichen, deren Ordnunyg grisser als 14 4st.  Also kommt,
indem wir zugleich an unsere {riilieren Ergebnisse erinnern:

Satz 5Y. Giclt es reelle Minimalfléichen, deren Ordnung niedviger
als neun ist, so muss thre Ordnung gleich sechs, ikre Clusse gleich
neun Ssein.

Wir stellen sodann die Frage nach den reellen Doppelflichen,
deren Ordnung nicht grosser als 15 ist.

Es ist zuniichst klar, dass p, nicht grésser als 3 sein darf. Und
da wir schon die beiden Hypothesen p, = 2 und p, = 1 behandelt
haben, bleibt nur die Hypothese p, = 3 librig. Ist dabei p, grosser
als Null, so ist dic Ordnung der betreffenden Doppelfliichen jedenfalls
gleich 22, Wir haben daher nur 2u untersuechen, welche Doppelflichen
der Hypothese

(3,3)
entsprechen.

Es konnen drei verschiedene Fille eintreten; wir werden dieselben
der Reihe nach betrachten.

1) Lass uns zuniichst voraussetzen, dass die durch P, gehenden
Curvenzweige durch dieselbe Reihenentwickelung dargestellt werden,
und dass der niedrigste Exponent gleich % ist. Die entsprechenden

Minimalflichen sind von der finfzehnten Ordnung. Hierher gehdrt die
Henneberg'sche Fliche finfter Classe. Es ist mir nicht gelungen
zu entscheiden, ob es mehrere reelle Doppeltifichen funfzehnter Ord-
nung glebt, die unserer Hypothese euntsprechen. Ist dies der Fall, o
ist ihre Classe dargestellt durch die Formel

MM+ 4)
und also gleich 12, 21 oder noch grisser.

2) Wir setzen fortwihrend voraus, dass die durch P, gehenden
Zweige durch eine einzige Entwickelung dargestellt sind; und sei jetzt
der niedrigste Exponent gleich —f)—' Die Ordnung der entsprechenden
Doppelfiiichen 1st gleich

Es ist mir nicht gelungen zu entscheiden, ob diese Hypothese
reelle Doppelflichen liefert,

3) Es bleibt nur die Annahme, dass die durch P, gehenden
Zweige durch zwei Entwickelungen dargestellt sind, uand dass —‘?—und —11'

die betreffenden Exponenten sind. Die Ordnung der entsprechenden
Flichen ist gleich



Teber Minimalflichen, 399

o

—2.9__ 5, ——t . g
opopaseioan gy
Ich weiss indess nicht, ob diese Hypothese reelle Doppelflichen liefern
kann.

Frither haben wir schon gesehen, dass die Hypothese p, — 2 jeden-
falls nur Flichen, deren Ordnung grisser als 12 ist, liefert. Ich werde
versuchen diese Hypothese etwas niher zn discutiren, Ist P, grosser
als 1, so ist die Ordnung der betreffenden Flichen jedenfullé grbsser
als 23, Andererseits kann p, nicht Null sein, indem die Hypothese (2,2)
keine Minimalcurve vierter Ordnung liefert. Daher muss p, = 1 sein.
[st dabei p, grbsser als Null, so ist die Ordnung der betreffenden
Flichen grosser als 2. Wir brauchen somit nur die Hypothese

(2,2) (1,1)
zu untersuchen, Es kdnnen drei Fille eintreten:

1) Lass uns zonichst voraussetzen, dass die durch P, gehenden

Curvenzweige durch eine einzige Entwickelung dargestellt sind, und

dass der betreffende Exponent gleich i ist.  Die Orduung der ent-
sprechenden Doppelflichen ist gleich

36 —2-2—2-1 15

= -—==15,

B

2) Lass uns andererseits voraussetzen, dass die durch P, gehenden

Zweige durch eine einzige Entwickelung dargestellt sind, und dass der
T .
betreffende Exponent gleich 2 ist. Die Ordnung der entsprechenden
Doppelflichen ist gleich
Sk 25 ek kR .9

3) Endlich haben wir noch die Annahme, dass die durch P,

gehenden Zweige durch zwei Entwickelungen dargestellt sind und dass

die betreffenden Exponenten gleich I und i sind. Die recllen Doppel-

flichen, die dieser Aunahme entsprechen mogen, sind von der 13t

Ordoung.
Aus dem Vorangehenden fliesst der Satz:
Satz 59. Es giebt keine reelle Doppelfliiche, deren Ordnung gleich
einer der folgenden Zuhlen
9,3,4,5,17,8,9, 10, 12, 14
ist. Dagegen lasse ich unentschieden, ob die Ordwung emer recllen
Doppelfiiche gleich 6, 11, oder 13 sein lann™).

*) Die interessante Frage, ob es Doppelflichen sechster Ordnung giebt, kanp
nach dem Vorangehenden auch folgendermassen formulirt werden:”Kan‘n eine
Minimaleurrve 3. O. duveh eine Transformation durck reciproke Radien i emme
sich selbst conjugirte Curve umgewandelt werden?
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Im Uebrigen betrachte ich den folgenden Satz als das wichtigste
Ergebniss meiner Untersuchungen tber Minimalflichen gegebener
Ordnung:

sSatz 60. Die Summe der Ordnung und der Classe einer reellen
Mivimalfliiche,, sie mige eine Doppelfliche sein oder nicht sein, ist immer
grisser als 14.

§ 13.

Der Asymptotenkegel zerfallt in Ebenen,

50. Ich werde jetzt die unendlich entfernten Punkte einer alge-
braischen Minimalfiache bestimmen. Dabei setze ich zunfichst voraus,
dass die Minimalcurven der einen Schaar keinen unendlich entfernten
Punkt enthalten, der zugleich den Minimalcurven der zweiten Schaar
angehort.

Sei

x==A(), y=B(), z=0(0)
eine Minimaleurve der einen Schaar, deren Orduung gleich m sein
mag. Und sei
z=A,(z), y=DB{(r), #2=0C(r)

eine Minimalcurve der zweiten Schaar, die von der pt» Ordnung ist.
Alsdann ist die Ordnung der Fliche gleich mp.

Die Curven der ersten Schaar haben m gemeinsame unendlich ent-
fernte Punkte; ebenso haben die Curven der zweiten Schaar p gemein-
same unendlich entfernte Punkte, wobel zu hemerken ist, dass einige
unter diesen m oder p Punkten vereinigte Lage haben kdnnen. Ich
verbinde die m Punkte mit den p Punkten dureh gerade Linien, und
erhalte hierdurch mp Gerade, unter denen einige unter Umstinden
zusammenfallen.

Ich wihle einen beliebigen unendlich entfernten Punkt @, der
jedoch nicht auf den besprochenen Geraden liegen darf, und ziehe
eine durch @ gehende Gerade allgemeiner Lage. Um die Schnittpunkte
dieser Geraden mit unserer Fliche mp' Ordnung zu finden, verfilrt
man nach den Untersuchungen in § 6. folgendermassen. Man con-
struirt die beiden Kegel, welche beziiglich die Minimaleurven

t=A{¢) —a, y=B({)—b, 2=0CF) —¢
und

= —4,(r), y=— Bi(r), 2= —(()
enthalten, ond fiir welche dabei @ gemeinsame Spitze ist. Man be-
stimmt die gemeinsamen Erzeugenden dieser Kegel. Die Zahl dieser
Erzeugenden, die nicht in der unendlich entfernten Ebene liegen, ist
gleich der Zahl der im endlichen Raume gelegenen Schnittpunkte
zwischen der Fliche und der durch @ gezogenen Geraden. Nun aber
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ist klar, dass unsere Kegel nach den gemachten Voraussetzungen keine
gemeinsame, unendlich entfernte Erzeugende haben. Und da unsere
Kegel bezﬁgli.ch von der mt und der pleo Ordnung sind, so habeu
sie mp gemeinsame im endlicken Raume gelegene Erzeugenden, die
wegen der unbestimmten Parameter a, b, ¢ simmtlich verschieden
sein miissen., Dementsprechend schneidet eine durch @ gehende Gerade
allgemeiner Lage die Fliche in mp verschiedenen Punkten. Und da
die Ordnung der Fliche gleieh mp ist, folgt, dass @ nicht auf der
Flache liegt.

Liegt dagegen die Kegelspitze auf einer unter den besprochenen
mp Geraden, so haben die Kegel jedenfalls eine gemeinsame unend-
lich entfernte Erzeugende, und also liegt die Spitze aunf der Fliche.

Setzt man daher voraus, dass die Minimaleurven der einen Schaar
Leinen unendlich entfernten Punkt wmit den Curcen der zweiten Schagy
gemein haben, so besteht die Schniticurve der Fliche mit der wnendlich
entfernten Ebene nur aus myp Geraden: den Verbindungsgeraden der m
unendlich entfernten Punlte der Minimalcurven der eimen Schaar mit
den p entsprechenden Punkten der zweiten Schauwr.

51. Jetst werden wir annehmen, dass die Curven der einen Schaar
unendlich entfernte Punkte mit den Curven der zweiten Schaar gemein
haben. Um die Ueberlegung moglichst eingehend fihren zn k&unen,
scheint es mir zweckmiissig, die Reihenentwickelungen der Minimal-
corven in der Umgebung des besprochenen gemeinsamen Punktes aut-
zustellen.

Jch wihle mein Coordinatentetraeder in der folgenden Weise,
Sei ¢t =0 die unendlich entfernte Ebene, und z = 0 eine belicbige
andere Fbene. Ich #iche eine zur Ebene z =0 seukrechte Gerade
und lege durch dieselbe zwei Ebeuen, die den Kugelkreis beriihren.
Seien « = 0 und y = 0 diese Ebenen. Wihlt man diese vier Ebenen
zu Coordinatenebenen, so erhilt die Differentialgleichuug aller Minimal-
curven folgende Form:

o5y LAY 3
a%a¥ —(@5)=o0.
Ich fithve

¢ 2 z
y T oy Ty T

als nene Coordinaten ein. Dieselben sind jetzt nicht mebr homogene,
sondern absolute Coordinaten. Hierdurch nimmt die obeustchende
Differentialgleichung die Form an:

dz (tdr —1dE) = (zdi—§d).
Nun werde ich die allgemeinen Reihenentwickelungen einer durch den
Punkt r=0, §=0, {¢=0
des Kugelkreises hindurchgehenden Minimalcurve suchen. Ieh setze:

Mathematische Apnalen XIV. 26
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und versuche, indem ich die M, als gegebene Grossen betrachte, die
Coefficienten L. und die Exponenten r, derart zu bestimmen, dass
die Differentialgleichung identisch befriedigt wird. Man findet die
Bedingungsgleichung
DIRIED.NT (’tx"“ri)MzMz'Lignz+”x'+ri_2
=2, 2y (1—m) (1 —my) JIyMy'éﬂg-}-””' )

die identisch bestehen soll.

Indem wir zundchst voraussetzen, dass keine unter den Gleichungen

Ty =1y, M, =1
stattfiudet, ergiebt sich, dass 2m;, 4 r, — 2 der niedrigste Exponent
links, und 2z, der niedrigste Exponent rechts ist. Also ist
27y + 7y — 2= 2m,,
woraus
1o = 2.

Es ergiebt sich ferner, dass

: 1
r,==2—}—?, r,=2-4+ = u s w

und im Allgemeinen
SO 1
i Ty q
Wir werden zeigen,-dass die Coefficienten
LO’ LU MRS ] Lp-—?q-l
durch die Grossen
MJ} Ml: cr Mﬂ—ﬂa—l
vollstindig bestimmt sind. Die Grisse L; tritt nimlich zuerst auf in
dem Gliede
7y (g —:) B, My LG+
In Folge dessen ist L, im Allgemeinen eine unzweideutige Function von
LU) Ln LIRS Li—l) Mo; Ml) L] Mi;
ausgenommen ist dabei nur der Fall, dass 7; == =, ist. In Folge dessen
ist L, bestimmt durch M,, L, durch M, und M, w. s. w., und end-
lieh Ly_s,—; bestimmt dureh M,, M, ..., M,_2,_,; so dass der
folgende Theil

Zg+! r-t
L@+ Lt ¥ + -+ Lyosgnb ®

der Rethe L, E* durch die vorgelegte Reihe XM, " vollstindig be-
stimmi ist.
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Ist =, = 7,, so bleiben die obenstehenden Betrachtungen allerdings
nicht mehr giiltig. Dabei ist jedoch zu bemerken, dass in der Reihe
>L,£* die Coefficienten der Grdssen

r=1 p=2

tf,t%,.. 08w
gleich Null sind, und somit durch die vorgelegte Reihe unzweideutig
bestimmt sind.*)

Ist endlich

%, =1 und ”o%"'c;
S0 muss
T+ X+ 1o —2=m+ =

sein, woraus folgt:
ry=2+4m —m,
so dass 7, grosser als 2 ist. Auch in diesem Falle sind daher die
Coefficienten der Grissen
bk N el
g7, .., u s W

gleich Null, und somit durch die vorgelegte Reihe unzweidentig be-
stimmt,

Zu bemerken ist, dass 7, nur dann gleich ! sein kann, wenn
gleichzeitig m, == 1 ist; diesen einfachen Fall schliessen wir vorliufig aus.

52. Miir das Folgende ist es nothwendig, die Reihenentwickelungen
einer Minimalcurve fiir eine etwas allgemeinere Lage des Coordinaten-
tetraeders aufzustellen.

Ich setze:

ot = t’)

oz =2,

ey =y +ax,

es =17+ pz
und

¢ ;& e 2 s
?‘271 ==, =}

Y -4
und fihre nun 7, ¥, ¢ als neue Coordinaten ein. Es ist

Fyar
R -
ST 14eeg ?
§=_§'_'tﬁ_§.
14 ab
+) Die Annahme
w =1

kaon nur eintreten, wenn =, kleiner als 2 ist, wie man leicht einsicht.
26*
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Durch Einfihrung dieser Werthe findet man zunichst eine Entwickelung
29 =1
g= Lolgo,q +--+ Ll-‘-’q~15 ? +-
wo jede Grosse L; durch die Coefficienten L, ... L; bestimmt ist.
Man findet ferner

. ¢
T-}-lofg'“=M0(1iS§§) +-

und durch Ausfihrung kommt

241

v MM

il | g
+ M, 285 (L g+ +L-oq_lz B +

4+

53, Lass mich annehmen, dass die beider Minimaleurven
2=A{f)y—a, y=B({t)—b, 2=003) —¢

und

v=—A,{), y=—B,{), #=—C()
einer Minimalfldche durch den auf dem Kugelkreise gelegenen Punkt
t=0, E=0, {=0
hindurchgehen. Die Reihenentwickelungen dieser Curven seien
ptx

= DM g7, t= DL £
T, = ZMl)ng’_‘;'_’" 51 _ ZLl,xgrl’z'

Ich nehme an, dass
M() == -Z‘IL,O: s Mv— 1= J'IL,v_h M-u z M,yv
ist, wobei bekanntlich

und

r<p—4¢
ist. Alsdann ist, wenn wir mit u die kleinste der Zahlen » und
p — 24q bezeichnen, nach dem Vorangehenden
L6=L1,0..., L‘u_1=L1”u._1,
wiithrend im Allgemeinen

' L, 2 Ly,
ist. Selen
ptx
T = M, glg » ‘Ezsztrz
und

o= MY T, b = > LT
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die Reihenentwickelungen in den neuen Variabeln. Es ist dann zu-
nichst klar, dass
L =ULi¢..., Liy=L{, -«

wird, Ist nup » < p — g, so ist

-Mo' = Ml’,O PR Mwl—d:-Ml’,V-la M, 2 Mxl‘v .
Ist dagegen v = p — ¢, so kommt allerdings

My =M. . .My oy =My,
wihrend man nicht ohne Weiteres einsieht, dass
My o 2 My

sein muss. Es ist

My =My, +§‘!3—M¢)Lpl—‘-‘q--':

Mll,p—q =M, ,- ¢t *‘Z ﬂ-MoLll.p-?q S

und da M, _, und M, ,_, verschieden sind, so ist klar, dass B _,
und M{ ,_, jedenfalls nur fiir specielle Werthe des Parameters g
einapder gleich sein konnen. Da indess die Parameter a, b, ¢ «all-
gemeine Werthe haben sollen, so lehren die Entwickelungen der Num-
mer 26., dass M, , und M; ,_, auch nicht fiir specielle Werthe von
B einander gleich sein kdnnen. Folglich ist
ot —1,) =00 —1)).
Haben die Reibenentwickelungen unsercr Minimalcurven die Form

p+x
c= DM £, b= Lt~
und
pts
Tl=2Ml,z§ @ ; E,———qu xé"x
wo

e
A
e

ist, so ergiebt sich sogleich, dass
, d(r—7w) = (7' — 1)
15t.

Erinnern wir nun, dass der Punkt

P =0, =0, =0

einen jeden unendlich entfernten Punkt, der nicht auf der Tangente
£ — 0, z =0 des Kugelkreises licgt, darstellen kaun, so ergicbt sich
aus unseren fritheren Untersuchungen (§ 6. und 7.) der Satu:

Gehirt ein gewisser Punlt @ des Kugelkreises sowold den Mvimul-
curven der einen Schaar, wie den Curven der zweiten Schaar, so lecgen
diejenigen unmendlich entfernten Punkte der betreffenden Minemalfidche,
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die von den durch @ hindurchgehenden Curvenzweigen herriikren migen,
auf der Tangente des Kugelkreises in Q.

Berithrt die Jangente des Kugelkreises in @ sowohl die Minimal-
curven der einen Schaar wie die Curven der zweiten Schaar, so ist
es leicht zu beweisen, dass die betreffende Tangente wirklich auf der
Flache liegt. Aus den beiden Entwickeluhgen einer Curve der einen
Schaar

29 2941
g=L0§0 + Lt T 4
r+1

P MM A

folgen ndmlich, indem man § als unabhingige Variable einfiibrt, zwei
Entwickelungen der Form

+
¢ = loa’”+ LET 4.,

+

¢y m g

und dementsprechend kommt, wenn

29 2741
= Lyt 4+ Lt ™ ++--,
2 Pitl

vy =M 08"+ M & " + - -

die Reihenentwickelungen einer Curve der zweiten Schaar sind, durch
Kinfiibrung von § als upabhingiger Variabeln

i+l

§" = ZloEZQ'—i- LaE® 4.,
mtt

= My o E “‘+m e

Hieraus folgt, wenn z. B, % < —q—‘— ist,
1

-
O(z—1) = %; Z 8z —1)=pyq,,

O(r" —7) = %: 23(7 — ") = 2pqy,

T

so dass
Do > Dl oe—ry)
wird. Ist andererseits J;i: %, so kommt
$r—z) 2L, Dolr—z)Z @p—q)a,,
3 )5 , Do —n")Sp- 2,
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so, dass auch jetzt
23(1"~—r,”) > Mé@r—r)
wird.®) Z :

Diese Formel bleibt, wie man ohne Schwierigkeit erkennt, giltig,
wenn die Tangente des Kugelkreises in @ nur die eine, dagegen nieht,
wenn sie keine unter den Minimalcurven bertihrt, ki dem letzten Falle

ist in der That
26(1"—— 7,") = 26(1—1,).

Beriihrt eine Tangente des Kugelkreises alle Minimalcurven, die
der cinen Schaar angehiren, so liegt diese Tangente auf der Fliche.
Beriihrt dagegen diese Gerade keine Minimalcurven, so liegt sie nicht
auf der Fliche.

Die Multiplicitit einer solchen Geraden anf der Fliche wird in
jedem Falle bestimmt, indem man in den frither betrachteten Eat-
wickelungen die nothwendige Anzahl von Gliedern wirklich berechret,
Doch halte ich es nicht fiir nothwendig, hierauf niher einzugehen.

Aus den vorangehenden Betrachtungen ergiebt sich nun der fol-
gende Satz, der die unendlich enifernten Punkte einer jeden Minimal-
fliche vollstiindig bestimmt:

Satz 61. Schneiden die Minimalourven der einen Schaar dic un-
endlich entfernte Ebene, und also auch den Kugelkreis in den Punkien
P, P,..., P, wihrend dic Curven der zweilen Schaar den Kugel-
Treis in den Punkten TU,, Ty, ..., M treffen, so liegen simmitliche
Verbindungsgeraden verschiedener Punkte P, TU auf der Fliche®*).
Desgleichen, wenn P, mit T, identisch ist, so gehint dic Tangente des

Dies giebt:

#) Auspahmsweise kaon es z. B. eintrefen, dass

7a=§>1, Ti0= >1,

1
4
ist; alsdann ist, wenn wir 2z B. annebmen -:2— < %ﬁ

E (7" —11”) =Py

E dr~1) <Rp—01 oder = pq,

und da . -
o > Cp— 0%, PP P

ist, folgt auch in diesem Falle

26(:"——-1"') > 26‘:1——1,).

#%) Ist die Flicbe jnsbesondere reell, und xind dapei P, und TT, conjugirte
Puskte des Kugelkreises, so sind die Geraden P,TI; ¢o ipso reell.
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Kugelkreises in diesem Punkte der Fliche an, sofern sie von allen
Minimalcurven der einen Schaar berihrt wird, sonst nichi.

Dieser Satz gilt fir alle nicht developpablen Minimalflichen, sie
mogen reell oder imagindr, Doppelfiiichen oder nicht Doppelfiichen
sein. Mein Satz vervollstindigt eine frithere Angabe von Geiser,
Derselbe hat nimlich gefunden,®) dass der Schnitt einer algebraischen
Minimalfliche mit der unendlich entfernten Ebene nur aus dem Kugel-
kreise und aus geraden Linien bestehen kann. Nach dem Obenstehen-
den kann der Kugelkreis nur auf den developpablen und zugleich
imagindren Minimalflichen liegen.- Ueberdies ist im Vorangehenden
die Lage der betreffenden Geraden bestimmt.

54. Es ist leicht nachzuweisen, dass jede Minimalfliche eine An-
zahl unendlich entfernter conischer Punkte enthilt. Seien in der That
¢, und %, zwei auf einer Minimalfliche gelegene Minimaleurven, und
lass mich annehmen, dass ¢, den Kugelkreis im Punkie  schneidet,
ohne jedoch denselben zu beriihren. Fihre ich nun ¢, in Translations-
bewegung, indem ich %, als Directrix benutze, so beschreibt die Tan-
gente von ¢, im Punkte @ einen Kegel, dessen Ordnung gleich der
Ordnung der Curve %, sein wird, wenn nicht zufilligerweise auch %,
durch den Punkt @ hindurchgeht. Folglich ist @ ein conischer Punkt,
dessen Tangentenkegel der soeben hesprochene Kegel ist.  Beriibrt ¢,
den Kugelkreis in ), so ist dieser Punkt ein ausgearteter conischer
Punkt. Also:

Satz 62. Die Schmittpunkie der auf einer Minimalfliche gelegenen
Mivamaleurven mit der unendlich entfernten Ebene sind conische Punkie
der Fliche.

Da nun alle Tangentenkegel einer Fliche durch die conischen
Punkte derselben hindurchgehen, fliesst aus dem Vorangehenden u. A.
der Satz:

Sate 65. Die Tungentenkegel einer Minimalfliiche schreiden den
Kugelkreis in gewissen gemeinsamen Punkten. Ausserdem giebt es jedock
variable Schnittpunlie.

§ 14,
Die Ordnung der Tangentenkegel einer Minimalfiiche.

55. leh werde zeigen, wie man am besten verfihrt, wenn man
die Ordnung der Tangentenkegel einer Minimalfiiche zu bestimmen
wiinscht. Zunichst werde ich voraussetzen, dass die Kegelspitze un-
endlich entfernt ist, so dass der Kegel ein beriihrender Cylinder wird.
In diesem Falle ist die Ordnungsbestimmung &usserst einfach.

Ich nehme einen allgemeinen Punkt des Kugelkreises und construire

*) Mathematische Annalen Bd, 11I, pag. 530.
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den Tangentenkegel, dessen Spitze der gewihlte Pupkt ist. Der erhaltepe
Kegel zerfallt nach dem Vorangehenden in M - M’ Kegel, deren jeder
die Fliche nach einer Minimaleurve beriihrt; ausserdem wird unter
Umstéinden die unendlich entfernte Ebene ein Theil des gesammten
Tangentenkegels sein. Die besprochenen 3f und M’ Kegel sind he-
ziiglich von der Ordnung O und 0. Also ist die Ordnung des eigent-
lichen Tangentenkegels, dessen Spitze ein allgemeiner Punkt des Kugel-
kreises ist, gleich MO -+ M'O.

Man verlege jetet die Spitze des Tangentenkegels in einen allge-
meinen Punkt der unendiich entfernten Ebene. Alsdann zerfallt unser
Kegel in die unendlich enifernte Ebene und einen berithrenden Cylinder.
Sei o die Multiplicitit der unendlich entfernten Ebene als reductiblen
Theiles des Tangentenkegels, und sei 8 die Ordnung des Cylinders. Als-
dann ist @ + § die Ordnungszahl eines Tangentenkegels allgemeiner
Lage; die Spitze mbge unendlich entfernt oder im ¢ndlichen Raume
liegen.

Es ist klar, dass die beiden Zahlen « und f§ ungeindert bleiben,
wenn die Spitze die unendlich entfernte Ebene durchliyft, dabei vorays-
gesetzt, dass man solche Punkte vermeidet, die puf der Flache legen.
Und da der Kngelkreis nicht auf der Flache liegh, schliessen wir, dass

B=MO+ MG
ist. Also:

Satz 64. Die Ordnungszahl eines berihrenden Cylinders ist gleich
MO + MO, oder wenn die Fliche cine Doppelfliche ist, gleich MO.
Ist die Fliche reell und keine Doppelfiiiche, so ist die besprochene Zahl
gleich 2MO. ‘

56. Wiinscht man weiter zu gehen und die Ordnungszabl eines
allgemeinen Tangentenkegels zu bestimmen, so hat man die Zabl @
zu bestimmen. Es ist leicht einzusehen, dass ¢ sich als die Bumme
einer Reihe Zahlen «;; darstellen lisst. Bezeichnen wir ndmlich wie
frither die unendlich entfernten Punkte der auf unserer Fliche gelegenen
Minimaleurven beziiglich mit

P ...P.. P,

... . T,
so besteht bekaontlich die Sebnittcurve der Fliche mit der unendlich
entfernten Ebene aus den Geraden P;TI,. Berithrt die Fliche die
Ebene nach einer gewissen Geraden P;TI;, so veranlasst dieser Urn-
stand, dass jeder Tangentenkegel, dessen Spitze unendlich entfernt ist,
die unendlich entfernte Ebene etwa «;, mal als reductiblen Theil ent-

hilt. Daher wird
o == 2’ 2 iz,
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wo jede Zahl ey sich nur auf die Gerade P;TT: beziebt. Die Zahl o)
ist bestimmt durch die Reilenentwickelungen derjenigen Zweige unserer
Minimaleurven, die durch P; und TT; hmdurchoehen Doch gehe ich
auf die Berechnung der «;; nicht niher ein.

57. Es ist leicht beliebig, viele Minimalflichen zu construiren,
fir welche @ = O ist; wir kdnnen sogar beliebig viele MinimalAichen
construiren, die die unendlich entfernte Ebene nicht beriihren.

Man zeigt nimlich zonichst, dass

2MM

die Zahl der parallelen Tangentenebenen der Fliche ist. Wiinscht
man in der That durch eine unendlich entfernte Gerade alle méglichen
Tangentenebenen an die Fliche zu legen, so verfihrt man folgender-
massen. Man bestimmt die Schnittpunkte P und @ der Geraden mit
dem Kugelkreise, und wihlt eine Minimalcurve aus jeder Schaar, etwa
¢, und k,. Man bestimmt die M auf ¢, gelegenen Punkte x, deren
zugehdrige Tangenten den Kugelkreis in P (oder @) treffen; ebenso
sucht man die M’ auf Lo i:,eleg‘enen Ponkte x', deren zugehdrige Tan-
genten den Kugelkreis in @ (oder P) treifen Man zieht die durch
die M Punkte = gehenden Curven £, und zugleich die durch die M’
Punkte #° gekhenden Curven e.

Die gezogenen Curven ¢ und % schieiden sich in MM’ Punkten,
deren zugehirige Tangentenebenen die verlangte Richtung haben.
Endlich findet man M M~ weitere solche Punkte, indem man die Punkte
P und @ vertauscht. Also:

Satz 65. FEine Minimalfliche hat 2MM parallele Tangenten-
ebenen, unter denen, wenn die Fliche reell ist, 2 M reell sind. Ist die
Fliche eine Doppelfliche, so sind unsere Zahlen mit 2 zu dividiren.

Nun ist die Classe einer Minimalfliche gleich

M(E M)+ M (B—20),
also ergiebt sich durch Subtraction, dass
ME MY+ M (BE—M)—2MM
die Multiplicitit der unendlich entfernten Ebene als Tangentenebene
1st.  Also:

Satz 66. Die Multiplicitit der unendlich entfernien Ebene als
Tangentencbene ist M (R —2M') 4 M'(R—2M), oder wenn die Fléiche
reell ist: 2M(R—2M). Ist die Fliche eine Doppelfliche, so ist die
besprochene Zahl gleich M(E—2M).

Ist daher B = 2M, so beriihrt die zugehdrige reelle Minimalfliche
die unendlich entfernte Ebene gar nicht.

Um solche Minimalflichen zu finden, verfahre ich folgendermassen.
Ich nehme eine Curve, deren Tangenten unserem lmearen Complexe
gehbren, und welche dabei eine allgemeine Lage hinsichtlich der Ge-
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raden g hat. In Folge dessen schneidet g die zugehorige Developpable
in 7 verschiedenen Punkten. Dabei ist
m=0, u=0,
folglich wird fiir die entsprechende Minimalcurve
M=90, R—M=0, B=20=2M,
so dass die dieser Minimalcurve entsprechende reelle Minimalfliche gar
nicht die unendlich entfernte Ebene beriihrt.

Der Tangentenkege! einer solchen Fliche ist nach dem Voran-
gehenden von der Ordnung 2 MO (oder MO, wenn die Fliche eine
Doppelffiche ist).

58. Die Ordnung eines Tangentenkegels ist nach Plicker gleich
der Classe einer ebenen Schnittcurve der Fliiche. Insbesondere schliessen
wir, dass jede auf einer Minimalfifiche gelegene ebene Curve M0 - M0
(oder M O) parallele Tangenten besitzt. Hieraus folgt weiter, dass
unsere Curve (M O’ 4- M’ 0)? Brennpunkte besitzt. Ist die Fliche reell,
s0 giebt es 2M 0 (oder M O} reelle Brennpunkte. Also:

Satz 61. Die auf einer redlen Minimalfliche licyenden ébenen
Curven haben 2 M O reelle Brennpunlite; diese Zakl ist mit 2 zu dwidiren,
wenn die Fliche eine Doppelfliche ist.

59. Es giebt eine andere bemerkenswerthe Methode zur Bestimmung
der Ordnung eines Tangentenkegels. Ich werde dieselbe in aller
Kiirze entwickeln, obgleich ich noch nicht alle mit derselben verbun-
denen Schwierigkeiten erledigt habe.

Ich schneide einen Tangentenkegel mit einem Kegel, der dieselbe
Spitze besitzt und welcher dabei den Kugelkreis enthilt. Die Ord-
nung des Tangentenkegels ist gleich der Zahl der gemeinsamen Er-
zeugenden, dividirt durch 2. Es giebt zweierlei solcher Erzeugenden:
diejenigen, die durch die Punkte P, TT, gehen, und diejenigen, deren
Beriihrungspunkt im endlichen Raume liegt. Ich werde eine Methode
entwickeln zur Bestimmung der letzteren.

Betrachtet man in den Gleichungen

E=A{t)+ 4, + e4'(®),

=B+ B /() + F ),

£= CO)+ G + (8
t, T als gegebene Parameter, & als eine variuble Grosse, so erhilt wan
alle Punkte £, 5, ¢ auf einer Tangente einer Minimalcurve ¢. Be-
trachtet man dagegen E, 4, ¢ als gegeben, so bestimmen unsere Glei-
chungen alle durch diesen Punkt gehenden Tangenten an Curven der
Schaar c.

Ich fihre drei neue Grossen &, ¥, 2 ein, und ersetze meine drei
Gleichungen durch die sechs folgenden fquivalenten:



412 Sopaus Lik.

() =A@+ ¢4, v=DBE)+eB@®), d =00+ C't),
@) «=E— 4,(v), y=n—Db(), F={—0C).

Die drei Gleichungen (1) bestimmen alle Punkte auf einer Develop-
pablen einer Minimaleurve e. Die (ileichungen (2) bestimmen eine
Minimalcurve, die zu den Curven der Schaar % collinear verwandt ist,

Die Anzakl der im endlichen Raume gelegenen Schnittpunkte zwischen
der Curve (2) und der Developpablen (1) ist gleich der Awzahl der-
jenigen Tangenlen, die durch den Punkt &, n, § gehen, und welche
dabei eine Curve ¢ berihren.

In dieser Weise bestimmt man diejenigen gemeinsamen Erzeugen-
den der besprochenen Kegel, deren Bertihrungspunkt im endlichen
Raume begt. Hierzu fiigt man die nach den Punkten P; und TTg hin-
laufenden Geraden, welche ebenfalls gemeinsame Erzengende sind, Hier-
bei lasse ich jedoch unentschieden, wie man die Multiplicitiit dieser letaten
Geraden als gemeinsamer Krzeugender unserer Kegel bestimmt.*)

§ 15.
Die parabolische Curve und die Doppeldeveloppable einer Minimalfidche.

60. Die beiden auf einer Minimalfliche gelegenen Schaaren Minimal-
curven ¢ und % bestimmen nach dem Vorangehenden (§ 2.) eine ge-
meinsame Umbhiillungscurve 2. Diese Curve ist eo ipso der Ort der-
jenigen Punkte, in denen die beiden Minimalrichtungen zusammen-
fallen, Und also enthilt diejenige Developpable, die unsere Fliche
lings > berithrt, den imaginiren Kugelkreis. Also ist X nach einer
Bemerkung von Darboux eine auf der Fliche gelegene Kriimmungs-
linie. Dass X zugleich eine Haupttangentencurve ist, beweist man
folgendermassen.

Ist iiberbaupt eine Fliche und ein Liniencomplex gegeben, so ist
der Ort aller Punkte, deren Complexkegel die Fliche berithrt, immer
dann eine Haupttangentencurve, wenn die Berithrungserzeugende den
besprochenen Ort beriihrt. Dieser Satz, angewandt auf eine Minimal-
fliche und den Inbegriff aller Minimalgeraden, giebt:

Satz 68. Die Umhillungscurve aller auf einer Minimalfliche ge-
legenen Minimalcwrven ist eine Hauptlangentencurve und zugleich eine
Kricmmungslinie der Fliche.

Wenn unsere Minimalfliche keine Doppelfliche ist, so ist die
Curve X eine Riickkehrcurve der Fliche. Folglich ist sie zugleich ein
Theil der parabolischen Curve. Ist dagegen die Fliche eine Doppel-
fliche, so ist X keine Riickkehrcurve, und auch keine parabolische Curve.

¥} Die gesuchte Zahl hingt offenbar nur ab von der Art des couischen
Punktes P; oder TT,.
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Um iiberhavpt die im endlichen Raume gelegene parabolische
Curve einer Minimalfliche zu bestimmen, stellen wir nach den in
Nummer 3. gegebenen Regeln die Differentialgleichung der Haupitan-
gentencurveu auf. Man erhilt die Gleichung

(s~ &) (F"5)ds® — @"(6:d6?) =0,
oder durch Wegwertung des Factors (s— ¢)?;
F(s)ds® — " {6} de? = 0.
Sollen daher die beiden Haupttangenten zusammenfallen, so muss eine
der Gleichungen
F"(5)=0, F"(§)=o0,
P”(6)=0, ®7(6)=

bestehen. Weonn daher eine Minimalcurve etwa aus der Schaar ¢ eine
Spitze oder Inflexionstangente besitzt, so ist die dureh einen solchen
Punkt geliende Minimalcurve % immer ein Theil der parabolischen
Curve. Also:
Satz 69. Die parabolische Curve einer Minvimalfliche besteht ausser
aus den unendlich entfernten Geraden der Flicke vur aus Mavimalcurven.
Die unendlich entfernten Geraden gehoren immer der parabolischen
Curve an,
61. Es ist leicht nachzuweisen, dass die Doppeldeveloppable einer
Minimalfiiche, die keine Doppelfliche ist, im Allgemeinen zerfillt.
Ich nehme eine Doppeltangentialebene, und ziehe durch den ersten
Berithrungspunkt die beiden Tangenten ¢ und v, die den Kugelkreis
treffen, und ebenso durch den zweiten Berithrungspunkt die entsprechen-
den Tangenten # und r,. Alsdann ist ¢ etwa mit £, und 7 mit z,
parallel. Dies vorausgesetzt, sind zwei Fille denkbar. Entweder be-
rihren ¢ und ¢ Minimalcurven, die derselben Schaar angehidren, Oder
auch beriihren ¢ und ¢, Minimalcurven, die nicht derselben Schaar ge-
horen. In Folge dessen zerfallen die Doppeltangeutialebenen einer
Minimalfiiche im Allgemeinen in zwei Schaaren, deren jede eine
Developpable erzeugt. Also:
Satz 0. Die Doppeldeveloppable einer Minimaifliche, die keine
Doppelfliche ist, zerfillt im Allgememen in zwer Thede.
lch werde zeigen, wie man die beiden Theile der Doppeldevelop-
pable analytisch bestimmt. Seien
dz=2sF"(s)ds + 269" (6)do,
dz = (1—-$F"(s)ds + (1—6*)d" (6} do,
dy = i(1+s) F"(s)ds + i(146%)®"(6)do
die Differentialgleichungen einer Minimalfiiche. Die Relation
dz — pdu — qdy =20
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giebt ‘
25 —p(1—8) —ig(l+s) =0,
26— p(1—0*),—ig(l+6%) =0,
s6— 1 1456
P=-r15 1=+
Erinnern wir nun, dass die Punktecoordinaten z, x, y sich folgender-
massen ausdriicken:

2= Dils) Fols) + Dlfilo) 99(a),
“= Z}(pi(st(i\(s) +Z!¢Pi(6)¢i) (6):

y= D %O FOE) + DI 0(0) 09 (a),
wo F® die drei Differentialquotienten I (s), & (s) und F'(s) darstellt,
so finden wir zur Bestimmung der Grosse
F—Ppr—gy=1uw
eine Gleichung der Form

w = 2 rils, 6) F@(s) +22¢(6) $) ®® (6),

die wir als Gleichung der Fliche in Ebenencoordinaten betrachten.

Soll nun unsere Fliche Doppeltangentialebenen der ersten Art
Lesitzen, so ist es nothwendig, dass jedenfalls die eine der Grossen
F(s) und ®(6) eine mehrdeutige Function des betreffenden Arguments
ist.*¥) Lass mich mit F,(s) und F,(s) zwei Werthe von F(s) bezeich-
nen, die demselben Argumente s entsprechen. Ebenso seien &, (o)
und ®,(6) zwei Werthe von @ (6), die demselben 6 entsprechen. Als-
daun werden die Doppeltangentialebenen der ersten Art bestimmt
durch die beiden Gleichungen

w— D266, ) FGs) + D 46,9 07 (o),
w= D u( OF ) + D 100,508 ()

uud ulso geniigen sie zugleich der Gleichung

F(IJ + F(‘? ¢(0+ q;(r)
W“Zb(b G} - +215(6 8§) =5

die eine neue Minimalfliche bestimmt. Hiermit ist eine neue Minimal-
fliche gefunden, die in die Doppeldeveloppable der ersten Art ein-
geschrieben ist.

Die Doppeltangentialebenen der zweiten Art sind bestimmt durch
die beiden Gleichungen

woraus

*+) Ist daher M =1, so existirt keine Doppeldeveloppable der ersten Art.
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0= Sluis, OFUs) + Suls, 590(6),
w — EZ‘(G’ 5) F@(6)+ 22‘- (s, 6) 00 (s)

und gentigen daber zugleich der Gleichung

F® oD (5 N if) (OF
w=Sluls, o) TTOENE L N1 5, ) FlOF SN0

die eine neue Minimalfliche, und zwar eine Doppelfliche bestimmt.

Die Doppeldeveloppable der zweiten Art ist daher einer gewissen
Doppelfiiche umgeschrieben. 8o z. B. kann in die Doppeldeveloppable
zweiter Art einer Enneperschen Minimalfliche eine Henneberg'sche
Minimalfliche eingeschricben werden.*)

Indem ich schliesse, fiige ich noch einige Bemerkungen iber die
Singulavititen einer Minimalfliche hinzu,

Gehen durch einen im endlichen Raume gelegenen Punkt einer
Minimalfiiche mehr als eine Minimalcurve der einen Schaar, so gehort
dieser Punkt einer auf der Fliche gelegenen Doppelcurve.

Geht durch einen im endlichen Raume gelegenen Puukt nur ecine
Minimaleurve aus jeder Schaar, und ist dabel der betreffende Punkt
kein singulirer Punkt der besprochenen Curven, so ist derselbe auch
kein singulirer Punkt der Fliche (vorausgesetzt, dass der Punkt nicht
anf der Umhiilllungscurve aller Minimalcurven gelegen ist). Ist unser
Punkt ein Doppelpunkt oder Spitze der einen Curve, so ist die zweite
eine Doppeleurve oder Riickkehrcurve der Fliche.

Soll daher eine Minimalfiiche im endlichen Raume gelegene conische
Punkte besitzen, so miissen alle Minimalcurven der Fliche durch den-
selben Punkt gehen. Man sieht so unmittelbar, dass der Tangenten-
kegel eines solchen conischen Punktes, wie Geiser bemerkt hat**), den
Kugelkreis enthiilt.

§ 16.

Berichtigung eines Fehlers.

In einer froheren Abhandlung in Bd. 2 der norwegischen Zeit-
sehrift ,, Archiv for Mathematik og Naturvidenskab® beschiftigte ich mich
mit ihnlichen Untersuchungen wie die in dieser Arbeit dargestellten.
Durch eine Ungenauigkeit kam ich in jener Abhandlung zu dem falchen
Schlusse, dass alle algebraischen Doppelflichen imaginir seien, wiihrend
ich die Existenz der periodischen reellen Doppelfldehen richtig erkannte.
Dieser Irrthum veranlasste einige falsche Resultate. So behauptete ich

*) Die beiden im Texte besprochenen Flichen berihren sich nach ciner

Minimalcurve, die auf der Enneper'schen Fliche die Umhillungscurve aller

Minimalearven ist. Diese Bemerkung dehnt sich auf beliebige Minimalflichen aus.
#*) Math. Annalen Bd. III, pag. 334.
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z. B., dass die Classe einer reellen Mipimalfliche immer grosser als
fiinf sein misste; wihrend meine Untersuchungen eigentlich nur zeigten,
dass eine Minimalfliche, deren Classe lkleiner als sechs wire, eine
Doppelfiiche sein miisste. Meine Abhandlung gab eine richtige Be-
stimmung aller Doppelfidchen dritter, vierter , finfter Classe, u. s. w.;
wie gesagt bebauptete ich aber 1rrthumhcherweise, dass diese Flichen
s‘aimmtlich Imaginir seien.

Erst im September 1877 erfubr ich, dass Herr Henneberg schon
im Jahre 1875 eine reelle Minimalfliche fiinfter Classe entdeckt hatte.
Ich bemerkte dann sogleich meinen Irrthum, und sah zugleich, dass
die Classe einer reellen Doppelfiiiche grosser als vier sein miisste.
Hieriiber gab ich der Gesellschaft der Wissenschaften in Christiania
Nachricht in einer kleinen Note, die zugleich einige weitere Resultate
enthielt.

Nachtriiglich erfahre ich durch eine briefliche Mittheilung Henne-
berg’s, dass er schon friher in éimer Vorlesung den Satz bewiesen
hatte, dass die Classe einer reellen Minimaltliche grisser als vier sein
muss. {(Man vergleiche seine elegante Abhandlung im neunten Bande
der Annali di matematica.) Meine Untersuchungen gehen indess weiter.
So z B. bestimmen sie alle reellen Minimalflichen, deren Classenzahl
eine beliebige vorgelegte Primzahl ist.

Bei dieser Gelegenheit erlaube ich mir einige weitere Unterschiede
zwischen meiven und Herrn Henneberg's Resultaten zu besprechen.
Herr Henneberg findet, dass die Ordnung seiner reellen Minimal-
fldche fiinfter Classe gleich siebzehn ist, wihrend nach mir alle reellen
Minimalfiichen fiinfter Classe von fiinfzehnter Ordnung sind. Nach
meiner allgemeinen Theorie der unendlich entfernten Punkte einer
Minimalfliche muss die Henneberg’sche Fliche drei unendlich ent-
fernte Gerade enthalten, unter denen eine reell ist, wihrend die beiden
anderen den Kugelkreis in den Schnittpunkten der ersten Linie be-
rithren. Henmneberg findet aber, dass seine Fliche fiinf unendlich
entfernte Gerade enthilt. Endlich scheint mir, dass Henneberg das
Geschlecht seiner Fliche unrichtig bestimmt. Es besteht ndmlich tiber-
haupt der Satz, dass das Geschlecht einer jeden Minimalfliche, deren
erzeugende Minimalcurven vom Geschlechte Null sind, gleich Null ist.*}
In diesen Punkten, die allerdings in Hennebergs werthvoller Arbeit
nur eine untergeordnete Wichtigkeit haben, wihrend sie in meinen
Untersuchungen eine wesentlichere Rolle spielen, scheint mir Henne-
berg sich geirrt zu haben.

*) Dieser Satz besteht auch, wenn die Fliche eine Doppelfiche ist.
Christiania, 20. Juni 1878.



