
Beitr'age zur Theorie der Minimulflachen. 

1. Projeetivisehe Untersuehungen fiber algebraist'he 
~iaimalfliiehen. 

Von 

SoP~us Lm in Chris~iania~ 

Nach den bahnbrechenden Arbeiten yon M o n g e  und L ~ g r u n g e  
ist die Theorie der Minimalflachen bekanntlich von einer grossen An- 
zahl yon Mathematikern behandelt worden. Indem ich mir  erlaube, 
in der nachstehenden und einigen weiteren Abhandlangen einige neue 
Beitr~ge zu dieser interessanten Theorie zu liefern, besehr~inke ich 
reich darauf diejenigen friiheren Untersuchungen zu nennen,  die die 
n'2chste Veranlassung zu meinen eigenen Bestrebungen gewesen.sind.*) 

Die partielle Differentialgleichung 2. 0., deren Integralfl~ichen 
MinimaIfl'2ehen sind, wurde yon L a g r a n g e  aufgestellt~ und darnach 
~'on 3 I o n g e  integrir t .  N a c h ' d e r  Natur  der Sache war M o n g e ' s  all- 
gemeines Integral  mit Imagin'aren bebaftet,  und daher gelang es lange 
nut ,  ganz particul.:ire reelle Minimalfl':ichen zu finden. Erst  B o n n e t  
gab eine atlgemeine Methode zur Auffindang aller reellen Minimal- 
fihchen, and gleichzeitig eine Methode zur Bestimmung yon beliebig 
~ielen reellen algebraischen Minimalfiachen. 

W e i e r s t r a s s gab sp':iter eine erschSpfende und elegante Methode 
zur Auffindung allo" reellen algebralscheu Minimalfl~ichen. Zugleich 
stellte et" die Anfgabe, alle Minimalfl':ichen gegebener Classe zu be- 
s t i m m e n . - - t t i e r m i t  war also die Aufmerksamkeit  insbesondere auf die 
algebraischen Minimalfl':ichen geriehtet worden. 

Im Folgenden versuche ich eine allgemeine wojedivische Theorle 
d~t algebraischen J~linimalfliichen zu entwickeln, lch gebe bemerkens- 

~) Eine ausffihrliche Angabe der hierher geh6rigen Litteratur finder man in 
den folgenden Abhandlu~gen: R i e m ~ n ,  Abhandlungeu der Gesell~chaft d. W. 
zu GSttingen, Bd. 13; Bel t r~mi ,  Memorie . . .  di Bologna. Serie 2, Tomo 7, 
186S; S chwarz ,  Crelle-Borchhardts Journal, Bd. 80. Unter den neuesten Arbeiten 
fiber diesen Gegen~tand erlaube ich mir die hafmerksamkext auf eiaige scb6ne 
S~tze yon Herra He n nebe rg  zu lenken. (Vergl. ~eine Di~rtation, Ziirich 1875, 
und _~aa~tli di M~tem~tic~, Bd 9.} 
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werthe Methoden zur Besfimmahg yon Classe und Ordnung einer be- 
tiebigen Minimalfl~izhe. Ich beseh~ftige reich mit der Bestimmung 
aller reellen Minimalfl~ehen yon gegebener Classe, oder yon gegebener 
Ordnung. Es gelingt mir z. B. die Gleichung einer jeden Minimal- 
tt~che~ deren Classenzahl eine belieb~ge vorgeleg~e Primzahl ist, an- 
zugeben. Ich ~'ervollst~indige G e i s e r s  schfne Untersuchungen tiber 
di~ unendlich entfernten Punkte einer Minimalfl~iche u. s. w. 

In meiner n~ehsten Abhandlung fiber Minimalfl~ichen entwickele 
ich einen allgemeinen Zusammenhang zwischen der Krfimmungstheorie 
aller a]gebraischen Raumcurven uncl r Tl~eorie aller algebraisehen 
Minimalfl':ichen, die in eine vorgelegte algebraische Developpable eia- 
geschrieben sin& 

In meinen beiden ersten wie auch in meinen sp'~teren Arbeiten 
fiber Minimalfl~ichen werde ich gelegenflieh die Theorie der Beriihrungs- 
~ra~sfvrmationen ffir die Theorie cler Minhnalfl~tchen verwerthen. 

Ich hege tiberhaupt die Hoffnung, dass meine Untersuchungea 
dazu dienen werden~ die Theorie der Minimalfl~iehen im hfheren Grade, 
als fr[iher geschehen war~ einer synthetischen Behandhng zug'~nglieh 
zu mae~en.*) 

Naeh R i e m a a n s  und W e i e r s t r a s s  Vorgange untersueht man 
jetzt h~'mfig eiae reelle Minimalfl~iche, indem man ihre reelien Punkte 
in der bekannten Weise auf die reellen Punkte einer ( x+ iy )  Ebene 
bezieht. So sc]~6n, elnfach 'and frucMbar diese Methode auch sein mag, 
so scheint es mir doch ei,~e Unvol]kommenheit derselben za se}n, dass 
sie nut die redlen 19u~'&te der reelle~ Mi~ff'mal[liichen in Befraeht zieht. 
Obgleieh ich daher den bieibenden Werth der R i e m a n n - W e i e r -  
s t rass 'chen .~Iethode unbedingt anerkenne, wage ieh doch zu glauben, 
dass es ~l~itzlich seia wird, Methoden zu entwickeln, die nieht alma 
die reellen, sondern auch die imagin~ren Punkte der Minimalfl'~chen 
berticksichtigen. 

w  

Ueber die Fl~ehen, die in zweifaeher Weise clutch Translationsbewegung 
einer Curve erzeugt werden kSnnen. 

Unter den Fl~chen, die sich folgendermassen darstellen lassen: 

z = _~(t) + A & ) ,  

(t) y --= B(t)  + B, (~) ,  
z ~-- C(t) + C', (z), 

*) In einer Abhand.lung im Bd. ~ der Zeitschrit't ,,Archiv for Mathematik 
og Naturvidenskab", Christiania~ habe ieh reich schon mit Untersuchungen fiber 
Ordnuag uad Cla~e tier Minimalfl~chen beseh~,ftigfi. Im Texte ~ird ein Fehler 
jener Arbeit Corrigh't. (Vergl. d.en lctztea Paragraphea dieser &rbei~.) 
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finden sich, wie wir sp~ter naeh Mon ge zeigen werden, insbesondere 
alle Minimalfliichen, die keiae imaginiire Developpablen sind. Ich babe 
gefunden, dass eine grosse Anzahl Eigenschaften der Minimalfl';ichen 
iiberhaupt alien Fltichen zukommel b dte die Gleichungsform (1) be- 
sitzen. Daher finde ich es zweekmSssig, zunticlast die allgemeine 
FVachenkategorie zu betrachten, die dutch die Gleichungen (1)deft-  
nirt wird. 

1. leh nehme zwei Curven*) c o und x0, die einen Punkt p,, ge- 
mein haben, und verschiebe c o parallel mit sich selbst derart,  dass p,, 
die Curve x o durchl'~uft. Hierhei beschreibt ein beliebiger auf % ge- 
legener Punk~ eine Curve x, die mit x 0 congruent und gleichgestellt 
i~t. In  Folge dessert kann die yon der beweglichen Curve c erzeugte 
Flache zugleich durch Translationsbewegung der Curve x erzeugt 
werden. Also : 

Sa_tz 1. Kann eine ~'liich~ in ciner Wdse durch Translations- 
bewegung e;ner Curve crze++gt werde~, so ge~tattet sic ~wc)+ cb~c solehc 
Erzeugung. 

Es ist leicht zu erkennen, dass die hiermit definirten Fl~;chen sich 
auch dadurch eharakterisiren iassen, dass sie die (;]eichungsform (1) 
besitzen. Es seien in der That 

x = a ( t ) ,  y = B ( t ) ,  z - ~  c ( t )  

die Gleichungen der Curve eo, und ebenso seien 

die Gleichungen der Curve z~. Dabei werden wir der Einfachheit 
wegen annehmen~ dass der Coordinatenanfangspunkt der gemeinsamc 
Puakt  20 unserer beiden Curven ist. Unter diesen Voraussetzungea 
stellen die Gleichungen 

x = A(t)  + A,(~) ,  

y - -  L'( t )  + IJ, (% 
z = c( t~  + c ,  ( , ) ,  

offenbar eine Flfche dar, die durch Translationsbewegung sowohl yon 
c o wie yon xo" erzeugt werden kann. Giebt man dem Parameter v 
successiv verschiedene constante Werthe,  so erh~lt man auf der Fl'~clm 
gelegene Curven c~ die mit c o congruent und glelchgestellt sind. Giebt 
man andererseits dem Parameter t constante Werthe,  so erh;;lt m,3, 
auf der Fl~iche gclegene Curven ~, die m i t z  o congruent und gleich- 
gestellt sin& 

*) Wenn ich yon Curven spreche, so verstehe ich darunter den Inbegr{ff 
yon Werthsystemen xyz,  die durch zwei Glei~hungen f =  o, ~p ~ 0 bestimmt 
werden. Dabel nehme ich wie gewShnlich an, class [ und ~p Reihenentwickelungen 
sind, die innerhalb eiaes gewis~en Bereiches eonvergiren. 
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2. Die Fl~iehenfamilie (1) gestattet eine andere einfache geome- 
trische Erzeugung, die allerdings mir der soeben vorgetragenen ha 
genauster Verbindung steht. 

Ich betrachte die beiden Curve~ 

(9.) x,  = 9.A(t) ,  y, = 2 Z ( ~ ) ,  z, = 9.C(t) 

und 

und verbinde einen beliebigen Punkt x l y j z  I der ersten Curve durch 
eine Gerade mit einem beliebigeu Paakte xey~z 2 der zweiten Curve. 
Ieh suche dea Mittelpunkt 

x = �89 y = .~-(y,+y~), z ~ �89 

dieser beiden Punkte. Der Ort dieser Mittelpunkte ist offenbar die 
Fl~tehe 

x = A f t )  + AI (~ ) ,  

y = ~,(t) + B,(~,) ,  

= e (t) + e ,  C,). 

Nimmt man einen bestimmV~n [unkt  x, y t z l ,  und l~isst dagegen den 
Punkt x2y.,z ~ die Curve (3) durehlaufen, so beschreibt der Mittelpunkt 
eine Curve u. 

Diese zweite geometrische Erzeugung" wird in dieser ersten Ab- 
handlung keine Rolle spielen, wlihrend sie den Ausgangspunkt meiner 
niichsten Arbeit fiber Minimalfl~ichen bilden sol l .  

3. Oonstruirt man in eiuem beliebigen Puak~e einer Fl,ache, die 
die Gleiehungsform (1) besitzt, die qJan~ente zu der hindurchgehenden 
Curve c und zugleieh die Tangente zu der hindurchgehenden Curve u, 
so liegen diese beiden Geraden, wie jetzt gezeigt werden soll, har- 
mon/seh hinsichtlieh der beiden Haupttangenten. 

Man nehme in der That zwei benachbarte Curvenc und zugleieh 
zwei benachburte Curven 7_ Diese vier Curven bestimmen naeh un- 
seren friiheren Entwickelungea ein infinitesimales ~uf der Fl'2ehe ge- 
legenes Parallelogramm, dessert Seiten infinitesimale Stfecken der vier 
Curven sin& Hieraus fo]gt, dass je zwei zusammenstossende Seiten des 
Darallelogramms im Dupin 'schea Sinne conjugirte Gerade sind. Also: 

Sa tz  2. I n  jedem .Punkte unserer _b-7~iche bestimmen die hindurch- 
gehenden Curven c und z zwei Richtungen, die zu den zugehgroen 
tla~lpttangenten harmoniseh liegen. 

Einen analytisehen Beweis dies(.s fundamentalen Satzes erhiilt man 
folgeadermassen. 

In jedem nieht singul'2ren Punkte unserer Fl';iehe bilden die Fort- 
sehreitungsriehtungen dx~ dy ,  dz  einen ebenen Btisehel 
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dx ~ .A'(t) dt + A(( t )  dr, 
dy -~ .B" (t) dt + B~" (t) dr, 
dz ~ C' (t) dt + Ct' (v) dv , 

Dureh EliminaLion yon dt der in der Tangentenebene gelegen ist. 
und dv kommt die Gleichung 

dz .t" (t) A,' (t) 
dy 13'(t) IS,'(z) --~0, 
dz C'(t) C,'(~:) 

die als Gleichung der Tangentenebeae aufgefasst werden kann. Dem- 
entspreehead ist 

: dx A' + A"dt  A (  + A( ' dv  
dy t5," + B"dt  ~1" + B/ 'dv  [ = 0 ~  

. dz c" + c"cu q" + c,",l~ i 
die Gleichung der Tangentenebene in einem benachbartea Punk-re. 
Ich verlange, dass die Verbindungsgerade unserer beiden benachbarten 
Puakte eine Haupttangente sein soll, das heisst, dass diese u 
gerade die Schni~tlinic der heiden benachb~rten Tangentenebenen ist. 
Unsere Forderung kommt darned hiaaus, dass die beiden letzten Glei- 
cbungen durch da.~selbe Werthsystem dx, dy, dz befriedigt werden, 
und s daher ihren analytischen Ausdruek in der Gleichung 

dx A ' d t  A," dx A' A,"dv i 
i 

dy .B"dt B /  + i d y  t~ B ( ' d t  : ~ 0 ,  
dz C"dt C( I i dz C' C( 'd t  : 

wean man in derselbea dx,  dy,  dz dutch ihre Werthe (4) ersetzt. Iu 
dieser Weise ergiebt sich als Differeatialgleichung der Haupttangenten- 
curven die Gleichuag 

A" A'" A,' A t" .~" At" ! 
B" .13" B," idt  ~ '+:B,"  /~" B ( ' ! d ~  ~ = 0 ,  

c' c" c, 'i !o,' e '  o,"! 
welche die Diff~ret, tialen dt und dv nut als Quadrate dF, d~", dagegen 
aicht in der Combination dt dv enth-~lt. 

Diese Form der Differentialgteichung zeigt, dass in jedem Puakte 
der Fl~iche die beideu Haupttangenten harmouisehe Lage hinsichtlieh 
der Riehtungen der Curvent  ~-Coast.  und v ~ Const. besitzen. 

4. Jetzt eoastruiren wir in jedem Punkte einer Curve e die Tan- 
genre zu der dutch denselben Puakt hiadurchgehenden Curve g. Naeh 
der Definition unserer Fl~che mfissen alle diese Tangenten parallel sein, 
so da~s ihr Iabega-iff eine um die Fl~.ehe umgesehriebene Cylinder- 
fl~che bildet. Also: 
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S a t z  3. /)/e 1)eveloppable, dic unsere Fl~che liings einer Curve der 
einen Schaar beriihrt, ist eine Cylinderfl~iche. 

l)ieser Satz giebt~ wie ich beiliiufig bemerke, ohne Schwierigkeit 
einen dritten Bewcis des Satzes 2. 

5. Ich lasse jetzt eine erste Beschr]inkung eintreten. |ch setze 
nS.mlich voraus~ dass die Tangenten der Curvenc 0 uucl z~ s[eh paarweise 
als 2oarallel zasammenordnen lassen, anders ausgesprochen, dass diese 
beiden Curven eine gemeinsame irreductible Differentialgleiehung der 
Form 

f (dx dy dz) -~- 0 

befriedigen. Alsdann mtisselJ siimmtlieJ, e Curven c und z die G[ei. 
chang f ' ~  0 erfi~llen. 

Ich werde zeigen, dass in diesem Falle sowohl die Curven e wie 
"die Curven z eine Umh[illungscurve~ und zwar eine gemei~same Um- 
hiillungscurve besitzem 

Die dutch die Punkte einer Curve c o hindurchgehenden Curven 
besitzen n~,mlich in diesen Punkten eine gemeinsame Tangentenrichtuag. 
Und nach unserer Voraussetzung hat auch die Curve c o dieselbe Rich- 
tung in einem gewissen Punkte ~. In diesem Punkte berfihrt daher 
c o die dutch denselben Punkt hindurehgehende Curve x. Erinnert 
man nun, dass % in die benachbarte Curve c o' tibergeht dureh eine 
infinitesimale Translation, deren Riehtung die besproehene gemeinsame 

�9 Ta~gente,r iehtung ist, so erkennt man einerseits, dass co u n d c  o' sic['.. 
im Punkte x schneiden, so dass alle c eine Umhiillungseurve 22' be- 
stimmen, andererseits dass c o diese Umhiillungseurve im Punkte :r be- 
rahrt. Und da co zugleich eine Curve ~ in diesem Punkte bertihrt, 
so folgt, dass 2. aueh yon allen ~ berahrt wird. Also: 

S a t z 4. We~n die an[" u~sercr Flachc gelegenen Curven c und 
eine I~elation der .Form 

f ( d x  dy d z ) -=  0 

bcf~'iedlgen , so habr sowohl die Curve~n c wie die Curvcn u ~ine Um- 
hiil~ungscurve, wad zwar ]ruben beide Curvensc]~aaren diesdbe Um- 
hiillungscurve. 

Hieraus folgt, dass unsere Fl~ehe zwei weitere Erzeugungsweisen 
gestattet. Eatweder kana man die Curve c ill Translationsbewegung 
/'iihren, derart,  dass sie 1-2ngs ..~ gleitet; oder auch man kann die 
Curve x in Translationsbewegung ffihren, derart~ dass sie 1.1lugs X 
gleitet. 

Man wiihle andererseits eine beliebige Carve c, und eiae beliebige 
Curve ~ ,  deren Tangenten paarweise mit den Tangenten yon e parallel 
sin& Gleitet nun e in Translationsbewegung ]iings ~ ,  so beschreiben 
die Punkte yon c congruente und gleichgestellte Oarven u, deren 
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Tangenten jedesmal mit einer Tangente der Curve c parallel shad. 
Dies giebt: 

Satz~5: G/eitet eine Curve c in Translationsbewegung ld~gs einer 
Curve 22, deren Tangenten paarwvise mit den Tanye~zten van c parallel 
sind, so kann die erzeugte Fliiche auch dadurch be~chrieben werden, 
dass eir~e gewisse arMere Curve u in Translatiansbewegung liings X gleilet. 

w  

Geometrische Interpretation yon Mcnge ' s  allgemainem Integral dsr 
Differentialgleiehung der Miaimalfi~ehen. 

Durch eine zweckm~,ssige Specialisation gehen die in dem voran- 
gehenden Paragraphen betrachteten Flachen in Minimalfl~ehen fiber, uad 
zwar erh~lt man in dieser Weise alle Minimalfl~chen, die in Moage ' s  
allgemeinem Integral der betreffenden Differentialgleiehung enthalten 
sin& Dies soil jetzt gezeigt werden. 

6. Ich setze voraus, class die in dem vorangehenden Par~graphen 
betrachteten Carven c o und x 0 tier Differentialgleiehtmg 

(1) dx ~" -4- dY 2 "4- d z~" ~ 0 

geniigen; anders ausgesproehen~ dass sie Curven yon der L~iuge Null 
sin& Um die Sprache zu erleichtern, erlaube ich mir vorzuschlagen, 
Curven, deren L~nge gleich Null ist, ,nit dem Namen Minimal~urv~ zu 
bezeichnen. Dieser Name scheint mir u. a. such deswegen naturgem~iss, 
well diese Curven, wie sp~ter gezeigt werden soil, als Ebenengebilde 
aufgefasst~ Minimalfl~iehen sin& 

Die Voraussetzung, dass c o und ~0 Minimalcurven sind, zieh~ aach 
sich, dass such die allgemeinen Curven e und x solehe Curven sin& 
In Folge dessen liegen in jedem Punkte der erzeu~en Fl~ehe die beiden 
Haupttangenten harmonisch hinsichtlich der beiden Tangenten, deren 
L'~nge ,Null ist. Das heiss~, dass die beiden Haupttangenten senkrecht 
auf einander stehen, und dass in Folge dessen die beid~l j Hauptkrfim- 
mungsradien gleich gross, und dabei entgegengesetzt geriehtet sin& 
Die Fl~che ist daher eine MinimalflKehe. 

Indem man die Entwiekelungen des vorangehenden Paragrap'hen 
berfieksiehtigt, erh~it man somit die folgenden S~tze: 

S a t z  6. l~iihrt man eine Minimalcurve e in Translatio~s'bewegung 
derart, daws ein s der Curve eine andere Minlmalcvtrve durddiiuft, 
so beschre~7)t o immer eine Minimalfl~iche. 

S a t z  7. :Nimmt man zwd beliebige Minimaleurven c urM x,  vet- 
binder einen arbitriiren I~unl~t der ersten Curve mit einem arbibrii~en 
P u n ~  der zweiten Curve, und bestimmt den Mittelpunkt dieser beiden 
t)unkte, so ist der Ort dieser Mittelpunkte eine Minlmalfli2che. 

MathematiacJ~e ~nn~le~ Xs ~. 22 
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S a ~ z 8. Gleitet eine Minimalcurve c in Translationsbewegung liings 
einer feste~ Minimale~rve, so beschreibt c eine Minimalfliiche. 

7, Es ist leicht nachzuweisen~ dass die soeben angegebenen Con- 
structionen siimmlliche Minimalfl:~ichen liefern, auf denen durch jeden 
Punkt allgemeiner Lage zwei versehiedene Minimalcurven hindurchgehen. 

W~hlt man n~mlieh auf einer beliebigen Minimalfi~iche eine Minimal-" 
curve c allgemeiner Lage, and construir~ ftir jeden Punkt dieser Curve die 
Tangente zu der zweiten durch diesen Punkt hiudurchgehenden Mini- 
ma]curv% so bildea alle diese Tangent, en eine Develolxpable , indem jede 
unter diesen Tangenten zu der entspreehenden Tangente der Curve c 
conjugirt ist. 

"Hieraus folgt, entweder dass die Developpable, die unsere Minimal- 
fl~iehe l~ngs einer Minimalcurve allgemeiner Lage beriihrt~ den Kugel- 
kreis enthi~lt, oder auch dass diese Developpable ein Kegel is~ dessen 
Spitze auf dem Kugelkreise gelegen ist. Und da es nur e/he Develop- 
pable glebe, die gleichzeitig um die vorgelegte Minimalfigche und den 
Kugelkreis umgesehrieben ist~ so erkennen wir, dass der erste Fall jeden- 
falls nut ffir solche Minimalfl'~ehen eintreten kann, die selbst imaginhre 
Developpabie sind, welche um den Kugeikreis umgeschrieben sind. Also: 

Sa tz  9. W~]dt ma~ auf einer belieSigen Minimalfliiche eine M'5~i. 
maZcurve allgemeiner Lage und zieht darnach dutch alle _Punkte dieser 
6;urve die Tangente a~ die ~weite dutch den betreffenden Pun kt hin- 
durchgehende Minimalcurve, so treffen die [eonstruirten Tangenteu 
s~immtlict~ den K~ g elkreis in d e m s e l b e n .Pu~kte. 

Ftihrt man daher die gew'~hite Minimalcurve eine infinitesimale 
Strecke in Translationsbewegung gegen den im vorangehenden Satze 
besprcehenen Punkt des Kugelkreises, so liegt die hiernach erhaltene 
benachbarte Minimalcurve fortwiihrend auf der Fliiche, vorausgesetzl, 
dass man yon infinitesimalen GrSssen zweiter Ordnung absieht. 

Und also kann die vorgelegte Minimalfi~che in der Weise be- 
schrieben werden, dass man die gew'iihlte Minimaleurve in Trans]ations- 
bewegung fii]~ derart~ dass ihre Punkte die Minimalcurven der zweiten 
Schaar durchlaufen. 

Hiermit ist die Riehtigkeit yon der im Anfange dieser Nummer 
aufgestellten Behauptung nachgewiesen, sodass wit den folgenden Satz 
aussprechen k5nnen: 

Sa tz  10. Die O~erationen der vorangehenden Nummer tiefern alle 
Minimalfliichen, auf denen durch jalen Punkt allgemeiner Lage zwe i  
versehiedene Minimalcurven hindurchgehen. 

8. Jetzt brauehen wir nut die Ergcbnisse der beiden letzten Num- 
mern analytisch zu formuliren um Monge's allgemeine Bestimmung 
aller Minimalfi':tchen wiederzufinden. 
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Seien in der That 

x = A ( t ) ,  y = . B ( t ) ,  ~ = C ( t )  
uncl 

x = A ,  ( ~ ) ,  y = B 1 (~), z = C1(~) 

die Gleichungen zweier beliebiger Minimalcurven, so dass die beiden 
Gleichungen 

dA"- + d . B "  + d C  ~" =0, 

dA1 ~ + dBl"  + d C $  ~ 0 

bestehen. Alsdann bestimmen die ~leiehungen 

z ---- A (t) + A, (z), 

y = B( t )  + B, (~), 

= c (t) + c, (~) 

eine Fl~che, die in zweifacher Weise dureh Translationsbewegung einer 
Minimalcurve erzeugt werden kann. Unsere Fl~ehe ist daher (Nr. 6.) 
eine Minimalflliche, und andererseits besitzen (Nr." 7.) alle Minimal- 
fl-~chen diese Gleichungsform, vorausgesetzt dass man yon den imagin~ren 
Developpabeln absieht, die um den Kage]kreis umgeschrieben sin& Also: 

S a t z  l l .  Siel~t than vvn den imaginiiren um den Kugelkreis urn- 
geschrlebenen .Developpabeln ab, so besit~t jede Minimal[liiche die Gtei- 

chungsform 
x = A (t) + A, (~), 
y ~ B ( t )  + 11 t (~), 

z = c (t) + c, (~) 
.wo 

d A  2 + d B  ~" + dC ~ = 0 -~- dAl"  + d B ,  ~ + dC, ~ 

ist. Und anderers~its bestimmen d'h~se Gleichungen immer eine Mini-  

malfliiche. 
9. ttiernach reducirt sich die Bestimmung aller Minimalfliichen 

auf die Auffindung aller Minimalcurven. L a g r an ge hat zuerst gelehrt~ 
beliebig viele Minimalcurven zu bestimmen. Ftir eine syathetische Auf- 
fassung scheint mir die fblgende voa Darhoux*)  herriihrende Be- 
stimmang aller Minimalcurven die einfkchste zu sein. 

*) Um fiberhaupt beliebig viele Curven zu finden, die eine vorgeleg~e Relation 
f ,xyz  d x d y  dz; ~ 0 

erfs sueht man nach Monge und Pfat'f eine voUst~ndige L6sung derjenigen 
partie}len Differentialgieichung 

F(xyz2~' ~ = o, 

deren Charakteri~tikea f =  0 befriedigen. Dutch Variation der CoDst~nten finder 
man beliebig viele lntegralfl~i~hen, die im Allgemeinen eine KSckkehrkante be- 
sitzen, we[che der Gleiehung f ~  0 gentigt. 

22 * 
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Man unterwirf't die a]lgemeine Ebene 

t x  + u y  + v z  ~ 1 =  O, 

die Bedlngungsglelchung 

t ~ -+- u ~ + v -~ = 0, 

welche ausdrtickt, dass die betreffende Ebene den Kugelkreis beriihrt; 
fiigt sodann eine be]iebige Relation 

f ( t u v )  = 0 

hinzu. Die hiermit bestimmten Ebenea bilden eine.Developpable, die 
am den Kugelkreis geschrieben ist. Die Rfickkehrkanf~ derselben ist 
eine Minimaleurve, und auf diese Weise kSnnen offenbar sS.mmtliche 
Minimalcurven erhalten werden.*) Ist  insbesondere f eine algebraisehe 
Function, so ist die erhal(,ene Minima|curve algebraisch, und umgekehrt 
ist Mar, dass alle algebraische Minimalcurven in dieser Weise erhalten 
werden. Also : 

S a t z  12 . .D ie  allgemeinste algebraische Minimaleurve wird dar- 
gestellt "in Ebenencoordinaten dutch die Gleichungen 

t 2 + u ~" + v ~" ~ O, 

f ( t u v )  ~ O, 

wo f eine arbitriire algebraisd~e .Function von t ,  u ,  v bezeich~et. 
lO. Unter den verschiedenen expIiciten Formeln fiir alle Minimal- 

curven, insbesondere ffir alle algebraische Minimalcurven sind die 
nachstehenden yon W e t  e r s t r a s s herriihrenden besonders bemerkens- 
werth : 

:* = ( l - - s : )  F" (~)  + 2 s F ( s )  - -  2 ~ ( s ) ,  

(1) y = i ( l  + s " ) ~ " "  (s) - -  ~ i s ~ " ( s )  + 2 i ~ ' ( s ) ,  

z = '2sF"(s )  - -  2 F ' ( s )  

woraus dutch Differentiation 

dx  = ( 1 - - s ' ) F ' " ( s ) ,  

(2) dv = i(1 +s"-).F"' (s), 
dz = 2 s F "  (s). 

Dass diese beiden ~cluivale~,ten Gleichungssysteme eine Minimalcurve 
bestimmen, fo l~  daraus, dass sie die Gleichung 

dx"- + dr" + d z  ~ = 0 

iclentisch erfallen. Dass sie alle Minimalenrven ]iefern, lieg~ darin, 
dass die Ausdrticke der Differentiale d x ,  dy~ dz  elne arbitr~re Function 
der Hiilfsvariable s enthalten. Also: 

*) Beaonders interess~nt flit die Theorie tier Minimalfli~ehen ist tier Fall, dass 
die Gleichung f ( t u v ) ~  0 eine reelle Raumcurve in Ebenencoordinaten da~stellt. 
Diesen Fall betracht, e ich in meiner ni~chsten 'Abhandlung. 
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Sat~ 13. ~ Fo~meln (1) lief~n a~ M i n i m o . ~ .  
L~sst man in den Weier~ t rass ' sehen  Formeln F(s) eine be- 

liebige algebraisehe Function yon s bezeiehnen, so erh-alt man offenbar 
eine algebraisehe Minimaleurve. Da.~s man umgekehrt in dieser Weise 
s.TLmmtliehe algebraisehe Minimalcurren finder, kann mall folgender- 
massen erkennen. 

Lass reich voraussetzen~ dass eine algebraisehe Minimalcurve durck 
die Formeln (1) dargestellt wird. Atsdann kSnnen x,  y~ z immer als 
algebraische Functionen einer gewissen Hfilfsgrssse t ausgedriickt wer- 
den. Und da wegen (2) 

dx . dy 
S ~ - -  $ dz dz 

ist~ so folgt, class auch s eine algebraisehe F~nction yon t, und ebenso 
dass t eine algebraische Function yon s ist. Folglieh sind aueh x~ y, z 
aigebl~aische Functionen yon s. Und da die Gleichungen (1) geben 

�9 '(s) = - + { (1 - s~-) z + ; (1  + s~-) y + ~sz }, 
ergiebt sich, dass F(s)  selbst eine aTgebraische Function yon s ist. 
ttiermit ist der folgeude Satz, der sich nicht in dieser ~'orm bei 
W e i e r  s t r a s s  fmdet, erwiesen: 

Sa t z  14. .Man erhtiZt die allgemei.~te algebrai~che _MinimaZt~o-ve, 
indem ma~ in den fformeln (1) F(s) als eine beliebigc algeb/ai~che 
.Function volt 8 w~ihlt. 

w 
Reelle Minimaltl~chen. Algebraisehe Minimalll~hen. 

I.I. Es ist nun nach B o n n e t ' s  Vorgange sehr leicht, beliebig 
viele und sogar alle reellen MinimalflSchea zu findea. Hierzu stelle ieh 
zun~ehst den folgenden, sozusagen e~denten Satz auf: 

S a t z  15. Die z u einer beliebigen vorgelegten Mb~ima2c~ovc geh6rigc 
imayiniir-eo~jugirte C~trve ist selbst ehw Minimal~urve. 

Denn die neue Curve wird erhaltea~ wean man ia den Gleichungea 
der vorgel%c~en Minimaleurve -k-i mit ~ i vertauscht. 

Seien 
z = .~( t ) ,  ~ = B ( t ) ,  z ~ c ( i )  

die Gleiehungen einer betiebigen Minimalcurve, und seiet~ 

x = a~  (~ ) ,  U ---- .B, (~), ;. ~ C, (~), 
wo Al(r) ,  B~(~), C,@) die eonjugirten Funetionen der neuen Hfilfs- 
gr'6ssen v bezeiehnen, die Gleichungen der conjugirten Miaimalcurve. 
Ieh betrachte die Mi~fimalfl~che 

x = a ( t )  + .a, (~), 
y = 1~ (t) + 1~, (~), 

= c ( t )  + c', C,). 
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Setze ich in diesen Gleiehungen, indem ich mit t t und t z beliehige 
ree~ Gr'6ssen bezeichne, 

t - ~  tt + its,  
* - ~ - t :  ~ i t 2 ,  

so ist der entspreehende Pu~k~ unserer Minimalfl~iehe offenbar reell. 
Und indem man t~ uncl t 2 successi~ alle mSglichea reellea Werthe giebt, 
erhKlt maa ov 2 reelle auf der Fliiche gelegene Punkte, so dass die 
construirte Minimalfliiche reell ist. Also: 

Satz  16. Liisst man in den allgemeinen ~'ormeln einer Mini- 
maltlache 

x = A( t )  + A , (~ ) ,  

y = B( t )  + .B t (*), 

z = c (t) + c,  ( , ) ,  
~ 0  

d A  ~ + d B  2 + d C '  --~0, 

dAl  ~ + dBl  2 - dC(" ~--- 0 

is~, die Gr~ssea A, ( , ) ,  B: (~), C~ (,) die ~u A( t ) ,  B ( t ) ,  C(t) eonjugirte~ 
Functionen yon * bezeic~ne~, so ist die betreffende Minimalfltiche 
immer reell. 

12. Wit werden zeigen, dass die soeben entwiekelte Methode alle 
reellen Miaimalfl'~chen liefert. Hierzu machen wir die folge~den Ueber- 
legungen. 

Ich w[ihle eine beliebige reelle Fliiche, die keine Minimalfliiche zu 
sein hraueht. Alle imagin~ren Punkte dieser Fl~iche ordnen sich paar- 
weise als imagin'~r-conjugirt zusammen. Und dementsprechend ordn.en 
sich auch alle auf der Fl~che gelegenen Minimalcurven paarweise als 
conjugirt zusammen. Dies vorausgesetzt, werde ich die beiden dutch 
einen reellen Pankt ,v der FIKche hil:durchgehenden Minimalcurven be- 
trachten. Vertaasehe ieh die conjugirten Puakte der Fl~iche unter sieh. 
so bleibtp unge~indert, uad daher sind nut die beiden folgenden F'~lle 
denkbar. Eatweder bleiben die durch p gehenden Minimalcurven alle 
beide unge~.ndert~ initem sie sick in sich transformiren, oder auch es ver- 
tauschen sich diese Cur~en miter einander. Ich werde zeigen~ dass 
nur der letzte Fall eintrelen kann. Wenn insbesondere die beiden 
dutch 2 gehenden Minimalcurven Zweige einer irreductiblen Curve sind, 
so vertauschen sich, werde ich n~chweisen, die beiden Zweige unter sieh. 

Lass uns in der That vorausse~zen, dass ein solcher Zweig in sich 
selbst transformirt wfirde. Und seien x y z  die Coordinaten des PunI:tes p,  
x + dx -J- ida ,  y --~ dy q- id,i ,  z + dz -+ id~ Coordinaten eines he- 
nachbarten Punktes des betreft;~nden Zweiges. Naeh unserer Voraus- 
setzuag w'~ren dana x +  dx  - -  id~ ,  y + dy - -  id~l, z 27 d~ - -  id~ 
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die Coordinaten eines gewissen Punktes desselben Zweiges. 
st~nden daher drei Relationen der Form 

dx + id~ = ( a + . #  ( d x - i ~ ) ,  

Setzte man hier 

so k~me 

WOleaLl.~ 

"d 9 :{- id~ = ( a + . i )  (dy - - id~) ,  
dz  + id~ = ( a + a , )  (d~--id~}.  

d x  + id~-= re Ii, 

dy  + i d ~ -  ~e ~', 

a + i .  = A :  ~, 

O e~i ~ .~0 et~ - ~); 

P~e Fi ~ A ]:le (t~- ~")i 

343 

Es be- 

A = ] ,  f = B - - f ,  
cp .== . B  . -  cp , 

F =  I ;  - -  F ,  
und also 

f = ~ = F - = � 8 9  
Also k~.me 

dx + 'id~ ~ re�89 si ,  

dy + i d q =  Qe~Bi 

dz  + id~ =. Be~ ~i 
w o r a l l S  

dx -t- idg dy -t- id~l dr + idr 
r 0 ]5~ 

folgen wtirde. Nun aber ist 

(dx 4-, ida)'-' + (dy + idol)'-' + (dz + ida)': == ~, 

also k~me 
r ~ + C + i b~ =-- O, 

welche Gleichung jedoch cco~tradictorh'ch ist, indem r, o, R reelle 
Gr;Sssen sind~ die nich~ s~hnmtlieh ver~chwinden diirfen, ttieraus folgt 
nun zunlichst der Satz: 

S a t z  17. Unter den imayiniiren Biehtunge~ b die dutch ei,~en reello~ 
Punkt hindurchgehen, und welehe dabei den Kugelkreis treffen, giebt e~ 
t;dne, die sich selbsr conjugirt ist. 

Hieraus fliesst unmittelbar 
S a t z  18. Vertauscht ma'n die co~ougirten l~ einer rcdte~ -~Tiiche 

unter sich ~ so vertauschen sich die beiden durvh dncn r~llen ~'unkt do" 
_~72iche hindurchgehemten Minimaleurven. 
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Wenden wir nun diesen Satz auf eine beliebige reelle Minimal- 
fl~che an, so ergiebt sieh, dass die beiden dorch eiaen reeUen Punkt 
allgemeiner Lage hindurchgehenden Minimaleurven, die auf der Fl~che 
gelegen sind, einander conju~rt sind. Und also ergiebt sJch der Satz: 

Sa tz  19. Ma~ erMilt die a~Zgemei~ste redle Minimalfliiche~ indem 
man, wie in Satz 16. geschehen, eine beliebige .Minimalcurve 

x = A ( t ) ,  y = B ( t ) ,  ~ = O( t )  

mit der conjugirten Minimalc~arve 
x = , 4 ~ ( ~ ) ,  v = 2 L ( ~ ) ,  z = q ( ~ )  

verbindet und darnach die .Minimalfliiehe 
x = A( t )  + A~ (~) ,  

y = ~ (t) -F B, (v), 
z = o(t) + c ,  (.). 

bildet. 

13. In der eitirten Arbeit giebt B o n n e t  zugleich Methoden zur 
Auffindung yon beliebig vielen reellen algebraischen Minimalfl~ehen. 
Dagegen behandelt er nicht die Frage nach der Bestimmung aller 
reellen algebraisehen Minimalfliichen. Erst W e i e r s t r a s s  hat eine 
erschSpfende Methode zur Bestimnmng aller reellen algebraisehen 
Minimalil{ichen gegeben. 

lndem ich im Folgenden eine neue Behandlung des yon Weier-  
s t rass  erledigten Problems entwickele~ erlaube ich mir die Aufmerk- 
samkeit darauf zu richten, dass be[ meiner Behandlung das betreffende 
Problem in mehrere Unterprobleme zerlegt wircl. Zugleieh hebe ich 
schon bier hervor, dass ich in entspreehender Weise dasselbe Problem 
fiir einige andere iateressaute partielle Differentialgleichungen 2. O. 
erledigt babe. 

Ich bemerke zun~chst~ dass die (reelle oder imaginKre) Minimalfliiche 

x = A (t) + _4, (~), 
y = B(t) + B~(~), 
~= c ( t )  + G (~) 

immer algebraiseh is~, wenn die beiden Minimaleurven 

z = .4 (t), y = 1{ ( t) ,  z = C (t) 
und 

algebraiseh sind. Umgekehrt ist leieht einzusehen, dass diesr hin- 
reiehende Bedingung aueh nothwendig ist. Denn sei tiberhaupt eine 
algebraische Minimalfl~iehe vorgelegt. Ich construire den Tangenten- 
kegel, dessen Spitze in einem beliebigen Punkte des Kugelkreises ge- 
legen ist. Dieser Kegel ist algebraisch and folglieh ist aueh seine 
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Ber~ihrangscurve mit der vorgelegien Fl~ehe algebraiseh. Aber diese 
Berfihrungseurve zerfrallt in Minimaleurven (die auf der Fl~che gelegen 
sind), und zwar finder sieh unter ihnen jedenfalls e/he Minima]curve 
jeder Schaar. Also sehliessen wit, dass die auf einer algebraisehea 
Minimalfl~ehe gelegenen Minimalcurven s'~mmtlieh algebraiseh ~ind. 
Also ergiebt sieh: 

S a t z  20. ~ a n  er]~i~ alle algebraiscken MinimalflSchen, indem 
man in der f~'iiher (Sate 6. und 7.) auseinandergesetzten Weise zwei be- 
lieMge algebraische Minimal~urven verbindet. 

Hiermit ist das vorliegende Problem daraut zurtiekgefilhrt~ sSznmt- 
lithe algebraisehe Minimaleurven aufzufinden. Und da dieses Hfilfs- 
problem schon in Nammer 10., und dies sogar in zwei versehiedenen 
Weisen erledigt wurde~ so ist die Frage naeh alien algebraischen Minimal- 
fiiichen erledigt. 

Fragt  man mit W e i e r s t r a s s  insbesondere zaeh allen ree//en 
algebraischen Minimalfl/iehen~ so erh;~lt man e indem man die S-~tze 
19. und 20. verbindet, unmittelbar die Anwort in der folgenden Form: 

S a t z  21. Man erhdlt die allgemeinste r eelle algebraisehe Minimal- 
fi6che~ indem man eine beliebige algebraise]~ .Minimatcurve mit tier 
conjugirten Minimal~rve in der friiher (Satz 6. und 7.) auseinander- 
gesetzten Weise verbindet. 

Wtinseht man endlieh die Bestimmung aller redlen algebraischea 
Minimalfl/iehen eben in der yon W e i e r s t r a s s  gegebenen Form zu 
erhalten, so braucht man nur Sate 14. mit dem vorangehenden Satze 
zu verbinden. Bezeichnet man dabei [iberhaupt den reellen Theil einer 
Function f m i t  _~ (f) ,  so ergieb[ sich der folgende yon W e i e r s t r a s s  
herriihrende Satz: 

S a t z  ,9'2..Die allgemeinste reelle algebraische ],linimaZfliiche wird 
dargestellt durd~ die .Formeln 

x =/~[(1 - s-') ~ ' ( s )  + :)s F ' ( s )  -- 2F(s)], 
y = i~[i(1 + s"-)lZ'(s) - -  2is_~(s) + 2iF(s ) ] ,  

z = R [2 s .F" ( s )  - 2 F ' ( s ) ] ,  

in d e ~ t  ~'(s) eine beliebige algebraische Function yon s bezeichrnet. 
Die vereinigten S~tze 20. uad 21. leizten insofern mehr ale Satz 22., 

weil sic a2/e algebraischen Minimalflii.chen, und nicht allein die reetl~t 
algebraisehen Mi_nimalfliichen liefern. 

w 

~inimalt~chon, deren ]{inim&lcurven eine irreductible Sohaar bilden. 

Durch jeden Pankt einer Minimalit~che, die keine imagin'2re 
Developgable ist~ gehen zwei Minimalcurven~ die im Allgemeinen zwei 
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verschiedenen Schaaren angehSren. Ausnahmsweise kann es jedoch 
eintreten, dass s~mmtliche Minimalcurven einer Minimalfl~che eine 
irreduetible Schaar bilden, welche dabei die Fl~che zweifaeh bedeckt. 
Solche Minimalfliichen nenne ich Doffpelfl~chen. 

14. Es is~ leicht die allgemeinen Gleiehungen aller Minimal- 
fliicheu~ die Doppelfl'2ehen sind, anzugeben. Seien in der That 

( l )  ~ = A ( t ) ,  v = B ( t ) ,  ~ = C( t )  

die Gleichungen einer beliebiger Minimalcurve. Alsdana sind 

x = A(t )  + A (~), 
y = .B(t) + .B (~), 

z = c ( t )  + C(~)  

die Gleichungen einer Minimalfl~iche, deren siimmtliche Minimalcurven 
mit der vorgelegten Minimalcurve congruent und gleichgestellt sind. 
Und da die bcidea Gleichungssysteme 

y = l~(a~ + / ~ ( ~ ) ,  (a = Const.), 
z---- C(a) + C(~), 

und 
x ~---  A (t) -~- A (a), 

y = B ( t )  + B ( a ) ,  (a = Cons~.), 

z = C (t) + C (a), 

diesetbe Minimalcurve darsiellen, so bilclen die auf unserer Fl~che ge- 
legenen Minimalcurven eine irreductible Schaar, sodass unsere Minimal- 
fl~che eine Doppelfl~iche ist. 

Es ist andererseits klar, dass hiermit die allgemeinen Gleichungen 
aller Doppelfl~ehen gefunden sin& Denn da eine allgemeiae Minimal- 
flSche bestimmt ist, wenn auf derselben eine Minimalcurve aus jeder 
Schaa~' gegeben ist, so ist eine DoppeIfl~che bestimmt, wenn nut e]ne 
einzige auf derselben gelegeae Mil,imalcurve vorgelegt ist. Also: 

Sa tz  23. Alle Mi~d.malfloehen, die 1)oppetfl~chen sind, werden 
definirt dutch die Gleichungen 

x ~ A(t)  + A(~) ,  
(2) y ~ B(t) + B (% 

z = C(t)  + c(~) ,  
vorausgc.c, elzt , das~ 

x = A ( t ) ,  y - ~  B( t~ ,  z = C(t) 

die Gleichu~gen einer beliebigen Minimaleum, e sind. 
Zu bcmerken is~, dass die Parameterwerthe 
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denselben Punkt wie die Werthe 

liefern. 
15. Im Allgemeinen ist die dutch die Formela (2) gelieferte 

Doppelfl~ehe imagin'~r, u n d e s  stellt sich daher die neue Aufgabej alle 
redle Minimalfl~ehen zu finden, die Doppelfl'~ehen sin& 

Seien 

(3) x + gi ,  y + ~ i ,  ~ + ~i 

die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer reellen 1)op_~elll~he. 
Alsdann gehSrt aueh der eo~jugirte Punkt 

(4) x - -  gi ,  y - ~ i ,  z - -  ~i 

unserer Fl~iehe an. Wena der erste Puakt eine Minialalcurve dureh- 
]-~uft, so beschreibt der eonjugirte Punkt die eonjugirte Minimalcurve. 
Sollen nun siimmtliche Minimalcarven unserer Fl~ehe eine irreductible 
Schaar bilden, so muss vine jede Minimalcurve durch elne gewisse 
Translationsbewegung in die conjugirte Minimaleu~ve iibergehen "kSm~vn. 
Man kann daher in diesem Falle solche Oonstanten 

a + a i ,  b + f l i ,  e + ~,i 

w~hlen, dass der Puakt 

x + ~ + ( . - -  ~); ,  y + b + ( ~ - -  ~); ,  z +  c + ( r - -  :)/, 
derselbert Minimaleurve, wie der Punkt (3) angehSrt. Also: 

Sa t z  24. Bilden die Minimalcurven einer reellen MinimalflYz.he 
eine irreduciible Schaar,  so ist es, wenn wir  , , i t  

x - T  ~i, y + ~;i, z + gl 

die Coordinaten eines v a r i a b l e n Punktes einer au[ der Fliiche gelege'ne~ 
Minimaleurve bez~ic')~nen, immer m~glich solche C o n s t a n t e n  a + a i ,  
b q-  f l i ,  c + 7 i zu, wiihlen, dass der va~qable Punl:t 

x -~ a -}- (a -- g)i ,  y + b -~- (# - -  , t)i  , z -j- c + (r  - g)i 

der vorgelegten Minimalvurve eben['aIl~ a~geh6rt. 
Inder- wir auf den neuen Punkt unserer Minimaleurve nochmals 

dieselbe Operation anwenden, erkennen wir, dass aueh tier Pankt mit 
den Coordinaten 

x q- 2a -{- gi,  y q- 2b q- ~ i ,  z-~- 2c -~ ~i 

unserer Minimalcurve angehSrt. Und durch 2m-malige Wiederholung 
derselben Operation erkennt man, dass jeder Punkt mit den Coordinaten 

(5) x -}- 2 m a  ~- ~i ,  y ~-, 2rob -}- ~ i ,  z ~- 2 m e  + ~i, 

w o m  eine beliebige ganze gahl bezeiehnet, uaserer Ourve angehSrt. 
Shad nun a~ b, c nieht s~immtlich gleieh NulI~ so bestimmen die 
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Coordinatenwerthe (5) unendlich vie~e Punkte,  die unsere Minimalcurve 
mi~ der Geraden 

x' - (z + ~ ~1 y' - <y + ,~i) z' --  (z + ~i) 
a b e 

gemein hat. Also ist die Curve transcen&nt, und folglich ist auch 
die zugeh5rige reclle Minimalfl~che .transcendent. 

]n dem vorliegenden Falte kSnnen wit  bemerken,  dass uasere 
Minima]curve die Translat ionsbewegung 

A x  ~ a,  A y  ~ b, A ~  ~ c 

gestattet. Folglich gestatten s~mmtliehe Minimalcurven dieselbe Be- 
weguug, sodass die Fl~iche periodisch*) is~. Also:  

S a t z  25. Wenn die Gr~ssen a b c nicht siimmtlich gteich Null 
$i~d, so ist unsere .Doppelflgcl~e periodisch und also transczadent~*). 

16. Sell also eine Doppelfl-:iche a]gebraiseh sein,  so muss 

a ~ b = c ~ O  

sein. In diesem Falle entsprieht jedem Punkte 

x + ~i, y + hi,  z § ~i 

einer auf der Fl;~che gelegenen Minimalcurve ein anderer Punkt  

x + ( .  - ~ ) i ,  y + (~ - ~ ) i ,  z + (7 - ; ) i  

derselben Minimaleurve. Man fiihre die Translat ionsbewegung 

A x e - -  ~ i ,  A y e - -  - i ,  A Z ~ - -  i 

auf unsere Curve aus. Hierdurch erhalten wit  eine neue Minimal- 
carve, auf der jedem Punkte 

+ _ 
_ o, 

der eonjugirte Punk t  

zugeordnet ist. Daher ist die neue Curve sich selbst conjugirt. Also: 
S a t z  26. Jede Minimalcurve einer reeUen algebraische~ .Doppel- 

*) Hier miJge angef(ihrt sein, dass eine jede Periode eiuer ?,finimalii'~che 
ihren Grund in einer Periode der Minimalcurvea der einen Schaar hat. Aehnliche 
S~.tz~ ge[ten flit reelle algebraische MinlmMflgchen, die fiberhaupt eiae Gruppe 
lineaxer Ttansformationen gest~tten, bei denen der Kugelkreis invariant bleibt. 

**) Ats Beispiel f~r periodische Doppelfliichea m/Jge die Schrauhenflli.ehe an- 
geffihrt sein. Ein zweites Beispiel ist die Ft~iche, deren Haupttangentencucven 
sich auf die Kugel als eoafoeale sph~rische Kegelschaitte abbilden. Die~e beiden 
Fl~chen sind dadurch bemerkenswerth, das~ sie gleichzeitig hinsichtlich einfa~h 
uueadlich vieler Kegelschni~te M~ima.lflachen sind. 
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fliicl~e "];ann dutch eine zweckmtissige Translationsbewegun 9 in ei~e sich 
selbst conjugirte Curve iibergefiihrt werden. 

Wir kSnnen auch den noch allgemeineren Satz ausspreehen: 
S atz  27. Jede Minimalcur~,e eb~vr nicht ~eriodisehen Do~pelfl~iche 

geht dutch eine gewisse TransMtionsbe~vegung in eine ~ich selbst con- 
jugirte Curve iiber. 

Sei anderseiis eine beiiebige sich selbst eonjugirte Minimaleurve 
vorgele~: 

x ~ A ( t ) ,  y ~ ~B(t), z ~ C(t), 

und lass reich voraussetzen, dass die Parameterwerthe 

t ~ ~ ~-  t t i  ~ t ~  v -~- ~i  

zwei eonjugirte Punkte geben. Gebe ich dana in den Gteichungen 

x ~ -  A (t) + A (~), 
y = .B (t) + B ( ~ ) ,  

z . =  C ( t )  + e ( ~ )  

den Gr'6ssen t und z die ~er the  

t ~--- ~ + t t i ,  v = v + o i ,  

so ist der hervorgehende Punkt reell. Die erhaltene Doppelfi'Xche i~t 
daher auzh reell. Also: 

Sa t z  28. J~ine xich selbst conjugirte M~nima~curve liefert immer 
eine r e e l l e  D o p p e l f l i i c h e .  

17. In der vorangehenden Nummer reducirten wit das Problem, 
alle reellen algebraischen Doppelfl~chen zu finden, auf die Bestimmung 
aller sich selbst conju~rten algebraischen Minimalcurvem Es ist abet 
leicht das letzte Problem zu erledigen. Man nehme in der That eine 
beliebige ree//e Gleichung zwischen den Ebenencoordinaten t ,  u ,  v ,  

f ( t u v )  = O, 

und fiige die Gleiehung des Kugelkreises hinzu 

t ~- + u 2 + v:  = O. 

Diese beiden Gleichungen bestimmen eine sieh selbst eonjugirte Develop- 
pable, deren Riiekkehrkante eine sich selbst conjugirte Minimalcurve 
ist. s ist es hierbei denkbar, da~s dis Developpable und in 
Folge dessen auch die Rfickkehrkan~ in Theile zerf~llt, die paarweise 
einander conjugirt sin& Doch ist es klar, dass ein solches Zerfallen 
nut ausnahmsweise eintritt. 

Auf der anderen Seite ist klar, 4ass alle sich selbst conjugirten 
Minimaleurven in dieser Weise erhalten werden; denn in Ebenenvoor- 
dinaten wird eine solche Curve eo ipso dutch die Gleichung 

t -~ + u ~- + v ~- ~ 0 
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zusammen mit einer anderen reellen Gleichung zwisehen t,  u,  v dar- 
gestellt. Also er~ebt  sieh : 

Sa~z 29. Um a l l e * ) reellen algebraischen Dol)Telfliiehen zu finden 
verfiihrt man .folgendermassen. Z u  der Gleichung des K:ugelkreises in 
~be,  ze~coordinaten 

t? + u ~- + v 2 = 0 

['ik# man eine beliebige reelle a~qebraische l~elatio~ zwischen t, u, v hinzu: 

f ( t ,  u ,  v)  ~ O. 

Ist  die hierdurch bestimmte ,Minimalvurve 

~=A(~), v=~(~), ~=C(~) 
irreductibel, so bestimmen die Gleiehungen 

x = t ~ a ( s ) ,  V = l r  z = l~C( s )  

eine reelle algebraische MinimalflSche, die eine I)oppdfl~iche ist. 
Nimmt man z. B. einen reelleo Kegelsehnitt,  und sucht die um 

diesen Kegelschnitt und den imagin~ren Kugelkreis umgesehriebene 
Developpable, so erhi~lt man bekanntlich eine sich selbst conjugirte 
Developpable aehter Ordnung, deren Rt~c'kkehrkante eine sich selbst 
eonjugirte Minimaleurve zwS]fter Ordnung ist. Die zugehSrige Minimal- 
flilche, die Herr H e n n e b e r g * * )  zuerst betraehtet hat~ ist eine Dot)pel- 
fi-~che. Besonders interessant ist der ebenso yon Herrn H e n n e b e r g  
beirachtete Fail, dass der vorgelegte Kegelsehnitt eine Parabel ist. Mit 
diesen beiden Fliichen werde ich reich sowohl in dieser wie in meiner 
n~ichsten &bhandlung tiber Minimalfl~iehen beschiiftigen. 

w  

Bostimmung der 0lasso oinor Miaimalflgcho. 

Da eine Minimalfl~che durch die auf derselben gelegenen Minimal- 
curven bestimmt ist, stellt sich die allgemeine Aufgabe, die eharakte- 
ristischen Zahlen einer algebraischen Minimalfl-~ehe z. B. ihre Classe, 
Ordnung u. s. w. zu bestimmen, wenn die betreffenden Minimalcurven 
bekannt sin& 

In diesem Paragraphea entwlckele icb eine ~usserst einfache Formel 
zur Bestimmung der Classe einer betieblgen algebraisehen MinimaI- 
fl'~ehe. Diese Formel ist jedoch verschieden, jenaehdem die Flache 
eine Doppelfl~che ist, oder nicht. Wir  betraehten daher diese beiden 
F~lle ffir sieh. 

*) Dieser Satz ist deswegen bemerkenswerth, well derselbe nlcht gfiltig bleib~, 
wenn man d~ Wort ,,algebrai~ch" wegl~st. 

"*) Bei H e n n e b e rg werde~ die besprochenen Mmimalfliichen daxiurch defiairt, 
da~ de die Evolute eiaes Kegel~chnitts al~ geod~tti, che Curve euthatten. 
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18. Wir wolleu zun'~chs~Dl~he Minimaltt.~ehen betraehten, die 
keine Doppelfl';ichen sind, a l~ [~ lehe  Minimalfi';ichen, die zwei ver- 
schiedene Schaaren yon Minimalcurven entha|ten. Sei K eiae Curve 
der einen Schaar, X '  eine Curve der zweiten Schaar. Sei /~.uud /~' 
der Rang dieser Curven; M und M' die Multiplicitiit des Kugelkreiscs 
auf den zugehSrigen Developpablen. Ich werde zeigen, class die Classe 
der Fl-~che dureh die Formel 

3 / '  ( ~  - -  ~ t )  -+- 3 / ( R  - -  M') 
ausgedrtickt wird. 

Zun'~chst zeige ieh, dass jeder T~ageatenkegel, dessen Spitze auf 
dem Kugelkreise liegt, in M -[- 21/' Kegel zeri~llt. Dureh einen Puakt 
des Kugelkreises gehen niimlich 3/Tangenten an die Curve /(. Jede 
solehe Tangente gehSrt einem Kegel an, der die Fl~ehe nach einer 
Curve yon der Schaar •" beriihrt. Ich behaupte, dass keine zwei 
unter diesen Taagenten die Fl~che ia Punkten derselben Curve K'  
bertihren kSnnen. W~re nSmlich dies allgemein der Fall~ so mtis~te 
die Curve K" durch eine endliche Translationsbewegung in sich selbst 
fibergehen kSnnen, sodass K' 1)eriodisch uud also transcendent sein 
wiirde. Daher giebt es )l/verschiedeae Tangentenkegel, deren Spitze 
in x liegt~ welche nach Curven K'  beriihren. Dem ent~prechend giebt 
es M'Tangentenkegel, deren Spitzen in x liegen, welche nach Curven 
K berllhren. Und da jede durch ~ gehende Tangente entweder eine 
Curve K oder eine Curve K' beriihrt, ergiebt sich der Satz: 

Sa tz  30. Jeder Tangentenkegel, dessen Spitze au/ dem Kugelkrehc 
liegt, zerfdllt in M Kegel, die die Fliiche ~u:h Curt'e~ It", ,and M" Kegel, 
die ~ach Curven K beriihren. 

Die Kegel, die nach Carven K' I~ertihren, sind yon der Classe 
R ' - - M ' .  Ebenso sind die Kegel, die naeh Curveu /~ berfihren, yon 
der Classe B -- 3/. Also ist die Classe des gesammtea Tangeuten- 
kegels, desseu Spitze auf dem Kugelkreise gelegen ist, gleich 

M ( K  - -  3/') + ~ r  (~  - -  3/). 
Diese Zahl ist somit die Classe der FI~ehe. Also: 

S atz  31. l-)ie Classe einer Minimalll~ichc, die lceine .DOl.rpel[liivl~ 
ist, wird gegeben dutch die Formel 

~ ( R -  3 / ) +  M ( ~ '  __~r ) ;  

ist der Rang elner auf der Fl~che gelegcnen Minimalcurve, M i s t  
die Multiplicitiit des Kugelkrelses auf der zugchi~J'ige~ Develot~l~abeln; 
t~' und 3/" sind die e.nf,~areehenden Zahlen eider )tlinimalcurve do" 
zweiten Sehaar. 

1st insbesondere die betreffende Fl~che reell, so ist 
R ~ /r M ~ M', 

und also ergiebt sich: 



352 Sor~us L,~. 

S a t z 32. Z)/e Classe einer reellen Minimalfl~iche ist gleieh 2 M ( R -  M}, 
vorausgesetzt, dass die Fliiche keine .Dopl)elfliiehe ist. 

Wiinscht man die Classe einer Doppelfliiehe zu bestimmea, ~o 
verFdhrt man in entspreehender Weise. Ist R der Rang einer allge- 
meinen auf der Fl~ehe gelegenen Minimaleurve~ M die Multipticit~t 
des Kugelkreises auf der betreffenden Developpablen, so erkennt man, 
da.ss der Tangentenkegel~ (lessen Spitze auf dem Kugelkreise llegt, ia 
MKegel zerf~illt, unter denen je_der naeh einer Minimaleurve beriihrt. 
In Folge dessen ist die Classe eines jeden solehen Kegels gleich R--M.  
Also ist die Classe des gesammten Tangentenkegels gleich M ( / t  - -  M.) 
Daher : 

Sa tz  33. Die Classe eine~r Mi~2imalfl~ie~e, dere~ Minimalcurven 
vine irreduetible Sehaar bilden, ist gleich M (R - - M ) * ) .  

Diese letzte Formel gilt ftir al/e Doppelfl~chen, sowohl die reellen 
wie die imaglngren. 

20. Transformirt man eine Minimaleurve durch reeiproke Radien**), 
so erh~lt man bekanntlieh eine neue Minimalcurve. Insbesoadere geht 
eine Minimalgerade in eine ebensolche Gerade iiber. 

Hieraus 1assert sich leicht Schl~sse ziehen, die fiir die Theorie 
der algebraisehen Minimalfl~ehen wiehtig sind. ZunKchst zeige ieh, 
dass die Zahl R -  M bei der besprochenen Transformation inv.ariant 
bleibt. 

Bei der Transformation geht n~mlieh die Developpable einer 
Minimalcurve in die Developpable einer ebensolchen Curve fiber. Die 
vorgelegte Developpable wird yon einer Minimalgeraden allgemelner 
Lage in R - -  MPunkten gesehnitten. Also wird auch die neue Develop- 
pable yon einer jeden Minimalgeraden allgemeiner~ Lage in ebenso- 
vielen Punkten gesehnitten. Und also kommt: 

Sa t z  34. Transformirt man eine Minimalcnrve dutch reci2roke 
Radien~ so bZeibt die Zahl R - -  M invariant. 

Darch analoge BetrachLungen werden wir jetzt einen Minimal- 
werth der Zahl R - -  M herleiten. Die Developpable einer vorgele~en 
Minimaleurve schneiden wir mit einem Kreise, der die Curve in einem 
gewissen PunkCe ~ triift, sonst aber eine allgemeine Lage besitzt. 
Sodann fiihren wit eine Transformation durch reciproke Radien aus, 
indem wir den Punkt ~ zum Pol d~r Transformation w~hlen. Hier- 
dutch geht der Kreis tiber in eine Gerade allgemeiner Lage, welche 
die Developpable der neuen Minimaleurve in/~" Punkten trifle, voraus- 

*) Selbstverst~ndhcherweise sehen wir hier, wie gew~hulich, yon den ima~- 
nhreu Developpablen, die den Kugelkreis enthalten, ab. 

**) Man vergleiche z. B. D ar b o u x ~ Sur unr classr remarqaable de courbes etc. 
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gesetzt~ dass/~" den Rang der neuen Minimalcurve bezeichnet. Folg- 
lich ist R" gleich der Zahl der Schnittpunkte der urspr~nglichen 
Developpablen rait dem besprochenen Kreise, minus der Zahl dieser 
Schnittpunkt% die entweder im Punkte ~ oder unendlich entfernt 
!iegen. Das heisst, es ist 

/~" = 2 ( / ~  - • )  - -  ~,, 

w o e  die Zahl der im Punkte ~ vereinigten Schnittpunkte bezeichnet. 
Und da diese Zahl gleich 2 ist, wenn 7t kein singuNrer Pankt der 
vorgelegten Minimalcurve ist, so kSnnen wir set.zen 

i~" -= 2 ( R  - M )  - 3. 

W:,ire nun ~ --~1/  kleiner als 3, so erg'~be sich ffir ./(' ein kleinerer 
Werth a]s 4. Es giebt abet keine Curve, deren Rang kleiner als 4 
ist. Also: 

S a t z  35. .D~ Zah~ _~ -- M i s t  glvich oder gr6sser als 3. 
[Sp~iter werden wir zeigen, dass ~ -  M entweder gleich oder 

auch grSsser als M i~t.] 
21. Die obenstehenden Entwickelungen ffihren za einer einfaehen 

Bestimmung der niedrigsten Classenzahl einer Minimalfl'~che. Dahei 
sehen wir yon der Ebene and den imaginEren Developpablen ab. 

Es folgt zun~chst aus den $~tzen 31., 33. und 35.~ dass die Classe 
einer reellen oder imagJn'~ren Minimalfi~che, die keine Doppelfl'Rche 
ist~ nicht Meiner a]s 6 sein kann. 

Dagegen kann die Classe einer Doppelfi~iche gleich 3 sein. Die 
H.~othese 

M ( ~  - -  M)  = 3  
giebt n~mlieh 

and es giebt bekanntlich eine Minitaalcurve 3. 0., deren Rang gleieh 
4 ist, und welche dabei den Kugelkr~is als einfaclwa Kegelsehnitt eat- 
hlilt. Also : 

S atz  36. Es giebt ei~e Minimalfltid~ drifter Cla~.*)  
Es fmgec sich~ ob es reel/e Minimalfl'~ehen dritter Clause gdebt. 

Um diese Frage zu beantworten, erinnern wir, dass eine jede Minimal. 
curve einer reellen algebraischen Doppelfl'~che dutch eine gewisse 
Translationsbewegung in eine sich selbst conjugirte Curve iibergehen 
kann. Hieraus aber fliesst der tt~ilfssatz: 

S a t z  37. ~'ine Minimalcurve altgemeiner Zage einer reellen ~)oppd. 
fl/iche trifft den Kugelkrels in dner g r a d e n  Anzahl yon Punkten, die 
~aarwe~se conjugirt s~nd. 

4) Diese Fl'~he iat, wie ich beil'hufig bemerke, eine C~yley'sche Linien- 
fliiche 3. 0rdmmg. 

Mathertmti~e:he 3 . n ~ e n .  31IV. 2~  
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Und da eine Minimalcurve drifter Ordnung dun Kugelkreis nut in 
dnem Pmakte trifft, folgt: 

Sa tz  38. ,Es giebt keine reelle Minimalfl2iche dritter Classe. 
Um nile Minimalfl~ehen 4 TM Classe zu finden, setzt man 

~U(R --  M) = 4, 
woraus 

M = I ,  / ~ = 5 .  

Es giebt bekanntlich eine Minimalcurve vierter Ordnung, deren Rang 
5 ist, deren Developpable den Kugelkreis a]s einfachen Kegelsehnitt 
enthiilt. Also existirt eine Minimalfl';iche 4 ~ C]asse. Da indess die 
besprochene Minimalcurve den Kugelkreis nur in ~inem Punkte trifft, 
sQ giebt es keine reelle Minimalfliiche vierter Classc. Also: 

Sa tz  39. Es gwbt eine Minimalfliiche vierter Classe s welehe jedoch 
immer imaginlir ist. 

Und da es nach Herrn H e n n e b e r g s  schSnen Untersuchungen eine 
reelle Minimalfi~s 5 '~ Classe giebt, so folgt*): 

S a t z  40. 1)is niedrigste Classenzahl tier ree l len  Minimalfliiehen 
ist 5. 

Wie man sieht, sincl alle Minimalfl':4chen fiinffer Classe bestimmt 
dutch die Gleichung 

~ ( R  -- -~/) = 5, 
wor&us 

M = I ~  . R ~ 6 .  

In sp~teren Paragraphen dieser Abhandlung werde ich reich mehr 
eingehend mit der Bestimmung aller Minimalfl~chen yon gegebener 
Classe beschfiftigen. Es gelingt mir u. A. alle reel[en Minimalfliichen 
anzugeben, deren Classe gleich einer beliebigen vorgelegten Primzahl ist. 

~ 6 .  

Di0 0rdnung einer algobraischen Minimalli~iche. 

lch stelle mir jetzt die Aafgabe, die Ordnung einer vorgelegten 
algebraischen Minimalfl;iche 

x --= A (t) + A~ ( %  
( t )  V = B (t) + B , ( ~ ) ,  

z = c( t )  + c, (~) 
zu bestimmen. Ich werde elne allgemeine Methode zur Erledigung 
dieses Problems entwickeln. Dabei bemerke ieh~ class diese Methode 
sich tiberhaupt auf alle Fl'~chen~ deren Gleichungen die Form (1) be- 
sitzen, anwenden l~isst. 

*) Man vergieiche hierzu den letztc• Paragraphea dieaer Abhandlu~g. 
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22. Ich schneide die vorgelegte Minimalfl~iehe, deren Minimal- 
curven zwei verschiedene Schaarea bilden mSgen, mit einer Geraden~ 
die durch den gegebenon Punkt 

x ~ a ,  y ~ b ,  z ~ c  

hindurchgeht, und welche dabei die Richtun~cosinus a, fl, 7 besitzt. 
Die Gleichungen dieser Geraden sind 

x=a-!-,  a~, 

(2) y =  ~ + ~q, 

z ~ - - c ~ - 7 0 ,  

wo 0 die Distanz des laufenden Punktes x, y, z yon dem festen Punkte 
a, b, c bezeichnet. Ich setze voraus, dass die Constanten a, b, c, ~, fl, 7 
a~Zgemei~e Werthe-haben. In Folge desseu kann ich annehmen, da~s 
siimmtliche Schnittpunkte zwischen der FF.iche (I) und der Geraden (2) 
verschieden sind und dabei endliche Coordinatenwerthe haben. Ieh 
nehme ferner an, dass die Gerade (2) nicht eine solche Lage besitzt, 
dass zwei unter ihren Schnittpunkten mit der Fl.:iche demselben Werth- 
systeme t, r entsprechen. Ich setze endlieh voraus, class die Gerade (2) 
aach nicht eine solehe Lage besitzt, dass ein Schnittpunkt zu einem 
solehea Werthsysteme t, v gehSrt, fiir welches eine unter den GrSssea 
A(t), /~(t), C(t),  A~(~), 23,(r), Ct(~)uaendlich wird. 

Naeh diesen Festsetzungen ist die Ordnung der Fl:.tche gleich der 
Zahl der Werthsysteme t, r,  0, we]the die Gleichungen 

ACt ) -{.- .A~ (v) = (z -.{- ~'e, 

(3) ~(t)  + ~,(~)  = b + ~e,  
c ( t )  + c,  (~) ~ c + r e 

erfallen~ otme eiae oder raehrere unter den GrSssen A( t ) ,  .B(t), C(t), 
A l (v ) ,  .Bl(v), Cl(r) unendlich zu machea. 

~rir schreiben die Gleichungen (3) folgenderma~sen 

A(t)  --  a = ao - -  A l ( v ) ,  

(4) .B( t )  - -  b ~ / ~  e - -  .B, (~), 
C ( O  - c - - -  v e  - c , ( . . ) ,  

und ersetzen sie daraach, iadem wit 3 I=tiilfsgrSssen x', y', z" einfiihren, 
darch die 6 ~quivaienten Gleichungen 

(5) x" ~ A ( t )  - -  a ,  y" ~ J B ( t )  - -  b ,  z ' ~  C ( t )  - -  e. 

(6) x ' - - - - , , e - -AI ( , ) ,  y ' ~ t 3 o - . ~ , ( , 0 ,  z ' = r e - - c , ( . ) .  

Die drei Gleichungen (5) bestimmen eine Minimalcurve, die mi~ den 
Minimalcurven der einen Schaar unserer Fl-~ehe congruent und gIeich- 
gestellt ist. Die drei Gleiehungen (6) bestimmen eine Cylinderfli4che, 

23* 
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deren Erzeugenden die Richtungseosinus a, t5, 7 besitzen, und welehe 
dabei die Minimalcurve 

x" = - A ' ,  ( ~ ) ,  y" = - -  ~,  (~), ~" = - -  C ,  (~) 
enth~lt. Hiernach ist der fblgeude Satz gefunden: 

Satz  41. Die Ordnung der Fliiche (1) ist gleich der Anzahl der 
ira endlic]~en Raume gelegenen Sc]~nittpunkte zwischen der Curve (5) und 
der Cylinderfliid~e (6). Vora~s.gesetzt ist dabei, dass die Gr6ssen a, b, c, 
e ,  fl, ,/ allgemeine Werthe haben*). 

Ist nun die Curve (5) yon der 0rdnung m, und die Curve 

x = A ~ ( T ) ,  y = B ~ ( z ) ,  ~ = C t ( ~  ) 

und also auch die Curve 

x = - A ,  ( ~ ) ,  y = - -  B ,  ( ~ ) ,  ~ = = C', (~) 
yon der Ordr~ung ml, so schneider die Curve (5) die Cy]inderfl~ehe (6) 
in mm I Punkten. Liegen dieselben s-limmtlich im endlichen Raume, 
so ist die 0rdnung der Flii.che (1)gleich m mt. Liegen dagegen einige 
unter diesen Punkten, etwa e% unendlieh entfernt~ so ist die 0rdmung 
der Minimalfl~che gleich mm I - -  to. Also: 

S atz  42. Erzeugeu zwel atgebraisd~e Mini~nalcurven, deren Ordnung 
5eziiglid~ gldch m und m~ sein mSgen, eine Minimalfl~che, so l~st sich 
die Ordnung dieser I~l~iehe dutch m ' m ~ -  eo ausdriicken, tIierbei ist 
to eine positive Zald, die nut vom VerI~alten der beiden vorgdegten 
MinSnaIcurven im Unendlid~en abh&'ngt. 

Haben insbesondere unsere beiden Minimalcurven keinen gemcin- 
samen unendlich entfernten Punkt~ so ist co gleich Null, so dass die 
Ordnung der Fl~che gleich mm~ ist. 

Ist m~sere Miuimalfl~che insbesondere reell, so ist, da zwei con- 
jugirte Minimalcurven dieselbe Ordnung babe% m gleich m r Setzen 
wit voraus, dass unter den uneudlich enffern~en Punkten einer Minimal- 
curve unserer Fl~che sich keine solche finden, die zu einander eonjugir~ 
sind, so isL to gleich Null~ indem unsere Minimalcurve keinen unendlich 
entt'ernten Punkt mit der conjugirten Curve gemein hat. Also: 

Satz  43. .Erzeugt eine Minimalcurve van der Ordnung m e i n e  

*) Man kSante sich yon vorneherein denken, d~sB ein im endlichen Raume 
ge[egeuer Schnittpunkt x' y" z' zwischen tier Curve (5) und der Cylinderfl~hc 
einem Werthsystem t,~ eatspr~ehe, ffir welches eine der G riissen A, z, ~,~, Ct �9 und 
also auch e unendlich w~re. D~an ~ber best~tndea for diesen Wer*.h yon �9 die 
Rel~tionen 

et ~ 7 

und d-~s ist unmSglich, da ~z, fl, ~ cdZgemeine Consta~ten ~].ad. 
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feeble M i ~ m a l f l ~ h e ,  die jedoch ke~ne Do'~elfl~che i~t, so ist d~e Ord. 
m ~  dieser ~Tii.d~e gleich m"- - -  ~. 1)ie Zuhl o ist gleieh 2Vu12, ~ m  
die Minima~.u.rve t~ine conjugirte, um~R&h entfernte Punkte besitzt; 
dagegen gr6sser als Null ,  wenn die Curve solcl~ Pu~kte entMilt. 

23. Es fragt sich, wie man in jedem eiazolnen Palle die Zahl o, 
das heisst die Anzahl der unendlich enffernten Sehnittpunkte der 
Curve (5) mit dem Cylinder (6) bestimmL 

Um dies za beantworten, ersetzen wit die Curve (5) dutch einen 
hindarehgehenden Cylinder, des~eli Erzeugenden, wie diejenigen des 
Cylinders (6), die Richtungseosinus a, fl, 7 besitzen. Die Zahl a ist 
gleich der Anzahl derjenigen gemeiasameu Erzeugenden dieser beiden 
Cylinder, die in der unendlieh entfernteu Ebene liegen. Hierbei ist 
zu bemerkeu, dass der Cylinder (6), uachdem die Constanten a, /~, 7 
gewKhlt sind, eine hestimmte Lage besitzt~ wiihrend der neue Cylinder 
wegen der uubestimmten Parameter a,  b, c zweifach unendlich vide 
Lagen besitzen kann. Diese Lageu gehen aus einer bestimmten sotehen 
Lage dutch Anwendung aller Translationeu des Raumes hervor. Indem 
wir sowohl den festea wie den variablen Cylinder dureh ihre Schnitt- 
curven mit einer festen Ebene ersetzen~ erhaltea wir den Satz: 

Sa~z 44. .Die Zahl ~ ist gleich de," Anzahl der unendllch ent- 
fernten Schnit~pm~kte einer festen ebc~e~ Carve ,d l  eiao" variabten Curve 
dcrselbo~ Zbene, au f  die alle m~glicl~en T,'ansZatio~wJ~, welche diese Ebe~w 
invariant lassen, ausgefiihrt werden. 

Es ist leicht den letztea Satz durch eia analytisches Raisonnement 
herzuleiten. Die Gleichungen (4) geben dm-eh Elimination yon 0 

(7) ~ a ( t )  - -  . B ( t )  - -  ( 3 " -  "b) = - 13 A~( ~5 - -  "1;~ (~)], 
Z.~ (t) - - .  r (t) - -  (Z" -- ,,c) = - -  [ ' , , A ~ )  - -  ~ C,(*)], 

umt da jedes ~Verthsystem t, z, welches diese beiden Gleiehaagen be- 
friedig~, uud dabei (tea Grbsse~a A( t ) ,  lJ(t) ,  C(t), A~ (~), 13~(~), Ci(v ) 
eudliche Werthe ertheilt~ dutch Einsetzung i~ (4) zugleich der GrSsse 0 
einen endlichen Werth giebt, so ist die 0rdnung der FiChe gleich der 
Anzahl derjenigeu Werthsysteme t~ z, welche die beiden Gteichungen 
(7) erfiillen, u~d dabei keiue unter den GrSssen A ( t ) - . .  C~(v) un- 
endlieh maehen. 

Da nun die Parameter a, fl, 7 albjemelne WerHm haben sollen, 
so kSnnen wir annehmen, iadem wir mit t~ eiuen Werth you t be- 
zeiehnen, der eine der GrSssen A(t) ,  13(t), C(t) unendlieh maeht, da~ 
die Gleiehtmgen 

~/c]~ bestehen~ und ebens% indem wit mit ~. eineu Werth yon ~ be- 



358 soFaos Lm. 

zeichnen, der eine der GrSssen AI(~),  13t(~), Ct(~ ) uaendlich maeht, 
dass die Gleichungen 

nivht bestehen. 
In  Folge das'sen ist die Ordnung der Fltivhe zugleich die Anza~d 

derjenigen Werthxysteme t, z, welche die beiden Gleichungen (7)erfiillen, 
und dabei ]:vine unter den Grb'ssen 

f l A  ( t ) - - a I 3  (t), r A  ( t ) - - ~ C  (t), 

unendlich machen. 
Betrachten wir daher die beiden Curven 

x" = fl A (t) -- a B ( t )  - -  (fia - -  ab),  

y' = 7 A( t )  - -  a C(t) - -  (ya  - -  e~ c), 
und 

S" = --  [~ A,(~) - - . / ~ ' , ( . ) 2 ,  
v " =  - [ z  A , ( , )  - -  ~ C , ( ~ ) ] ,  

so ist, kSnnen wir sagen, die Ordnung der Fl~che gleich der Anzahl 
der nicht unendlich entfernten Schnittpunkte unserer beiden Curven*). 

24. Handelt es sich datum die Orclnung elner DoppelflSehe 

x = A (t) + A ( , ) ,  

y = B(t)  + J~(z), 

z = C ( t )  + c (~) 
zu bestimmen, so muss man sieh erinnern, dass die beiden Werthsysteme 

t---~a, r = b ,  

t~ - -b ,  r ~ a  

denselben Punkt unserer Fl';iche liefern. Oaher siad die Schaittpunkte 
der Pli~ehe mit den Geraden 

x - ~ - a  + ~ , o ,  

y = b + ~ o ,  
z =  c - t - 7 q  

allerdings wie im allgemeinen Fatle dutch die Gleichungen 

21 (t) + A (~) = a + a ,o, 

B(t) + 13(~) = b + ~e,  
C(t) -{- C (v) = c -[- 70  

*) Die~e beidea Curven sind, wie man sieht, Projectionen der beiden Minimal- 
curven 

x = A ( t ) - - a ,  y = B ( t ) - - b ,  z = C ( t ) - - c  
uad 

x ~ - - A K r ) ,  y = - - B d t ) ,  z = - - O d t ) .  
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bestimmt; abet man hat jetzt zu beachten, class je zwei Werth- 
systeme t, v~ welche diese Gleichuagen erftlllen und dabei keiae unter 
den GrSssen A ( t ) . . .  C(v) uaendlich machen, demselben Schaittpunkte 
zwisehen der Fliiche und clef Geraden entspreehen. Die in den frtiheren 
Entwickelungen als OrdnungszahI gefundene Zahl ist daher jetzt dutch 
2 zu dividiren. Also: 

Satz 45..~rzeugt ~ine Minimalfl6vhe der m '~ Ordnung einv D o ~ -  
fliiche, so ist die Ordnung d~ser Flgche .~ ( m " - - ~ ) ,  wo eo nach den 
friiheren Rege~n bestimmt ~,ird. 

Dieser Satz gilt flit alle Doppelfiiiche~ sowohl die reellen wie die 
imagin~iren. 

w  

Bestimrnmag tier 7,alfl co, 

25. Ich werde jetzt 2eigen, wie man die Anzahl der unendlich 
entfernten Schnittpunkte einer festen Curve mit einer variablen Curve, 
auf die successiv alIe mSglichen Translationen ausgefiihrt werden~ be- 
stimmen kann. Hierzu brauelae ich einen bekannten Satz tiber die 
Schnittpunkte zweier algebraisehen Curven*). 

,,Seien x ~ O, y ~ O, t ~--- 0 drei 9erade Linien einer Ebene, und 
sei t ~ O, x -~- 0 ein gemeinsamer Sclmitl~vu~kt zweier Cum'eu. Ich setze 

t 32 
~ ,  y - = %  y 

and sud, e fi~r jede Cu~'ve die Reihenentwid;elung you z uach den 
wad, senden Potenzen vco~ ~. Sden 

~ = A o ~  ~ + A I ~  q + . ' . +  A~.~ ~ + ' ' ' ,  
r / + 1  t + i  

~ ' = . 5 ' , , ~ ' + B , ~  " + - - . + / ) ' ~  ~ + . . .  

diese Erdwickelungen. 

.Es wird vorauzgesetzt, da~s die Exponentc~ 2_ m~d r gldeh odes" q s 
9rSsser als 1 sind, sodass die Gerade x ~ 0 kd,~c Tmujerde unsercr 
Curven ist. M a n  bildet die Differenz v - -  v', die q s verschiedene Fu~w- 
tionen yon ~ darstdlt. .Bez~ichnet man nun mit 

die Ordnung der infi,nitcsimalen Gr6sse v - . ' ,  au/ffefaz'st ah' Function 
vo~* ~, so ist die Summe 

*) Vergleiche Halphen, Bulletin de la Socidtd mathdmatique, I~73. Im J~hre 
1869 theilte Weier~tra~ m~r ~ einem Gcspr~.che den~elbea Satz mit. 
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ebe~ die Anzahl  der ira Punkte t = O, x ~ 0 vereir~iglen Schnittpunkte 
unserer beiden Curven. u 

][st insbesondere P~ "> r ~s < ~ - , z .  B- 

q 
~-, und 

Z $  (~--T') = lvs, 
so dass los die Zahl der vereinigten Schnittpunkte ist. Ist dagegen 

H = _  r 
s 

und ist dabei ~ ein Maximumswerth der Gr5sse $ ( v - - ~ ' ) ,  so ist oii%nbar 

Eqs 

ein Maximumswerth ffir die Zah[ der vereinigten Schnittpunkte. 
Hat die eine oder beide Curven mehrere derartlge Entwickelungen, 

so verbindet man jede Entwiekelung der einen Curve mit jeder Ent- 
wickelu/ag der zwekea Curve und summirt die hierdurch erhaltenen 
Zahlen. 

26. Diese bekannte Theorie werden wir jetzt auf das im Anfang 
dieses Paragraphen gestellte Problem anwenden. 

Sei t ~ 0 die unendlieh entferz~te Gerade, und sei x = O, t ~---'0 
ein gemeinsamer Punkt der festen und der beweglichen Curve. Dabei~ 
nehmea wir an~ dass unsere Curven nicht yon der Geri~den x ~ 0" 
beriihrt werdea. Sei 

die Reihenentwicklung eines Zweiges der festen Curve, und sei 
r-4-1 

(9) ~ ~ ~ ~ i - - :  

die Reihenentwickelung eines Zweiges der beweglichen Curve. Ist 
~lUll  Z. B. 

P - < ~  
s 

so ist nach dem Vorangehenden die Zahl der im Punkte t ~ 0, x ~ 0 
vereini~en Sehnittpuakte unserer Curve gleich 

Z'p s, 

wo alas Summationszeiehen sich darauf bezieht~ dass jede Entwickelung 
der einea Curve mit jeder Ent,wiekelung der zweiten Curve verbunden 
werden soll. 
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Ist dagegen 
p r ~, 

- - = 7 ,  ) q 

so muss man in jedem einzelnen Falle eine gewisse Anzahi Glieder 
der Reihenentwickelungen (8) und (9) wirklieh aufst~lleu und sodann 
die Formel 

~ ( ~ - - ~ ' )  

anwenden. Hierbei t~itt, wie wir sogleich zeigen werden, der merk- 
wiirdige Umstand ein, class man einen Maximalwerth der gesucJ~tvtt 
ZaM a priori angeben kann. Diess l ie~  darin~ dass die Gr5ssea B~ 
variable Parameter sind, indem die Entwickelung (9) eine variable 
Curve darstellt. 

Seien 2 0 ' . . .  ~ [ . . .  (tie Werthe dieser Parameter, die einer be- 
stimmten Lage unserer bewegliehen Curve entsprechen, und sei 

r + i  

o ~ e r  

' 

Y 
die entsprechende Entwickelung. Setzt man hier, iadem man mit a 
und b unbestimmte Parameter bezeichnet, start x und y beziiglich 
x + at~ y + bt,  so erh~lt man die Gleichung 

r + i  

t ~"~.lz,,t'x+at'~-T- 

welehe die allgemeine Lage unserer beweglichen Curve darstellt. In- 
dem wir diese Entwiekelung naeh den gewShnliehen Regeln auf die Form 

bringen, erkennen wir, 

.B o = Bo" , 
sind; dagegen ist 

-)-= 

d a s $  

B~ = B ( .  . . ,  B . . . . .  1 = B / - , - 1  

B , _ , ~  B;_, + T ,,~, 

so dass B~_~ und ]3/_, ,  fiir elnea~ allgemeinen Werlh vo~ a, v~'- 
schieden sind. 

Hierat~s geht horror, dass die Zahl 
2r--~ 

$ 

*) Wenn -P ~ r_ L-t, so ist 
p ~ r ,  q ~ s ,  

wo ;L nicht gleich 1 zu ~ein braucht. 
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der Maximumswerth der Ordnung der infinitesimalen GrSsse 

ist, wenn pq gleich sr i~L 

In  FoZge dessen haben die Curven (8) und (9), wenn p-. r q = s ist, 

]d;cs ( 2 r - -  s)q im .Punkte t ~ O, x ~- 0 vereinigte Sehnittpunkte, 
die yon den besprochenen .Reihenentwickelungen t~c~-ri&ren. 

27. Wit werden jetzt his auf  ~Veiteres annehmen, dass eine jede 
unserer beiden Curven nur eine Reihenentwickelang im Punkte ( t~0 ,  
x ~ 0 )  besitzt. Alsdann schneidet die u~endlieh enffernte Gerade die 
feste Curve in _~ Punkten, die im Punkte (t-~-0, x ~ 0 )  zusammenge- 
fallen sind. Ebenso sctmeidet jene Gerade die bewegliehe Curve in r 
Punkten~ die im Punkte ( t~O,  x ~ O )  zusammengefal[en sin& Da nun 

P ~ l  7 ~ 1  und 
ist, und folglieh'aueh 

rp ~ s2, rp ~ re1, 

so besteht, wenn P--and L verschieden sind, der Satz: (/ s 
Schueidet die .unendlieh e~2tfe,rnte Gerade die fede Curve in p im 

Pur&te (x ~ 0 ,  t ~ O )  zusammengefcdlenen .Punkten, and die beweglicl~e 
Curve in r solchen Punt:ten, so ist rp ein Maximumswerth de," in die- 
sent ]~unkte vereinigte,a Schnltt2unkte ,mse~re~ �9 Curven. Vorausgese&t ist 

dabei, dass 2 u~d ~- ve~-schiede~ si,2d~ ferne~ class ei.ne jede unsere~ q 
Uurven nur eine P, eihenentwickelung hn betre~'emlen t)~nkte besitzt. 

Sodann wenden wit uns zu dem Falle 

indem ~vir fortwiihrend am~ehmen, class jede Curve nut due Reihen- 
entwickekmg iLU betreffenden Punkte besitzt. _Nach dem Vm'~ngehen- 
den ist 

(2r--s)q 
ein Maximnmswerth der im Punkte (t~-O, x ~ O )  vereinigten Schnitt- 
punkte anserer Curven. l?erner ist 

- 7 . > 1 ,  
also kommt 

(r - s) -~ ~ O, 
und zugleich 

r ~" ~ (2r--s)s, 
oder indem w.~r beriicksiehtigen, dass ;: ~ P-- ist, 

q 
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r 2 ~ (2r - - s )q .  
ttiermit ist laaehgewiesen, class der obenstehende Sat~ noch besteht, wenn 

d~  .Exponenten -~ und P-- eina~der gleich sind. q 
Lass uns jetzt voraussetzen, dass die feste Curve k l~eihe~aent- 

wiekeltmgen im Punkte (x=O,  t={)) besitzt, und seien 

pt P2 px P~ 

die entsprechenden Werthe des Exponentea 8 .  wit nehmen ferner an, 

dass die bewegliche Curve j I~eihenentwiekeiungen in demsetben Punkte 
besitzt, und dass 

6t ~ ~z 0 i $i 

die entspreehenden Werthe des Expon~nten ~ sincl. Alsdann erkennt 

man, indem man je zwei solehe Reihenentwiekelungen verbindet, dass 
die Summe 

der Maximumswerth der im Punkte ( x ~ 0 ,  t ~ 0 )  vereinigten Schnitt- 
punkte unserer Curveu ist. Und da die feste Curve die unendlich ent- 
ferate Gerade in Pt -~-P: q- " " " q-2~ im Purtkte (x~-O, t--~-0) zusam- 
mengefaltenen Punkten schneider, und ebenso die bewegliehe Curve 
dieselbe Gerade in r~- ] - r  e - 4 - . - - - ~ - r  e zusammengefallenen Punkten 
schneider, so ergiebt sich ohne Beschr.2akuag der $atz: 

Sa tz  46. Schneider die unendIich entf~r,~te Geradc die feste ~nd 
die bewegliche Curve beziiglich in p u~zd in r im Put&re (x~-0, t=~0) 
zusammengefatleg'~e'n Punkten. so ist pr  ein Maximumswerth fiir die Zahl 
dec in diesem 2unkte verdrdgten Schnlttpu'nkte we~serer ~eiden Curven. 

28. Im vorangehenden Paragraphen reducirten wit die Bestim- 
mung der Ordaung einer Minimalfl~che auf die Bestimmung der unend- 
lieh entfernten Sehnittpunkte einer festen ebenen Curve mit einer be- 
weglichen Curve derselben Ebeae, auf welche alle mSgtiehe Translationen 
ausgef~ihrt werden. Und in den vorangehenden Nummern dieses Para- 
graphen zei~en wir I class die Erledigung des reducirtea Problems nur 
die Bestimmung einer gewissen Anzahl yon Gliedern in den Reihen- 
entwickelungen zweier auf der Fliiche getegener Minima]curven ver lan~.  

In sp~iteren Paragraphen werden wit vermSge dieser allgemeinen 
Theorie die Ordnung eLuer Reihe algebraischer Minimalflaehe~t be- 
stimmen. 

Flier besehr~nken wit tins darauf zwei Formeln zu entwickeln, die 



uns ntitzlieh seia werden, wenn wir sparer die sehwierige Aufgabe 
angreifen, alle reellen Minlmalfliichen yon gegebener Ordnung anzugeben. 

Auf einer vorgelegten Minimalfliiehe wiihle ieh eine Minimalcurve 
jeder Schaar. leh nehme an, dass diese beiden Curven z u s a m ~ n e n  die 
unendlich entfernte Ebene. in g yon einander verschiedenen Punkten 
schneidea. Unter diesen 9 Punkten, die P I , P . 2 ,  . . . ,  Pg: heissen mSgen, 
gehgren im Allgemeinen einige nur der einen Curve, einige nur der 
zweiten Curve ar~, und endlieh kSnnen einige gleichzeitig beide~ Curven 
angehSren. 

Im Punkte _;01 mSge die erste Curve die unendlich entfernte Ebene 
in 1ol vereinigteu Punkten treffen, im Punkte /~z in p~ vereinigten 
Punkten, u. s. w., und endlich in dem letzten Punkte xP~ iu 1)~ ver- 
einigten Pankten. Dabei kSnnea unter den "ZahIen/91, p._,, . . . p~ einige 
gleich Null sein. Jedenfalls ist die Zahl 

/)1 

die Ordnungszahl der Curve. 
Dementspreehend mSge die Minimalcurve der zweiten Schaar die 

unendlich entfernte Ebene tiberhaupt im Punkte xP~ in =~ vereinigten 
Punkten ~reffen. Alsdann ist die Zahl 

die Ordnungszahl der zweiten Curve. 
Nehmen wit nun an, dass unsere Fl'~che keine Doppelflfiche ist, 

(was wit fibrigens schon impticite vorausgesetzt habea, indem wir yon 
# w e i  Sehaaren yon Minimalcurven sprachen), so lehren unsere frtiheren 
Entwiekelungen, class die Zahl 

ein -~[inimumswerth der Ordnung unserer Fl~iche ist. 
Ist die Fl';iche eine Doppelfl~ehe, so ist p~ ~---z,, und also ist 

eia .~iiaimumswerth fiir die Ordnung der betreffenden Fl':iche. 
Ist unsere Fl~che r e e l l  uud dabei keine Doppelfl~iche, so sind die 

Minimalcurven der beiden Sehaaren conjugirt, und daher yon der- 
selben Ordnung, so class 

is~. Also ist 

ein Minimumswerth Fdr die Ordnung der F1Kche. 
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Minimalcurven, deren Developpable den Kugelkreis als einfachen 
Kogel~hnitt enthalten. 

Es ist mSglich eine vollst~ndige Theorie solcher Minimalcurven zu 
entwickeln, deren Developpable den Kugel~'eis als einfavhen Kegel- 
sehnitt enthaltem Hierauf begriinden wir in eiaem sp-~teren Para- 
graphen (~ 10.) u. A. eine Bestimmung und Discussion aller ree//en 
MinimalflRchen, deren Classenzahl eine beliebig vorgelegte Primzah! ist. 

29. Wie wit in Nummer 10. sahen, bestimmen die W e i e r s t r a s s ' -  
schen Formeln 

x ~ ( l - - s ? ) F " ( s )  --[- 2 s F ' ( s )  - -  2F(s) ,  
(1) y -~ i ( l  + s ~ ) F " ( s )  ~ 2 i s F ' ( s )  + 2 i F ( s ) ,  

z -~- 2 s F" ( s )  - -  2 F ' ( s ) ,  

in denen/7' eine arbitr'~re algebraische Function yon s bezeichnet, eine 
jede algebraische Minimalcurve. Aus den entsprecheaden Differential- 
gleichungen 

d x =  (1--s2)F:',.(s), 
gy  = i(t  +s~-)F"(s) ,  

folg~ 
dx  : d y  : dz  = ( l - -F- )  : i ( l + s  2) : 2s,  

so dass die beiden Verh'~ltaisse 
dx dy 
-dz ~ dz 

raticma~e Functionen yon s sin& Andererseits ist 
dx dy 

s~-- - - -  dz - -  i -dY  

Hieraus fliesst einerseits~ class zu einem gegebenen Werthe des Para- 
meters s e i n e  bestimmte Richtung der Tangente der Minimalcurve ge- 
hSrt, andererseits dass einer gegebenen Tangontenrichtung ein ganz 
bestimmter Werth yon s entspricht. Erinnern wir daher, class die 
Tangenten einer Minimalcurve s':~inmtllch den Kagelkreis treffen, so 
kSnnen wir sagen : 

1)ie ver~hiede'twn We'rthe dzs t)arametvrs s sirul den 2Punkten des 
Kugelkreises r zugeordnet. Giebt ~ a n  in dzn _Formeln (1) tier 
Grease s dnvn 9ewissen l~rerth so, so erM~lt ~nan denjenlgen Punkt oder 
dieje~dgen xPunhte der betreffe~den 211i~iraal~rve, dere~ Tangenten den 
Kugellcreis in dem zu so gel~'igen :P.ani:te treffen. 

Lass uns je4zt voraussetzen, dass/7'@) eine rationale Function yon 
s ist~ alsdann sind auch x, y, z rationale Functionen yon s. In diesem 



Fal[e hat daher onsere Minimaleurve nur eine Tangente, die den Kugel- 
kreis in einem vorgeleg~cen Punkte schneider. Der Kugelkreis ist daher 
eia einfacher Kegelschnitt auf der betreffenden Developpablea. Also. 

Sa t z  47. Ist F(s) eine r a t i o n a l e  Funckion yon s, so bestimmen 
die Formeln (1) eine Minimalcurve, dere'a JDeveloppable den JKugell~reis 
als e i n f a c h e n Kegelschnitt entldilt. 

Ist andererseits der Kugelkreis ein einfacher Kegelschnitt auf der 
Developpablen einer algebraischen Minimaleurve, so sind x,  y, z rationale 
Funetionen yon s, und da wegen der Formeln (l) 

-F(s) --~ - -  �88 {(1--s~-)'x ~- i(1 +s*-) y ~- 2 s z }  
ist, so folgt, dass auch ~(s) eine rationale Function yon s ist. Also: 

Satz  48. Man erhiilt eine j e d e  algebraische Minimalcurve, deren 
]_)evelo2pable den ~Kugelkreis als einfachen l~egelsel, nitt entMilt, indem 
man in den -Formeln (1) -~(s) e/he r a t i o n a l e  .Function yon s sein liisst 

Um die za einer beliebig vorgelegten rationalen ~'unction 1~' ge- 
hSrige Minimalcurve zu discutircn~ denken wir uns ~(s) zun~chst ir~ 
eine gauze Function H(s) und in Ausdriicke der Form 

A 
(s - a)" 

zerlegt. Ist nun H~)  yon der dritten oder noch hSheren Ordnung, 
so werden die durch die Formeln (1) bestimmten Ausdrtieke der GrSssen 
x, y, z unendlich, wenn man s ~ oo setzt. In diesem Falle glebt 
daher der Parameterwerth s = oo e inen  unendlieh entfernten Punkt 
auf unserer Curve. Und da das Eintreten dieses Umstandes sich immer 
dadurch vermeiden ]Ssst, dass man auf die Minimalcurve eine gewisse 
(reelle) Bewegung ausfiihrt (welche keine Translation ist), so kSnnen 
wir uns auf den Fall, dass H(s) yon der nullten, ersten oder zweiten 
Ordnung ist, besehr'~i~aken. 

Bestimmt man auf der anderen Seite die beiden Minimaleurven, 
die zu zwei rationalen Functionen z~'(s) und _F~(s) gehSren, deren 
Differenz eine gauze Function yon der zweiten Ordnung ist, so erkennt 
man, dass die eine dieser Minimalcurven dutch eine gewisse Trans- 
tationsbewegung in die andere Minimalcurve iibergehen kann. Hieraus 
ergiebt sieh der Satz: 

Sa t z  49. Eine jede .Minimalcurve, die der Hy~o~hese M ~  1 ent- 
sp~ieht, tzann in der Weise erhalten werde~,, dass man in den teormeln (1) 
statt F(s)  eine gewi&se rationale Function von s setzt, deren Nenner 
yon h6herer Ordnung als der Z~ilder ist, und dass man darnach eine 
qewisse Bewegung a.uf die erhaltene Curve ausfiihrt. 

30. Wit kSnnen daher voranssetzeu, class F(s)  die Form 

~ s A (~) A(k} } 
- - - " ~  + "'~ - '  + " " " + (~ - a~) 

k = ,  ( (s - -  a~) (~ - -  a~) 
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oder die "~quivalente Form 

(2) F ( s )  . . . . . .  

besitzk Man finder 
(.~ ~ 6t~r j 

(s - a ~ . ) J +  ~ ' 

J ( j+  ,) #> 

Dutch Einse tzang  in (1) erhalten x ,  y ,  z die Form 

hm, +n~+.. .+ mq T 2q --1 

~ - -  at) ' ' '  + ~, (s-- a~) ~+"~ �9 �9 , (s-- %)~q+~ 

wo der Index die Ordaung des ZKhlers a n ~ e b k  Insbesondere ist 

( s - -a , , ) :+ ~- , ,,,,+~ ,,,q+~ ~s--a,) . . -  ( s - - % )  

Wir  werden zeigen,  dass der ZKhler 

];~,,,+ u,~+...+~,q+'2q-". 

sieh nieht mit  einigen der Factoren des Nenners verkfirzen l~s t .  La~s 
uns ia  der Tha t  voraussetzen, class eine Verkiirzung" z. :B. mit s -  a~ 
mSglich w~re, sodass z die Form 

kin,+ ...-l-~,q+'~q--3 
Z ( 8 -  a i )  ra ' 'P  1 ( z - -  a ~  zt'~'{-2 - �9 �9 ( $ - - a q )  m'~ +2 

bes~isse. Alsdann besffmde eine ~elation der Form 

2 m i -!m~ +?)_s -__a~ __ k,~,, +.. .  + ,,,q +._> q _ mq+~ 
(s--at)  r/''~'' - -  (s--aj) '~'''rl ( s - - a j  r~+~'.. - (S--aq) 

- 2.1 Z ,  j = t  (S--al)J+2 ~='~ j : l  

wo die OrSsse s - -  a t in dem Nenner  links in der Potenz (s - -  al) '',+'~ 
auftr4tt,  w~hrend sie in den Nennern reehts nur  in niedrigeren Po- 
tenzen vork~ime. Und  da der Z~hler links sich nicht mit s -- a~ ver- 
kiirzen l~sst, so ist unsere friihere Annahme unmSglich. Folglieh ist 

der Nenner  yon  z yon der Ordnung 

m~ + m~ + - �9 - + mq + 2 q ,  

vr der Z[ihler yon z eine n'iedrigere Ordmmg besitzt. Und da 
~ac]a dem Vorangehender~ aueh nicht die Nenner und Z'2hler der 
GrSssen x und y yon hSherer Ordnung als der Nenner yon ~ sind, 



er~ebt sich, dass die Ordnung uaserer Curve gleich 27m~ + 2q ist. 
Ferner ist Mar, dass nut die Parameterwerthe s ~ az- unendlieh ea~- 
refute Punkte unserer Curve liefern. Die unendlich entfernte Ebene 
~chneidet unsere Curve in q versehiedenen Punkten, die siimmtlich auf 
dem Kugelkreise gelegen sin& In jedem Punkte s ~-- a~ fallen m~ -[- 2 
Schni~tpunk~e zwischen der Curve und der unendlich entfernten Ebene 
zusammen. In jedem solcheu Schnittpunkte ist, wie ich beilhufig be- 
merke, die tmendlich eaffernte Ebene Oseulationsebene der Curve. Also: 

Sara  50. Hat F(s) die Form (2), so ist die Ordnung der ent- 
s2recttenden Minimalcurve fleich 

Sie trifft die u~endlieh entfernte Ebene in q versddedenen _Pu~l~tc~ (die 
sgmmtlieh auf dem Kugelkreise liegen) und zwar lieqen im erste~ Punkte 
n h + 2 Schnittpunkte der Curve und de, Ebene verdnigt, im zweiten 
liegen m 2 + 2 Sehnitt2unkte vereinigt u. s. w. 

31. Jetzt werden wir den Rang anserer Minimalcurve besfimmen. 
Die Gleichungen 

dx 
x ' ~  x + ~ -dT' 

dy 
Y ' = Y  + ~ -3s' 

dz 

in denea x, y, z Coordinaten eines Punktes der Minimaleurve sind, 
wiihrend ~ einen variablen Parameter darstellt, bestimmen siimmtliche 
Pankte x', y', z', die auf einer Tangente der Curve gelegen sin& Fasst 
man sowohl s wie e als variable Parameter auf, so bestimmen unsere 
Gleichungen alle Punkte, die auf der Developpablen der Minimalcurve 
gelegen sind~ Die Sehnittpunkte der Developpablen mi~ der @eraden 

(3) ~ Ax" + L'y" + C = O, 
( Lx" + Mz'-+ N = O  

sind daher bestimmt durch die Gleichungen 

{ A x +  By  + C + , ( A  dZ dy -a-s- + B -dT)= O, 

(4) L x  + Mz + N + e ( L d~ cl~ ~ 7 + M-rig-) ~ O, 

aus denea folg~ 

(5) ( A x + B y + C )  ( L  a~.d'~ + M ~-,)dz 

- - ( L x + M z + N ) ( A  dx dy 

Wir setzen voraus, dass die Constanten A, B,  6', L,  M, N allge- 
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meine Werthe haben. Alsdann ist der Rang der Curve, oder was auf 
dasselbe hinauskommt, die 0rdnung der Developpahlen gleieh der An- 
zahl tier Schnittpunkte zwischen der Developpablen and der Geraden (3). 

Da die Gerade eine allgemeine Lage hat, kSnnea wir annehmen, 
dass sie nieht mit einer Tangente der Curve parallel ist, woraus hervor- 
geht, dass die Gleiehungen 

dx ~ d~ dz 

~ r  unter der Voraussetzung gleichzeitSg bestehen kbnnen~ dass gleieh- 
zeitig 

d~ dy d~ 
-dT = 0 ~  -aT ~ 0 ~  - - d ~ O ,  

das heisst~ dass gleiehzeitig 
E'"(s) = o 

isk 
Ist nun x', y', z" ein (ira endliehen Raume gelegener) Sehnittpunkt, 

so geht dureh denselben eitle bestimmte Tangente, deren Bertihrungs- 
punkt x ,  y, z einem bestimmtea Werthe s o yon s entsprieht. -Und da 
fiir diesen Berfihrungspunkt die GrSssen 

dx dy dz 
ds ~ ds ' ds 

yon Null versehieden sind, indem sonst die Gerade (3) eine partieul;ire 
Lage hKtte, so geben die Gfeiehm~gen (4) einen endliehen Werth der 
GrSsse e. Ebenso ist klar, dass s o yon cr verschieden ist, indem sonst 
die Gerade (3) eine speeielle Lage hStte. Hieraas ergiebt sich, class 
jede~- Schnitt~unkt der D~elol~ablen mit der Ge~'aden (3) alhjemeinc~r 
Lage ein end l i ches  Werthsystem s, �9 liefert, wehlws die Glciehungc~ 
(4) befriedigt. 

Lass uns andererseits voraussetzen, dass die Gleichungen (4) and 
also zugleich die Gleichung (5) dutch ein endliches Werthsystem ~, s 
befriedigt werden. Alsdann sind die eatspreehendea Werthe yon xj y~ z, 

dx dy dz endlieh,*) und also ]iefern die Coordinateawerthe 
ds ~ ds ' ds 

dx dy dz 

einen im endliehea Raume gelegeaen Sehnittpaakt zwisehea der Develop- 
pablen und der Geraden. 

Es fragt sich~ 6b jeder endliehe Werth yon s, der die Gleiehung 
(5) befriedigt, zugleich einen eadlichen Werth yon ~ iiefert. 

Der betreffende Werth yon z ist endlieh~ ausgenommen, wenn die 
beiden Gleiehuagen 

�9 ) Dies beruhL dar~uf, dass keine uater deu GrSssen as, a~,. ~., a~ ffir all- 
gemeine Werthe der Gr/Jssen A, B, C, L, M, N die Gleiehung (5) befriedigt, 
wie ia der n-Xchstea Nummer n~chgew~esen wird. 

~&them$.ti~ehe J~le~. XIV. 24 
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dx dy ~ 0,  A ~ + B --d- [ 

dx dz 
L -dT + M - d s  -~  O 

bestehen, das heisst nach dem Vorangehenden, wenn 
F'"(s )  = o 

ist. Unter den USsungen der Gleichung (5) m~issen also diejenigen 
als uneigentlich aasgeschlossen werden, welche zugieich / a" ' ( s )~  O 
ergeben. Also: 

Satz 51. Der Bang  unserer Minimalcurve ist 9leich der Zahl  der 
verschiedenen Werthe yon s,  wdche die Gleichung (5) befriedigen, and 
weldw nicht gleichzeitig F"" (s) ~ 0 erfiillen. 

32. Die Gleichung (5) kann aach fo]gendermassen geschrieben 
worden 
(6) A M ( x d z - - z d x )  "4- B Z ( y d x - - x d y )  + B M ( y d z - - z d y )  

+ ( C L - - A N ) d x  + C M  dz  - -  B 2 g  dy ~ O. 
Nun ist 

x d z  - -  z d x  =- (2s~ + 2)JF' F ''' - -  4s  F l~'",  

y d x - - x d y ~  - -  4 i s F ' F ' "  + 4 i F ~ " ' ,  

y d z  - -  z d y  ~ ( - - 2 s ~ - + 2 ) i F ' F  "' + 4 i s F F " ' ,  

d x  ~ (1 --s'~)JF ''', dy ~ i ( l + s 2 ) . F  ' ' ,  d z  ~ 2 s F " ' .  

Daher ist 1;'"' ein Factor der linken Seite der Gleichung (6), und nach 
dem letzten Satze kann dieser Factor weggelassen werden. 

Es ist (Nr. 30.) 
#1  

(s_ak}J+L 

, i ( j+ 1 ) .4~*) 

Also nimmt die Gleichung (6) nach der Weglassung des Factors F"" 
die Form an: 

(s_%)l+~ +4- 4 i  - - ~ = -  
�9 (~--a~)~ J 

(s_a~)r ~ + 4 i s  z . ~  (s--a~) ) 

d: (CL- -A2~r ) (1  --F-)  + C M .  2s  - BNi(1 + s  ~) ---- O. 
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Durch Zusammenziehung erh~lt die linke Seite folgende Gestalt: 

( s -  ~O '+~ (~- o+ ~-+ ~-.. i s -  %),,qTr-, 

wo der Zghler eine ganze Function yon der Ordnung Em~ -% q-4- 2 
ist. Und da der Z~.hler fCir allgemeine Werthe der Gri~ssen A,  B, L, M 
sich nicht mit s - -  a 1, s --  a ~ . . .  oder s -:- a~ verkiirzen l'~st, indem 
die GrSssen 

s ~-% 1, s und - - s  2-% 1 

nicht gleiehzeitig mit eiaer GrSsse s - -  a~. dividirbar sind, so hat  die 
Gleicl~ung (7) 22m~ -% q -% 2 Wurzeln .  Unter diesen Wnrzeln finder 
sich eo ipso keine GrSsse a~, a 2 . . .  a~. Also ergiebt sieh der Satz: 

S a t z  52. 1)er l~ang u ~ e r e r  M i n i m a ~ r v ~  h't g ~ l ~  

m 1 -% m~_ + �9  �9 -% ,~q + q + 2 .  

[Bei dem Beweise dieses Satzes haben wir vorausgesetzt, dass die 
Gleichung 

keine gleichen Wurzeln besitzt. Ich werde andeuten, wie man dies be- 
weist. Die gleiehen Wurzeln, die mSglicherweise existiren, befriedigen 
zugleich die durch Differentiation hervorgehende Gleichung 

( A x - % B y + C ; ( L  x x  ' ~ 'd~z\  '~ ' M z  ' N ' [ A d ~ X + ~  "d~y~ O, 

woraus: 
dx  -4-.~I dz d x  dy 

L di- -d~ a -d7 + B-d-s- 
d~x - d~z ~ "  d~x dO--y " 

L ~ + ~ --d~- A d-~ + B ds z 

Diese Gteiehung erh~lt dutch Ausraultiplieiren die Form: 

woraus durch eine geome~rische Ueberlegung hervorgeht, dass die 
Gerade (3) jedesmal die Developpable der Minimalcurve berahrt, wenn 
die Gleichung (5) eine mehrfache Wurzei besitzt. Und da dies dutch 
die ailgemeine Lage der  Geraden (3) ausgeschlossen ist, folgt~ dass 
gleiche Wurzeln nicht auftreten kSnnenJ. 

33. [Es ist sehr leicht die Classe einer Minimalcurve, die der 
Hypothese M ~ l entspricht, zu bestimmen. Diess soil jetzt gezeigt 
werden, obg|eich diese Bestimmung fiir das Folgende nnwesentlich ist. 

Die Gleichrmg der Oscalationsebene 

(x" - -  x') ~dz d~y - -  d y  d-z) -% :~f - - y )  (dx d~ - d z  ~:x) 

-% (z" - -  z) (dy d~ x - - d x  a~y) ~ 0 
24 ~ 
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nimmt durch Aasfiihrung und Weglassung des unwesentlichen Facfi)rs 
F ' '~  die Form an: 

(t-s~-)x" -~i(1 + ~ ) ? / +  2sz"-----4 F(s) 
wo x', y', z' (lie Coordinaten eines laufenden P~nktes der Oseu]ations- 
ebene sind. Und da 

F(s) = k= l j=~ (s-a~) ~ 

ist, so fblgt, dass die Osculationsebenen, die durch einen belieb~g vorge- 
legten Puakt gehen, durch eine Gleichung yon der (mt -[-...-~-m,~--~ 2)'0, 
0rdnung bestimmt sind. HJeraus folgt: 

S a tz  53. Die Classe u~serer l]linimalcurve ist gleieh 

% + . , .  + m~, + 2 ,  

Bezeichne ich die Ordnung, die Classe und den Rang unserer 
Minimalcurve beziiglich mit O, C und /~, so ist also: 

O ~ m~ + , , �9 4 -  ~nq - ~  2 q ,  

C =  .q  + . .  �9 + mq + 2, 

= m~ + - - �9 J r  m, ,  - } -  q -.4- 2 .  

llieraus ergiebt sieh die ts 

0 + C - - 2 R + 9 ~ 0 ,  

die fiir jede Mi~imaleurve be~teht, deren Developpable den Kugelkreis 
als ein[achen l~cge~sehnitt enlMilL Merkwfirdig ist dabei, wie ich bei- 
15ufig bemerke, dass diese Relation bei elner :Transformation durclt 
reci2ro];e t~adien unge~indert bleibt. 

Hier mSge aueh die Bemerkung ihren Platz finden, dass die im 
endlichen Raume gelegeaen Spitzen und Inflexionstangenten eiaer jeden 
Minimaleurve bezfiglieh dutch die Gleichungen 

F"(s) = 0 und F'(s)  = 
bestimmt werden. 1st jedoch M ~ 1, so h~.t die Curve keine Inflexions- 
tangenten, deren BeriihrL!ngspunkt im endlichen Raume gelegen ist. 

Die in diesem Paragraphen gegebene Bestimmung der 0rdnung, der 
Classc und des Ranges einer MinimaIcurve, die der Hypothese M ~  I 
entspricht~ land ieh ursprtingllch durch einfache synthetisehe Be- 
trachtungen, iadem ich n~imlich den .Einflu~s eines jeden unendlich ent- 
fernten Pur~kles, der nur von der zugehSrigen geiheaentwickelung ab- 
h/i~gt~ bestimmte Eine iihntiche Discussion giebt (tie Bestimmu~g der 
genannten eharakteristischen Zahlen einer ganz beliebigen Minimal- 

") Die Clause einer Minimalcurve ist immer gleich tier Mult~plicit~t der un- 
endLich eatferaten Ebene ais 0~culationsebene plu~ tier zweif~chen Multiplieit~t 
des Kugelkreiaes ~uf die betreffeaden DeveloppabIem 
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w  

Bestimmung aller sich selbst conjugirter Miuimaleurven, clio dot 
Annahme M ~ - 1  entsprechen. 

Ich werde zeigen, dass es mSglich ist, al}e sich selbst conjugirten 
Minimalcurven, die der Annahme M-~- 1 entsprechen, zu bestimmen. 
Hieraus ergiebt sieh sodann im n~chsten Pal~graphen unmi t tdbar  die 
Bestimmung aller reellen Minimalfl~ichen, derea Classenzahl eine beliebig 
vorgelegte Primzahl ist. 

34. Setzt man in den W e i e r s t r a s s ' s c h e a  For,neln einer Mini- 
matcurve 

x = ( l - - s~ - )F  " + 2 s F '  - -  2 F ,  

y - - ~ i ( l + s ~ ) F  '' - 2 i s F "  + 2 i F ,  

z ~-- 2sF '"  - 2 F '  

und den entsprechendea Differentialgleichangen 
dx  ~ ( 1 - - s ~ ) F  ''', dy  ~ i ( l - ~ - ~ ) F  ''', dz ~ 2 s ~  .... 

einmal 
(1) s -~- ~" (cos ~ --1- i sin r 
ein anderma] 

I (cos i sin 

so erh-~lt man bekanntlich auf der Curve zwei Punkte, deren Tangea- 
ten conjuglrte Riehtungen haben. 

Ich werde annehmen, (lass die Hypothese F ~  q)(s) eine sieh 
setbst conjugirte Minimalcarve, und ebenso dass die Annahme F ~ - ~ ( s )  
eine andere sich selbst eonjugirte Curve giebt. Bezeichne ich dann 
mit ), eine beliebige reelle Constante, so ist vermSge der vorangehenden 
Bemerkung leicht zu erkennen, dass auch die Annahme F ~  �9 Jr- 2~ 
eiue sich selbst conjugirte Curve liefert. 

I~sbesondere giebt die Function q ) -  �9 ei~e sid~ selbst conjugirte 

C~T~e. 
Hiermit verbinden wit die folgende Bemerkung. 
Naeh dem Vorangeheuden wird jede sich selbst conjugirte Minimal- 

curve, die tier Annahme M--~ 1 entspricht, erhalten, wenn als if(s) 
eine gewisse Function der Form 

A~Z-) 
(~_~,~)i 4-  L s  ~- 4- M s  4-  N 

gew&hlt wird. Nun aber wissen wir einerseits, da~s die unendIieh ent- 
fernten 2unkte einer sich setbst conjugirten Curve paarweise conjugirt 
sind, andererseits, dass die unendlich enti~rnten Punkte unserer Curve 

-auf  dem Kugetkreise i~ den Puukten s = a~ tiegen, tt:ieraus fo~fl~ 
dass die _Punkte s ~ a~ 2aarwe@e cortjugirt s.ind. 
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Seien iiberhaupt s ~--ak mad s = a~ zwei conju~r~e Punkte des 

Kugelkreises und seien 

a t ,  a .2 ,  . . . ,  ag~ ( t l ,  ~z~, . . .  ~:g 

die unendlich entfernten Punkte unserer Curve. Die zugehSrige Function 
_F o besitzt dana also die Form: 

F o ( s ) ~ - - ~  )~= t t J---'k-'-- "{ - ~ + Ls~ + J I s ' - ' ~  N '  s - %)J (s-- %) 

wo (s--ak) und (s--  az ) in gleich hohen Potenzen auftreten. 
35. Nach diesen Vorbereitungen betrachte ich die Minimaleurv% 

die zuder  Function 

k~  g ~ k  A Ik) 
F, (s) ~ ~ : 

~.=I .i=l (s--%) ~ 

gehSrt, und zugleieh die eonjugirte Minimaleurve, deren eharakteristisehe 
Function _N._,(s) die Form 

k----:I "~ ," 

-= := j  {~ %): 

besitzL 8etze ich dann 

F, + s  

so ist die zu F.. a gehSrige blinimaleurve sieh selbs~ eonjugirt. Anderer- 
seits ist aaeh die zu fi;,, gehiSrige Minimaleurve sieh selbst eonjugirt. 
Also i,t aueh die zu fro - -  Fa geh~Srige Minima]carve sich selbst con- 
jugirt. Nun aber besitzt F o --  /~'~ die Form 

*;~ . . . .  ~ /~(~, _ el: .) 
F. - F~=/ 2..'- -'- + ~ L - P ) ~  ~- + (~ -Q)a+  (.~'-['), 

und da die Punkte des Kugelkreises, die den Parameterwerthen 
a~, a . : , . . . ,  "u entspreehen, nieht paarweise eonjugirt sind, ergiebt 
sich, da.~s die Ziitder der GrSssen (s--a~)~ siimmtlich verschwinden: 

J J - 

In b'olge dcsseu reducirt sieh (lie zu F o -  F a gehSrige, sich selbst 
conjugirte Minimalcurve auf den Pu~kt 

xo ~ 2 (L- -_P)  - -  2 ( N - - . R ) ,  

Vo = 2 i (L  - 2 )  + 2 i i N - - ~ ) ,  
Zo = - -  2(M--Q), 

der reetl seia muss. Die GrSssen L~ .M, N sind also dutch die GrSssen 
2 ,  Q, ~ bis auf drei arbitriire reetle Constanteu xo, Yo, zo bestimmt. 
Dass diese drei Constanten arbitriir sind, lieg% darin, dass eme sich 
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selbst eonjug6rte Curve dureh eine jede ree//e Translation sieh selbst 
eonju~rt  bleibt. 

Setzt man diese axbitr~ren reellen Constaaten xo, y~, zo, wie man 
ohne wesenfliche Besehr'~nkung thun kann, s-~mmtlich gleieh Null, 
so kommt 

Das Obenstehende fassen wir folgendermassen zusammen. 
S a t z  54. M a n  finder vine jede sich selbst eonjugirte Minbnalcurve, 

die der Annahme M = I entspridd~ folgen&~ma~sen. A , (  dem K:ugel. 
l;reise w~itdt man vine beliebige Anzahl  yon .Punkten at ,  a: . . . .  ~ au, 
unter denen "~.eine zwei conjugirt stud, und bildet dann,  indon man 
mit mr, m~ . . . .  , m,j beliebige positive ganze Zahlen,  mit Aj. ~) arbitriire 
Cvnstanten bezeich~vet , dc~ Ausclruck : 

k = g  1 2 ,  k At~l 

s = l  (s - -a  k,5`- " 

M a n  ~estimmt die zugeldrige Minimalcurve~ ferner die eonjz,g~rte 
Minimalcurve und endlich die zu der Ietzten Curve geh6rige charal~- 
ristische Function 

,~ = g j = ink. j~Jk) 
%~. =  = ( " - ~ - /  + Ps" + Qs + B. 

Alsdann ist die der ~'unction eP 1 -[- e# 2 entsyree.hende M:inimalourve ira- 
me t  ~ich selbst eonjugirt. 

Die Besfimm~mg der Consranten .B (*) _P, Q und t~ verlangt die j 

AuflSsung eines Systems linearer Gleichungen~ und kann daher in jedem 
einzdnen Ealle ausgefM, rt werden. 

36. Unsere friiheren Formeln far die Ordnung, die Clause and 
den Rang einer Minimalcurve, die der Annahme .M ~--I entspricht, 
geben fiir die sich selbst conjugirten Curven die fOlgenden Re|ationen: 

0 ~ 2 (m I -q- �9 �9 �9 -27 re.j) + 4g, 

t~-~- 2(m~ + �9 �9 �9 + m~) + 2g + 2, 

C ~-  2(ml + . . "  + m,~) + 2, 

sodass die Ord~m~g, die Classe trod der Rang in diesem Falle s'~mmt- 
lich gerade Zahlen sin&*) 

Wfinscht man nun z. B. alle Minimalcurven der hetreffenden Art~ 
deren Rang gleich ether beliebigen geraden Zahl 2co ist, zu finden, 
so muss man zun~ehst die Gleichung 

m l + m : + . . . + m u + g +  t ~ a ~  

�9 ) Es ist fibrigens leicht zu erkennen, da~s diese Zahlen fftr eine fide ~ich 
seller eonju~rte ]~nimaleu~e ger~l.e siad. 



376 SoPH,s L,~. 

auf al[e mSglichen Weisen in ganzenTo~itiven Zahlen auf]Ssen. Sodann 
verf~hrt man nach den Regeln des letzten Satzes. Also: 

Satz 55. Es ist immer m6glich, alle sich selbst conjugirten Minimal- 
curven yon gegebenem l~,ange, die der Annahme .3~ ~ 1 entsl~rechen~ zu 
be~'timmen. 

w 10. 

Bestimmung aller reellen Minimalfi~chen, deren Classonzahl eine 
beliebige vorgelegte Primzahl ist. 

Die vorangehenden Entwickelungen erlauben alle reellen Minimal- 
flachen, deren Classenzahl eine beliebige vorgelegte Primzahl  ~ ist, 
zu flnden. 

37. Die Classe einer reellen Minimalfl~che, die keine Doppelfl'~che 
ist (w 5.), wird gegeben dutch die Formel 

wShrend die Classe eiaer Doppelflitche (w 5.) gleich 
2 ~ ( ~ - - M )  

ist. Da nun die Primzahl ~, die grSsser als 2 sein muss, eine un- 
gecade Zahl ist, so muss die Flitche eine Doppelfl':iche seim Also: 

S a t z 56. Eine jede reelle .TIlinimal[tiiche, dere~a Classe eine unyerade 
Za]d ist, muss ei~e Do~2el[ldche sein. Dies ist insbesondere der Fall 
bei jeder reellen Minimalfiiiche, deren ~asse  r ~r imzahl  ist. 

Es handelt sieh also darum, die Gleichung 

M ( ~  - M )  = 

in allgemeinster Weise zu befriedigen, derart, dass die beLreffende 
Minimalcurve sich selbst conjugirt ist. D a g  eine Primzahl ist, und 

- -  2]/ nach einem frtiheren Satze nicht gleich 1 sein kann, folgt 

M-----l,  / ~ - - M ~  
und 

/ 2 = = + 1 ,  

wo ~ + 1 offenbar eine gerade Zahl ist. Andererseits fanden wir in 
dem vorangehenden Paragraphen die Formel 

2~ =- 2(m I + �9 �9 �9 + m~) + 2g + 2. 
Also kommt 

2 m , + . . . + m ~ + g + l ,  

welehe Gleichung man in allgemeinster Weise befriedigen muss. 
Jedem Systeme ganzzahliger LSsungen dieser Gleiehung entspricht 

linch dem vorangehenden Paragraphen eine sich seIbst eonjugirte 
Minimalcurve, die 

g + m ~ + . . . + m ~ - -  n - ~  ~ - l  
2 2 
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arhitF,~re Constanten*) enth,ilt. Die zugehSrige reelle Minimalfl-2ehe 
jst yon der ~te, Classe. Und in dieser Weise werden alle derartige 
Flaehen bestit~mt. Also: 

8 a t z  57. Um al le  redlen Minimalfliichen zu fi~zde~ L dere~ Classe 
gleich einer gewissen Primzahl ~r ist, sucld man nach dvn ?Regeln des 
vorangel~e~zden _Paragraphen alle sich sclbst co~fitgirtez~ .Lrinimalcurven, 
deren l~an 9 gleich ~ + ] i s t ,  und welche dabei der Annahme M ~ 1 
entst~'echen. Die zugel, Srigen Minimalfldche~z sind yon tier z "~ Classe. 

38. Als Beispiel werden wir zeigen, wie man alle reellen Minimal- 
fl'-~chen tier dreizehnten "Ciasse hestimmen kann. 

Man soll die Gleiehuag 

. : ,  _ 

oder die ~l-luivate~te Gleichung 

6 ~ m I + m ,  q -  �9 �9 �9 § ~ * g - + , J  

in allgemeinster Weise durch ganze Zahlen befriedigen. Die folgeadert 
MSgliehkeiten kSnnea eintreten : 

1) g = l ,  m ~ = 5 ,  
2) g -~-2 ,  m l ~ - 3  , ~ n . ~  I,  

3) g~---2, ~ n 1 ~ 2  , ~ . : ~ 2 ,  
4) g---~3, ~ n l ~ l  , m ~ = l ,  nzz~--1. 

Es giebt daher vier verschiedene Arten reeller Minimalfi':Lchen der 
dreizehnten Classe. Die Flachea der ersten Art werden erhalten, wem~ 
man setzt 

A:, 2t, A~ 

q- ( s - . )  ~ + I s - . ) '  + " "  + -~-~-~,-; 

die Const anten A~, A ~ , . . . ,  As uad a sind arbitr'2r, dagegen sind 
1~, 1~.,. , . . . ,  IB~ und a eindeutig bestimmt, wenn die ~eehs erstea 
Constanten gew~ihlt sind. Man finder die 23~ u n d ,  nach den fr[iheren 

Regela. 
2) Die Minim~lflaehen de~ zweitea Art werden erhalten, wean 

man zetzt 

*) Diese arbitr~ren Constanten sind complexe GrS~en und sin& daher der 
doppelten An2ahl reeller Constan~n ~qulvalent. Durch eine 2weckm~sige reel|e 
Rotation tier MinimMcurve lles~en sich ~oeh drel reelle Con~t~mten eutfemcn, 
endlich k6nnte eine vierte reelle Constante durch eine reelle Aehnlichkeit~trans- 
form~tian weggeschafft werdea. 
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Y(s) ---- a ,  ~ ,  A, + B, 
(s--a~) ~ + (s--a1) z -~- s--a,  s--az 

o2 o, § D, 
c, + (s-- .~), q- s - . ,  

+ (s - , , )3  s--,~ 

Flier sind Aj, A~, A.~, BI ,  al und a.., arbitr~ire Constanten, wghre~d 
die tibrigen Constanten eindeutig bestimmt sind, wenn jene g e w ~ l t  sind. 

3) Die Fl.:tchen der dritten Art erh~ilt man,  wenn man setzt 

B2 B~ 

C~ + CI + D, Di 
+ ( ~ -  ~,)'~ s - -  ~ ( s - ~ )  ~ + s - - a ,  ' 

darnach .41, A.~, Bt ,  B~, a I u n d  a., arbitrfir w~hlt, and endlieh die 
iibrigen Constanten wie friiher bestimmt. 

4) Endlich die F1-2chen der vierten Art erh~ilt man, indem man 
setzt 

A B C 
. F ( s )  - -  s - ~ t -  ~ - ~ . S  + s - a ,  

D .E /~' 

daraach A, /3, C, a:,  a~ und a~ arbitr~r wghlt, und endlieh die 
iibrigen Constanten passe~d bestimmt. 

~Es giebt daher vier Arten redler .Mini'malfliichen drdzehnter Classe. 
I3elrachtet man iihnl~he Fliichen als identisch, so hangen die .Fliichen 
jeder Art yon acid reellen Constanten ab. 

w  

Bosttmmung reellor Minimalfi~chen yon beliebig gegeben~r Classe. 

Verlangt man, class die Classe einer reellen Minima]fl-2che gleich 
einer vorgelegten Zahl, die keine Primzahl ist, sein soil, so ist die 
Bestimmung der betreffenden Ffiichen mir nut in den einfacheren 
F'Sllen gelungen, uad ich vermuthe ~ogar, dass eine alIgemeine Er- 
ledigung dieses Problems sieh nicht geben t~sst. Doch seheinen mir 
die nachstehenden Entwickelungen bemerkenswerth zu sein. 

39. Ich will zun~chst versuchen alle reellen Minimalfliichen ge- 
g'ebener Classe, die kei~e Do21~dfliichen sind, zu bestimmen. Die Classe 
einer sotchen F1;iche ist gegeben durcl~ 

2 M ( ~  - -  M ) ,  
woraas hervorgeht, dass die Classe immer geradc and dabei gleich 
oder grSsser als sechs ist. 

1) Die Hypothese 
2 M ( R  -- M) = 6 

giebt 
M = l ,  R ~ 4 .  
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Nun abet ist 
/~ = m~ + - -  �9 + m~ + q A- 9 

also ist 
g ~--- 1, m~ ~- 1, 

und es wird 
a 

Die entsprechende Miaimalcurve ist yon der dritten Ordnung; dieselbe 
hat nur einen nnendlich entfernten Punkt; daher hat sie keinen unend- 
lich entfernten Punkt mit der conjugirten Minimalcurve gemein. Die 
zugehSrige Minimalfl~iche ist somit (w 6. und 7.) yon der neunten Oral- 
hung. Dies ist die yon Herrn E n n e p e r  entdeekte Minim'tiff'ache 
neunter Ordnung, sechster Classe. 

2) Die Hypothese 
2 M ( ~  - -  a~) = 8 

giebt 
M = 1, R ~-- 5, 

und da 
R =  m, -t- �9 �9 �9 + m ~  + ~ / +  2 ,  

so f o l ~  

woraD.g 

.U(s) = ( , _  ~,;, + ~ -  

Die Ordnung dieser Mi,dmaleurve ist gleieh m~ q- 2q = 4, sie sehneidet 
die unend]ieh entfernte Ebene nur in einem Punkte. Die 0rdnung 
der zugehSrigen Minimalfl'a.che ist seehszehn. 

3) Die kIypothese 
2 ) g ( ~ - - 3 / )  = 10 

wird befriedig~ in zwei Weisen. Entweder ist 

M = I ,  IC~--6,  q ~ -  1, m3 = 3 ,  O ~ - 5 ,  

so dass: 
A B C 

F(s) = ~7-7-,,.,~ 47 cV-a# +- -,-:-~' 

Da die Minimalcurve nur dnen unendtieh entfernten Puakt  besitzt, 
so ist die Ordnung der betretfenden Minimalfl'aehe gleich 25. 

Oder aueh, os ist 
M =  1, R ~ 6 ,  q ~ - 2 ,  m l ~ - m  2 ~ 1 ,  O ~ 6 ,  

dabei ist die Classe der Curve gleich ~n I q- m., -~ 2 =  4. Da die 
Minimalcurve zwei unendlich entfernte Punkte besitzt, so sind zwei 
F.alle denkbar. Entweder sind diese Punkte nicht conjugirte Ptmkte, 
dana ist die Ordnang der F1Eehe gleich 36. Oder auch, sie sind 
conjugirte Punkte,  dann ist die Ordnung der FtRche gleieh 30, 28 

oder 26. 
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4) Die Hypothese 
2 M ( R - - M )  ~--- 12 

wird befriedigt dutch 
M ~  1~ ~ 7~ q - -  1~ m I - -~4,  O ~ 6 ,  

die Ordnung der Fl-~ehe ist gleieh 36. Oder aueh, es ist 

die Ordnung der Fl~iche ist, jenachdem die beiden unendlieh entfernten 
Punkte nieht eonjugirt, oder conjugirt sind, entweder 49 oder 43. 
Endlieh kann 

2)I = 2, B = 5  

sein. Es giebt bekanntlich eine Minimaleurve, deren Rang ftinf ist, 
auf deren Developpable der Kugelkreis ei• zweifacher Kegelsehnitt ist. 
Die Ordnm,g dieser Curve ist vier, sie enth-alt zwei unendlieh entfernte 
Punkte. Haben dieselbea eine allgemeine Lage, so ist die Ordnung 
der Flfiche gleieh 16; sind sie dagegen conjugirl, so is~ die Ordnung 
der Fl'aehe gleich 12. 

5) Die Hypothese 
2 M ( t ~ - - M )  = 14 

giebt jedenfalls 
M = I ,  ~ = 8 .  

Dabei kSnnen vier Unterf~lle eintreten: 

a) q ~ l ,  m 1 ~ 5  , 0~-7, 
b) q ~ 2 ,  m j ~ 3 ~ - m ~ ] ~  0 ~ 8 ~  
e) q = 2 ,  % ~ 2 ,  m ~ 2 ,  0 ~ 8 ,  
d) q ~ 3, m, ~ m~ ~--- m a = 1, O ~ 9. 

Im Falle a ist die Ordnung der Fliiehe gleieh 49; im b'alle b entweder 
64 oder 58; ira Falle c entweder 64, 56, 54, 52 oder 50; enliklich im 
Fal led  entweder 81, 75, 73 oder 71. 

6) Die Hypothese 
2 ~ ( ~ - - 2 g )  = J6 

giebt entweder 
M =  I ,  t g =  9, 

in welchem Falle vier leicht bestimmbare Unterfiil]e eintreten k5nnen. 
Oder auch es ist 

. M = 2 ,  _ R = 6 .  

Im n'achsten Paragraphen werden wit zeigen~ dass es nur zwei Minimal- 
carven yore Range 6 giebt~ deren Developpable den Kugelkreis zwei- 
faeh enths Die eine Curve~ die yon tier f/inften Ordnung ist, osculirt 
die unendlich entfernte Ebene in einem Pankte uad schneide~ sie in 
zwei anderen Punkten. Die entspreehende Minimalit'~ehe ist yon der 
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25 ~ oder 23 t~" Ordnung. - -  Die zweite Curve ist yon der s ech~n  
Ordnung. Sie hat zwei unendlich entfernte Spitzen, deren Tangenten 
den Kugelkreis ber~ihren. Die entspreehende MinimalflKehe ist yon 
der 36 to~ 30 '~= oder 28 '~" Ordnung. 

7) Die Hypothese 
2M( /~ - -  3/)  - -  t8 

~ebt  entweder 
M ; I ~  P ~ = I 0 ,  

welcher Fall wie gewShnlich discutirt wird. Oder auch, es ist 

Es fragt sich, ob eine solche Minimalcurve existirt. 1st dies der Fall, 
so kbnnte man sie, dutch eine Transformation durch reciproke Radien, 
deren Pol auf der Curve liegt, in eine neue Minimalcurve, deren Rang 
(w 5.) gleich 

2 ( ~ -  M ) - -  2 = 4 

ist, iiberfiihren. Die neue Minimalcurve wtirde dann yon der dritten 
Ordnung sein. F~hrt man andererseits ei~e Transformation dutch 
reciprokeRadien auf eine 5[inimalcurve dritter Ordnung aus, so erh'~lt 
man eine Minimaleurve vierter Ordnung, vom Range 6, yon sechster 
Classe. Dabei ist M ~ 3 .  Die Curve schneider die unendlich entfernte 
Ebene in vier verschiedenen Punkten. Die zugehSrige Minimalfl~che 
ist yon der Ordnung 12, 14 oder 16 (siehe den n'~chsten Paragraphen). 

8) Die Hypothese 
2 M ( R - -  M) = e0 

giebt entweder 

welcher Fall wie gewShnlich erledlgt wird~ oder aueh 

M = 2 ,  t ~ = 7 ,  

und da S e h w a r z  alle Curven yore Range 7 bestimmt hat, wird es 
wohl nieht schwierig sein, dureh Vertblgang seltzer Betrachtungen 
die Hypothese M ~  2, _ ~ =  7 in allgemeinster Weise zu erf~llen. 
Einen anderen Weg zur Erledigung dieser Frage gebe ieh sp~ter an. 

Die Hypothese 
2 M(P~ -- M) = 22 

giebt mit Nothwendigkeit 
M =  1, R = 12; 

die eatsprechenden FlSchen werden wie gewShnlieh bestimmt. 
Sob endlich 

sein~ so sind die folgenden F~ille denkbar: 



SoPm~ LIE. 

a) M =  1, / ~ 1 3 ,  
b) M--~2,  t t = 8 ,  
e) M = 3 ,  / t ~ 7 ,  
d) ~ = 4 ,  _ n = 7 .  

Es ist leicht naehzuweisen, dass die F'~lle a,  b und c wirklich Miaimal- 
fliichen geben. Dagegen kann der ]etzte Fall nieht eintreten; dean 
es besteht (w 8.) allgemein die Formel 

R = 2 M - { -  N ,  
wo N die Multiplieit'~t der unendlich entfernten Ebeae als 0seulat[ons- 
ebene bezeiehnet. Uad in Folge dessea ist die Zahl / 2 -  2M hie 
negativ. 

40. Jetzt werden wit versuchea reelle Minimalfi~ehen yon ge- 
gebener Classe unter der besehr~inkenden Voraussetzung, dass die be- 
treffenden Fl'~chen Doppelfliichen sind~ zu bestimmen. 

Die Classe einer solchen Fli~che ist gegeben durch die Formel 
M ( / ~ - -  M ) .  

1) Die ]~ypothese 
~Z(R--  M) = 3 

wiirde geben 
M--~ 1, R = 4 ,  0 = 3 .  

Es giebt abet keine sich selbst conjugirte Minimalcurve drltter Ord- 
hung*), du jede Minimalcurve 3. O. nur einen unendlich entfernten 
Pankt besitzt. Es giebt also keine reelle Doppelfl~che dritter Classe. 

2) Die gypothese 
M ( R - - M )  = 4 

gleb~ 
M = l ,  / t = 5 .  

Nun abet wissea wir, dass tier Rang einer jeden sich selbs~ conjugirten 
Minimalcurve~ die der Annahme M =  1 entspricht, eine gerade Zahl 
(w 9.) ist. Daher giebt es keine Doppelfl;iche vierter Classe. 

3) Die Hypothese 
M ( ~  - - M )  = 5 

giebt 
M = I ,  R = 6 ,  

und da (w 9.) 
---- 2 (~ ,  + . . .  + ,u~) + 2g + 2 

ist, so folgt 
g = l ~  m l ~ l .  

S - - 0 ,  - - r  - - "  s--b 

*) Allgemeiner kSnnte ma~ sa~gen: Es giebt keine sich selbst conjugirte 
Miaimalcurve, deren Ordnung eino umgerade Zahl ist. 
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Die Ordnang uad Classe der betreffenden Curve sind bezfiglieh ghieh 
6 und 4. Die Ordnung der Fl~iehe ist (w 6., 7.) gleich 

3 6 - - 2 . 3  
2 ~--- 15. 

Diese PlKche ist yon H e n n e b e r g  entdeckt wordem Nach mei~en 
" O "  " friiheren Entwlekelun~en mussen a uad b conjugirte Punkte des Kuge|- 

kreises sein. A kann arbitr~ir gew~hlt werden; hinterher wird.B naeh 
meinen fr~heren l~egeln bcstimmt. Betraehtet man '~hnliche Fl'Sehen 
als identisch, so enth'Xlt die vorliegende Fl~che gar  keine Constante, 

- ( ] r  wie die Entwlckeluta~en in Nummer 37. zeigen. 
4) Die Hypothese 

M ( I ~ - - M )  = 6 

wird nicht dureh die Annahme 

erftfllt, da ~ eine gerade Zahl sein soll. Es bleibt also nut die 
Annahme 

M - ~  2,  1~ -~  5~ 

die aus demselben Grunde keine sieh selbst eonjugirte Miaimalcurve 
geben kann.*) Es glebt daher keine reelle Doppelflache sechster Classe. 

5) Die Hypothese 

giebt 

und 
P~ ~ 8 -~- 2 (ml  + �9 " ' -+" m~) + 2g  + 2 ,  

W O r ~ U S  

g-~- 1, ml ~ - 2  
und 

F ( s )  ~ A s :B ~ C D ( s - . ; ~  + - - - -  + C ~ - - }  ~ + s - , ,  

Hier sind A,  33 uud a arbitr~r, dagegen C, 1) uad a bestimmt. Be- 
trachtet man ~ihnliehe Fli[chen als identisch, so enthMt die Fl'~ehe 
noch zwei reelle Constaaten ~. Die Ordnaug der betreffenden Minimal- 
curve ist 8; die Ordnung der Fl~che ist gleieh 

s~ - ~-. 4 28. 
2 

6) Die Hypothese 

wird nicht befriedigt dutch die Annahme 

*) .~an k5nnt~ die Ueberlegung aueh in m~hr ~peeieller Form darchf~ihren: 
Es giebt a21erdings eine Minimalcurve yore Raoge 5 mit zwei uneadlich e~,tfemten 
Punkt~n. D~ abet dJese Punkte lmgleichartig sind, k~na die Curve nieht sieh 
~elbst conjuglrt Beiu, 
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M = I ,  R = 9 ,  
da /it keine ungerade Zah| sein darf. Es bleibt noch die Hypothese 

M - - ~ 2 ,  / 2 = 6 .  

Nun babe ich reich allerdings iiberzeugt, dass es eine Doppel- 
fliiche aehter Classe giebt, die dieser Annahme entspricht; es ist mir 
aider nicht gelungen zu entscheiden, ob diese FlKche reell sein kann. 
Ist dies mSglich, so muss die Ordnung der betreffenden Fl~ehe gleich 

3 6 - - 2 . 4 - - 2 . 3  11 
2 

seine). 
7) Die Hypothese 

wird befriedigt durch 

woraus entweder folgt 

oder aueh 

M ( ~  - -  m )  = 9 

M = I ,  / / = i 0 ,  

g = 2 ,  m I = m o =  1 
so dass es jedenfalls zwei versehiedene Arten reeller Doppelfl~ichen 
neunter Classe giebt. Man hat ferner die Hypothese 

M ~ 3 ,  2 ~ = 6 ,  
die ieh ~loeh nieht erledigt babe. Ieh babe allerdings gefunden, dass 
es eine Ooppelflilehe 9 ter Classe~ 6 '~r Ordnung giebt; ich weiss aber 
nicht, ob diese Fl~che reell sein kann. (Vergl. die beiden folgenden 
Paragraphen.) 

w 
Eine poiare Beziehang zwischen zwei Liniencomplexen. 

41. Bei den Untersuchangen fiber Minimatcurven, die, wie ich 
zeigte, fiir die Theorie der algebraischen Minimalflfichen yon gr'6sster 
Wichtigkeit sind, stiitzt man sich h'~ufig vortheilhaft auf einen Zu- 
sammenhang zwischen allen Minimaleurven und allen Curven~ deren 
Tangenten einem linearen Liniencomplexe angehSren. In einer liaien- 
geometrisehen Abhandlung (Ueber Complexe - . -  Math. Ann. Bd. V.) 
habe ich diesen Zusammenhang, der durch eine eigenthiimliche Ab- 
bildung vermittelt wird, schon ziemllch ausffihrlich besprochen. Hier 
werde ich denselben etwas n:,iher verfblgen. 

]nterpretirt man in den Gleiehungen 

- - Z z  = x - -  ( X  "4- i Y ) ,  

( Z - - i Y ) z = v - - Z  

X, Y, Z und x, y, z als Cartesische Punktcoordinaten zweier R~ume, 

*) Ich finale nachtr~i, ghch,  class dicsc FlS, che hie reell i~t [Nr. 78]. 
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so werden den Punkten x, y, z diejenigen Geraden im Raum X, Y, Z 
zugeordnet, die den Kugelkreis sehneiden. Auf der anderen Seite 
werden den Punkten X~ Y, Z alle Geraden eines gewissen linearen 
Complexes im Raume x, p, z zugeordnet. Sehreibt man die Gleiehungen 
der geraden Linien im Raume z, y, z folgendermassen 

so ist 
r W a ~ - - 0  

die Gleiehung in Linieneoordinaten des besprochenea linearen Complexes. 
Jecle 0urv% deren Tange]lten diesem /inearea Complexe gehSren, 

wird dureh meine Abbi]dung einer Minimaieurve im Raume X, Y, Z 
zugeordnet. 

Bei der Abbildang ist der Kugelkreis ein Fundamentalgebilde im 
Raume X~ Y~ Z. [m Raume x~ y, z tritt die unendlich entfernte Ge- 
rude der x~/-Ebene als Fundamentalgebilde auf. Diese Gerade mSge 
mit g bezeiehnet werden. 

Es bestehen jetzt mehrere Relationen z~.ischen den eharakte- 
ristischen Zahlen zweier entspreehenden Carven. Wit werden die- 
jenigen dieser Relationen, die wir spater brauchen, entwickeln. 

Es sei k eine Curve, deren Tangenten dem ]inearen Coml31exe an- 
gehSren i sei o ihre Ordnung, c ihre Classe~ r ihr RaJJg, ~ die Multi- 
plic-lt~t der Geraden g als Tangente*), i die Zahl der ]nflexionstangente~a, 
die g nicht schneiden, s die Zahl der Spitzen, dereu Tangente g nieht 
sehneidet. Endlich mSge tx die Anzahl derjenigen Sehnittpunkte 
zwisehen der Curve und eiuer bellebigen dare/l g gehenden Ebene 
sein, die auf 9 liegen. 

Sei andererseits A ~ die entspreehende Miaimalcurve im Raume 
X, :Y, Z. Sei O ihre Ordnuag~ C ihre Classe, 1: ihr Rang, 2)f die 
Multiplieitat des Kugelkreises auf der Developpablen, J die Zahl der 
InflexionstangenteH, deren Be~tihrungspunkt nicht maendlich entfernt 
ist, S die Zah] der Spitzen, die nicht auf dem Kugelkreise liegen. 

42. Wir werden einige zwischen diesen Zahlen bestehende Rela- 
tionen entwiekeln. 

1) Wir nehmen einen Punkt des Kugelkreises, der nicht auf/i7 liegt. 
In diesern Punkte legen wir eine beliebige Tangeutenebene an den 
Kugelkreis. Diese Ebene sehueidet ~" in 0 im eadliehen Raume ge- 
legenen Punkten. Andererseits enthS[t diese ]Ebene einfach unendlieh 

*) Be~timmter aus..oesproeben 8oll m fo|genderm~,ssea definirt werden. Eine 
Gerade allgemeiner Lage im P~aume x, y~ z schneider die De~'eloppz~ble un~ercr 
Curve in r Pankten; begegnet ~ie insbesoadere der Fundamcntalgeradea g, ~o giebt 
es unter den ~ Sehnittpankten eine gewisse Anzabl, ~lie iu den Schtaittpunkt der 
beidett Geraden zus~u, mengef~.llen ~i~d. DJe~e Anzah! bezeiehtae ieh mit ~t~. 

Mathemati~ehe /kanalca. XIV. *~ 
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viele Minimalgeraden, deren Bildpunkte x, y, z eine gerade Linie 7 
erzeugen, die g schnei(let. :Nun aber frifft ~ ausser g eine gewisse 
Anzahl und zwar r - -  ~.Tangenten der Carve ?z. Die Bildpnnk• dieser 
Tangenten siad die frtiher besprochenen 0Punkte im Raume X, Y, Z; 
daher ist 

2~ Ieh schneide die Developpable der Minimalcurve mit einer be- 
liebigen Minimalgeraden, und erhalte ~ - -  .Mim endlichen Raume 
gelegene Schnittpunkte. Die Punkte unserer Geraden geben im 
Raume x, y, z einfaeh unendlich viele Comp]exlinien, die einen ebenen 
B~ischel biIden. Unter dieserr Complexlinien giebt es o, we]che die 
Curve ]a treffen. Nun abet sind die R - -  MSchnittpunkte in (X, Y, Z) 
die Bildpunkte yon den soeben besprochenen o Complexlinien. Also 
kom~at 

o ~ R - - M .  

3) Eine dutch g gehendeEbetle schneidet die Curve ]z in o - ~  Punkten~ 
die nicht auf g liegen. ~un aber sind ~iberhaupt die Punkte unserer 
Ebene Bildpunkte aller Minimalgeraden, die dureh einen gemeinsamen 
Punkt des Kugelkreises gehen. Daher sind die besprochenen o--,uPunkte 
die Bildpunkte derjenigen Tangenten der Carve K, die dutch den be- 
sprochenen Punkt des Kugelkrelses gehen. Und da es jedesmal 
2dTangenten giebt, die einen Punkt des Kugelkreises treffen, so ist 

[Friiher habe~l wit schcn benutzt~ dass jede Ebene, die den Kugel- 
kreis ber~ihrt~ auf'gefasst als yon Minimalgeradea erzeugt, im llaume 
x, y, z elite Gerade 7 liefert, die g sch~eidet; und zwar ist 7 eine 
Complexlinie. Diese Bemerkang giebt ehle Relation zur Bestimmung 
der Classe uas~rer Minimaleurve. Die Oseulationsebenen der Minimal- 
curve ber[ihren 11~imlich den Kugelkreis, and liefern daher Complex- 
li,~ien 7, die g sehneiden. Daher liefern die dutch einen Punkt gehen- 
den Osculationsebenen der Minimalcurve diejenigen Linien des linearen 
Complexes, (tie gleichzeitig die Curve k, die Gerade g und ausserdem 
noch eine Complexlinie schneiden. Die Ciasse der Minimalcnrve ist 
daher gleieh der Zahl der Sehnittpunkte zwischen der Curve I: und 
derjenigen l:']-2che zweiteil Grade% deren Erzeugende Complexlinien 
sind~ ~velehe ausser (j noeh eine Complexlinie schneiden; vorausgesetzt 
~ird dabei, dass yon den auf g gelegenen Schnittpunkte~l abgesehen 
wird. Diese Mvthode h~ngt ge~tau zusammen mit unserer friihere~ 
Formel 

C - ~ 2 M + N ,  

wo ~" die Multiplicit~t der unendlich entfernten Ebene als Osculations- 
ebene der Minimalcurve bezeiehnet. Hier mSge noeh alas Folgende~ 
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dessert Riehtigkeit sp~iter naehgewiesen wird, zugeffgt seia. Bertihrt 
k die Gerade g, so osculirt die Minimaleurve die unendlieh entfernte 
Ebene. ]st #.eine gewShnlichc InflexioLastangente, so ~st die uueudlich 
~ntfernte Ebene eine zweifaeh zi~hlende Osculationsebene der Minimal- 
curve. Schneider k die Gerade g ohne sic zu berfihren, so hat die 
Minimalcurve eine Spitze auf dem Kugelkreise, die Tangente der Spitze 
ist zugleich die Tangente des Kugelkreises.~ 

Man sieht leicht, dass 

i ~ - S ,  J ~ s  
ist. 

[BeilKufig mSge bemerkt werflen: dass die in w 8. gefundene Relation 

0 + C- -  2t~ + 2 - -0 ,  

die ffir ei~Je ausgcdehnte Kategorie yon Minimalcurven bewiesen wurde, 
t'fir die entspreehel~den Complexcurven die noch einfachere Relation 

r - -  2o-~- 2 ~ 0 

liefert. Die betrefieuden Complexeurven sind dad~reh charakterisirt~ 
dass sic eine gewisse COmlllexlinle in v - -  1 Pux~kten trefi'eu.~ 

43. Ich werde nun diese Abbildur.g auf die ei~d'achsten Minimal- 
curven anwenden. 

]ch nehme im Raume x, y; z eine Raumcurve 3. O., deren Tav- 
genten dem linearen Complexe gehSren, dabel setze ich voraus, da~s 
die Curve die Gerade ~j berfihrt. Also ist 

o ~ 3 ,  r~4, m ~ l ,  . ~ 2 ,  i ~O,  s~O; 
dementsprechend ist 

M - ~ I ,  0 ~ 3 ,  t t ~ 4 ,  J ~ O ,  S ~ O .  

Diese Formeln zeigen, dass es eine Mil~imalctu've 3. O. giebt, deren 
Developpable den Kugell, reis als ei~fl'achen Kegelschnitt enth'~lt. I)er 
Ital~g derselben ist gleieh 4. Dies ist bekanntlich riehtig. Wir er- 
kennen ferner, dass die Ber~ihrung zwisehen g und der Complexeurve 
3 O. eine Osculirung der Minimalcurve mit der unendlieh e~tferuten 
Ebene giebt. Hieraus folgt der allgemeine Satz, dass eine ]cde ComyJlex- 
curve, d& g beriihrt, el'no Mirdmalcurve liefert, die die u~'~ndlic']~ eut- 
fernte Ebene osculirt. 

Sei audererseits gegeben eiue Complcxcarvc 3 .0 . ,  die g schneider. 

i l sdann  ist 
o ~ 3 ,  r - ~ 4 ,  m ~ O ,  , - -~1,  i ~ O ,  s ~ O ;  

dementsprechend ist 

M - ~ - 2 ,  0 ~ 4 ,  L ' ~ 5 ,  J ~ 0 ~  S ~ 0 .  
25* 



388 Soe~vs L~. 

Und es giebt in der That eine Minimalcurve vierter Ordnung 
und vom Range 5, die den Kugelkreis zweifaeh enthiilt. Diese Curve 
hat bekanntlich keine im endlichen Raume gelegene Spitze, auch 
keine ]nflexionstangent% deren Beriihrungspu,kt im eadlichen Raume 
]iegt. Dagegen hat unsere Curve, wie ieh als bekannt voraussetzen 
dad, eiue unendlich entfernte Spitze, deren Tangente den Kugelkreis 
bertihrt. Hieraus folgt, dass jede Complexeurve, die g schneider, ohne 
jedoch diese Gerade zu beriihren, eine Mi~imalcurve mit einer unendlieh 
entfernten S~i~ze liefert. Die Tangente &r Spitze beriihrt den Kugel- 
t~reis. 

Die Gerade g beriihrt die Developpable in einem Punkt% der als 
Schnittpunkt dreifaeh zithlt; daher schneidet g die Developpable in 
noch einem Punkte. Die hiadurchgehende Erzeugende bildet sich im 
Raume (X, Y, Z) ab als einen unendli~:h entfernten Punkt der Minimal- 
curve. Und da die Spitze als drei zusammengefallene unendlieh ent- 
fernte Punkte z~hlt, so folgt, class der soeben gefuadene unendlich 
e~tfernte Punkl nut" einfach zhhtL Hieraus fliesst der atlgemeine Satz: 
.Die unendlich entfernten PunY;re einer Minimalcurve entsTrecl~en bei 
unserer Abbildung denjenigen Erzeugenden der Comlglexcurve , die g 
schneiden. Eine Erzeugende, deren t~eriihrungspunkt nicht auf g liegt, 
giebt cinen einfael~ zi~hZenden unendlich entfernten _Pu~l~t auf tier Mimmal- 
en~'ve. 

Lass uns endlich die Complexcurve 3. O. al]gemeiner Lage be- 
trachten. Es ist dann 

0 = 3 ,  r = 4 ,  m = 0 ,  ~ = 0 ,  i = O ,  s = 0  

und also kommt 

M = 3 ,  0 = 4 ,  R = 6 ,  J ~ O ,  S ~ O .  

Hiermit er]:ennen wit die Exis~enz einer Minimah~.rve vier~er Oral- 
hung, yore l~ange 6, die den Kugdkreis dreifach enthiilt~). Die Gerade 
g schneider die Developpable der vorgelegten Minimalcurve in vier 
verschiedenen Punkten; dementsprechend hat unsere Minimaleurve 4. O. 
vier versehiedene unendlich entfern~e Punkte. Die Classe dieser Minima]- 
curve ist gleich 6. 

44. Ich wende mich nun zur BetrachLung ~on Curven 4 0., 
dereJ~ Tangenten unserem linearen Complexe gehSren, um sparer die 
entsprechenden Minimalcarven zu untersuehen. Der Kiirze wegen 
brauche ich wie friiher das Wort Com21excurve um eine Curve, deren 
Tangenten dem linearen Complexe angehSren, zu bezeichnen. 

"1 Dieter SpeciaI[~l| der Curven 4. O. zweiter Gattung scheint zuerst yon 
mir bemerkt worden zu sein. 
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Eine Complexcurve 4. O. kaua bekanntlich nieht auf zwei Flaehen 
zweiter Ordnung liegen*). Hieraus folgt, dass die Punkte einer solchen 
Curve sieh eindeutig auf die Pankte eiaer Geraden beziehen lassem 
Dieses vorausgesetzt, denke ~eh mir in einem beliebigen Punkte 19 der 
Curve die zugehSrige Osculationsebene construirt. Dieselbe schneide~ 
die Curve ausser in /~ nur noch in einem anderell Punkte ~. Hiermit 
ist ei,~e eindeatige Zuordnung je zweier Punkte der Curve festgestellt. 
Und da die Curve yore GesehJeehte Null Jst, kSu~ea wit schliessen**)~ 
dass es jedenfalls einen Punkt/~o giebt, desseu zugeordnete Punkt ~ 
mit Po zusammen~illt. In diesem Puitkte schneider die Osculations- 
ehene die Curve in vier zusammengefallenen Punkten. End also ist 
ezatweder die Osculationsebene eiue station:ire Ebene, uud gleiehzeitig 
der betreffende Punkt ein station~rer Punkt; oder auch die zugehSrige 
Tangeate ist eine station~re Tangente. 

Jedenfalls ist klar, dass eine jede Ebene, die dutch die Tangente 
im Punkte .v o hindurchgeht, die Curve ausser in 2o nur noeh in e~nem 
Punkte schneidet. 

Dieses vorausgesefzt werde ich der Complexeurve 4. O. eine sdche 
Lage geben, dass die Gerade g die Curve im Punkte ~Po beriihrt. Es 

ist**~) 
o ~ 4 ,  r ~ 6 ,  /x--~-3. 

Hieraus fMgt 
M ~ I .  / ~ 5 .  

Die erhaltene" Minimalcurve ist daher die bekannte Curve 4. O. 
vom Ravage 5,  die eine Spitze enthKlt. 

Es ist leicht die Darstellung dieser Curve vermSge der lVeier- 
strass'schen Formeln zu finde~; deun es ist (Nr. 33.) 

O - - ~ , h  + "  "" + m,~ + 2~/, 

woraus 

und dureh Elimination 
q ~ 1 ,  m t ~ 2 ,  

*) Die Curven 4. O., die nut zwei Fl'~ehen zweitet~ Gr~de~ ]iegen, s~nd, wenn 
ich nicht irre, genau unter~ucht. Dagegea ~ind die Speciait:5.11e dcr ~ibrigen Curven 
4. O. uoch nicht eingehend genug betrachtet wordem 

**) Man nehme eine fe~te Gerade 7, die die Curve i~ drei Punkten schneidet, 
und construire die Ebeneu 7J0 und 7~; dieselben bilde~ eine Involutioy, mit zwei 
l)oppelelementen. Die Gerade 2~ i~t r~mlich eine Complexlinie. 

**-~) Der Rang einer allgane4,ten Curve 4. 0., die nur auf r Fl~ehe zweiter 
Ordnung liegt, ist 6. Der Rang einer ~peeiellen Curve dieser Art kaan bekannt- 
lieh nieht gleieh 5 oder ~ sein. 
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so dass 
A B 

wird. Diese Minimalcurve hat eine unendlich enffernte siation~ire 
Ebene; dementspreehend ist im Raume des linearen Complexes die 
Gerade g eine Inflexionstangente der Complexcurve 4. O. Dass d[ese 
Curve noch eine Inflexionstangente besitzt, geht daraus hervor, dass 
die Minimaleurve eine im endliehen Raume gelegene Spitze besitzt. 

In dieser Weise flnden wir den folgenden Satz, tier mSglieher- 
weise einen kleir, en Beitrag zur Theorie der Raumeurven 4. O. liefert: 

Es giebt nut eine Curve viertvr Ordnung, deren Tangenten einem 
linearen Complexe geh6r, en. Diesdbe ~esitzt zwei Inflexionstangenlen*). 

Auf diese Weise habe ieh bekannte Eigensehaften einer Minimal- 
curve zur Auffindung yon Eigenschaften der entspreehenden Complex- 
curve verwerthet. Jetzt werde ieh, indem ich der gefundenen Complex- 
curve eine neue JLage gebe, aus ihrea bekannten Eigenschaften die 
eharakteristisehen Zahlen derjenigen Minimalcurv% die der neuen Lage 
entspricht, herleiten. 

Lass reich zuniichst annehmen, dass die Gerade g eine gewShnliche 
Tangente der Complexcurve 4. O. ist. A!:dann ist 

o ~ 4 ,  r ~ 6 ,  m ~  1~ ~ : 2 ,  i ~ 2 ,  s = 0 ;  

also kommt 

3 I = 2 ,  / ~ 6 ,  0 ~ 5 ,  8 ~ 2 ,  J ~ 0 .  

Die Gerade g trifft zwei Erzeugende der Complexcurve; dem- 
entsprechend erkennen wir, dass die Minimalcurve zwci einfach ziihlende 
unendlieh entfernte Punkte besitzt; ausserdem osculirg sie die unend[ich 
entferntc Ebene in einem Punkte. 

Lass reich ferner annehmen, dass die Complexcurve 4. O. die 
Gerade g in zwei verschiedenen Punkten schneidet~ was nach dem Vor- 
angehenden denkbar ist. Alsdann ist 

o ~ - 4 ,  r = 6 ,  m = 0 ,  # = 2 ,  i = 2 ,  s = 0  

und folglich wird 

M ~ 2 ~  P ~ = 6 ,  O = 6 ~  8 = 2 ,  J ~ 0 .  

Die Gerade g trifft die Developpable nut in den beiden Punkfen 
der Compiexeurve. Dementst)rechend hat die Minimalcurve nur zwei 
unendlich entfernte Punkte, welche alle beide Spitzen sind, deren Tan- 
genten den Kugelkre[s berfihren (Nr. 43@ 

*) Diese Curve, welche ich im JzLhre 1870 eben in dieser Weise fund, war 
sehou frfiher yon C~sIe> and Cremon'.. betrachtet worden. 
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Wir kSnnen sodann annehmen, dass die Gerade g die Complex- 
curve nur in einem Punkte schneider, alsdana ist 

o ~ 4 ,  ~ 6 ,  ~ n ~ 0 ,  u ~ l ,  s ~ 0 ,  i ~ 2 ( o d e r i ~ - l ) ,  
w o r ~ u $  

M ~ 3 ,  ! ~ 7 ,  0~---6, J~--O, S~-2(oder S ~ I ) .  

Endlich kSunen w.ir annehmen, da~s die Gerade g die Complex- 
curve g gar nicht schneider, dabei ist denkbar, das~ doeh noch die 
eine oder beide Iaflexionstange~lten die Gerade g treffei, Es ist leieht, 
die eharakteristischea Zahlen der drei betreffenden Minimalcurvea alt- 
zugeben. 

45. Die .vorangehenden Entwickelungeu erlauben u. A. die all- 
gemeinstev Minlmalcurven~ die den &nnahmen 

M = 2 ,  . ~ = 6  
oder 

~ - ~ 3 ,  ~ - = - 7  
oder endlieh 

M ~ 4 ,  / ~ 8  

entspreehen~ anzugeben. Denn es wird jedenfalls 

sodass die entsprechende Curve ira lhLearen Complexe yon der vierten 
Ordnung ist. Und wit haben soebea die allgemeiu~te Complexcurve 
vierter Ordnung bestimmt. Soll insbesondere 

M---~ 2, R---~6 

sein, so kommt, da o ~ 4 ist, 

Diese Relation kann aber nut in zwci Weiselt erfiillt werden. 
Entwecler is~ g eine gewShnliche Tanged,re d,r (:urve oder auch, c.~ 
schneider g die Curve ia zwvl versehi~d~nen Pul&tcn. Die beiden 
entsprechenden Minlmalcurvea siud frfiher discatirt wor~len. --  

Ich erinuere zum Schlusse noeh an Folgende~. \ViM der l[aum 
x, y, z linear transformirt, und geht dabei uqser liv.earcr ComI, lex iu 
sich ~ber, so wird Jmch meiJJen U~,tersuchungeJi .,.Ueber ComlAex% 
.~lath. Ann. Bd. u der Punktraum X, Y, Z e oT,/0r,n tra,,sformirt. 

w 12. 

Bestimmung reeller Minimalfl~chen von gegebener Ordnung. 
Das Problem, alle ~eelle MinimaltiSchen yon gegebener Ordntmg 

zu bestimmen~ ist im Allgel~einen mit bedeatenden Sehwierigkeiten 
verkniipft. Doeh-ist seine Erledigung m~r in mehrcren ~peci~llen 
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F~llen geIungen. Und ich vermuthe, dass der von mir eingeschlagene 
Weg noch welter fiihren kann. Wie bei den entsprechenden Unter- 
suchungen tiber Minimalfl~ichen gegebener Classe betrachte ieh die 
zweierlei Arten yon Minimalfl~ichen ffir sich. 

46. Zaerst werde ich suchen reelle Minimalfl~ichen gegebener 
Ordnung zu bestimmen, indem ich die 1)o~lMfl6chen ausschliesse. 

Ieh w~ihle (vergl. Nummer 28.) auf einer reellen Minimalfl~iche, 
die keine Doppelflfiche ist~ eb, e Miuimalcurve jeder Schaar. Der ]n- 
begriff dieser beiden Curven schneider die unendlich entfernte Ebene 
in einer geraden Anzahl yon Puukten, die paarweise conjugirte Punkte 
des Kugelkreises sind. Seien 

t'~...Vq, ~,...rr~ 
diese Pankte and seien P~ und Hk jedesma] conjugirte Pankte. Ich 
setze voraus, dass ffir die sine Curve jeder Punkt t)~ als ,v~-facher 
Schnittpunkt mit der unendlich entfernten Ebeue z~[hlt, und dass 
ebenso f'iir diese]be Curve jeder Punkt H~ als ~k-facher Schnittpuukt 
ziihlt. Alsdann z~hlen die Punkte _P~ und Hk fiir die ~.weite Curve 
beziiglich als ~- fachsr  und p~.-facher Schnittpunkt. 

Die Ordnung einer jeden auf anserer Fl~che gelegenen Minimal- 
curve allgemeiner Lage ist gleieh 

Die Ordnung tier Fliiche ist nach unseren frfiheren (~ntersuchungen (w 6- 
and 7.) jedenfalls nicht kleiner als 

and also auch nicht kleiner als 

:Ich kann ohne Beschr'iinkung annehmen~ dass lOl ~o2 . . .  i~q sgmmt- 
lich grSsser als Null slnd, w~hrend einige unter den Zahlen ~ .~., . . .  rq 
im Aligemeinen gleich Null sind. ]ch nehme ferncr an, dass jede 
Zahl p~. gleich oder grSsser als ~ ist, uud cndlich dass Tk gleich oder 
grSsser als pk + ~ ist. 

47. Es ist,jetzt leicht alle reellen Minima|fl~chen, deren Ordlmng 
nicht grSsser als 16 ist, und welche dabei keine Doppelfl'~chen sind, 
zu bestimmeu. ZuufichsL zeige ich, dass es keine derartige Fl~che 
giebt, deren Ordnuug kleil,er al~ 9 ist. 

Existirte eine l;1.ache, deren Ord,mng O' kleiner als 9 w'gre~ so 
mtisste, da 
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ist, Pl kleiner als 3 sein. Sei nun zun~chst 

p 1 ~ 2 ,  . % ~ 2  

Ist dabei p., grSsser als Null, so miisste wegen der b'ormel 

die Ordnung der Ft':iehe jedenfalls gleich ]7 sein. Es bleibt also nut 
die Hypothesep~ ~ 0 zu untersuehen. Es l~isst sieh abet nachweisen, 
(]ass es keine Minimalcurve 4. O. giebt, die die uneudlieh entfcr~kte 
Ebene in zwei distineten, 3oppeltz:~ihtenden Punkten schneider. Dean 
es giebt kelne derartige Minimalcurve 4. 0. ,  die auf zwei Fl~ehen 
zweiter Ordnung ]leg% Und die Minimalcurven 4. 0. ,  die nut anf 
einer Fl~iehe zweiter Ordnung liegen~ und welche dahei bekanntlich 
yore Range 6 sind, entsprechea nothwendig, da// ,  - -  J I  :> 3 ist~ eiaer 
der fo]gendea Annahme~ 

M ~ l ,  / ~ 6 ,  0 : = 4 ,  

M ~  2, t ~ 6 ,  0 ~ 4 ,  
M ~ 3 ,  ~--~.6, 0 ~ 4 ,  

unter denen die erste unmSglich ist, indem die beiden Gleichungen 

m~ -{- �9 �9 �9 d -  m~ -t- q + 2. ~ / ~  = 6 ,  

"h q- " " " -4" m~ -f- 2 q ~ 0 . ~  4 

die unm5gliche Relation q-~-0  nach sich ziehen wiirden, Die zweite 
Annahme (vergl. Nummer 44.) giebt 

sodass die Curve im linearen Complexe yon der Geraden g in zwei 
consecutiven Punkten beriihrt w~irde; dann abet hiitte die Minimal- 
curve die unendlich entferzlte Curve zu s ta t io~rer  Oseu]ationsebenc, 
womit wir auf Widerspruch gcffihrt sin& Endlieh die dritte An- 
nahme wfirde geben 

R - - M ~ 3 ~ o .  

Nun sahen wir allerdings in Nummer 43., dass die Annahme o---~ 3 
auf Minima]eurven 4. O. ffihren kSnnte, doch waren die unendlich 
entfernten Punkte dieser Curven hie so ge[egen, wie oben verlang~ 
wurde*). In dieser Weise erkem~en wir, dass es keine Minimalcurve 
4. O. giebt,  die der Hypothese 21 ~ 2, z I ~ -2  erL~sprieht~ und class 
in Folge dessen die ]:Iypothese Fi ~ 2, zj ~ 2 . . .  oder sage ieh 

*) Ich bemerke beil~.ufig, dass die Ent~ickelungen des Teztes eine erseh6pfende 
Bestimmung ~lter Minim~lcurven 4. O. Hefer,~. 
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kurzweg die Hgpott~ese ( 2 2 ) . . .  tceine Fl&'che giebt, deren .Ordn~ntj 
niedriger als 17 /st. 

Wir wenden uns jetzt zu ~ler Hypothese (21) . . . ,  das heisst wit 
setzen voraus, dass loi ~ 2, ~z I ~ 1 i~t, w~ihrend wir die Werthe der 
Zahlen ?a, ~ u. s. w. unbestzimmt lassen. Ist  nun p, gleieh 2, so ist 
die Ordnung der Fl:aehe gleieh oder grSsser als 21. lch werde naeh- 
weisen, dass die Hvpothese p, ~ 1 uur ftir Minimaleurven, deren Ord- 
mmg griSsser als 4 ist, eintreten kann. Existirte in der That eine 
Minimaleurve 4. 0 . ,  die der Hypothese 

P1~---2~ ~l ~ 1, . p ~  I ,  ~ . : ~ 0 ,  p ~ 0  

entspr~che, so m[isste 

sein~ w'2hrend M nicht grSsser als 3 sein kSnnte. 23I kann nieht 
gleich 1 sein, da die Zah]en io~ und z~ nichfi s~mmtlieh grfsser als 2 
sind. Die Hypothese M ~  2 g[ebt 

o ~ 4 ,  r - ~ 6 ,  m = r - - O = 2 .  

In Folge dessen miisste g eine lnflexionstangente der Complex- 
curve, und andererseits die unendlich entfernte Ebene eine station~ire 
Osculationsebene der Minimalcurve sein, so(lass wir auf Widersprueh 
gel'fihrt sind. End]ich die Hypothese M = 3 giebt 

o = 3 ,  r = 4 ,  m = 0 ,  ~ = 0 .  

Wir haben aber frfihe.r gesehen, dass die dieser Complexcurve 
entspreehende Minimalcurve die unendlieh enffernte Ebene in vier 
verschiedei~en Punkten schneidet. Hiermit ist nachgewiesen, dass 
Minimalcurven, die der Hypothese 

P 1 ~ 2 ,  z t ~ l ,  l v ~ , ~ l - - -  

entsprechen, yon ffinfter oder n(Jch hSherer Ordaung sind. Folglich 
ist die Ordn'~ng tier entst)rcchcnden l~Ta'cl~en gleieh oder grgsscr als 19. 

Ist Pt = 2, ~r~ = 0, so muss p: grSsser als Null sein, indem es 
keine Minimaleurve zweiter Ordnung giebt, i s t /o  2 gleich l ,  so muss 
unsere Curve nach dem soebeu Eutwiekelten jedenfalls yon tier fthJften 
Ordnung sein, so dass die betreffende FiKche jedenfalls yon der "-)-3 'e" Ord- 
nu,2g sein muss. ]st endlich i% ~ 2, so muss die Minimaleurve jeden- 
falls yon der fiinften, die Fl,iehe jedenfalls z'on der 25 te~ Ordnung sein. 

So bleibt nur noch die Annahme, dass Pl gleieh 1 ist, und dass 
in Folge dessen die ztk und die fibrigen GrSssen pk gleieh 1 oder 
Null sind. Hierbei kSnnen versehiedene Untert~lle eintreten. Zu- 
n':ichst werden wir anaehmen, dass die betref~enden Minimatcurven 
yon der vlerten Ordnung sind. Alsdann giebt die Hypothese ( l l ) ( 1 1 )  
eine Fl~che zwSlfter Ordnung, die Hypothese (11) (10) (10) eine 
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FIRche vierzelmter Ordnung, endlich die Hypothese (I~0) (1,0) (1,0) (l,O) 
else Fl~che sechszehnter Ordnung. Diese drei Fliichen sind (Nr. 43.) 
s-immtlich yon der achtzehnten Classe. Ist die Ordnung unserer Mini- 
malcurve grSsser als vier, so ist die Ordnung der hetreffenden Fl~che 
jedellfalls grSsser als 21. 

Biermit ist navhgeurlesen, dass die Ordm~n# either jeden reeller, 
Minimalfliiche, die keine ])orepeZfiiic]~e ist, jedc~2falls 9r6sser aIs $ ist. 

Wtiascht man, indem man fortwlihrend alle Doppelfl-Schen aus- 
schliesst~ alle reellen Minimatfl-Schen yon der neunten Ordnung zu bestim- 
men, so zeigea die obenstehendea Entwiekelungen, dasslo L aicht kleiner 
als 3 sein darf. Auf der anderen Seite zeigt die Formel (1), dass/~t auch 
nieht gr5sser als 3 sein kann, und dass dabei die ~ und die tibrigen 
p~. gleieh Null seia miissen. Und d a e s  nut eine Mhfimaleurve dritter 
Ordnung giebt~ fliesst hieraus der Satz: 

S a t z  58. Die .Enneper'sche 31inimalfi~id, e neunter Ortlnu~* 9, 
sechster Classe ist die einzige Minimalfl~iche neunter O.rdnung, die Izcine 
Doppelfliiche ist. 

48. Verlangt man alle Fl~ichen, deren OrduutJg meht 16 iiber- 
steigt, so kann ~vt nicht grSsser als 4 sein. ]st 19j gleich 4, so mtissen 
die :~i uad die fibrigen jo~ gleich Null sein. Die zugehSrige Minimal- 
curve ist daher yon der vier~en OrOnu~g. Liegt diese}be auf zwei 
Fl'iehen zweiten Grades, so ist ihr Rang gleieh 5; die betreffeude 
Fl~che ist yon der Ordnung 16 uud yon der Classe 8. Ist dagegen die 
Minimaleurve eine solehe Curve vierter Ordnung, die nut auf eiaer 
Fl~iche z~'eiten Grades geiegen ist, so muss naeh einer frfiheren Be- 
merkung die GriSsse M entweder gleich 2 oder gleich 3 ~ein. I~t 

M=2~ 0 ~ 4 ,  1 t=6 ,  
s o  kommt 

~ 4 ,  r ~ 6 ,  m ~ r - -  0 = 2 ,  a . - ~ o - - ~ l ~ 2 ,  

was contradictoriseh ist, indem eiue Oomplexcurve 4. O. niGht eiue 
solehe Lage hinsichtlieh der Geraden g haben kann, dass gleichzeitig 
m ~- 2~ tt = 2 ist. Ist andererseits 

. M = 3  0 ~ 4 ,  t t - -~-6,  

so komm~ 
o = 3 ,  r ~ 4 ,  m ~ r ~ O ~ - O ,  

sodass unsere Minimalcurve vier versehiedene, uud ~ieht wie frfiher 
vorausgesetzf~ vier vereinigte unendlieh entfernte Punkte haben miisste. 
Hiermit ist gezeigt, das~ die Hypothese (4,0) nut chze Fliiche sechs- 
eehnter Ordnuq2g, achter Ulasse giebt. 

1st j0, ~ 3, so kann ~t, nieht grSsser als 2 sein, and dana mfissen 
die tibrigen 19,. und g,  gleich Null sein, so dass die Minimaleurve yon 
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der fflnf~en Ordnung is~. Ich werde zeigen, dass die Ordnuag" der 
entsprechenden Minimalfl~ichen jedenfalls grSsser als 16 ist. 

Lass reich zun~ichst voraussetzen, dass die durch den Punlct ~P~ 
hindurchgehenden Ctlrvenzweige dutch eine einzige Reihenentwickelung 
dargestellt, uad dass ebenso die durch ]-[j gehenden Zweige dutch 
eine einzige Entwickelung dargestellt sind. Der niedrigste Exponent 

3 3 3 tier ersten Entwickelung ist dana entweder y oder -~ oder ~. Der 
2 niedrigste Exponent der zweiten EJ~twickelung ist u oder ,,. Unsere 

Annahme ffihrt also auf seehs verschiedene F~itle: 
3 2 1) Sind die niedrigsten Exponenten bez[iglich u und y ,  so i~t 

die Ordnung der betreffenden Fl~.ehe gleich oder grSsser als 21. 
2 2) Die Exponenten ]:~, ~ geben nut Flii.ehen, deren Ordmmg 

grSsser ais 20 ist. 
3 2 3) Die Exponenten ~-, 1- geben nur Fl~chea, deren Ordnung 

grSsser als 18 ist. 
4) Die Exponenten 3, :7, geben nur Fliiehen, deren Ordnung 

grSsser a]s 16 ist. 
2 5) Die Exponenten a ~ geben nut Fl~ichen, deren Ordnung 

grSsser als 18 ist. 
3 2 6) Die Exponenten ~, ~ kSnaen nicht gleichzeitig vorkommen, 

indem keine Raumeurve 5 tr Ordnung gleiehzeitig einen dreifaehen and 
einen zweifaehen Punkt haben kann. 

Sind die dutch P, gehenden Zweige nieht dureh eine einzige, 
sondern durch zwei oder drei Entwickelungen dargestellt, so sind die 

o 
entspreehenden tliedrig'sten Exponenten im ersten Falte ~ u im 

zweiten Fa]le 1 1 1 Sind andererseits die (lurch H~ gehendea 
1 ~ 1 ~ 1 ~ 

Zweige dutch zwei Entwickelungen dargestellt~ so sind die entsprechen- 
l I den Exponenten 7, y .  

]ndem man successlv alle mSgl~chen FRlle berechnet, und dabei be- 
rileksichtigt, dass ein dreii'aeher uad zweifacher Pu~kt nieht gleieh- 
zeitig auf'treten kSanen, erkennt man, dass die Annahme (3,2) nur 
Fl~ichen giebt, deren Ordnung grSsser als 16 ist. 

Die Hypothese (3, l) giebt bekanntlieh nur eine Minimalcurve 
vierter Ordnung, fiinften Ranges. Die entsprechende Minimalfl~ehe ist 
yon der zwb'lften Ordnung "and der zwSlflen Classe. Die Hypothese. 
(3~ 1) . . .  giebL nut Fliichen, deren Ordnu~.g gr6sser als I8 ist. 

Die Hypothese (3, O) giebt die Ennepe r ' s che  F1Rche ~leunter Oral- 
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hung. Die Hypothese ( 3 , 0 ) . . .  gieht nur eine Flache sechszehnter 
Ordnung, zwSlfter Classe. 

Die Flgchen, die den Hypothesenp~ ~ 2 and21 ~ 1 eatsprechea~ 
sind frfiher bestimmt worden. Und also ist es uns wirklich gehmgen alle 
reellea Minimalflgchen~ deren Ordnung uiedriger als 17 ist, und welche 
dabei keine Doppelfl~chea sind, zu bestimmeu. Ich stelle die be- 
treffenden Fl~chen in dem folgeadea Schema zusammen. 

Hypothese. i Ordnung. i Cl~sse. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  I . . . . . . .  , 

(4,0) 
(3, 1/ 

(3,0) (1,o) 
(3,0) 

(1,1) (1, i) 
(1,1) (~,0) (~,0) 

(1,0) ( l ,0)  (1,0) (1,0) 

16 
12 

16 
9 

12 

16 

8 

12 

12 

6 

18 

18 

18 

49. Es ist schwieriger, alle .Do1~pel/liichen yon gegebener Ordnuag 
zu bestimmen. Ich werde diejenigen Resultate, die ieh his jetzt er- 
halten habe, auseinandersetzen. 

Da die bet reffenden Minlmalcurven sich selbst conjugirt sind, so wird 

Bezeichnen wit die Ordam~g der Doppelfl~ehe mit 0", so ist naeh 
unseren friiheren Untersuchungen 

und also zugleich 

0 " >  2 ! p ~ .  

Verlangen wir, dass 0" niedriger als 9 sein soil, so muss naeh der 
]etzten Formel Pl entweder gleich 2 oder gleieh 1 sein. 

Da es keine Minimaleurve 4. O. giebt, die der Hypothese (2,2) 
entspricht, so erkennen wir, dass die Annahme th ~ 2 nut  I)olqJd- 
/ffichen, deren Ordnung gr6sse~" als 12 ist, liefert. 

Es hleibt also nur die Annahme pi = 1. Die Hypothese 

(1, 1), (I, l) 

g iebt  hekanntlich (Nr. 40., 43.) eine Doppelfliiehe sechster Ordnung, 
neunter Clazse, Wobe[ indess wie fi-fiher unent.schieden bleibt, ob die- 
selbe reell sein kaua. --  Die Hypothese 
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0 , 1 )  (1,1) (1,1) 

giebt nur 1)o22elfliichen, deren Ord~mng grosset als 14 ist. Also kommt, 
iade,n wit zugleich an unsere friiheren Ergebnisse erinnern: 

Sat  z 59. Giebt es reelle Minimal[lgichen, d~'en Ord~m~g niedr,bgo. 
als" neun ist, so muss ihre Ordnung gleic]~ sechs, ihre Classe gleich 

Wit stel]en sodann die Frage nach den reellen DoppelflSchenj 
deren Ordnuug nicht grSsser als 15 ist. 

Es ist zun~iehst klar~ dass lh nicht grSsser als 3 sein daft. Und 
da wit schon (lie beiden Hypothesen j0j ~ 2 und p, -~- 1 behandelt 
haben, bleibt nur die Hypothese p~ ~ 3 ~ibrig. Ist dabei v... grSsser 
als Null, so ist die Ordnung der betreffenden Doppelfl':iehen jedenfalls 
gleich 22. Wir haben daher l~ur za untersuehen, welche Doppelfliichen 
der Hypothese 

(3,3) 
entsprechen. 

Es kSnnen drei verschiedene F'~lle eintreten; wir werdell diese[ben 
der Reihe nach betraehten. 

l) Lass uns zuniiehst voraussetzen, dass die dutch _P~ gehenden 
Curvenzweige dureh dieselbe Reihenentwickelung dargestellt werden, 

3 
und dass der niedrigste Exponent gleieh ~ ist. Die entsprechenden 

Miaimalfi~ehen sind von der fh~fzehnten Ordnung. Hierher gehSct die 
H e n n e b e r g ' s e h e  Fl~[ehe fiinfter Classe. Es ist mir nieht gelungen 
zu entscheiden, ob es mehrere reelle Doppell]iichen f0nfzehnter Ord- 
nung giebt, die unserer Hypothese entsprechen. 1st (lies der Fall, so 
ist ihre Classe dargestellt durch die Formel 

und also gleieh 1~, 21 oder noeh grSsser. 
2) Wir setzr fortw-~hrend voraus, dass die durch PI gehenden 

r -(.r .1 - Cr Zwel~e dutch eine einzige Entwlckelun~ dargestellfi sind; und sei jetzt 
3 der niedrigste Exponent gleich ~ .  Die 0rdnung der entspreehenden 

Dol)pelfl'2ehen ist gleieh 

3 6 - -  2 . 4 - -  2 . 3  ~ 1 1 .  
2 

Es ist mir nicht gelungen zu entscheiden, ob diese Hypothese 
rcelle Doppelfl~chen liefert. 

3) Es bleibt nut die Annahm% dass die dureh .P~ gehenden 
r 

�9 "or Zwel=e dureh zwei Entwiekelungen dargestellt sind~ and dass y und i 1 

die betreffenden Exponenten sind. Die Ordnung der enisprechenden 
Fill.chert is~ gleieh 



Ueber Minima]t~chen. 399 

3 6 - - : ~ . 2 - - ~ . 1 - - 2 . 1 _ 2 . 1  
~ 13. 

ich weiss indess nieh% ob diese Hypothese reelle Doppelfl~ichen liefern 
kann. 

~riiher haben wir sehon gesehen, dass die Hypothese Pl ~ 2 jeden- 
fails nur Fl':i.chen, deren Ordnung grSsser als 12 ist, liefert. Ich werde 
versuchen diese Hypothese etwas n~iher zu diseutiren. Ist p~ grSsser 
als 1, so ist die Ordnung der betreffenden Fl~ichen jedenfalls grSsser 
als 23. Andererseits kann p., nicht Null sein, indem die Hypothese (2,2) 
keine Minimaleurve vierter Ordnung ]iefert. Daher muss _p., ~ 1 sei,~. 
Ist dabei 2:~ grSsser als Null, so ist die Ordnung der betreffenden 
Fl':ichen grSsser als 25. Wit  brauehen somit ilur die Hypothese 

(2, 2) (t, 1) 
zu untersuchen. Es kSnnen drei F~ille eintreten: 

1) Lass uns zuniichst voraussetzen, dass die dutch /01 gehenden 
Curvenzweige dutch eine einzige Entwickelung dargestellt sind, und 

2 dass der bet reffende Exponent gleich i ist. Die Ordnung der ent- 
spreehenden Doppelfl'~ehen ist gleich 

3G-~ .~ - -~ . -~  15. 

2) Lass uns andererseits voraussetzen, dass die dutch 2~ gehenden 
Zweige dutch eine einzige Entwickelung dargestellL sind, and dass der 

2 betrefrende :Exponent gleich :~ ist. Die Ordnung der eatsprechenden 

Doppelfl~ehea ist gleich 

a ~  - -  2 . 4 - -  ~ .  1 13. 
2 

3) Endlich haben wir noeh die Annahme, dass die durch P1 
gehenden Zweige dureh zwei Entwickeluugen dargestellt sind and dass 

1 1 die betveffenden Exponenten gleieh -i and i sin& Die rccllen Dopl)el- 

flKchen: die dieser Annahme entsl)rechen mSgenj sind yon der 13 ~~ 
Ordnung. 

Aus dem Vorangehenden fliesst der Satz: 
S a t z  59. .Es 9iebt keb~e reelte Doppelfiiiehe, dvrer~ Or&~ung gh, ieh 

eine~r der [blgenden Zahlen 
2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10~ 12, 14 

ist. Dagegen lasse ieh ~tnentschieden, ob die Ordnu~g ein~ reellcn 
Do2yelfigehe gtewh 6, 1I,  oder 13 sein ];an~*). 

*) Die interessante Frage, ob e~ Doppelii~.chen sechster Ordnung giebt, kana 
nach dem Vorangehenden auch folgendermassen ibrmulirt werden: /(ann eine 
Mini.nu~lcurve 3. O. dutch eine l'ransformation durd~ eeciproke ltadien i',~ eine 
sich selbst eo~jugirte Curve umgewa~ulelt werden? 
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]m Uebrigen be~rachte ich den folgenden Satz ais das wiehtigste 
Ergebniss meiner Untersuchungen fiber Minimalfl~ehen gegebener 
Ordnung : 

~ a t z  60. Die Summe der Ordnung und der Classe eider reeUen 
Minimalfliiohe~ sie mSge eine Doppdfliiche sein oder nicht sein, ist immer 
grSsser alx 14. 

Dor Asymptotonkogel zer~llt  in Ebonon. 

50. Ich werde jetzt die une~Jd]ich entfernten Punkte eider alge- 
braischen Minimalfl~che bestimmen. Dabei setze ieh zuniichst voraus, 
dass die Minimalcurven tier einen Schaar keinen unendlieh entfernten 
Punkt enthalten, der zug]eich den Minimalcurven der zweitel~ Schaar 
angehSrt. 

Sei 
x - ~  A(t) ,  y = B(t) ,  z = C(t) 

eine Minimalcurve der einen Sehaar; deren Ordhung gleich m sein 
mag. Und sei 

x = a l  (~),  y = ~ ,  ( , ) ,  z = C, (~) 

eine Minimaleurve tier zweiten Schzar, die yon der pten Ordnung" ist. 
Alsdann ist die Ordnung der Fl~che gleich m 2.  

Die Curven der ersten Sehaar haben m gemeinsame unendlich ent- 
fernte Punkte; ebenso haben die Curven der zweiten Schaar p gemein- 
same unendlich entfernte Pankte, wobei zu bemerken Jst,, dass einige 
unter diesen m oder p Punkten vereinigte Lage haben kSnnen. Ich 
verbinde die m Punkte mit den io Punkten durch gerade Linie~, und 
erhalte hierdurch r~ 2 Gerade~ unter clezlen einige unter Umstiinden 
zusammenfallen. 

Ieh w~Me einen beliebigen unendlich entfernten Punkt Q, der 
jedoch nicht auf ,ten besproehenen Geraden ]iegen daft, und ziehe 
eitle durch Q gehende Gerade allgemeiner Lage. Um die Schnittpunkte 
dieser Ger~tden mit uaserer Flache mzv t~ Ordnung zu finden, verf",ihrt 
man nach dea Untersuchungen in w 6. folgendermassen. Man con- 
struirt die beidelt Kegel, welehe bezfiglieh die Mi~imalcurven 

x = A ( t ) - - a ,  y = B ( t ) - - b ,  z = C ( t ) - - c  
und 

~c---- --  A , ( , ) ,  Y = - -  ~ ( v ) ,  z =  - -  C,(v) 

enthalten~ und fiir welehe dabei Q gemeinsame Spitze ist. Man be- 
stimmt die gemeinsamen Erzeugenden dieser Kegel. Die Zahl dieser 
Erzeugenden, die nieht in der unendlieh entfernten Ebene liegen, ist 
gleich der Zahl der im endliehen Raume gelegenen Sehnittpunkte 
zwisehen der Fli~ehe und der (lurch Q gezogenen Geraden. Nun aber 
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ist klar~ dass unsere Kegel nach dcn gemachten Voraussetzungen keiue 
gemeinsame~ unendlich entfernte ]~rzeugende habea. Und da unsere 
Kegel bezfiglich vofi der m ~. und der pt~ Ordnung siad, so habeu 
sie mp gemeinsame im endlichen Raume gelegene Erzeugenden, die 
wegen der unbestimmten Parameter a ,  b~ c s'2mmflich verschiedea 
sein mfissen. Dementsprechend schneider eiae durch Q gehende Gerade 
allgemeiner Lage die Fl~iche in m 2 verschiedenea Punkten. Und da 
die Ordnung der Pi-Xche gleich mp ist~ folgt, dass Q nicht auf der 
Fl~che liegt. 

Liegt dagegen die Kegelspitze auf einer aster den besprochenen 
mp Geraden, so habea die Kegel jedenf'alls ei~w gemeinsame unend- 
lieh entfernte Erzeugende, and also liegt die Spitze auf der Pl~,ehe. 

Setzt man dal~er voraus, dass die Mi~imah~wven der einen Schaar 
keinen unendlich entfe~nten Punkt mlt &n Curven der zweiten Schaar 
gemein haben, so beslelzt die Sd~nittcurve der .Fliiche mit der ~tnendlich 
ent[erntem .Ebene nut aus mp Gera<k~n: den Verbindungsgeraden der m 
une,ullieh entfernten _Punkte der Minimak'urven der einen Sehaar mit 
den p entsprechenden gAu~kten der zweiten Schaar. 

51. Jetzt werden wir annehmen, da~s die Curvea der einen Schaar 
unen31ich eutfernte Punkte mit den Curven der zweite, Schaar gemeia 
haben. Um die Ueberlegung mSglichst eingehend ffihren zu kSauen, 
scheint es mir zweckm~ssig, die Reihenei~twicke]ungen der Minimal- 
curven in der Umgebung des besprochenen gemeinsameu Punktes aut- 
zustellen. 

Ich w~hle mein Coordinatentetraeder in der folgendea Wei~e. 
Sei t ~ 0 die uaend]ieh entfernte Ebeae, und z ~ 0 eine beliebige 
andere l?.bene. ]oh z~ehe eiae zur Ebene z ~ - 0  seukreehte (~erade 
und lege durch dieselbe zwei Ebeawn, die den Kugelkreis berfihren. 
Seien x ~--0 and y ~ 0 diese Ebenen. W'Xhlt man diese vier Ebenen 
zu Coordinateaebenen, so erh~ilt die Differentialgleichu~Jg aller Mil~imal- 
curven folgende Form: 

d-~:c d yt -- (d t )  ~ ~ " O. 

Ich ffihre 
$r z t ~ ,  = ~ ,  . _  ~ 

y ~7 Y 
als neue Coordinaten ein. Dieselben sind jetzt lticht mehr homogene, 
sondern absolute Coordinaten. ttierdurch t|immt die obenntehende 
Differenfialgleichung die Form an: 

Nun werde ieh die allgemeinen Reiheuentwickelungen einer durch den 
Punkt v~- -0 ,  ~---~0, ~ = 0  
des Kugelkreises hindurchgehenden Minimalcurve sachem Ich setze: 

Mathematittehe ~alaslem X2V. 2~ 



402 Soem, s Lm. 

= L , r  "o + 2;, ~'  + . . . .  ~ T L ~ . V ,  

und versuehe, iadem ich die M~ als gegebene GrSssen betracht% die 
Coefficienten L~ und die Exponenten r~ derar t  zu bestimmen~ dass 
die Differentialgleiehung identiseh befriedigt wird. Man finder die 
Bedingungsgleiehung 

X~ X~. 2 : i ~  ( ~ . . - -  r~) M~ M~. L i ~  "~+'~'+ ~ -  ~ 

die identisch bestehen soll. 
Indem wir zuniichst vomussetzen, dass keine unter den Gleichungen 

stattfi)adet~ ergiebt sich~ dass 2~ o + r o -  2 der niedrigste Exponent 
links, und 2~ 0 der niedrigste Exponent rechts ist. Also is~ 

2 zo + ro --  2 = 2 =o, 
w o r f . l l s  

Es ergiebt sich ferner~ dass 
1 2 

r 1 ~ 2 - [ -  q ,  r . . , ~ 2 - t - ~  u. s. w. 

und im Allgemeinen 

Wir werden zeigen,-dass die Coefficienten 

Lo, L , , . . . ,  L~_..,~-~ 
durch (He GrBssen 

Mo, M,,  . . . ,  M,~_~_~ 
vollst'~adig bestimmt sind. Die GrSsse L; tritt nitmlich zuerst auf in 
dem Gliede 

,to (~o - " , )  Mo Mo L, C ~ "~ 
In Folge dessen ist L~ im Allgemeinen eine unzweideutige Function yon 

Lo, L~, . . . ,  I~._~, Mo, M~, . . . ,  M~; 
ausgenommen ist dabei nut der Fall, dass ~i ~ Xo ist. In Folge dessen 
ist L,, bestimmt dutch M0, L 1 dutch M_~ und M 1 u. s. w.~ und e~d- 
lieh L~_~.l_z bestimm~ dutch Mo, M r ,  . . ,  ~/-,-.~q-l; so dass der 

2q+l  p--I 

L,,~ ~- + Z ~  ~ + - . .  + I,~_., .q_~ ~ 

der P, eihe ~-'L, ff" dutch die vorgelegte ]r X M ~  =~ vollstiindig be- 
stimmt ist. 
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Is t  ~t o ~ %, so bleiben die obenstehenden Betraehtungen a l lerdin~ 
nicht mehr giiltig. Dabei ist jedoeh zu bemerken, dass in der Reihe 
22L~ ~" die Coeffieienten tier GrSssen 

;o--1 p--2 

~ ~' , .~ ~ , . . . U . S . W .  

gleich Null sind, uad somit durch die vorgelegte Reihe unzweideutig 
bestimmt sin&*) 

Ist  eadlich 

~ 0 ~ 1  uncl zt o >~ %,  

SO mUSS 

sein, wor~us folgt : 
~o + zo + t o - - 2 =  no + xl 

so dass r o grSsser als 2 is~. Auch in diesem Falle sind daher die 
Coefficientea tier Grgssen 

p-~ ,-____=-~ 
~ q  ~ u . s . w .  

gleich Null ,  und somit dureh die vorgelegte Reihe unzweideutig be- 
s~immt. 

Zu bemerkea ist~ dass % nur  dann gleich t sein kann,  wenn 
gleichzeitig ~0 ---~ 1 ist; diesea e in fachen .Fall sddiessen w i r  vorliiufig aus.  

52. Fiir das Folgende ist es nothwendig~ die Reihenentwickelangen 
einer Minimalcurve fiir eine etwas allgemeinere Lage des Coordinaten- 
tetraeders aufzustellen. 

Ich setze: 
ot  ~ t', 
OX ~ X'~ 

OY ~ Y" + a x ' ,  

und 
x' _ ;~ ,  z" t ' _ _ ~ v "  ' _ ~ g "  y, -~- - -  ~ , y" 

und fiihre nun v', ~', ~ als neue Coordinatea ein. Es ist 
s 

= - i -+-~T" 

__ _ _ . ~  

") Die Annallme 

( + r  

ka~n nur eintreten, wenn ~o kleiner als 2 ist, wle maza leieht~ ei~ieht. 
'26" 
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Darch Einfiihrung dieser Werthe findet man zuniichst eine Entwickelung 

2 3 p - - x  

~ ' =  Lo'~o '~ + - . .  + L~_~.~_~' ~ + - . . ,  
wo jede GrSsse Li' durch die Coefficienten .Lo . . .  L~ bestimmt ist. 
Man finder f~rner 

p 

und dutch Ausfiihrung kommt 

~ ' =  Mo~ ~ + M~" ~ + . . .  

+ . - -  + / ; ; _ .~_~  ~'-~- + . - .  + Mo ~- ~'--~- Lo' ~ "~ 
. . . .  ~ . . , . . . . . . . . .  . 

53, Lass reich annehmen~ dass die beiden Miaimalcurven 

x = A ( t ) - -  a, y = B ( t ) - - b ,  z = C ( t ) - - e  
und 

z = - - ~ l ( t , ) ,  y = - . B , ( t , ) ,  z - -  c,(t ,)  
einer Minimalflgche durch den auf dem Kugelkreise gelegeaen Punkt 

~ = 0 ,  ~ 0 ,  C = 0  
hindurchgehen. Die Reihenentwickelungen dieser Curven seien 

j 0 + ~  

und 
. p + ~ r  

lch nehme an, dass 

ist, wobei bekanntlich 
v ~ p - - q  

ist. Alsdann ist, wenn wir mit u die kleinste der Zahlen v und 
p -  '.)q bezeichnea, nach dem Vorangehenden 

L~ ~ Ll, o, . . ,  L~- i  ~ L1,~-1, 
w'~hrend im Allgemeinen 

L~ ~ L~,~ 
ist. ~eien 

�9 

und 



Ueber MiaimaLfi~chen. 405 

Es ist dann zu- 

und 

WO  
P >.vl  

i~t, so ergiebt sich sogleieh, dass 

ist. 
Erinnern wit nun, dass der Punkt 

t ' ~ 0 ,  z ' ~ 0 ,  y ' ~ 0  

einen jeden unendlieh entfernten Punkt, der nicht uuf der Taugente 
~ O, r ~ - 0  des Kugelkreises liegt, darstellen kaun, so ergiebt .slch 

aus unseren friiheren Untersuehungen (w 6. uad 7.) der Satz: 
Gehbrt ein gewisser .Pu~d,t Q des Kugdkrci~es sowolJ den Minimal- 

e~trven tier einen Schaar, wie den Uurvcn tier zu,eitcn Schaar, so tlegeu 
diejenigen unendlich entferat~.n Pu~kte dcr betrcffendc~ 3linimal[liichc, 

Haben die Reihenentwickelungen unserer Minimalearvea die Form 

die Reihenentwiekelungen in den neuen Variabeln. 
n~iehst klar~ dass 

L o' ~ L ; , ~  . . . ,  Z~_~ = L ; , ~ - i .  

wird. Ist nun v <p--q, so ist 

Ist dagegen v ~ p  - -  q~ so kommt allerdings 

w~hrend man nicht ohne Weiteres einsieht, dass 

sein muss. Es ist 

M;_~ = M~_~ + ~ 16.~ZoL;_,:~.. , 

und da M~_q und M1,p-q versehieden sind, so i~t klar, dass 31~_q 
und M(.p_q jedenfalls nur ftir speeieIle Wertbe des Parameters 16 
eina~der gleich sein ki~nnen. Da indess die Parameter a, b, e all- 
gemeine Werthe haben sollen, so lehren die Entwickelungen der Num- 
mer 26,  dass M e q und MJ'p_q auch nicht ffir specielle Werthe you 
16 ei~ander gleieh sein kSmlen. FolgHch ist 
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die yon den dutch Q hindurJu3ehenden Curvenzweigen herriihren mggen ' 
"auf der Tangente des Kugelkreises in Q. 

Berfihrt die :rangente des Kugelkreises in Q sowohl die Minimal- 
R curven der einen Schaar wie die Curven der zweiten ~=chaar~ so ist 

es leicht zu beweisen, dass die betreffende Tangente wirklieh auf der 
Fl~ehe liegt. Aus den beiden Entwiekelungen einer Carve der eiaea 
Schaar 

~q 2q+t 

~ =  Lo~ q + L,~ q + . . . ,  

folgea n~imlieh, indem maa ~ als unabhgngige Variable einf(ihrt, zwei 
Entwiekelunge~ tier Form 

& q+___~ 
~ ' =  t o ~ +  tl~ ~q + . . . ,  

p + l  

," ~ mo,"q + m ~ $  ~ + . . .  

and dementsprechend kommt, wenn 
'2qt 2 :/f ~- I 

~ = L~,o,'; ~' + L,,,,~ '~' + . . . ,  

~ = ~ , , o ~  q' + M ~ , ~  ~' + �9 - 
die Reihenentwiekelungen einer Curve der zweiten Sehaar sind, dutch 
Einffihrung yon ~ als unabh~ingiger Variabeln 

q~ qj + 1 

~ ( ' =  l , , o ~ q ' +  1,,,~ ~q' + . . . ,  
p, ~o, + i 

"Lit' ~ -  m l , 0 ~  2q'  ~ -  m l , 1  ~ 2qa -J[- . . . .  

Hieraus folgt, wenn z. B. P--< p~ is~, q 

~(r - r.(') = ~ ~ ,  . ~  ,~ ( r  ,~,") ---- 2p~,,, 
so dass 

wird. Ist andererseits s ~ P_A~ so kommt 

q ' 

2q 
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~o, dass aueh jetzt 

wird.*) 
Diese Formel bleibt, wie man ohne Schwierigkeit erkennt, giiltig, 

wean die Tasgente des Kugelkreises in Q ~ur die eine, dagegen nich% 
wenn sie keine unter den Minimaleurven ber~hrt, hl dem letzten Falle 
ist  in  tier Tha t  

Dies g iebt :  

Beriihrt eine Tangente des Kugdkrei~es a~le Mi~zimalcurven, die 
der einen Schaar angeh~ren, so liegt diese Tangente auf r Fliict~. 
.Beri~hrt dagegen diese Gerade keine Minimalcum,e% so liegt sic nictd 
auf  der Fl~iche. 

Die Multiplicit~t einer solchen Geraden auf der Fl~che wird in 
jedem Falle bestimmt, indem man ia den frtiher betrachteten Ent -  
wickelungea die nothwendige AnzaM yon Gliedern wirklieh bereehnet. 
Doch halte ieh es nieht fiir nothwendig,  hierauf n-~her einzugehen. 

Aus den vorangehetlden Betrachtungen ergiebt sieh nun der fol- 
gende Satz,  der die unendtich enffernten Punkte einer jeden Minimal- 
fiache vollstandig best immt:  

S a t z  61. Schneiden die Minima~urven der eineq~ Sc]~aar die un- 
end~ich entfe~'nte Ebene~ und also auch den Kugelkre~s in den Punt'J~ 
p i ,  P ~ , . . . ,  Pu, wiihrend die Curven der zweiten Schaar den Kugel- 
kreis in den _Punkten I'f ~ , 17.~ , . . . ,  l'[ k treff en , so l iegen siim mtliche 
Verbindungs9eraden v e r 2 c h i e d e n e r  Punkte P~ 1~ auf der Fl~iche**). 
.Desgleichen, wean t), mit Yf~ identisch ist, so geh~rt die T ,  ngente des 

*) Ausaa.hmsweiae kann es z_ B. ei~treten, da.ss 

i~t; al~dann i~t, wean wit z. t3. annehmen 2_q~fft.: :~1 . 

.,~Id(z-zl) <~(2p--e/~qt, oder ~l)ql 

und d~t 
p~l ~ (ep-- aiql, PP~.~T{I~ 

ist, folgt ~tuch in dic~cm Palle 

Z d (~"--,,") > / ~ / ~  :~ -- z,). 
**) Is~ die Fl'Zehe insbesoadere reel|, und ~iad dabei I', und IT i coajugirte 

Puakte des Kugelkreises, so niad die Gcraden ~i]~i O0 ipso reell. 
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Kugelkreises in diesem :Punkle der Fliiche an, sofern s~e #:on albert 
Minimalcurven der einen Sc]~aar berghrt wird, sv,nst nieht. 

Dieser Satz gilt fiir alle nicht developpablen Minima]flKchen, sie 
mSgen reell oder imaginiir~ Doppelfiiiehea oder nicht Doppelfl~chen 
sein. Mein Satz vervollst~ndigt eine frilhere Angabe yon Geiser .  
Derselbe hat n~im]ich gefunden,*) dass der Schnit~ einer algebraischen 
Minlmalfl~che mit ~er unendlich entfernten Ebene nur aus dem Kagel- 
kreise und aus geraden Linien bestehen kann. Nach dem Obenstehen- 
den kaun der Kugelkreis nur auf den developpablen und zugleich 
imagin~ren MinimalflSchen liegen." Ueberdies ist im Vorangehenden 
die Lage der betreffenden Geraden bestimmt. 

54. Es ist leieht naehzuweisen, dass jede Miaimalfiiiche eine An- 
zahl unendlich entfernter conischer Punkte enthi~lt: Seien in der That 
e 0 und k,, zwei auf einer Minimalfl~iche gelegene Minimalcurven, und 
lass reich annehmen, dass c o den Ku~elkrels im Punkte Q schneider, 
ohne jedoch denselben za beriihren. Ffihre izh nun e o in Translations- 
bewegung, indem ieh k 0 als Directrix benutze, so beschreibt die Tan- 
genre yon c o im Punkte Q einen Kegel, dessert Ordnung gleich der 
Ordnung der Carve k o sein wird, wenn nicht zut~s auch k 0 
durch den Punkt Q hindurchgeht. Folglich ist Q ein coniseher Punkt, 

t ~  f~ Cf dessen lanoentenke~el der soeben b~,~proehene Kegel ist. Beriihrt c o 
den Kugelkreis in (2, so ist dieser Punkt ein ausgearteter coniseher 
Punkt. Also: 

S a t z  62. JDie ScImittpunkte der auf einer Minimalfl~cI~e gelegenen 
Mini~alcurven mit der unendlich ent[ernten L'bene sind conische :Punkte 
der .Fl~iche. 

Da nun alle Tangentenkegel einer Fl~che dureh die conisehen 
Punkte derselben hindurehgehen~ fliesst aus dem Vorangehenden n. A. 
der Satz : 

Sa tz  63. Die :l'ange~ztenkegel einer Minima2fliiche schneiden den 
Kugelkreis in gewissen gemeinsamen 1)unkten. Au~serdem giebt es jedoch 
variable Schnittpunkte. 

w ~4. 

Die 0rdnung der Tangentenkegel einer Minimalfi~cho. 

55. Iei~ werde zeigen, wie man am besten veri~ihrt, wenn man 
92 die Ordnung der !lan~entenl~egel einer Minimalfl~che zu bes~immen 

wfinseht. Zun'~chst werde ich voraussetzen, dass die Kegelspitze un- 
endlieh entfernt ist~ so dass tier Kegel ein beriihrender Cylinder wird. 
In diesem Falie ist die Ordnungsbestimmung ~asserst einfacb. 

Ieh nehme einen (l~lgemeinen Punkt des Kugelkreises und construire 

*) Mathematischc Annalen Bd. ]lI, pag. 530. 
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den Tangentenkegel, dessen Spitz 9 der gew~hlte Paukt i~t. Der erhaltene 
Kegel zerfgllt nach dem Voral~gehcnden in M q- .M! Kegel, dere~a jeder 
die Flgche nach einer Minimalcurve ber~ihrt; ausserdem wird unter 
Umstgnden die unendlieh enfferate Ebene ein Theil des gesammtea 
Tangentenkegels sein. Die besprochenea :4~ und 71/" Kegel sind he- 
ziiglich yon der Ordnung O' und O. Also i~t die Ord~mng des eigeat- 
lichen Tangen~nkegels, dessen Spitze ein allgeraeiner Punkt des Kagel- 
kreises ist, gleich MO'-{ -M'O.  

Man verlege jetzt die $pi~ze des Tangentenkegels in eiaen allge- 
~e/nen Punkt der unend~ich enffernten Ebe~e. Alsdann zerf-allt unser 
Kegel in die unendlich enffernte Ebene und einen beriihrende n Cylinder. 
Sei a die Multiplicifiit der unendlich entferate~/ Ebeae als reductiblen 
Theiles des Tangentenkegels, und sei/3 die Ordnung des Cylinders. AIs- 
dana ist a + fl die Ordnungszahl eiaes Tangen6enkegels altgemeiaer 
Laffe; die Spitze mSge uaendlieh entfernt oder im endliehea Raume 
lieges. 

Es ist Mar, dass die beiden Zahlen a und 3 unge-gndert bleibea, 
wenn die Spitze die un.endlich entfernte Ebeae durchl'gtfft, dabei voraus- 
gesetzt~ class man solche Punkte vermeidet, die ~uf der Fl~iehe liegen. 
Und da der Kugelkreis nicht auf der Fl~ehe liegt, schliessea wir, dass 

# = = M O ' + M ' O  
ist. Also: 

Satz 64..Die Ordnungszald eine~ beri~Twenden Cyli~Mers isr gleich 
M O" -{- M'O,  oder wenn die .Fl&~he eine .Do2pelfltiehe ist, glelct, MO. 
Ist die Fltiche reell und keine .Do2apelfliiche, so ist die bes~vrochene Zahl 
gldch 2 M O. 

56. Wtinscht man welter zu gehen und die Or~tnungszahl eines 
allgemeinen Tangentenkegels zu besfimmen, so hat man die Zahl u 
zu bestimmen. Es ist !eicht einzusehen, dass a sich als die Sumroe 
einer Reihe Zahlen ai~- darstellea l~isst. Bezeiehnen wir n~imtieh wie 
friiher die unendlich entfern~en Punkte der auf unserer Fl~iche gelegenen 
Minimalcm'ven bezaglich -mit 

2 ' , . . .  P , . . .  P,, 

so besteht bekanntlieh die Schnitteurce der Flge, he mit der unendllch 
entfernten Ebene aus den Geraden t~l'Ik. Berfihrt die Flgche die 
Ebene nach einer gewissen Geradea t~/Ff~ so veranlasst dieser Urn- 
stand, dassjeder Tgngen'~enkcgel, dessen Spitze unendlich entfernt is~, 
die unendlieh enffernte Ebene etwa aij, real als reductiblen Theil eat- 
hg~t. Daher wird 

I" =~-. 2 ~ ~ik ~ 
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wo jede Zahl ee~ sieh nur auf die Gerade Pffl'~ beziehL Die Zahl ~ 
ist bestimmt dutch die Reihenentwiekelangen derjenigen Zweige unserer 
Minimalcurven, die durch Pi und H~ hindurehgehen. Doch gehe ich 
auf die Berechnung tier aik nicht niiher ein. 

57. Es ist leicht beliebig, viele Minimalfl~chen zu construiren, 
fiir welche a ~--0 ist; wit kSnnen sogar beliebig viele Minimalfl~iehen 
construiren, die die unendlich entfernte Ebene nieht beriihren. 

Man zeigt niimlieh zuniichst~ dass 

2 M M '  

die Zahl der parallelen Tangentenebenen der FNche ist. Wiinseht 
man in der That (lurch eine unendlich entfernte Gerade alle miSglichen 
Tangentenebenen an die Fl~iche zu legen, so verffihrt man folgender- 
massen. Man bestimmt die Schnittpunkte 20 und ~) der Geraden mit 
dem Kugelkreise, und w-iihlt eine Minimalcurve aus jeder Schaar, etwa 
c o und k,~. Man bestimmt die _Mauf  co gelegenen Punkte =, deren 
zugehSrige Tangenten den Kugelkreis in /)  (oder Q) treffen; ebenso 
sucht man die M'  auf k 0 gelegenen Punkte z',  deren zugehSrige Tan- 
genten den Kugelkreis in Q (oder 20) treffen. Man zieht die durch 
die 3 I  Punkte :v gehenden Curven k, und zugleich die (lurch die M'  
Punkte ~" gehenden Curven c. 

Die gezogenen Cur~,en c uncl /: sehneiden sieh in M M "  Punkten, 
deren zagehSrige Tangentenebenen die ver]an~e Rieh~ung haben. 
Endlich finder man MM" weitere solche Punkte, indem man die Punkte 
20 und Q vertauscht. Also: 

Sa tz  65. Eine ~[inimalfliidw hat 2 M M "  parallele Ta~genten. 
ebenen, unter denen, wen~ die 17'liiehe reell ist, 2 M  reell sin& .[st die 
Fliiche eine ])opivelfliiclw, so sind unsere Zalden mit 2 zu dividiren. 

Nun ist die Classe einer MinimalfiRche gleich 

M(2~ ' - -M' )  + M ' ( ~ - - M ) ,  
also ergiebt sich dutch Subtraction, dass 

M(2~ ' - -M' )  + M ' ( i ~ - - M )  - -  2 M ' M '  
die Multiplieit-Xt der unendlieh enffernten Ebene als Tangentenebene 
ist. Also: 

S a tz  66. Die 211ultiplieitat der unendlich entfernten Ebene als 
Tangentenebev~e ist M ( B ' - -  2 M')  -+ M '  ( R - -  2 M) ,  oder wenn die .Fliiche 
,'cell ist: 2 M ( I ~ - - 2 M ) .  Ist die Fliiehe eine Dolgpelfliiche , so ist die 
besprochcne Zahl gleich M ( B - -  2M) .  

1st daher/~ ~ 2 M ,  so ber~ihrt die zugehSrige reelle Minimalfl~che 
die unendlich entfernte Ebene gar nicht. 

Um solche Minimalfl~chen zu finden, verfahre ieh folgendermass.en. 
Ich nehme eine Curve, deren Tangenten unserem linearen Complexe 
gehSren~ und welche dabei eine allgemeine Lage hinsichtlich der Ge- 
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r~den # hat. In Folge desseu sehneidet g die zugehSrige Developpable 
in r verschiedenea Punkten. Dabei ist 

r e = O ,  / z ~ O ,  
folglieh wird ffir die entsprechende Minimalcurve 

M = o ,  R - - M ~ o ,  R = 2 o ~ 2 M ,  
so class die dieser Minimalcurve eatsprechende reelle Minimalfl'~che gar 
nicht die unendlieh entfemte Ebene berfihrt. 

Der Tangentenkegel einer solchen Fl':iehe ist naeh dera Voran- 
gehenden yon der Ordnung 2 MO (oder MO, wenn die Fl'~che eine 
Doppelfl~che ist). 

58. Die Orclnung eines Tangentenkegels ist nach P1t ieker  gleich 
der GXlasse einer ebenen Sehnittcurve der Fl-~che. Insbesondere sehliessen 
wir, dass jede auf einer Minimalfi~che gelegene ebene Curve MO" + M'O 
(oder MO) parallele Tangenten besitzt. Hieraus folgt weiter~ dass 
unsere Curve (MO'+M'O)"- Brennpunkte besitzt. Ist die Fliiche reell, 
so giebt es 2MO (oder MO) reelte Brennpunkte. Also: 

S a t z  67. 1)ie auf eincr reellen MinimalIldche licg~nden ebenea 
Curvea habea 2110 reclle 17remff~unMe ; diese Zahl ist mit 2 zu dividiren, 
wean die Fliiche vine Do2opel[liid~e ist. 

59. Es giebt eine andere bemerkenswerthe Methode zur Bestimmung 
tier Ordnung eines Tangentenkegels. Ich werde dieselbe in aller 
Kiirze entwickeln, obgleich ich noch nicht alle mit derselbea verbun- 
denen Sehwierigkeiten erledigt habe. 

Ich sehneide einen Tangeatenkegel mit einem Kegel, tier dieselbe 
Spitze besitzt und weleher dabei den Kugelkreis enthSlt. Die Oral- 
hung des Tangentenkegels ist gleich der Zahl der gemeiusamea Er- 
zeugenclen, dividirt durch 2. Es giebt zweierlei soleher Erzeugenden: 
diejenigen, die dutch die Punkte /J,, ll~ gehen, and diejenigen, deren 
Bertihrungspunkt im endlichen Raume liegt. Ich werde eine Methode 
entwickeln zur Bestimmung der letzteren. 

Betrachtet man in den Gleichungen 
= A(t) -J- .Al('r ) + ~A'(t), 

,; = B (0 + B, (,) + ,  2r (t), 
= c( t)  + c, (~) + ,  c' (t) 

t, z als gegebene Parameter, ~ als eine variable GrSs~e, so erh'Mt maa 
alle Punkte g, ~, ~ auf eiaer Tangente einer Minimaleurve c. Be- 
traehtet man dagegen ~, ~2, ~ als gegeben, so bestimmea unsere Glei- 
ehungen alle dureh diesen Punkt gehenden Tangenten an Curven der 
Schaar e. 

Ich flihre drei neue GrSssen x', y', a" ein, und ersetze meine drei 
Gleiehungen dutch die seehs folgenden -~quivalenten: 
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(1) x" -~ A(t) + *A'(t),  y" ~ -B(t) + , lY( t ) ,  z' = C(t) + ~C'(t), 

( 2 )  x" = ~ - A ,  ( , ) ,  y" ~ ~ - -  ~, (~), ~' = ~ - -  O,  (,). 
Die drei Gleicbungen (1) bestimmen nile Puukte auf einer Develop. 
pablen einer Minimaleurve e. Die Gleichungen (2) bestimmen eine 
Minima]curve, die zu den Curven der Schaar k eolliaear verwandt ist. 

,Die Anzahl der im endlielwn lCaume gelegenen Schnittpu~kte zwischen 
der Curve (2) und der Develolgpab~en (1) ist gleich tier Anzahl der- 
jenigen Tangenten, die dutch den lZunkt ~, ~, ~ gehen, und welet~ 
dabei eine Curve e beriihren. 

In dieser Weise bestimmt man diejenigen gemeinsamen Erzeugem 
den der besprochenen Kegel, deren Bertihrungspunkt im endlichen 
l~aume liegt. Hierzu fiigt man die nach den Punkten P~ und H~ hin- 
laufenden Geraden~ welche ebenfalls gemeinsame Erzeugende sind. Hier- 
bei lasse ich jedoeh unenlsehieden, wie man die Multiplicitiit dieser letzten 
Geraden als gemeinsamer Erzeugender unserer Kegel bestimmL*) 

w 15. 

Dis parabolisehe Curve und die Doppelcleveloppabl~ einor Minimalil~eM. 

60. Die beiden auf einer Minimalfl~he gelegenen Schaaren Minimal; 
curven c und ]~ bestimmen nach dem Vorangehenden (w 2.) eine ge- 
meinsame Umhfillungscurve X. Diese Curve ist eo ipso der Ort der- 
jenigen Punkte, in denen die beiden Minimalrichtungen zusammen- 
fallen. Und also enth.:ilt diejenige Developpable, die unsere Fliiche 
l':ings 27 berfihrt, den ima~nfiren Kugelkreis. Also ist X nach einer 
Bemerkung yon D a r b o u x  eine auf der Fl~ehe gelegene Krtimmungs- 
linie. Dass 2: zugleich eine Haupttangentencurve ist, beweist man 
folgendermassen. 

]st iiberhaup~ eine Fl~iche und ein Liniencomp]ex gegeben, so ist 
der Ort aller Punkte, dereil Complexkege] die F].~che beriihrt~ immer 
dann eine Haupttangenteneurve, wenn die Berfihrungserzeugende den 
besproehenen Ort berfihrt. Dieser Satz, angewandt auf eine Minimal- 
fl~iche und den Inbegriff aller Minimalgeraden, giebt: 

Sa t z  68. ~)ie Umldillungscurve aller auf einer Minimalfliiche ge- 
legc~wn Minimalcurven i~t eine Hau~ttangenlencurve und zugleich eine 
Kriimmungslinie der .FliieI~e. 

Wenn unsere Minimalflache keine Doppelfliiehe ist, so ist die 
Curve X eine Rfickkehrcurve tier Fliiehe. Fo]glich ist sie zugleieh ein 
Theil der parabolisehen Curve. I~t dagegen die FlRehe eiue Doppel- 
fl'~che, so ist S keine R[ickkehrcurve~ und auch keine parabolische Curve. 

*) Die gesuchte Zah[ h.;iagt offenb~r nut ab yon der Art des couisehen 
Punktes /~i oder YI'~. 
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Um iibcrhaupt die im endlichen Raume gelegeae parabolische 
Curve einer Minimalfl-~che zu bestimmen, stellen wit nach den ia 
Nummer 3. gegebenen Regeln die Differentialgleichung der lqauptt~n- 
genteneurven auf. Man erh~ilt die Gleiehung 

( s - ~ ) ~  (F'"  :s)ds"- - -  r (~: da ~-) ~ O, 

oder durch Wegwertung des Factors (s--a)"-; 

F ' "  (s) dg" - -  r  ~ = 0.  

Sollen daher die beiden Haupttangenten zusammenfallen, so muss eine 
der Gleichungen 

F " ' ( s )  = O, Y"' ( s )  = ~ ,  

r  = 0 ,  O"' (a )  = 

bestehen. Wenn daher eine Minimalcurve etwa aus der Schaar e eine 
Spitze oder Inflexionstangente besitzt, so ist die dutch emen solehen 
Punkt geheude Minimalcurve k immer ein Theft der parabolisehea 
Curve. Also: 

S a t z  69. Die parabolisd, e Curve einer 3li~imallliiche besteht ausser 
aus den unendlieh e~2t/e;'nlen Geraden der ~Tiiehe nut  eus Miui~nalo~'ven. 

Die unendlich entfernten Geraden gehSren immer der parabolischea 
Curv'e an.  

61. Es ist leicht nachzuweisen, dass die Doppeldeveloppable einer 
Minimalflache, die keine Doppelfl~iche ist, im Al|gemeiaen zerF, illt. 

Ich nehme eine Doppeltangel, tialebene, and ziehe durch den ersten 
Beriihra.gspunk~ die beiden Tangenten tund  r~ die den Kugelkreis 
treffen, und ebenso dureh den zweiten Berfihrungsl,unkt die entsprecheu- 
den Tangenten t t und t , .  Alsdann ist t etwa mit t, and t m i t  z, 
parallel. Dies vorausgesetzt, sind zwei Falle denl&ar. Entweder be- 
riihren t und t I Minimalcurven, die derselben Schaar augehSren. Oder 
auch beriihren t and t I Minimaleurven~ die nieht derselben Sehaar ge- 
hSren. In Folge dessert zerfallen die Doppeltangel~tialel,enen ei~er 
Minimalfl:,iche im Allgemeinen in zwei 8chaaren, deren jede eine 
Developpable erzeugt. Also: 

Sa t z  70. ,Die Do ppeldea,dolopable einer Minima~fliiclw, die keiue 
Do~pelfliieh.e ist ,  zerfiillt im AUgemeinen in zwei Theilv. 

lch werde zeigen, wie man die beiden Theile der Doppeldevelop- 
pable analytisch bestimmt. Seien 

dz -.~ 2 s F " ( s ) d s  "F 2 o W " ( ~ ) d a ,  

dec = (1 - s ' - ) F "  ( s )ds  + ( 1 -  a"-)~)"'(~)a~, 

dy  ~-  i(1 --~-s 2) t~'" (s)ds + i(1 -}-o~')(P" (a)da 

die Diflerentialgleichungen einer Minimalfl~ehe. Die Relation 

dz - zvdx - -  q d y  = O 



414 

giebt 
2s - -  p(1 - - s  ~') - -  iq(l--}-s ~') = O, 

woraus 
sa-- 1 1-F sa 

P ~  s:-k~ ' q ~  i(s-4-~) 

Erinnern wir nun, dass die Punkteocrdinaten z, x:  y sieh folgender- 
reassert ausdr~icken : 

z =  ~2/~<s) F<o(.s) + ~ f ~ ( a )  ap<o(a), 

z = ~ ~,(~) F<,, <s) + ~ ~, @) r ,> @ .  

y = ~ e,(s) P<,>(s) + ~ ~,(~)r 

wo /?('3 die drei Differentialquotienten/~"(s), .F '(s)  und F(s)  darstellt~ 
so finden wit zur Bestimmung der Gr'dsse 

z - - ~ x - - q y = w  

eine Gleiehung der Form 

die wir o~ Gleichung der Fliicl~e in Ebena, coordina~n betrachten. 
Soil nun unsere Fl~che Doppeltangentialebenen der ersten Art 

besitzen, so ist es nothwenclig, dass jedenfalls die eine der GrSssen 
�9 "(s) uad r eine mehrdeutige Function des betreffenden Arguments 
ist*) Lass mieh mit Fx(s ) und F=(s) zwei Werthe yon F(s )  bezeich- 
hen, die demselben Argumente s entsprechen. Ebenso seien r (a) 
und r zwei Werthe yon r  die demselben a eutsprechen. Als- 
dann werden die Doppeltangentialebenen der ersten Art  bestimmt 
dureh die beiden Gleichungen 

und also gen~gen sie zugleich der Gleichung 

w = x~ (s ,  ~) ._, + z~ (~ ,  s) e ' 

die eine neue Minimalfl~ehe bestimmt. Hiermit isL eine neue Minimal- 
fl-;iche gethnden~ die in die Doppeldeveloppable der ersten Ar~ ein- 
geschrieben ist. 

Die Doppeltangentialebenen der zweiten Art sind bestimmt dureh 
die beiden Gleiehungen 

�9 ) l~t daher M ~ 1, so cxi~tirt ke[ne Doppe[developpabLe d.er etsten Art. 
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und genQgen daher zugleieh der Gleiehung 

~qo (s) + r + = ~ Z, (s, a) + ~ ;~, (a, s) 2 ~ 2 ~' 

die eine neue Minimalfliiehe, und zwar eine Doppelfl~iche bestimmt. 
Die Doppeldeveloppable der zweiten Art ist daher einer gewissen 

Doppelfl~ehe umgeschrieben. So z. B. kann in die Doppeldeveloppable 
zweiter Art  einer E n n e p e r'schen Minimalfl~che eine 1=1 e n n e b e r g'sehe 
Minimalfl'ache eingeschrieben werden.*) 

Indern ich schliess% ffige ich noch einige Bemerkungen fiber die 
$ingularitaten einer Minimalfl'~che hinzu. 

Gehen dureh einen im endliehen Raume gelegenen Punkt einer 
MinimalflRche mehr als eine Minimaleurve der einen Schaar, so gehSrt 
dieser Punkt einer auf der Fl~.ehe gelegenen Doppelcurve. 

Geht durch einen im endliehea Raume gelegenen Punkt nur eine 
Minimaleurve aus jeder $chaar~ und ist dabei der her Punkt 
kein singul~irer Punkt der besproehenen Curven, so ist derselbe aueh 
kein singul~irer Punkt der Fl~ehe (vorausgesetzt, dass der Punkt nieht 
auf der Umhfillungseurve aller Minimaleurven gelegen ist). Ist unser 
Pnnkt ein Doppelpunkt oder Spitze der einen Curve, so ist die zweite 
eine Doppeleurve oder Riickkehrcurve der Fl~ehe. 

So]t daher eine MinimalflSche im endliehen Raume gelegene eonlsche 
Punkte besitzen, so mfissen alle Minimaleurven der Fl~iehe dureh den- 
selben Punkt gehen. Man sieht so unmittelbar, class der Tangenten- 
kegel eines solehen eonisehen Punktes, wie G e i s e r  bemerkt hat**), den 
Kugelkreis enth~lt. 

w 16. 

B e r i e h ~ u g  eiues Fehlers. 

In einer s Abhandlung in Bd. 2 der norwegisehen Zeit- 
sehrif~ ,,Arehiv ibr Mathematik og Saturvidenskab" beseh~tigte ich reich 
mit ~hnlichen Untersuchungen wie die in dieser Arbeit dargestellten. 
Dureh eine Ungenauigkeit kam ich in jener Abhandlung zu dem falehen 
Sehlusse, dass alle algebraisehen DoppelflSchen imaginar seien, w~ihrend 
ieh die Existenz der periodisehen reellen Doppelfl~chen richtig erkannte. 
Dieser Irrthum veranlasste eiuige falsclae l~esultate. So behauptete ieh 

*) Die beiden im Texte besprochenen Fl'2,chen berfihrert sich naeh einer 
Minimaleurve, die auf der Enneper'schea Fl~che die Umhfillung~curve atler 
Minimalcarven ist. Diese Bemerktmg dehnt sich auf betiebige Ylinimatfla~he,, aun. 

**) Math. Annalen Bd. III, pag. 534. 



416 So~s Lie. Ueber Minlmalfl~,chen. 

z. B., class die Classe einer ree]len Minimalfl~che immer grSsser als 
f~inf sein miisste; w-~hrend meine Untersuchungen eigentlich nut zeigten, 
dass eine Minimalfl~iche, dereu C]asse kleiner als sechs w~ire~ eine 
Doppelfl~iche sein mfisste. Meine Abhandlung gab eine richtige Be- 
stimmung aller Doppelfl~chen dritter, vierter, f~nfter Classe, u. s. w.; 
wie gesagt behauptete ieh abet irrthiimlicherweise, dass diese Fl~chen 
siimmtlich imagin~.r seien. 

Erst im September 1877 erfuhr ich, dass Herr H e n n e b e r g  schon 
im Jahre 1875 eine reelle Minimalfl~ehe f~infter Classe entdeckt butte. 
ich bemerkte dann sogleich meinen Irrthum, und sah zugleich, class 
die Classe eiaer reellen Doppel~iche grSsser als vier sein mfisste. 
Hierfiber gab ich der Gese]lschaft der Wissen~chuften ill Christiania 
Naehricht in einer kleinen Note, die zugleieh einige weitere Resultate 
enthielt. 

Naehtr'~glich erfahre ich dutch eine briefliehe Mittheilung Henne-  
be rg ' s ,  dass er schon friiher in einer Vorlesung den Satz bewiesen 
hatte, dass die Classe einer reellen Millimalfl~iche grSsser als vier seln 
muss. (Man vergleiche seine elegante Abhandlung im neunteu Bande 
der Annali di matematiea.) Meiue Untersuchungen gehen indess weiter. 
So z. B. bestimmea sie alZe reellea Minimalfl~.chen, deren Classenzahl 
eiae beliebige vorgelegte Primzahl ist. 

Bei dieser Gelegenheit erlaube ich mir einige weitere Unterschiede 
zwischen meil,en und Herrn H e n n e b e r g ' s  Resultaten zu bespreehen. 
Herr H e n i i e b e r g  findet, dass die Ordnung seiner reellen Minimal- 
fl~che ffinfter Classe glelch siebzehn ist, w~ihrend nach mir alle reellen 
Minimalfliichen ffinfter Classe yon f~nfzehnter Ordnung sind. Nach 
meiuer allgemeinen Theorie der unendlich enffernten Punkte einer 
Minimalfi~che muss die Henneberg ' .~che Fl~che drei unendlieh ent- 
fernte Gerade enthalte~J, unter denen eine reell ist, w~ihrend die beiden 
anderen den Kugelkreis in den Schnittpunkten der ersten Linie be- 
riihre~l. Hen n e b e r g  findet aber~ dass seine Fl~ehe fiinf unendlieh 
entfernte Gerade enthglt. Endlich scheint mir, dass H e n l J e b e r g  das 
Geschlecht seiaer Fl~iche unrichtig bestimmt. Es besteht n~mlich fiber- 
haupt der Satz, dass das Gesehleeht einer jeden Mil~imalfl~ebe, deren 
erzeugende Miuimatcurven yore Gesehlechte 1Null silJd, gleich Null ist.*) 
In diesen Punkten, die allerdings in He n n e b e r g s werthvoller Arbeit 
nur eine untergeordnete Wiehtigkeit hubert, w~ihrend sle in meinen 
Untersuchungen eine wesentliehere Rolle spielen, seheint mir H enn e- 
b e r g  sich geirrt zu haben. 

*) Dieser Satz besteht auch, wenn die Fl'~ehe eb~e Doppelfl-~ehe ist. 

Chr is t ian ia~  20. Juni 1878. 


