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10.
De aequatione x?A+y^ = s2Z per numeros integros

resolvenda.
(Auctore, E. E. Kummer, Dr. pbil., praeceptore gymoasii Ligniceesis.)

clarissimus Fermat contendit: aequationem
numeros intogros resolvi non posse, band dubie ad elegantissima theore-
roata referendum est, quae de numerorum proprietatibus hactenus propo-
sita sunt, cujus autem demonstratio gravissimis difficultatibus videtur labo-
rare. Quamquam enim incrementa permagna nostris temporibu^ theoria
numerorum accepit, tarnen geometrae claris inii, qui buic tbeoremati ope-
ram tribuerunt, paucos solummodo Casus simpliciores demonstrationibus
munire potuerunt. Cl. Euler, Legendre et Lejeune Dlrichlet pro potesta*
tibus tertiis, quartis ^uintis et decimis quartis theorematis hujus demon«
strationes invenerunt, quae in eo conveniunt, ut ex aequatione proposita
alia ejusdem formae aequatio eliciatur? cujus numeri variables minores sint
quam aequationis datae variabiles; artificia autem per quae ad hanc aequa·
tionem similem pervenerunt, pro potestatibus diversis maxime diversa sunt,
neque ad alios casus applicationes patiuntur. Itaque res non multum pro-
fecit. In re tarn difficili, nisi pmni proventu carere volumus, a faciliori-
bus incipiendum esse nobis necessarium videtur, itaque aequationem Fer*
mal i an a m pro potcstatum indicibus paribus, nobis tractandam proponimus·
Haue etiam disquisitionem faciliorem ad finem perducere nondum nobis
contigit, attamen sunimas aliquas, quae banc rem quodammodo promovere
videntur cum geometris communicabimus.

Disquisitio nostra praesertim huic theoremati iunititur:
Theo rem a 1. „Si n est numerus primus, atque a et b inter se

primi, quantitates a±b et ~. non habet factorem communem, nisi nu-
merum n, sivero an±bn habet factorem n, eundem etiam α +δ habere de-
bet, et numerus factorum n in an±_bn numerum factorum n in a±b unitate
su^erat." '
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204 10· Summer, de aequatione apl+yM = & per numeros integros resolvenda.

Hujus theorematis veritas facile probatur ex aequatione identica

*-1)̂ ^

Si enim ? -T.· et a ±6 factorem communem habent, etiam n(al\*~ (ter-
minus solus ad dextram aequationis (1.) , qui factorem a + b non continet)
per eundem factorem divisibilis esse debet, et quia ab et a + b inter se
primi sunt, maximus factor commums quem quantitates TV et a±bha-
bere possunt, erit numerus n. Ad alteram theorematis partein demon*·
strandam observo coef cieiites omnes

n n(n — 3) n(n—h — ϊ)(η — Λ~2)*..,(π— 2& + 1)
Ί* 1.2. * β ' ' * 1.2.3Τ7ΓΑ » ----

quia integri sunt, et numerus primus n e numeratore per denominatoris
factores minores tolli nequit, per n esse divisibiles. Inde sequitur an±bn

factorem n continere non posse, nisi simul a±b per n est divisibilis, po-
sitisque an± ln = C.n* et α±6 = €.ηλ ex aequatione (L) sequitur
λ = κ — l, id quod demonstrandum erat.

Quibus praeparatis ad aequationem propositam vertamur:
2. aP+y* = Λ

Salva quaestionis generalitate numeros o?, y, ? inter se primos acclpimus,
et λ numerum primum, si enim duo numerorum x, y, % factorem com-
munem h aber en t, per eundem etiam tertius numerus divisibilis esset, at-
que hie factor omnium communis tolleretur, porro si λ esset numerus com-
positus e factoribus primis λ = α,β.7...., aequatione x^ + y2jl= z?* satis-
fieri non posset, nisi aequationes a?'2'+y'2tf==:*/2% x"* +y"*P = tf"t etc.
omnes simul per numeros integros solvi possent. Praeterea patet nume-
rorum v, y, % unum parem ceteros impares esse et quia summa duorum
quadratorum inter se primorum per altiorem potestatem ipsius 2 non est
divisibilis, sequitur hunc numerum parem non esse &, sed alter um nume·
rorum x et y. Hunc numerum parem nos ubique accipiemus esse γ.

Jam tbeorema supra demonstratum ad aequationem propositam
applicemus. Cui si forma datur :
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patet primo, si χ factorem λ non continet, quia z1 — γ1 et z
 2 ~y

r inter
se primi sunt, esse

4. *'— y2 = 02*
et quia s + y et 52? — y factorem communem non habent

5. s+ysru2*, sr — y = &o2*.
Si vero o? per λ divisibilis est, maximaque potestas ipsius λ quae in x con-
tinetur est λ^, χ*λ, ideoque zn — y2* habent factorem λ2^, itaque per theo-
rema (1.) z1 — y2 continebit factorem λ2^-1, denique quia solo factore

zrt _ yii
communi λ excepto & — y et ^_ \- inter se primi sunt, esse debet

6. *7— y2 =
unde

7. % ± y = λ^^υ21, # + y = 6 2Z.
Simili modo ex aequatione z1* — oa^s=y^9 si y factorem λ non

continet, sequitur
8. z^—x1 = b*.

Per bypothesin est y numerus par, % et χ impares, itaque si maxima
potestas ipsius 2, quae in y continetur est 2% #2λ habet factorem 22λν,
eundem factorem habet z2 — x\ inde quia maximus divisor communis nu-
merorum sr+# et % — χ est 2, sequitur

9. #±o? = 2./^, z + x — y1*-1.^.
Si vero y per λ divisibilis est, et maxima potestas ipsius λ quae in y con-
tinetur est λ% per theorema (1.) erit

10. z2— x2 = λ2^-1^.
Praeterea si accipimus maximam potestatem numeri 2 quae in y contine-
tur esse 2V, quia etiam b eundem factorem 2" habere debet, erit

11. sive z±x = 2./*2Z et
12. sive S?± ? = 2.λ2^~>2λ et

Inde quatuor casus speciales.erunt discernendi, primus quo neuter
numerornm χ et y per λ est divisibilis, secundus quo numerus impar χ
factorem λ habet, tertius et quartus casus, quibus numerus par y per λ
divisibilis est· Pro singulis iis casibus est:

l. z+y = υ2λ, z— y = oou, z±x = 2/>2Z, z+x = 22λ^ <f\
II.

III. s r = u 2 ^ sr— =
IV.

27*
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206 10* Kumm er, de acquatione χΜ+ytt — £& per numeros iniegros resohenda.

ex quibus dedueuntur formae numerorum x, y, %:
ν^ — ω*λ

y — - - - f

±y =

2

IV * — vI V . s: — - - , y2 * J — 2

formisque binis ipsius % aequalibus positis est

15 l "·15' ) III. u
V IV. o β · t

In omnibus iis aequationibus numeri υ, ω, /? et y impares et inter se primi
sunt, numeri u et ω factores ipsius x, et p et q factorefc numeri y.

Ex aequatione proposita xn + y2Z = z**, sequitur etiam (#* + y*)
(z*—yz) = a?2jl, et quia factores £z-}-yz et ζλ — γλ iuter se primi suat:

simili modo est (%ι±_χλ}(ζι'+χλ}—γϊλ
9 unde quia maximus factor commu*

nis numerorum %λ±χλ et ζι + χλ est 2, et per hypothesin maxima potestas
ipsius 2, quam y continet est 2% habetur

Signa ambigua ± et T ita accipienda sunt, ut cum signis aequationum
(13.), (14.) et (15.) conveniant, ubi enim in illis aequationibus signa eu-
periora vel iuferiora valent, eadera etiam in bis valebunt.

Ouum probabile sit omnes quatuor Casus quos supra separavimus
non pro omnibus numeris λ locnm habituros esse, dijudicandum videtur:
quinam easus ad certos numeros λ possint pertinere. Primum accipiamus
mimerum primum λ talem esse ut etiam 2 λ -f- l sit numerus prinius, id
quod ex. gr. evenit pro numeris λ = 3, 5, 11, 23, 29, 4l, 53, .... et
pro alias innumeris. Quo posito inquiramus an aequationum (13,) utrae-
que partes secundum modulura 2λ + 1 congruae esse possiut. Quia per
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10. Kummer^ de aequaiione ar;* -J-^ = z^ per nwneros integres resolvcnda. 207

cognitum theorema omnis potestas 2λ*α unitati congrua est modulo 2Λ+1
(numero prirao) nisi per 2λ + 1 est divisibilis, facile eognosci potest ae-
quationum (15.) Casus I. et III. consistere non posse, nisi q per 2λ + 1
divisibilis sit, sed Casus II. et IV. nullomodo locum habere (casu λ = 3
excepto). Praeterea demonstrari potest etiam primum casum rejiciendum
esse, est enim identice

porro est #2λ — a?1 = y27, et casu primo, de quo agitur, z1 — o?2 = Z^.p'g.q'21,
ζιλ _ χιλ

ergo a_ Λ· est potestas 2λ% quae sit y . Cum supra inventum sit
casu primo numerum q per 2λ + 1 divisibilem esse debere, etiam & — x*
hunc factorem contiueat necesse est; itaque ex aequatione (18.), terminls
per z2 — z? sive per 2Λ.+ 1 divisibilibus omissis, babemus congruentiam:

19. γαλ = K(zxf~* (mod. 2λ + 1).
Denique ex aequationibus ^zzrp^ + o2^""2^ et ±χ = ρ'2λ — 22;v~2 (fl sequi-
tur ±#ΞΞΞΐ et ΖΞΞΞ! modulo 2λ+1, unde (ζχ)λ-ι = 1 (mod. 2λ+1);
itaque congruentia 19. rautatur in

20. ynl s K (mod. 2λ + 1),
quae congruentia nullomodo locum habere potest. Solus igitur remanet
casus tertius, atque habemus

T h e o r e m a 2. „Si praeter K etiam 2A.+1 est numerus primus,
aequatio a?^ + y2Z = sr2;l per numeros integros solvi nequit, nisi y, qui est
numerus par, simul per K et per 2 λ + l divisibilis est, et numerorum x,
y, z formae sunt: ζ^ν^±ϊ¥9 y

Consideramus etiam residua, quae aequationes (15.) dant modulo 8.
Quum numerorum imparium p, q9 u, ω quadrata sive potestates pares uni-
tati congrua sint modulo 8, ex aequationibus illis habemus congruentias :
pro casu secundo: 1 + λ = 2 (mod. 8.), et pro quarto casu: 1 + 1 = 2λ
(mod. 8.) ? unde elucet casum secundum non posse locum habere nisi λ
habeat formam8w+l, neque casum quartum nbi sit λ = 4/2 + 1. Gene-
ralius autem demonstrari potest.

Theorema 3. „Casus primus, secundus et quartus non possunt
locum habere nisi K habet formam 8w-f*l, pro ceteris formis numeri λ,

et 8w + 7 solus casus ttfrtius locum babere potest."
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208 10. Kummer, de aequatione x*1 -f- yw = z!2 per numeros integres resolvenda.

Hoc theorema demonstratur es. aequatione identica
21. i^jj£ = (sr + aO'-'lXCsr + oO'-'a?*-!- .... +X(±a?a)^

estenimpro casibus I., II. et IV. srz+a?* = 22*''-*.D-i et s + x^y^q1

ergo
22. ^ = «

iude, termiois per 8 divisibilibus omissis, aequatio (21·) mutatur in congruentiara
23. 2Z ΞΞΞ λ(±#*)~ (mod. 8)

porro e formis numerorum + χ et sr, ad (14.) notatis sequitur esse ubique
±x% ^ l (mod. 8), itaque congruentia (23.) mutatur in

24. l = λ (mod. 8)
quae congruentia continet theorema pronunciatum.

Revertimur ad aequatione» (17.) quae in hanc formam redigi possunt:
25. ^— C2Z == 22*y-2.Z)2*, €2λ + χι = 22^2/>2λ.

Casibus I., II., et IV. % + x factorem K non continet, pro iis igitur casi«
bus neque z* + x , neque D factorem K potest continere, itaque per theo-
rema primum ex aequationibus (25.) sequuntur :

26. % — C2 = 22^2r7^
ex iisque additis:

27. * + x = 2
et quia pro casibus I. II. et IV. est ^ + a? = 22^""2^ habemus

28. r* + s* = 2.92λ.
Pro casu tertio z + x continet factorem Ts.22 "̂1, ergo »z+o^ factorem ha-
bebit λ2λ/", et JD factorem Κμ> inde per theorema primum ex aequationi-
bus (25.) pro hoc tertio casu deducuntur

29. % — C2 = 22λν-2.λ2^-1.̂
quibu« additis:

30. z + x = 22

et quia pro casu tertio invenimus # + # = 22λ^λ2^~1.02* est
31. r^ + s2* ss 2Y*.

Numeri r^ 6> et g aequationum (28.) et (31.) factores sunt numeri D,
ideoque etiam numeri D, ideoque etiam numeri y, eaeque aequationes
continent theorema insigne:

Theorema 4. „Si aequatio α?2λ + Χ^=^λ pe^ numeros integros
olvi potest, semper iuveniri possunt numeri tres, r, s et </, numeri y, ejus-

modi ut satisfaciant aequationi r^+^eZ.^.11
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De numerls r, $, et y pauca adjlcienda esse vldentur. Per mime«
ros x> γ et z determinantur hoc modo:

casu I., II. et IV·

casu III.

3 2 . , _ β

33.
34.

36.
37.

Fieri potest ut numeri r, s, et y, quos hae aequationes praebenf,
factores communes habeant, qui vero, cum omnium trium communes esse
debeant, ex aequatione r2jl + s23· = 2. q11 tolli poterunt. Praeterae conten-
do, s factoribus communibus sublatis, numerorum r et s factores omnes
formam 2Kn-\-l habere. Notum est enim formae ζι + χλ factores omnes,
qui non sunt faotores ipsius sr + a?, hano formam habere, unde sequitur
omnes etiam factores ipsius D, qui non sint factores ipsius #+#, sire
ipsius q, eandem formam habere. Quum vero numeri r et s factores
sint numeri D, e quibus per bjp. factores cum q communes sublati sunt,
sequitur omnes eorum factores formam 2Mt + l habere. Si certum ali·
quem factorem primum numeri r accipimus esse 2A.m-f-li ex aequatione
rii ̂ , s-a __ 2 fi habemus congruentiam

38. s11 = 2.g11 (moa. 2λ»ί+1)
unde

39. P» == 2m.^XBt (mod. 2λ«ί + 1)
et quia per byp. numerus 2Km +1 est primus, esse debet

s*·* = 1 et ja» == ι modulo 2 λ m +1,
itaque

40. 2TO = l (mod. 2λ«» + 1)
huic igitur congruentiae omnes factores primi numeri r satisfacere debent,
et apertum est hoc idem de factoribus primis numeri s valere.

Lignic Oct. 1835.

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/8/15 11:11 PM


