Zur Theorie der Liniencomplexe des ersten und zweiten
Grades®).

Von Ferix Krein in GOTTINGEN.

Als Coordinaten der geraden Linie im Rawme betrachtet man die
relativen Werthe der aus den Coordinaten zweier 'unkte oder zweier
Ebenen gebildeten sechs zweigliederigen Determinanten. Zwischen
denselben besteht identisch eine Relation zweiten (irades:

I = 0.

Indem sechs beliebig ausgewihlte Grossen, welche diese Gleichung
befriedigen, als Coordinaten einer geraden Linie angesehen werden
kbnnen, ist es gestattet, von der Entstehungsweise der Liniencoordi-
naten aus den Coordinaten zweier Punkte oder Ebenen abzusehen,
und die Liniencoordinaten als selbststindige homogene Veriinderliche
zu betrachten, welche einer Gleichung zweiten Grades zu geniigen
haben.

Eine weitere Gleichung zweiten Grades zwischen denselben:

Q=0
bestimmt cinen Liviencomplex des zwedten Grades.

Es liegt nahe, die beiden Gleichungen I und Q durch eine lineare
Substitution in solche zwei zu verwandeln, welche nur noch die Qua-
drate der Veriinderlichen enthalten. Eine derartige Umformung ist
bekanntlich immer und in einziger Weise moglich, vorausgesetzt, dass
die Wurzelwerthe, welche die gleich Null gesetzte Determinante der
Form Q -+ AP fiir A ergiebt, simmtlich von einander verschieden
sind**).  Im Folgenden soll der gcometrische Sinn 'dieser Transforma-

*) Im Auszuge bereits mitgetheilt in den Gott. Nachrichten, 1869, p. 258.

##) Tn meiner Inaugural-Dissertation: Ueber die Transformation der allgemei-
nen Gleichung zweiten Grades zwischen Liniencoordinaten auf eine canowische
Form. Bonn, 1868; habe ich die algebraische Durchfithrung dieser Transforma-
tion behandelt. Ich habe dort zugleich die im Texte ausgeschlossenen Fiille von
Complexen zweiten Grades mit in Betracht gezogen und die ihnen entsprechen-
den canonischen Gleichungsformen aufgestellt.
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tion erirtert werdei.  Indem wir solche Complexe zweiten Grades,
bei welchen die in Rede stehende Umformung nicht moglich ist, von
der Betrachtung ausschliessen, denken wir uns die beiden KFormen
It und Q von vornheein in der vereinfachten Gestalt gegeben.

Es sei gleich hervorgehoben, dass diese Gleichungsform nicht nur
fiir die Complexe zweiten Grades als solche, sondern auch fiir die mit
diesen Complexen in enger Bezichung stehenden Flichen vierter Ord-
nung und vierter Classe it 16 Doppelebenen und 16 Doppelpunkten
von Wichtigkeit ist.

Die statt der urspriinglichen Liniencoordinaten eingefiihrten neuen
Veriinderlichen stellen, gleich Null gesetzt, lineare Complexe dar,
welche in ausgezeichneter Weise zu einander gruppirt sind. In Bezug
auf dieselben ordnen sich dic geraden Linien des Raumes zu Syste-
men von 52, die Mbenen und Punkte desselben zu Systemen von 16
Ebenen und 16 Punkten zusammen. Die Beziehung der 16 Ebenen
und 16 Punkte eines solchen Systems zu einander ist dieselbe, wie die
der 16 Doppelebenen und 16 Doppelpunkte jener Flichen vierter Ord-
nung und vierter Classe.

Die fundamentale Bedeutung dicser linearen Complexe fiiv deu
Complex zweiten Grades ist dic, dass fiir alle Elemente, welche ein-
ander durch die lincaren Complexe zugeordnet werden, dic Beziehung
zu dem Complexe zweiten Grades dieselbe ist. Ein Gleiches, wie fiir
den Complex zweiten Grades, gilt fiir die durch denselben hestimmte
Fliche der vierten Ordnung und vierten Classe. Ks folgt hieraus
eine Reihe von Theoremen sowohl fiir jene Complexe als fiir diese
Flidchen.

Die algebraische Darstellung der bei diesen geometrischen Be-
trachtungen auftretenden Gebilde gestaltet sich sehr einfach. Inshe-
sondere stellt sich die Schaar von Complexen zweiten Grades, welche
zu derselben Fliche vierter Ordnung und vierter Classe gehoren, auf
dieselbe Art durch einen willkiirlichen Parameter dar, wie ein System
confocaler Curven oder Flichen zweiten Grades.

Es sei noch bemerkt, dass wir von zwel einander reciprok ent-
gegengesetzten Sitzen meistens nur den einen aufgenommen haben,
ohne ausdriicklich auf den anderen hinzuweisen.

L
Yorbereitende Betvachtungen.

1. Die Coordinaten zweier Punkte einer geraden Linie seien durch:
Xy 5 Xy 5 Xy Xy,
Yi 2 Ya s Ys s Yus
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die Coordinaten zweier Ebenen derselben geraden Linie durch:

Uy 5 Uy 5 U, Uy,

V12V, U3, Yy,
bezeichnet. Als Coordinaten der geraden Linie sind dann die Deter-
minanten:

) . P = Zi Y — Yi Ty,
oder die Determinanten:

Qix == Wi Vp — Vi Uy
zu betrachten. Dabel ist:
pr +pu =0 , ga+ q=0.
Nach Pliicker nennt man die Coordinaten py Strahlencoordina-
ten, die Coordinaten gy Axencoordinaten.
Unter e, B, p, 0 die Zahlen 1, 2, 3, 4 in beliebiger Reihenfolge
verstanden, hat man die folgenden Identititen:
P == pog pyo + Doy Pig + Pus Py = 0,
€ = Gop 990 + Qoy 905 + Qoo g5y = O,
die gemeinsam durch das Symbol:

R=0
bezeichnet sein mbgen.
In dieser Bezeichnung ist:
og oP
Q@ Pu = Erm ’ Qi = @ o

wo @ einen Proportionalititsfactor bedeutet.

(o) (@)

Eine gerade Linie, deren Coordinaten p{§ , ¢ sind, werde im

Folgenden durch () bezeichnet. Statt p, ¢’ werde in solchen
Fillen, in welchen die Unterscheidung zwischen Strahlen- und Axen-
coordinaten unndthig ist, r{y geschrieben.

2. Diese Bezeichnungsweise vorausgesetzt, schreibt sich die Be-
dingung dafiir, dass zwei gerade Linien (r),(+") sich schneiden, unter
dén folgenden Formen:

P . P
Zpa g =0, Epafr —o,
09 r 09
Zq,); Bq',-l, = 0 ’ Zq,k aqik == O,

Zpa g =0 ’ Zpa qa = 0.

Drei gerade Linien (r), (+'), (+"), die sich gegenseitig schneiden,
haben entweder einen Punkt oder eine Ebene gemeinsam. Je nach-
dem das Eine oder das Andere stattfindet, verschwindet der erste oder
der zweite Factor der vier Producte:

o 2t Pog Doy Pas - Z = Py Pig Py
die sich auch unter einer der folgenden Formen darstellen lassen:
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2 - Pap Doy Pas -+ 2 = Qop oy Gass
24 g9 s Gy © Z T Qop Qay Gess
XA qp s 95y - Z = P Pig Dy
Sind (r), (r'), (+") gerade Linien, welche innerhalb derselben
Ebene durch einen Punkt hindurchgehen, so verschwinden simmtliche
aus den Coordinaten derselben gehbildete dreigliederige Determinanten,
und man kann setzen:

ra == Ary + wpri.

Es seien (#"), (*"), (*"") gerade Linien, welche in einer Ebene
liegen oder durch einen Punkt hindurchgehen. Dann sind die Coor-
dinaten einer beliebigen geraden Linie (), welche in derselben Ebene
liegt, beziiglich durch denselben Punkt hindurchgeht, darstellbar durch

i

v == Arip -+ wri - v

3. Wenn in den Ausdruck R an Stelle der Coordinaten einer ge-
raden Linie die in die Gleichung eines Complexes ersten Grades ein-
gehenden Constanten gesetzt werden, entsteht ein im Allgemeinen
nicht verschwindender Ausdruck, welcher dic Invariante des Complexes
genannt werden mag. Das Verschwinden derselben sagt aus, dass der
Complex die Gesammtheit aller gerader Linien umfasst, welche eine
feste gerade Linie schneiden, deren Coordinaten die Constanten des
Complexes sind, dass der Complex ein sogenannter specieller Com-
plex ist.

Als simultane Invariante zweier linearer Complexe sei der Aus-
druck bezeichnet, welcher entsteht, wenn man in den bilinear ge-
schriebenen Ausdruck B die Constanten zweier linearer Complexe ein-
tragt.

Das Verschwinden der simultanen Invariante zweier Complexe
driickt eine Beziehung zwischen denselben aus, welche als Involution
bezeichnetswerden mag.

Sind beide lineare Complexe specielle, so ist das Verschwinden
der simultanen Invariante die Bedingung dafiir, dass sich die durch
dieselben dargestellten geraden Linien schneiden. Ist nur einer der
beiden Complexe ein specieller, so sagt das Verschwinden der simul-
tanen Invariante aus, dass die durch denselben dargestellte gerade
Linie dem anderen Complexe angehort.

In dem Folgenden sei angenommen, dags keiner der zu betrach-
tenden Complexe ein specieller sei.

Alle geraden Linien, welche zwei linearen Complexen gemein-
schaftlich angehoren, schneiden zwei feste gerade Linien, die Directri-
cen der durch die beiden Complexe bestimmten Congruenz Liegen die
beiden Complexe in Involution, so sind diejenigen beiden Punkte,
welche in ihnen einer beliebigen Ebene entsprechen, harmonisch zu
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denjenigen beiden Punkten, in welchen die Ebene von den beiden
Directricen geschnitten wird. Lisst man sich eine Ebene um eine
beiden Complexen gemeinsame gerade Linie drehen, so sind die Punk-
tenpaare, welche der Ebene in ihren verschiedenen Lagen entsprechen,
auf dieser geraden Linie in Involution. Einem jeden der beiden Punkte,
welche durch die beiden Complexe in einer beliebigen Ebene bestimmt
werden, entspricht in denselben noch eine zweite Ebene. Diese Ebene
ist fiir beide Punkte dieselbe.

Die Ebenen und Punktc des Rawmes ordnen sich mit Bezug ouf
zwet Uineare Complexe, welche in Involution liegen, in Gruppen von
zwei Ebenen wnd zwei auf der Durchschwittslinie derselben liegenden
Punkten.

it Begug auf drei gegenseitig in Involution licgende lineare Com-
plexe ordnen sich die Ebenen und Punkte des Raumes egu Tetraedern
ausammen , welche sich i Begug auf dic dwrch die drei linearen Com-
plezxe bestimmie Fliche sweiten Grades conjugirt sind. Die drei Punkte,
welche eciner Seitenfliiche eines solchen Tetracders in den drei Complemen
entsprechen, sind die drei in derselben liegenden Eckpunkte des Tetrac-
ders; wmgekehrt sind die drei Ebenen, welche einem Eckpunktc entspro-
chen, die drei durch denselben hindurchgehenden Seitenfliichen.

4. Die Liniencoordinaten 7y stellen die mit gewissen (nicht voll-
stindig willkiirlichen) Constanten multiplicirten Momente der zu be-
stimmenden geraden Linie mit Bezug auf die sechs Kanten des Coor-
dinatentetraeders dar. Wir fragen nach der Bedeutung einer allgemei-
nen linearen Transformation der Liniencoordinaten.

Werden in die Gleichung eines linearen Complexes die Coordina-
ten einer gegebenen geraden Linie eingesetzt, so ist der resultirende
Ausdruck dem Momente der ‘gegebenen geraden Linie in Bezug auf
diejenige gerade Linie, welche derselben in dem linearen Complexe
conjugirt ist, proportional. .

Die Einfiikrung tnearer Functionen der Liniencoordinaten an
Stelle dieser Coordinaten kommt darawf hinaus, als Bestimmungsstiicke
der geraden Linie die mit willkirlichen Comstanten wultiplicirten Mo-
mente "derselben in Beeug auf die ihr in sechs gegebenen linearen Com-
plexen conjugirten geraden Linien zw betrachten.

Wenn man die durch eine lineare Substitution eingefiihrten neuen
Verinderlichen in die zwischen den urspriinglichen Liniencoordinaten
bestehende Identitit einfithrt, erhiilt man einen Ausdruck des zweiten
Grades in diesen Verinderlichen, der wieder mit R bezeichnet sein
mag, dessen Verschwinden die nothwendige und hinreichende Bedin-
gung dafiir ist, dass sechs, sonst beliebig gegebene Werthe der Ver-
dnderlichen auf eine gerade Linie bezogen werden kinnen.

Dieser Ausdruck R hat ganz dieselbe Bedeutung, wie der aus den
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frilheren Coordinaten gebildete. So wie sich friiher Strahlen- und
Axencoordinaten entsprachen, entsprechen sich jetzt die newen Coor-
dinaten und die nach denselben genommenen partiellen Differential-
quotienten von .

Die Form von R giebt sofort Aufschluss iiber die Art und die
gegenseitige Lage der fir die Coordinatenbestimmung zu Grunde ge-
legten Complexe.

Insbesondere ist klar, dass, wenn [2, wie es bei den urspriing-
lichen Coordinaten der Fall war, nur drei Glieder enthdlt, die neuen
Verinderlichen wiederum die Momente der zu bestimmenden geraden
Linie in Bezug auf die Kanten eines Tetraeders sind.

1L
Das System der sechs Fundamentalcomplexe.

5. Die eingehends erwihnte Normal-Gleichungsform fiir Complexe
des zweiten Grades fithrt zur Untersuchung solcher linearer Fune-
tionen der Liniencoordinaten, in welchen sich die Bedingungsglei-
chung B = O als Summe der mit passenden Constanten multiplicirten
Quadrate schreibt. Gleich Null gesetzt, stellen dieselbe sechs lineare
Complexe dar, welche die sechs Fundamentalcomplexe genannt werden
sollen.

Dieselben seien durch:

% =0,2,=0,2=0,z=0, =0, =0

bezeichnet und die Symbole x gleich mit solchen Constanten multi-
plicirt gedacht, dass sich die Bedingungsgleichung unter der folgen-
den Form schreibt:

(D 2 + 22 + 2t + 2wt + o’ =
Das System dieser Veriinderlichen hingt von 15 Constanten ab.
Die Invariante eines linearen Complexes:

O Ty A O Ty e g =0

ist in demselben dargestellt durch:
2+a’22+""+a’627

und die simultane Invariante zweier lineare Complexe:

a B + %y + o+ ez =0,

by + by@y v A bz =0,

03 by + ay by + -0+ ag bs.
Es folgt hieraus zunichst, dass die Multipla der x so gewdhlt

durch:
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sind, dass die Invarianten simmtlicher Fundamentalcomplexe der posi-
tiven Einheit gleich werden. Ferner folgt, dass die simultane Inva-
riante zweier beliebiger Fundamentalcomplexe verschwindet.

Je swei der sechs Fundamentalcompleze liegen in Involution.

Die Bedingungsgleichung:

R =0,

wie sie zwischen den urspriinglichen Liniencoordinaten stattfand,
umfasste die drei Producte von jedesmal zwei der paarweise gruppir-
ten sechs Veriinderlichen. Wenn dieselbe also durch eine reelle lineare
Substitution in der Art transformirt wird, dass sie nur die Quadrate
der Variabeln enthilt, so miissen sich unter diesen Quadraten gleich
viele positive und negative finden. Indem ferner die Summe der Qua-
drate zweier conjugirt imaginiirer Ausdriicke gleichwerthig ist der
Summe eines positiven und eines negativen reellen Quadrates, ergiebt
sich das Folgende: :

Es kann eine belicbige (gerade) Anzahl der sechs Fundamental-
complexe imagindr sein.

Die Symbole x, welche reellen Fundamentalcomplexen entsprechen,
sind so gewdhlt, dass die Hilfte von ihnen reelle, dic andere Hilfte
rein imaginire Coéfficienten enthdlt.

Und hieraus:

Die reellen Fundamentalcomplexe sondern sich in zwei gleich zahl-
reiche Gruppen. Die Complexe der einen Gruppe sind rechts-, die der
anderen sind linksgewunden*®).

Die sechs Fundamentalcomplexe mbgen im Folgenden einfach
durch die Zahlen 1, 2, ..., 6 bezeichnet sein, und es bleibe unbe-
riicksichtigt, ob sich unter denselben imaginire finden oder nicht,

6. Die Directricen der Congruenz der beiden Fundamentalcom-
plexe (1, 2) haben offenbar als Coordinaten:

oz, =1, 08, =+ 1, 2;=0, 02, =0, oz, =0, gz, = 0.

Die Directricen der Congruens sweier Fundamentalcomplexe gehi-

ren den dbrigen vier Fundamentalcomplexen an.

Die Gesammtheit der geraden Linien, welche eine der beiden
Directricen schyeiden, ist dargestellt durch:

x4 2t =0,
oder, was dasselbe ist, durch:
z? + o + 22 + 22 = 0.
Die sechs Fundamentalcomplexe bestimmen L;,= 15 lineare Con-
gruenzen, deren 30 Directricen in ausgezeichneter Weise gruppirt sind.

*) Plicker. Neue Geometrie n. 47,
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Indem die Directricen der Congruenz (1, 2) den Complexen 3, 4, 5, 6

. . . . 4.3 .
angehoren, werden sie von den 12 Directricen der —— =06 durch die-

selben bestimmten Congruenzen geschnitten.

Je zwei zusammengehirige der 30 Directricen werden von 12 der
iibrigen geschwitten.

Von den Directricen einer der drei Congruenzen (1,2), (3, 4),
(5, 6) schneidet jede die Directricen der anderen beiden Congruenzen.

Die Directricen solcher dret Congruenzen, welche zusammen von
sammtlichen scchs Fundamentaleomplexen abhingen, bilden die Kanten
cines Tetraeders.

Hiermit in Uebereinstimmung schreibt sich die Bedingungsglei-
chung:

R =0

in den folgenden Verinderlichen:

o= + ity , Y=+ W@ , Y= 2 + 0%,

Yo = & — 18y , Yy =Ty — Wy, Yo == Ty — 1%,
welche, gleich Null gesetzt, die betreffenden Directricen darstellen,
in der fiir die Kanten eines Tetraeders charakteristischen Form:

hY: + %Y + Ysys = 0.
Die Gesammtheit der geraden Linien, welche in einer Seitenfliche

des Tetraeders liegen oder durch einen Eckpunkt desselben gehen, ist
dargestellt durch:

xl? + xzz == O:
1032 + .7/'42 = 0,
&2 + @p = 0.

Indem sich sechs Elemente auf 15 verschiedene Weisen in drei
Gruppen von zwei theilen lassen, bilden die 30 Directricen die Kan-
ten von 15 Tetraedern. Diese Tetraeder mogen die Fundamental-
tetraeder heissen. Die Eckpunkte und Seitenflichen dieser Tetraeder
sind simmtlich verschieden.

Je zwei zusammengehorige Directricern gehoren als gegeniiher-
stehende Kanten dreien der Fundamentaltetraeder an. Die zwdlf Di-
rectricen, welche die angenommenen beiden schneiden, sind die noch
iibrigen 3.4 Kanten dieser Tetrader. Die drei Tetraeder bestimmen
auf jeder der beiden Directricen sechs paarweise znsammengehorige
Punkte. Indem die Fundamentalcbmplexe gegenseitig in Involution
liegen, sind zwei beliebige der drei Paare gegen einander harmonisch.
Ein Gleiches gilt fiir die sechs Seitenflichen der Tetraeder, die sich
nach einer beliebigen der beiden Directricen schneiden*).

*) Es geht hieraus hervor, dass die drei Tetraeder, welche zwei gegeniber-
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Mit Bezug auf ein beliebiges der fiinfzehn Fundamentaltetraeder
theilen sich die vierzehn iibrigen in zwei Gruppen von 6 und 8. Die
Tetraeder der ersten Gruppe haben mit dem gegebenen zwei gegen-
itberstehende Kanten gemein, die der zweiten Gruppe nicht.

7. Die sechs Directricen (1,2), (3,4), (5, 6), welche ein Te-
traeder bilden, haben die folgenden Coordinaten:

nom o m o m w e
waluh i 0 0 o
el 0 1 i o
eolvlo o o0 o0 1 i

Welche von drei sich schneidenden dieser Directricen einen Punkt,
welche eine Ebene gemeinschaftlich haben, kann nur dann entschie-
den werden, wenn der explicite Ausdruck der Verinderlichen z, , ...., z,
in den urspriinglichen Liniencoordinaten gegeben ist. Fs mogen I,
III, V durch einen Eckpunkt des Tetraeders gehen, dann liegen II,
IV, VI in der gegeniiberstehenden Seitenfliche. Ob drei sich gegen-
seitig schneidende gerade Linien (z, &, 2”) einen Punkt oder eine
Ebene gemeinschaftlich haben, bestimmt sich dann, geméss demr Obi-
gen, danach, ob der erste oder der zweite der folgenden beiden Aus-
driicke verschwindet:

7 L z3 + i @+ iz
z + iz,  xy +ix) o oz A oixg )
A Y A N R L A N ¥ X

z, — X, z; — i, Ty — 17,
@' — iwy oz — dx) oz — iz,

17 . 4 ’ , ” ” - ”

Es ist dabei gestattet, das Vorzeichen von ¢ in zwel beliebigen Ver-
ticalreihen gleichzeitig zu &ndern.

stehende Kanten gemein haben, nie ahgleich reell sein kénnen. Beziiglich der
Realitiit der hier vorkommenden Gebilde ist iberhaupt das Folgende zu bemer-
ken, Die sechs Fundamentalcomplexe sind entweder alle reell, oder es sind zwei,
oder vier, oder alle imaginir. Diesen Anndbhmen entsprechend sind

: 18,10,6, 6
der 80 Directricen und

6, 2,1,1

- der 15 Fundamentaltetraeder reell.
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Aehnliche Kriterien erhilt man in Bezug auf jedes der vierzehn
iibrigen Fundamentaltetraeder.

8. Durch einen jeden der 60 Eckpunkte der 15 Fundamental-
tetraeder gehen ausser den drei zugehdrigen noch weitere 12 der 60
Seitenfliichen, die in drei Gruppen von je vier gesondert sind, welche
sich beziiglich nach einer der drei durch den Eckpunki hindurchgehen-
den Directricen schneiden. Eine jede derselben schneidet eine beliebige
der drei zu dem Eckpunkte zugehorigen Seitenflichen in einer neuen
geraden Linie. Der Punkt, in welchem dieselbe der dritten in dieser
Seitenfliiche liegenden Directrix begegnet, ist einer der 59 weiteren
Eekpunkte.

Eine derartige Linie ist die folgende:
O T B, M S
0 0 1 ¢ 1 B
Dieselbe ist die Verbindungslinie der beiden Eckpunkte:

(@ +imy , @y + w4 0%,

(@ — i@y, @+ g , & 4 %),
und die Durchschnittslinie der beiden Seitenebenen:
(@ — iwy , @y 4 iz, @+ 0T,

(@ + iwy , @y A+ dwg , @ A iz
Solcher geraden Linien gehen durch den angenommenen Eckpunkt 12.
Es giebt ibrer im Ganzen

12 . s
1280~ 360.

Die 12 Seitenflichen, welche ausser den drei zugehorigen durch
einen Eckpunkt hindurchgehen und die in drei Biischel von vier ver-
theilt sind, schneiden sich zu je drei nach 16 weiteren Linien, deren
jede ausser dem angenommenen Eckpunkte zwei weitere enthdlt. In
der That, die gerade Linie:

x Ty Xy Xy Xy X
1 ) 1 ) 1 t
enthilt die drei Eckpunkte:
@ + iz, , @ 4wy, X 4 i)
@ + iy 5, @y 4 iy, @ A+ iw)
(@ + iwg , @34 iz, , iz,
und liegt in den drei Seitenfliichen: '
@+ iy, wy A img , %+ iwy),
@ + iy, xy + ixy, , @ A+ %),
@+ dwg , @+ iw , A+ imy).

Solcher gerader Linien giebt es 1% 3 59 — 320,
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In den vorstehenden Betrachtungen konnen iiberall die Worte
Eckpunkt und Seitenfliche vertauscht werden.

Die 30 Directricen der 15 durch die 6 Fundamentalcomplexe be-
stimmten Congruenzen sind die Kanten von 15 (Fundamental-) Tetrae-
dern.

Durch jeden der 60 Eckpunkte der Fundamentaltetraeder gehen 173
Seitenfliichen; in jeder der 60 Seitenflichen liegen 15 Eckpunkte.

Es giebt 360 gerade Linien, welche je swei der 60 Eckpunkte der
Fundamentoltetracder enthalten. Diesclben geraden Linien bilden den
Durchschnitt von je swei der 60 Seitenflichen.

Es giebt 320 gerade Linien, auf welchen je drei der 60 Eckpunkte
der Fundamentaltetraeder licyen. Nach denselben geraden Linien schnei-
den sich je drei der 60 Seitenflichen.

Die 30 Directricen der 15 durch die sechs Fundamentalcomplexe
bestimmiten Congrucnzen enthalten je sechs der 60 Fckpunkte und sind
der Durchschwitt von je sechs der 60 Seitenfliichen.

Die sechs Lckpunkte, sowie dic sechs Seitenflichen gehiren paar-
weise zusammen. Je swei Paare sind zu cinander harmonisch.

9. Je drei der Fundamentalcomplexe, beispielsweise 1, 2, 3, be-
stimmen eine Fliche des zweiten Grades vermbge der Linien ihrer
einen Krzeugung. Die Directricen der Congruenzen (2, 3), (3, 1)
(1, 2) sind Linien zweiter Erzeugung. Indem diese Directricen den
Complexen 4, 5, 6 angehoren, ist klar, dass die Complexe 4, 5, 6
dieselbe Fl%iche zweiten Grades vermoge der Linien ihrer anderen Er-
zeugung bestimmen.

Die sechs Complexe lassen sich auf EWZ—_: . % == 10fache Weise

in zwei Gruppen von drei theilen. Je zZwei zusammengehirige Grup-
pen bestimmen  dieselbe Fliche des zweiten Grades vermige ihrer wer-
schiedenen Erzeugungen.

Die zehn so definirten Flichen mbgen die zehn Fundamental-
fliichen heissen.

Je zwei zusammengehdrige der 30 Directricen gehdren vier der
Fundamentalflichen als Erzeugende an. So liegt das Directricenpaar
(1, 2) auf den Flichen (1,2,3), (1,2,4), (1,2,5), (1,2,6). In
Bezug auf die iibrigen sechs Fundamentalfiichen sind die Directricen
(1, 2) einander ooﬁjugirte Polaren.

In Bezug auf eins der Fundamentaltetraeder theilen sich die Fun-
damentalflichen in zwei Gruppen. Die sechs Flichen der einen Gruppe
enthalten je vier der sechs Tetraederkanten, in Bezug auf die Flichen
der anderen Gruppe ist das Tetraeder sich selbst conjugirt.

Um eine der Fundamentalfiichen, etwa (1, 2, 3) = 4, 5, 6),
darzustellen, diene die Bedingung, welche a,uS‘zpncht dass eine gerade
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Linie die Fliche beriihrt, mit anderen Worten, die Complexgleichung
der Fliche*). Dieselbe wird:

2, + 2, + 2 =0,
oder, was offenbar dasselbe ist:

z? + . + 2 = 0.

10. In Bezug auf die sechs Fundamentalcomplexe gruppiren sich
die geraden Linien des Rauwmes und die Ebenen und Punkte desselben
2u wn sich geschlossenen Systemen, #hnlich wie dies mit den Ebenen
und Punkten bei zwei oder drei in Involution liegenden Complexen
der Fall war.

Sei zuniichst eine gerade Linie gegeben, deren Coordinaten sind:

So ist:

Indem diese Relation bei willkiirlicher Annahme der Vorzeichen der
Coordinaten erfiillt bleibt, erhiilt man einer jeden der 2°=32 Zeichen-
combinationen :

+a,+ay, . ..., Foa

entsprechend eine gerade Linie. Die Beziehung der 32 geraden Linien
zu einander ist offenbar eine gegenseitige.

Mit Bezug auf die sechs Fundamentalcomplexe gruppiven sich die
geraden Linien des Rawmes zu 32 zusammen.

Indem man sich aus dem Schema:

zy Ty My Xy Xy X
o Fa et a0t oa
die zweigliedrigen Determinanten gebildet und dieselben gleich Null
gesetzt denkt, dbersieht man sofort, dass von den 32 Linien

2 - 15mal 16 einem Complexe,
4 - 20mal 8 einer Congruenz,
8- 15mal 4 einer Fliche zweiten Grades

angehoren, wo jede der 32 Linien auf 15 der Complexe, auf 20 der
Congruenzen und auf 15 der Flichen zweiten Grades liegt.

*) Bind f, f., fy drei lineare Complexe, Ay, Ay, Ay ihre Invarianten, 4y,
u. 8. f. ihre simultanen Invarianten, so ist die Complexgleichung des durch sie
bestimmten Hyperboloids:
o fi i £
fi 'A'il 'A'IZ AH
fo Ay Ap Ay
i An Ay Ay |

Mathematische Avnalen. IL 14

0 =
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Die 32 Linien theilen sich in zwei Gruppen von 16, je nachdem
von jhren Coordinaten eine gerade oder eine ungerade Anzahl ein
gleiches Zeichen besitzt. Wenn von einer geraden Linie einer der
beiden Gruppen eine ebene Curve erzeugt wird, geschieht ein Gleiches
von den tbrigen 15 Linien derselben Gruppe; die 16 Linien der ande-
ren Gruppe erzeugen Kegelflichen.

Gegen eine beliebige Linie der einen Gruppe sondern sich die
der anderen Gruppe in solche, welche ihre conjugirten Polaren in
Bezug auf die sechs Fundamentalcomplexe, und in solche, welche ihre
conjugirten Polaren in Bezug auf die zehn Fundamentalflichen sind.
Die Coordinaten der ersteren sechs unterscheiden sich von den Coor-
dinaten der angenommenen geraden Linie durch einen Zeichenwech.
sel; die der letateren zehn durch drei.

Die Gleichung des 32'® Grades, durch welche ein derartiges Sy-
stem von geraden Linien, wie das hier betrachtete, bestimmt wird,
verlangt, nachdem die sechs Fundamentalcomplexe durch eine Glei-
chung des 6'" Grades gefunden worden sind, nur noch die Auflosung
von Gleichungen des zweiten Grades.

Das System der 32 zusammengehorigen geraden Linien verein-
facht sich, sobald eine oder mehrere der Coordinaten « gleich Null
sind. Insbesondere entsprechen sich diejenigen geraden Linien, welche
zwei zusammengehdrige der 30 Directricen schneiden, zu 8, diejeni-
gen, welche Erzeugende einer der zehn Fundamentalflichen sind, zu
4, endlich die 30 Directricen selbst zu 2.

11. Sei die Gleichung der Projection des in einer beliebig ange-
nommenen Ebene dem Complexe

Xy === 0
entsprechenden Punktes auf eine der Coordinatenebenen:
ar U + bk’l.’ + Cr W == (),
Dann verschwindet, zufolge der Bedingungsgleichung:

A A KT + @ =0

Ze(aku + bk’U + CkW)2
1,..

identisch. Es verschwindet also auch die. folgende Determinante:

der Ausdruck
2 2
a;? b, G b ¢ €1 Oy a, b ;
2
a,t b ¢ bye, ca, ab, ;
. . . - . . . . f
N
|
{

2 4 ' [
g b ¢’ bs ¢ Cg Ay ag b |



Liniencomplexe ersten und zweiten Grades. 211

was aussagt, dass die sechs Punkte 1, 2, ..., 6 auf einem Kegel-
schnitt liegen.

Die scchs Punkte, welche ciner belicbigen Ebene in den scchs Fun-
damentalcomplexen entsprechen, licgen auf einer Curve der zweiten Ord-
nung.

Die sechs Ebenen, welche cinem belicbigen Punkte in den sechs
Fundamentalcomplexen entsprechen, wmhiillen einen Kegel der zweiten
Classe.

Wenn die beliebig angenommene Ebene durch einen der 60 Eck-
punkte der 15 Fundamentaltetraeder hindurchgeht, so wird das von
den sechs, den Fundamentalcomplexen entsprechenden Punkten gebil-
dete Sechseck ein Brianchoun’sches. Der Tetraedereckpunkt wird der
Brianchon’sche Punkt. Das Sechseck erhiilt zwei, beziiglich drei
in gerader Linie liegende Brianchon’sche Punkte, wenn die belie-
big angenommene Ebene eine der 360, beziiglich der 320 zu dem Sy-
stem der Fundamentaltetraeder gehorigen geraden Linien enthilt. Die
Zahl der Briancbhon’schen Punkte wird vier, wenn die Ebene durch
eine der 360 geraden Linien und eine dieselbe schneidende der 320
geraden Linien hindurchgelegt ist.

Wenn die beliebig anzunehmende Ebene eine der zehn Funda-
mentalflichen beriihrt, so liegen die sechs den Fundamentalcomplexen
entsprechenden Punkte zu drei auf zwei geraden Linien: den beiden
Wrzeugenden der Fundamentalfiiche, welche die Ebene enthilt. Ist
die Ebene durch eine der 30 Directricen hindurchgelegt, so riicken
von den sechs Punkten vier auf die Directrix, die anderen zwei fal-
len in den Durchschnittspunkt mit der zugehorigen Directrix. Fallt
endlich die Ebene mit einer der Seitenflichen der Fundamentaltetrae-
der zusammen, so riicken die sechs Punkte paarweise in die drei zu-
gehorigen Tetraedereckpunkte.

12. Die sechs Punkte, welche einer gegebenen Ebene in den sechs
Fundamentalcomplexen entsprechen, seien mit:

1,2,3,4,5,6
bezeichnet. Binem jeden dieser Punkte entsprechen ausser der gege-
benen fiinf weitere Ebenen. Es giebt das, insofern die Ebene, welche
1 in z, entspricht, mit der Ebene zusammenfillt, die zu 2 in z, ge-
hort, im Ganzen 15 neue Ebenen, welche die gegebene nach den 15
Verbindungslinien der sechs Punkte unter sich schneiden. Die drei
Ebenen (2, 8), (3, 1), (1, 2) schneiden sich (vrgl. n. 3) in dem Pole der
gegebenen Ebene mit Bezug auf die- Fundamentalfliche (1,2, 3). In-
dem diese Fliche mit der Fliche (4, 5, 6) identisch ist, schneiden
sich die Ebenen (5, 6), (6, 4), (4, 5) in demselben Punkte. Die
sechs Ebenen, welche diesem Punkte in den sechs Fundamentalcom-

plexen
14*



2192 Frux Kuemw.

Ly 5 Ty 5, T3 5, By 5, Ty 5, Ty
entsprechen, fallen mit den Ebenen:

@,8),6,1),0,2), 6,6, 6,4, 4,5)
zusammen, welche in der That, wie dies aus der Betrachtung des
Sechsecks 12 3 45 6 hervorgeht, einen Kegel der zweiten Classe um-
hiillen.

Mit Bezug auf die Fundamentalcompleze gruppiren sich diec Ebe-
nen und Punkte des Roumes zu in sich geschlossenen Systemen von 16
Ebenen und 16 Punkten. In jeder der 16 Ebenen liegen sechs der 16
Punkte, durch jeden der 16 Punkte gehen sechs der 16 Ebenen. Die
sechs Punkte in einer Ebene licgen auf ciner Curve der sweiten Ord-
nung, die sechs Ebenen durch einen Punkt umbhiillen einen Kegel der
zweiten Classe.

Wenn e¢ine der 16 Ebenen gegeben ist, findet man die 16 Punkte,
indem man die ihr in den sechs Fundamentalcomplexen- entsprechen-
den Punkte und die ihr in Bezug auf die 10 Fundamentalflichen con-
jugirten Pole construirt.

Von der hier betrachteten Art ist das System der 16 Doppelebenen
und 16 Doppelpunkte der Fldichen wvierter Ordnung und vierter Classe,
die Herr Kummer untersucht hat*).

Wenn eine von 32 in Bezug auf die Fundamentalcomplexe zusam-
mengehbrigen geraden Linien in einer der 16 Ebenen eines solchen
Systems liegt, so vertheilen sich die 15 Linien derselben Gruppe auf
die 15 weiteren Ebenen und die 16 Linien der anderen Gruppe auf
die 16 Punkte. Beriihrt insbesondere die angenommene gerade Linie
den in der betreffenden Ebene liegenden Kegelschnitt, so findet das-
selbe bei den 15 Linien derselben Gruppe statt, und die 16 Linien

" der anderen Gruppe siud Seiten der von den 16 Punkten ausgehenden
Kegel. ’

Die 32 zusammengehorigen Linien sind durch die Vorzeichen ihrer
Coordinaten unterschieden. Es giebt diese Bemerkung unmittelbar die
Bezeichnung derselben durch fiinf Indices, welche zwei verschiedene
Werthe annehmen konnen. Auf dhnliche Weise konnen die 16 Ebe-
nen und 16 Punkte des hier betrachteten Systems bezeichnet werden.
Die 16 Ebenen entsprechen den geraden Linien der einen, die 16
Punkte denen der anderen Gruppe. Es geht hieraus hervor, dass die
Gleichung 16t Grades, welche die 16 Ebenen bestimmt, von der eben
betrachteten Gleichung des 32'** Grades nur dadurch verschieden ist,
dass bei ihr das Differenzenproduct jener als bekannt vorausgesetzt
wird.

*) Monatsberichte der Berliner Akad, 1864,
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Wenn einer von den 16 Punkten des hier betrachteten Systems
in einer der 16 Ebenen eines beliebigen #hnlichen Systems liegt, findet
ein Gleiches fiir die tibrigen 15 Punkte ‘statt, und jede der 16 Ebe-
nen enthilt einen der 16 Punkte des zweiten Systems

Die 16 Ebenen eines Systems schneiden sich nach 16 15 120

geraden Linien, welche zuglelch die Verbindungslinien der 16 Punkte
sind. Dieselben sondern sich in 15 Gruppen von jedesmal 8. Die
Linien einer Gruppe gehoren denselben beiden Fundamentalcomplexen
an und haben also die beiden entsprechenden Directricen zu gemein-
schaftlichen Transversalen. Es giebt dies das Mittel, aus dem Systeme
der 16 Ebenen und 16 Punkte die 30 Directricen und die 15 Funda-
mentaltetraeder zu construiren.

Ausser in den 16 Punkten des Systems schneiden sich die 16 Ebe-
nen desselben zu drei in 360 Punkten, welche zu sechs auf den 120
Durchschnittslinien liegen. Ebenso giébt es 360 Ebenen, welche drei
der 16 Punkte des Systems enthalten. Sie schneiden sich zu sechs
nach denselben 120 geraden Linien.

Wenn eine der 16 Ebenen des Systems gegen die sechs Funda-
mentaleomplexe eine ausgezeichnete Lage hat, findet ein Gleiches fiir
die iibrigen 15 Ebenen und die 16 Punkte statt. Besonders hervor-
zuheben ist dasjenige System, welches entsteht, wenn eine der Ebe-
nen einen der 60 Eckpunkte der Fundamentaltetraeder enthilt. Dann
gehen die 16 Ebenen zu vier durch die Eckpunkte des fraglichen Te-
traeders und die 16 Punkte liegen zu vier in den Seitenflichen dessel-
ben. Es ist das System das Singularititensystem eines T- 41'01&8*)
geworden. Die Gleichung 16%t Grades, welche die F 8y-
stems bestxmmt, ist hier algebraisch lésbar , indem/ g ’
Auflésung einer biquadratischen Gleichung und meliverer dtn
verlangt.

L

. Die Kummer’sche Fliche und ihy Zusammenhang mit' den
Complexen zweitéen Grades.

13. Als Gleichung des zu untérsuchenden Complexes zvieifn Gra-
des sei die folgende gegeben:

(1) k: wl“' + k2 afﬁ + ------ + kc xﬁz,}mwf‘
Dabei ist: |
@) R X B S 2 ')

so dass der Complex umverdndert bleibt, WOLY Whenen und. 96 Dop-

*) Cayley in Lisuvilles Journal XL g% i Berihrimgopuniite ¢
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schrieben wird £, 4 A. Die vier Constanten, welche hiernach noch
in der Gleichung (2) enthalten sind, geben mit den 15 Constanten
der Fundamentalcomplexe die 19 Constanten des Complexes zweiten
Grades.

Die Gleichungsform (2) sagt aus, dass der gegebene Complex wnd
alle von demselben unmittelbar ablingigen  geometrischen Gebilde sich
selbst mit DBezug auf dus System der sechs Fundamentalcomplexe ent-
sprechen™),

Es gruppiren sich also die Linien des Complexes in Systeme von
32. Jedesmal 16 Complexcurven und 16 Complexkegel gehdren zu-
sammen u. s. f.

Aus diesem BSatze leiten sich, unter Zugrundelegung der von
Pliicker entwickelten Eigenschaften der Complexe des zweiten Gra-
des®*), die im FKolgenden aunfgefiihrten Theoreme ab.

14. Diejenigen Punkte, deren Complexkegel in ein Ebenenpaar
zerfillt, die sogenannten singuliiren Punkte, bilden eine Fliche der 4ten
Ordnung und Classe, mit 16 Doppelpunkten und 16 Doppelebenen. Die-
selbe Fliche wird von den singuliren Ebenewn umbhiillt, solchen Ebenen,
deren Complexcurve sich in das System zweier Punkte aufgelost hat**+),

Eine derartige Fliche soll im Folgenden eine Kummer'sche
Fliche genannt werden. In ihrer Beziehung zum Complexe heisse
sie seine Singularititenfliiche.

Die nichstfolgenden Betrachtungen untersuchen die Kummer: -
sche Fliche als solche, abgesehen von ihrer Beziehung zu dem gege-
benen Complexe.

Line Kummer'sche Fliche cntspricht sich sclbst mit Bezug auf ein
System von scchs Fundamentalcomplexcn.

Die beziiglichen Fundamentalcomplexe 1) seien jedesmal, nach wie
vor, durch z,, #,, ..., 2, bezeichnet.

*) Dieses gegenseitige Entsprechen kann statt als durch die sechs Fundamen-
talcomplexe auch als durch die zehn Fundamentalfiiichen vermittelt angesehen
werden.

*#) Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der geraden
Linie als Raumelement. Von Julius Plicker. Leipzig. B. G. Teubner. 1868,
1869.

##%) Pliicker. Neune Geometrie. n. 311, 320.
+) Fiir die Fresnel’sche Wellenfliche, die sich aus dem Ellipsoid:
ata? f byt bt =1
{ableitet, sind die Fundamentalcomplexe die folgenden: A
W — y2) -+ a Vgi (w—a')=0, We' —ye) — a V"t (g—2) =0,
(¢df—2'z) 4 bV = (y=~y) =0, ¢z’ — Zx)—b V=1 (y—y) =0,
(@Y —ory) +e )~ FE—d) =0, @y —ay) —e¢ V—1(z— &) =0.
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Zur Bestimmung der Tangentialebenen, welche sich an eine gege-

bene Kummer’sche Fliche durch eine gerade Linie
Qp 5 Ay 5 o ooy g

legen lassen, dient eine Gleichung des vierten Grades. Dieselbe kann
nur die Quadrate der Coordinaten @ enthalten. Denn eine Veriinde-
rung von -+ @ in — x; ldsst die Fliche unverindert. Es sind also
die vier Tangentialebenen, welche durch eine beliebige der 32 gera-
den Linien:

ialiia’zy"'):ta’ﬁ

hindurchgehen , alle durch dieselbe biguadratische Gleichung bestimmt.

Den vier Tangentialebenen, welche sich durch die gegebene ge-
rade Linie an die Fliche legen lassen, sind die vier Durchschnitts-
punkte einer beliebigen der 16 Linien der anderen Gruppe mit der
Fliche reciprok zugeordnet. Es folgt hieraus und aus dem Vorher-
gehenden, dass dieselbe Gleichung die durch eine beliebige gerade
Linie gehenden Tangentialebenen und die auf derselben liegenden
Durchschnittspunkte bestimmt.

Das anharmonisehe Verhdiltniss der wvier Tangentialebenen, welche
sich durch eine gerade Linie an eine Kummer’ sche Fldche legen las-
sen, st gleich dem amharmonischen Verhiltnisse der vier Durchschwitts-
punkte derselben Linie mit der Fliche.

15. Es sei ein Punkt einer Kummer’schen Fliiche gegeben. Aus
demselben leitet sich vermdge der sechs entsprechenden Fundamental-
complexe ein System von 16 Punkten und 16 Ebenen ab. Die Punkte
sind Punkte der Fliche, die Ebenen Ebenen derselben. Kbenso ent-
spricht der Tangentialebene in dem gegebenen Punkte ein System von
16 Ebenen und 16 Punkten der Fliche. Die beiden Systeme stehen
in der gegenseitigen Beziehung, dass in jeder ,Ebene des einen ein
Punkt des anderen liegt, welcher der zugehorige Beriithrungspunkt ist.
Es folgt hieraus, dass die sechs geraden Linien, nach welchen eine
Ebene des einen Systems von den sechs dem zugehorigen Bertthrungs-
punkte in dem anderen Systeme entsprechenden KEbenen geschnitten
wird, ausser in dem allen gemeinsamen Punkte jede noch in einem
derjenigen sechs Punkte beriihren, welche der angenommenen Ebene
in den Fundamentalcomplexen entsprechen. Es sind also diese Linien
Doppeltangenten der Fliche. Somit ergeben sich die folgenden Sitze:

Nachdem die einer Kummer’schen Fliche zugehirigen Funda-
mentalcomplexe durch eine Gleichung des sechsten Grades bestimmt wor-
den sind, leiten sich aus den Coordinaten eines Punktes (einer Ebene)
der Fliche die Coordinaten von 32 Punkten, 32 Ebenen und 96 Dop-
peltangenten dersclben rational ab.

Die sechs Tangenten, welche sich von dem Berihwungspunkte einer
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Ebene der Kummer’schen Fliche an die in dersclben liegende Durch-
schwitiscurve ziehen lassen, beriihren in den sechs auf einem Kegel-
schnitt gelegenen Punkten, welche der angenommenen Ebene in den sechs
Fundamentalcomplexen entsprechen.

Die 28 Doppeltangenten einer beliebigen cbenen Durchschwittscurve
eimer Kummer’schen Fliche theilen sich in zwei Gruppen von 16 und
12. Die Doppeltangenten. der ersten Gruppe sind der Durchschwitt der
Ebvene der Curve mit den 16 Doppelebenen der Fliche. Die 12 Dop-
peltangenten der zwciten Gruppe sondern sich in Gruppen von 2. Die
sechs Punkte, in welchen sich beziiglich die Linien der verschicdencn
Paare schneiden, sind die auf einem Kegelschnitt gelegenen sechs Punkte,
welche der Ebene der Curve in den sechs Fundamentalcomplexen ent-
sprechen.

Die Doppeltangenten ciner Kummer’schen Fliche bilden sechs ver-
schiedene Congruenzen der zweiten. Ordnung und Classe, deren jede einem
der sechs Fundamentalcomplexe angehort*).

16. Ausgezeichnet unter den in Bezug auf die sechs Fundsmen-
talcomplexe zusammengehorigen Systemen von 16 Punkten und 16
Ebenen der Kummer’schen Fliche ist das System der 16 Doppel-
punkte und 16 Doppelebenen derselben. An Stelle des zugehorigen
zweiten Systems tritt in diesem Falle das System der 16 Berithrungs-
kegel und der 16 Berithrungscurven. Die 96 Doppeltangenten werden
durch die 96 Biischel solcher gerader Linien ersetzt, welche beziiglich
innerhalb einer der Doppelebenen durch einen der Doppelpunkte hin-
durchgehen.

Die Bestimmung der Singularitiiten einer Kummer’schen Fliche
hiingt von der Auflosung einer Gleichung sechsten Grades und mehrerer
quadratischer Gleichungen ab**).

Um -die Fundamentaltetraeder aus dem Singularitétensystem einer
Kummer’schen Fliche zu finden, hat man diejenigen 30 geraden
Linien zu coustruiren, welche acht der 120 Durchschnittslinien der 16
Doppelebenen schneiden.

Wenn ausser den sechs Fundamentalcomplexen eine der Doppel-
ebenen der Kummer’schen Fliche bekannt ist, lisst sich die Fliche
construiren ***). Denn indem dann durch die Fundamentalcomplexe
simmtliche 16 Doppelebenen und die Beriihrungscurven in ihnen ge--

*) Vergl. Kummoer, Abhandl. der Berl. Akad, 1866.

#¥*) C, Jordan in Crelle’s Journal. LXX.

**) Wenn man die Doppelebene durch eine derjenigen 320 geraden Linien
hindurchlegt, welche drei der 60 Eckpunkte der 15 Fundamentaltetraeder enthal-
ten, so erhiilt man eine Fliche, die dem Modelle entspricht, dessen Herr Kum-
mer (Monatsberichte der Berl, Akad. 1864) Erwithoung thut.
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geben sind, kennt man zur Construction einer beliebigen ebenen
Durchschnittscurve der Fliche 16 Doppeltangenten und die - Beriih-
rungspunkte auf denselben.

Enthiélt die gegebene Doppelebene einen der 60 Eckpunkte der
Fundamentaltetraeder, so wird die zugehorige Kummer’sche Fliche
ein Tetraedroid.

Ein Tetraedroid ist dadurch charakterisirt, dass die sechs in einer
Doppelebene desselben liegenden Doppelpunkte ein Brianchon’sches
Sechseck bilden.

Die Singularititen eines Tetraedroids sind algebraisch bestimmbar.

17. Wir wenden uns zur Betrachtung der Complexe zweiten
Grades zuriick.

Diejenigen geraden Linien, welche Durchschnittslinien zweier Ebe-
nen sind, in welche sich ein Complexkegel aufgelist hat, oder, was
auf dasselbe hinauskommt, diejenigen geraden Linien, welche Verbin-
dungslinien zweier Punkte sind, in welche eine Complexcurve zerfal-
len ist, sind die singuldren Linien des Complexes. Dieselben bilden
eine Congruenz der vierten Ordnung und Classe. Die singuliren Li-
nien beriihren die Singularititenfliche des Complexes. Der Beriih-
rungspunkt heisst der sugeordnete singuldre Punkt, die Bertihrungs-
ebene die zugeordnete singulire Ebene. Der Complexkegel, dessen Mit-.
telpunkt der zugeordnete singulire Punkt ist, hat sich in die beiden_
Tangentialebenen der Singularititenfliche aufgeldst, die ausser der
doppelt zu zihlenden zugeordneten singuliren Ebene durch die singu-
lire Linie hindurchgehen. Entsprechend ist die Complexcurve in der
zugeordneten singuliren Ebene in das System derjenigen beiden Punkte
zerfallen, welche der singuliiven Linie neben dem doppelt zu zihlen-
den zugeordneten singuliren Punkte mit der Singularititenfliche ge-
mein sind*).

Die Complexcurve, welche in einer beliebigen Ebene liegt, berithrt
die Durchschnittscurve vierter Ordnung der Ebene mit der Singulari-
tatenfliiche in vier Punkten. Gemeinschaftliche Tangenten beider Cur-
ven in diesen Punkten sind die vier in der Ebene liegenden singuli-
ren Linien*¥),

Welche unter den Tangenten der Singularititenfliche in einem
gegebenen Punkte derselben dem gegebenen Complexe als singulire
Linie angehort, ist durch die Fliche selbst noch nicht bestimmt. Es
kann eine aus der einfach unendlichen Anzahl der Tangenten will-
kiirlich als singulive Linie angenommen werden; dann lésst sich ein

¥) Pliicker, Neue Geometrie, n, 317.
*#) Plicker, Neue Geometrie. n. 318.
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zugehoriger Complex eindeutig bestimmen. Aus der zugeordneten sin-
guliren’ Ebene leitet sich vermége der sechs Fundamentalcomplexe ein
System von 16 singuliren Ebenen ab. Sobald die beiden Punkte, in
welche die Complexcurve fiir die eine singulire Ebene zerfallen ist,
durch Auflésung einer quadratischen Gleichung bestimmt worden sind,
sind die entsprechenden Punkte in den ibrigen Ebenen bekannt.
Sechs unter denjenigen Complexlinien, welche durch einen der Schuitt-
punkte von drei der 16 Ebenen hindurchgehen, sind also gegeben und
desshalb die Complexkegel fiir diese Punkte linear construirbar. In-
dem diese Schnittpunkte zu sechs auf einer jeden der 120 Durch-
schnittslinien von zwei der 16 Ebenen liegen, kenut man die zu die-
sen Linien gehorigen Complexflichen. Zur Construction der in einer
beliebigen Ebene liegenden Complexcurve kann man also iiber 240
Tangenten verfiigen.

Wenn eine Kummer’sche Fliche und cine dieselbe beriihrende
gerade Linie gegeben ist, so kann man einen Complex zweiten Grades
cindeutig construiren, welcher die Fliche zur Singularititenfliche und
die gerade Linie aur singuliiren Linie hat.

Eine Kummer’sche Fliche ist dic Singularititenfliche fiir eine
cinfach unendliche Schaar von Complexen zweiten Grades.

Eine Kummer’sche Fliche himgt von 18 Constanten ab*).

Wenn die gegebene gerade Linie eine Doppeltangente der Fliche
ist, so artet der zugehbrige Complex in den doppelt zu zihlenden
linearen Fundamentalcomplex aus, welchem die Doppeltangente an-
gehort.

Zw der Schaar von Complexen zweiten Grades, welche eine gegebene
Kummer’sche Fliche sur Singularititenfliche haben, gehoren auch
die doppelt su zihlenden sechs linearen Findamentalcomplexe. Als sin-
guldive Linien eines solchen Complexes sind die ihm angehirigen Dop-
peltangenten der Fliche anzusehen.

18. Ausgezeichnet unter den singuliren Linien des gegebenen
Complexes sind diejenigen, welche die Singularititenfliche osculiren.
Die Tangenten im Berithrungspunkte gehoren simmtlich dem gegebe-
nen Complexe an. ~

Wenn eine Kummer’sche Fliche und eine dieselbe beriihrende ge-
rade Linie gegeben ist, giebt es ausser dem eben comstruirten noch zwei
westere Complexe, welche die Fliche sur Singularititenfliche haben und
die gerade Liwie (aber wicht als singuldre Linie) enthalten. Singuliire
Linien in dem Beriihrungspunkte der gegebenen sind fiir diese Complexe
die beiden Hauptiangentern i diesem Punkte.

*) Es_stimmt das mit der von Herrn Kummer gegebenen Zihlung iiberein,
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Bei der Construction eines solchen Complexes sind zuniichst die
beiden Haupiltangenten im Beriihrungspunkte durch eine quadratische
Gleichung zu bestimmen. Die beiden Punkte, in welche sich die Com-
plexcurve innerhalb der zugeordneten singuliiren Ebene aufgelost hat,
sind dann linear gegeben.

Die Complexcurve in einer beliebigen Ebene hat mit der in der-
selben Ebene liegenden Durchschnittscurve vierter Ordnung der Sin-
gularititenfliche ausser den vier doppelt zu zihlenden singuléren Li-
nien noch 2.4.3 — 2.4 = 16 Tangenten gemein. Die Beriihrungs-
punkte derselben mit der Durchschnittscurve der Singularititenfliche
sind diejenigen Punkte, in welchen die angenommene Ebene von der
Curve solcher Punkte der Singularititenfliche geschnitten wird, in
welchen die zugehorige singulire Linie mit einer Haupttangente zu-
sammenfillt.

Die Curve der singuldren Punkte, deren zugeordncte singuldre Li-
nien die Singularititenfliiche osculiren, ist von der 16. Ordnung.

19. Sei eine Kummer’sche Fliche und eine beliebige gerade
Linie gegeben. Durch die gerade Linie gehen vier Ebenen der Fliche,
und auf ihr liegen vier Punkte derselben. Die biquadratische Glei-
chung zur Bestimmung der vier Ebenen ist dieselbe, wie die zur Be-
stimmung der vier Punkte. Dementsprechend kann man die vier Ebe-
nen den vier Punkien einzeln zuordnen, und zwar auf vierfache Weise.
Nachdem iiber die Art der Zuordnung entschieden ist, ziehe man in
einer der Ebenen durch den Beriihrungspunkt mit der Kummer’schen
Fliche und den zugeordneten Punkt eine gerade Linie. Derjenige Com-
plex, welcher die gegebene- Kummer’sche Fliche zur Singularititen-
fliche und die construirte gerade Linie zur singuliiren Linie hat, ent-
hilt offenbar die gegebene gerade Linie.

Es lassen sich vier Complexe. construiven, welche eine gegebene
Kummer’sche Fldche sur Singularititenfliche haben und die ausser-
dem eine gegcbene gerade Linie enthalten.

Die beiden auf der construirten singuliren Linie liegenden Punkte
bestimmen sich linear, indem der eine als Durchschnittspunkt der
gegebenen geraden Linie mit der Fliche bekannt ist.

Wenn die gegebene gerade Linie die Singularititenfliche bertihrt,
fallen zwei von den vier vorstehend construirten Complexen in den-
jenigen zusammen, der die gegebene Linie zur singuliren hat.

Die Tangenten der Singularititenfliche sind solche gerade Linien,
fiir welche die biquadratische Gleichung, welche die vier einer gegebe-
nen Yeraden Linie zugehirigen Complexe bestimmt, eine doppelte Wur-
zel hat.
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Die Complexgleichung der Singularititenfliche hat die Form einer
Discriminante.

20. Die einfach unendliche Schaar der zu einer gegebenen Kum-
mer’schen Fliche gehtrigen Complexe zweiten Grades bestimmt in
Jeder Ebene des Raumes ein System von Kegelschnitten, welche die
Durchschnittscurve vierter Ordnung der Kummer'schen Fliche mit
der Ebene viermal beriihren. Das System ist von der vierten Classe.
Indem als Ausartungskegelschnitte die sechs den Fundamentalcom-
Plexen entsprechenden Punkte mit ihrem Doppeltangentenpaare anzu-
sehen sind, ist das System von der Ordnung 2-4 — 6 = 2.

Durch eine Kummer’sche Fliche wird in jeder Ebene des Rau-
mes ein Kegelschnittsystem der vierten Classe und zweiten Ordnung be-
stimmd.

%1. Diejenigen Linien des Complexes, welche innerhalb einer
Doppelebene der Singularititenfliche verlaufen, schneiden sich in einem
Punkte der Beriihrungscurve. Sie sind simmtlich singulire Linien.
Es kann dieser Punkt beliebig auf der Beriihrungscurve angenommen
werden; dann ist ein zugehoriger Complex linear bestimmt. Lisst
man den Punkt in einen der sechs auf der Beriihrungscurve liegenden
Doppelpunkte riicken, so artet der Complex in denjenigen Fundamen-
talcomplex aus, welchem das durch den Doppelpunkt in der angenom-
menen Ebene gehende Blischel gerader Linien angehort. Auf #hn-
liche Weise entspricht jedem Doppelpunkte der Fliche eine Ebene,
welche den Tangentialkegel im Doppelpunkte beriihrt*),

Die 16 Punkte und 16 Ebenen entsprechen einander in Bezug auf
die sechs Fundamentalcomplexe.

Im Allgemeinen sind die Linien des gegebenen Complexes keine
Doppeltangenten der Singularititenfliche. Es findet dies nur fir die-
jenigen 96 singuliren Linien statt, welche innerhalb einer Doppelebene
der Fliche durch einen Doppelpunkt gehen.

Diejenigen 16 singuliren Linien, welche in einer Doppelebene der
Singularititenfliche liegen und die Berithrungscurve der Doppelebene
berithren, sind die einzigen Complexlinien, welche die Singularitéiten-
“fliiche vierpunktig berithren. Die 16 entsprechenden singuléren Linien,
welche durch die Doppelpunkte der Singularititenfliche gehen, sind
die einzigen Complexlinien, welche die dualistisch entgegengesetzte
Eigenschaft besitzen.

22. Einer jeden geraden Linie entspricht in Bezug auf einen
Complex zweiten Grades eine zweite gerade Linie als Polare. Die-
selbe steht zu der ersten in der doppelten Beziehung, einmal, dass

*) Plicker. Neue Geometrie. ﬂ. 321,
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sie der geometrische Ort ist fiir die Pole der ersten geraden Linie mit
Bezug anf alle Curven, die in den durch sie hindurchgelegten Ebenen
von Linien des Complexes umbhiillt werden, dann, dass sie umhillt
wird von den Polarebenen der ersten geraden Linie mit Bezug auf
alle Kegel, die in den Punkten derselben von Linien des Complexes
gebildet werden. Diese Bezichung zwischen den beiden Linien ist
indess keine gegenseitige. Abgesehen von den Linien des Complexes,
deren jede sich selbst als Polare conjugirt ist, giebt es nur eine end-
liche Anzahl solcher gerader Linien, die selbst wieder die Polaren
ihrer Polaren sind¥).

Die Polaren der Diagonalen des von den vier in einer belleblgen
Ebene liegenden singuliren Linien gebildeten Vierseits schneiden sich
in einem Punkte. Dieser Punkt wird der Pol der Ebene mit Bezng
auf den Complex genannt. Derselbe fillt zusammen mit dem Pol der
Ebene in Bezug auf die Singularititenfliche. — Auf #hnliche Weise
entspricht jedem Punkte in Bezug auf den Complex eine Polarebene.

Der Pol einer singuliren Ebene ist ihr Bertihrungspunkt mit der
Singularititenfliche, die Polarebene dieses Punktes ist wiederum die
gegebene singulire Ebene.

Aber im Allgemeinen ist die Beziehung zwischen Ebene und Pol,
Punkt und Polarebene keine gegenseitige. Hs tritt das — abgesehen
von den singuliren Ebenen und Punkten — mnur bei einer endlichen
Anzahl von Ebenen und Punkten ein®#),

23. Der gegebene Complex des zweiten Grades werde auf ein
beliebiges der fiinfzehn KFundamentaltetraeder bezogen. Dann nimmt
seine Gleichung die folgende Form an™*¥):

Zagrk + 2A7‘aﬂ Tys -+ QBTW rap + 2075 Yy == 0,

~ wo i Strahlen- oder Axencoordinaten bedeuten.

Wird die Gleichung des gegebenen Complexes zweiten Grades in
Bezug auf eins der 15 Fundamentaltetracder als Coordinatentetraeder
geschrieben, so treten in derselben ausser den Quadraten der Verdnder-
lichen die Producte von wur solchen Verdnderlichen auf, welche sich
auf gegeniiberstehende Kanten des Tetraeders bezichen.

Es ist leicht zu sehen, dass diese Gleichungsform fiir die Funda-
mentaltetraeder charakteustlsch ist. Man schliesst weiter:

Wenn der gegebene Complex auf ein belichiges Coordinatentetraeder
bezogen wird und in der entsprechenden Gleichung zwei Verdnderliche,

#) Pliicker, Neue Geometrie. n. 299,
##) Plicker, Neue Geometrie. n. 328, 330, 337,
#¥) Vergl, n. 6.
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die sich auf gegeniiberstehende Kanten des Coordinatentetraeders bezie-
hen, ausser als Quadrate nwur in gegenseitiger Verbindung auftreten, so
sind die betreffenden Kanten zwei zusammengehirige aus dem System
der Fundamentaltetraeder.

Die vorstehende Gleichungsform zeigt, dass die gegeniiberstehen-
den Kanten des zu Grunde gelegten Tetraeders einander gegenseitig
entsprechende Polaren in Bezug auf den gegebenen Complex sind.

Von den 30 Kanten der Fundamentaltetraeder entsprechen sich die
ausammengehorigen in Begug auf den Complex gegenseitig als Polaren.

Die 30 Kanten der Fundamentaltetraeder sind, abgeschen von den
Linien des Complexcs, die cinzigen geraden Linien, welche diese Eigen-
schaft besitzen.

Und hieraus schliesst man:

Von den 60 Eckpunkien wnd 60 Seitenfliichen der Fundamental-
tetracder entsprechen sicl die zusammengehirigen gegenseitig in Bezug
auf den Complex als Pol und Polarcbene.

Es gicbt, abgesehen von den singuliren Punkten und Ebenen, keine
weiteren Punkie und Ebenen, dic sith gegemseitiy in Bezug auf den
Complex zugeordnet sind. ;

Insofern das Verhiiltniss von Ebene und Pol, Punkt und Polar-
ebene als durch die Singularititenfliche vermittelt angesehen werden
kann, lassen sich die vorstehenden beiden Sitze auch als Eigenschaf-
ten der Kummer’schen Fliche aussprechen.

24. Aehnliche Untersuchungen, wie die vorstehenden, sind bereits
in der Abhandlung iiber Complexe zweiten Grades von Herrn Bat-
taglini¥®) enthalten. Nur sind die Voraussetzungen, welche er zu
Grunde legt, nicht allgemein genug. Unter 75 Strahlen- oder Axen-
coordinaten verstanden, giebt er dem Complexe zweiten Grades die
folgende Gleichung:

X Zag 9",?1; = 0 ’
welche drei Glieder weniger besitzt, als die letzt-vorangehende, in
welcher der Complex auf eins der Fundamentaltetraeder bezogen ist.
In der That enthilt sie nur 17 Constanten, wihrend der Complex von
19 Constanten abhiingt. Dementsprechend verschwinden drei der simul-
tanen Invarianten, welche sich aus ihr und der zwischen den Linien-
coordinaten bestehenden Bedingungsgleichung ableiten lassen.

Der Complex, welchen Herr Battaglini untersucht, ist dadurch
particularisirt, dass fiir denselben die um eine passende Constante ver-
mehrten Grossen %,, %,, ..., k; einander entgegengesetzt gleich wer-
den. In Folge dessen ist eins der Fundamentaltetraeder, dasselbe, auf

*) Atti della Reale Accademia di Napoli, HI, so wie Giornale di Matemati-
che, Napoli, Anno VI.
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welches der Complex in seiner vereinfachten Gleichung bezogen ist,
vor den iibrigen ausgezeichnet, und die Singularitftenfliche wird ein
Tetraedroid, welches zu diesem Tetraeder gehort. (n. 16.)

IV.
Algebraische Darstellung.

25. Der gegebene Complex sei, wie oben, durch die Gleichung
bestimmt:

(1) k’l x12 +k2 x22 + e "{" kG xﬁ'l = 0,
WO
2 x1?+x2?+....+w6‘2=0.

Vermbge der Gleichung (1) ist es gestattet, die Grossen & um eine
beliebige Constante wachsen zu lassen, ohne dass der Complex gedin-
dert wird.

Die singuliren Linien des Complexes sind alsdann dargestellt™)
durch (1), (2) und die folgende Gleichung:
®) Rrad 4 krad 4ot kel = 0.

Sei unter (z) eine beliebige singulire Linie verstanden, so sind die
Coordinaten (y) einer derjenigen geraden Linien, welche innerhalb der -
() zugeordneten singuliren Ebene durch den zugehorigen singuliren
Punkt gehen, von der folgenden Form:

(4) 0Ya = (ba - 0) %,

wo @ einen Proportionalititsfactor, ¢ eine.Constante bedeutet**). Die
durch (4) dargestellten geraden Linien mogen die eugeordneten der
singuliren Linie () heissen. Die Gesammtheit der zugeordneten Li-
nien aller singuliiren Linien fillt mit der Gesammtheit der Tangenten
der Singularititenfliche zusammen.

Wenn die singulire Linie (z) so bestimmt wird, dass die zugeord-
neten Linien dem gegebenen Complexe (2) angehdren, so osculirt sie
die Singularititenfiiche. Man findet also zur Darstellung der osculi-
renden singuldren Linien ausser (1), (2), (8) die Gleichung:

(5) k32 4 k3wt 4 - + kP zg? = 0.

Die von den osculirenden singuliren Linien gebildete Linienfliche ist
von der 16. Ordnung und 16. Classe.

*) Plicker. Neue Geometrie. n. 300.
#) Pliicker. Neue Geometrie. Ebenda,
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Die 32 ausgezeichneten singuliren Linien, welche besiiglich in
einer der Doppelebenen der Singularititenfiiche liegen und die in der-
selben enthaltene Beriihrungscurve beriihren, oder durch einen der
Doppelpunkte der Singularititenfliche gehen und Erzeugende des Tan-
gentialkegels in demselben sind, sind durch die Bedingung bestimmt,
dass ihre zugeordneten singuliiren Linien selbst wieder singulére Linien
sind. Thre Coordinaten gentigen also ausser den Gleichungen (1), (2),
(8), (8) auch noch der folgenden Gleichung:

(6) Bra? 4 ktm? 4 - o4 kgt ag? = 0.
Durch Auflésung findet man:

- i
(M) AR (N Y/ Ay ) EERRY (A

%6, Wenn «,, ,, ..., x;, und ¢ willkiirliche Parameter bezeich-
nen, welche den Gleichungen (1), (2), (3) Geniige leisten, so ist eine
beliebige der Tangenten der Singularititenfliche dureh die Gleichung
(4) gegeben. Durch Elimination von ,, #,, ..., z, ergiebt sich:

(8) ?/12 -+ ?/22 + - ?/62 =0,
v’ s’ ¥

®) Etes T Eis Tt RGe =0
9 e Ye’

(10) Gkor T Gttt ader= 0

Die Gleichung (9) ist eine Gleichung vierten Grades zur Bestim-
mung von 6. Die Gleichung (10) sagt -aus, dass der nach ¢ genom-
mene Differentialquotient der Gleichung (9) verschwinde.

Die Complexgleichung der Singularititenfliche ist die nach 6 ge-
nommene Discriminante der Gleichung (9).

Wie das sein muss, wird diese Complexgleichung vom 12. Grade.

Unter o eine willktirliche Grosse verstanden, stellt die Gleichung
(9) einen Complex des zweiten Grades dar. Derselbe hat mit dem
gegebenen (2) die Singularititenfliche gemein. Denn das System der
Gleichungen (8), (9), (10) bleibt ungeiindert, wenn £, allgemein durch

1 .
o ersetzt wird.

Die Gleichung (9) stellt das eu der Singularititenfliche des gege-
benen Complexes pugehirige System von Complexen zweiten Grades dar.

Die Gleichung (9) ist durchaus analog den Gleichungen, welche
bei der Bestimmung confocaler Curven oder Flichen zweiten Grades
auftreten.

Wenn (y) eine gegebene gerade Linie bedeutet, bestimmt die Glei-
chung (9) vier zugehdrige Werthe von 6. Von denselben werden zwei
einander gleich, wenn (y) eine Tangente der Singularititenfliche ist.
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Die Haupttangenten der Singularititenfliche sind dadurch charak-
terisirt, dass drei Wurzeln der Gleichung (9) gleich werden; sie sind
also durch (8), (9) (10) und die folgende Gleichung gegeben:

(11) T +o')’ + @ -s-a)1 +o g +6)’

Endlich sind diejenigen geraden Linien, welche die Beriihrungscurven
in den Doppelebenen der Smgulantatenﬁache umbhiillen, beztiglich die
Berithrungskegel in den Doppelpunkten derselben erzeugen, durch (8),
), (10), (11 uud die folcrende Gleichung bestxmmt

(12) (s +o)* T &+ +a>* Tt (ka"r")‘ -

Sei irgend einem Werthe von ¢ entsprechend das System der
Gleichungen (8), (9), (10), (11), (12) aufgelost. Die in dem ent-
sprechenden Complexe (9) den so bestimmten geraden Linien zugeord-
neten Linien sind selbst wieder singulire Linien. Ihre zugeordneten
Linien bilden die Gesammiheit der in den Doppelebenen der Singulari-
titenfliiche liegenden wund der durch die Doppelpunkte derselben hin-
durchgehenden geraden Linien. Die Coordinaten einer solchen geraden
Linie lassen sich also unter der Form schreiben:

(13) oms = (A + 35 + (ka‘_:_—g)z) Yas

wo y, eine Losung der Glgichungen (8), (9), (10), (11), (12) ist.
Diese Form bleibt unveriindert, welchen Werth man ¢ ertheilen mag.

Es eriibrigt, die Doppeltangenten der Singularitdtenfliche zu be-
stimmen. Fiir die von denselben gebildeten sechs Congruenzen ergiebt

sich aus (9) und (10), indem o der Reihe nach = — &, = — &,
u. s. w. gesetzt wird:
— s’ —
yl""_O) kz__g_];l + + ke—‘}”t “—'O’
(14) Coe e e e ..
Y& ' —
y6==’0; ’ki_‘_ks +'+ ks’ike =0,

Auf dieselben Gleichungen kommt man aus (4), wenn man 6 = — k,,
= — k, u.s. w. setzt und hierauf x, aus (1), (2), (3) eliminirt.

Die bei den vorstehenden Betrachtungen vorausgesetzte Umfor-
mung der Complexgleichung ist in vielen Féllen nicht moglich. Unter
die hier ausgeschlossenen Complexe gehort auch der von Herrn Th.
Reye betrachtete, dessen Linien der Durchschnitt entsprechender

Mathematische Annalen II. 15
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Ebenen zweier collinearer riiumlicher Systeme sind*). Derartige Com-
plexe sind durch das Auftreten von Doppellinien, Ausnahmpunkten
und Ausnahmebenen**) ausgezeichnet. Eine Uebersicht iiber die bei
ihnen zu unterscheidenden Fille denke ich bei einer nichsten Gelegen-

heit zu geben.

*) Reye. Die Geometrie der Lage. Hannover, (. Rimpler. 1868.
**) Pliicker, Neue Geometrie. n. 313.

Gottingen, 14, Juni 1869.




