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Hr. 0. W i e n e r  gab l) eine interessnnte Methode an, dcii 
Vorgang der Diffusion zweier Fliissigkeiten in  allen Scliiclitcii 
gleiclizeitig zu beobacliten. Dnbei zeigte sich b&uteliile Ver- 
Bnderlichlieit cles Diffusio~iscoefficienten. Hr. W i e n e r  zeigt, 
wie inan diesem Umstaiide bei Berechnung der Versuche d u ~ ~ l i  
ein NBherungsverfahren Rechnung tragen kaiin. Icli h l ~ e  
nun scliori vor lnnger Zeit ein Integral der Diffusionsgleichuiig 
fur var idxln i~iffusionscoefficicnteii gefimdeii , welches Hiiu s - 
m a n i n g e r  *) allerdings mit geringeni. Krfolge zur Berecliniuig 
der Versuche W a i t z ’ s  verwendete. Da dasselbe vielleiclit 
zur Bereclinung der Wiener’sclien Versuclie . niitzlicli seiii 
konnte, so erlaube ich mir hier iiochnials darauf zuruck- 
zukommen. 

Zahlen wir, wie Hr. M’i en e r  die + 2 von der urspriing- 
lichen Grenze der iibereinandergeschicliteten Fliissigkeiten nus 
vertical nach abwiirts, bezeichnen rnit n,, n4, n die Brechuiigs- 
indices in der oberen resp. uiiteren reiiien und aii irgend einrr 
Stelle der gemischten Flussigkeit, mit t die seit Beginn cler 
Diffusion verflossene Zeit und nehmen an, class n die partielle 
Differentialgleichung : 

erfiillt, wo It eine gegebene Function vou n ist ,  sowie, dass 
die Diffusion weder Boden noch Niveau der oberen Fliissig- 
keit in merklicher Weise erreicht hat, so folgt allgemein: 

1) 0. W i e n e r ,  Wied. Ann. 49. p. 105. 1893. 
2) H a u s m a n i n g e r ,  Sitzungsber. d. Wien. Aknd. 86. p. 1073. 1882. 



960 L. Boltzmann. 

I - 7 

Mali sieht, class n uiid daher aucli k nur Function von 
.r : I/t ist. Unter deli Integr:dzeichen ist iminer der Wertli 
cles It fur I: 1/ t = i zu  verstehen. Ich will iriich hier niclit 
weiter darauf einlassen , wie diese Forrne abgeleitet werderi 

man ohne weiteres. Die Gleichung (2) hurde such richtig 
sein, wenn it direct als Function von .xi r/t gegeben ware; 
inan konnte dann n uiimittelbar daraus bkrechnen. Da aber 
hier k nicht direct als Function von ,T:  1; gegeben ist, son- 
dern eine zu findende Function von 71 ist ,  so kmin tliese 
Formel zur Bereclinuiig der Versuclie iiiclit verweridet werden. 
Mali muss vielmehr k aus tlerhelhen berechnen. Man findet 
zuniichst, weiin niaii wieder ii = .x : f t setzt 

kxnn; dass sie :tlle Bediiigungen der ,4u 1. gabe erfiillt , sieht 

und hieraus bei constmtem t 
CT. 

(4) 

2 

Hr. W i e n e r  fiiidct nun durch das Experiment direct 
Curven, deren (yon einer schragen Geradeii an gezahlte Ordi- 
naten z deli Wertheii von dn1d.T multiplicirt mit der Con- 
stanten LZ 6 gleicli siiid, wahrend die Abscissen y = yo + (I/?/) 
sind. Dabei ist 71 eine ex- 
perimentell gegebene Constante, yo aber der Werth des y fur 
die Stelle, wo die schrige Geracle die ursprungliche Trennungs- 
fliiche der beiden Flussigkeiteii schneiciet. 

(Vgl. dessen Fig. 13 p:tg. 123.) 

Ilaraus folgt : 

( 5 )  
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Wir berechnen nun zu irgend einem :L' das clnzu ge- 
horige y ,  ziehen die diesem y entsprechende Ordinate z cler 
Diffusionscurve, bezeichen mit f' den Flachenraum, der links 
von der Ordinate z ,  oben von der schragen Geraden, unten 
von der Diffusionscurve begrenzt ist, und mit g8 die Ahscisse 
des Schwerpnnktes dieses Fliichenraumes. Dann ist : 

P m 

daher ist' 

(6) 

Y 

cler Werth des Diff usionscoefficienten fiir das betrefl'ende .T 

und t. Kann der Anfang der Diffusion nicht genau fest- 
gestellt werden, so ist er natiirlich als zweite Unbekannte 
einzuftihren, die Gleichung ( 6 )  fiir zwei verschiedene Zeiten 
:tufzustellen, und daraus k und der Zeitanfang zu bestimmen. 
Die Vermuthung Hrn. W i e n e r s ,  dass der Diffusionscoefficient 
besser LGUS Versuchen mit geringen Concentrationsunterschierleii 
berechnet werden kann, diirfte vollkommen richtig sein. Dti- 
gegen kaiin die obigo Formel dienen, um zu controliren, 01) 
fiir betrachtliche Conceiitrationsdifferenzen die Qleichung (1) 
gilt, in welchem Falle fSr beliebige Zeiten fiir gleiche Werthe 
ron n d s o  yon nB - f q  auch fur k derselbe Werth folgeii 
iniiss t e. 

Sollte die Gleichung (1) nicht giiltig 
analoge von der Concentration u gelten, 

sein, so konnte eine 
sodass 

ware. 
so hatte ni:m 

Wiire dann u = f'(n) und setzt man f ' ( 7 4  = k ,  h x  = k ,  

An Stelle der Qleichungen ( n ) ,  (3), (4) uiid (5) wiirdc 
folgen : 

,inn. d. 1)11ys. 11. Cheni. PI'. F. 3. 61  
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n - n, - 1' t 

z u 
Ware /i als Function von n = n2 - I ,  f bekannt, so inussteii 

also die Ordinaten der Diffusionscurve eine 'Correction erfahren 
und es musste erst von dieser corrigirten Curve der Schwer- 
punkt gesucht werden. 

Man konnte auch bloss voraussetzen, dass n die Glei- 
chung ( l a )  erfullt und ohne Riicksicht auf ihre Bedeutung It 
und k als gwei unbekannte Functionen von n betrachten. 
Dann musste man so verfahren. F u r  eiiie bestimmte Diffusions- 
curve ist t constant. Daher folgt aus Gleichung (3a) 

also 

In dieser Gleichung sind die beiden Grossen (1 / / I )  (d k d n} 
und k / h  also die beiden Coefficienten der Gleichung (1 b) als 
die beiden nnbekannten (unbekannte Functionen von 11) zu be- 
trachten. Die iibrigen Grossen konnen, wie Hr. W i e n e r  zeigt, 
leicht fur jede Diffusionscurre berechnet werden. Man muss 
also in zyei zu verschiedenen Werthen von t gehorigen Diffusions- 
curven solche Ordinaten (y) siiclien, fiir welche n (also die 
Flachen f' bis zu diesen Ordinaten) gleiche Werthe habeii. 
Diese beiden Stellen der beiden Diffusionscurven liefern zwei 
Gleichungen fur die zu jenem n gehorigen Werthe ~ 0 1 1  

(1 , h) d h i d  n und k 111. Wiire auch der Zeitanfang unbeliannt, 
so miisste noch eine dritte Gleichung aus eiiier dritten Uiffusions- 
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curve beigezogen werden. Man kann also so fiir beliebig viele 
n die W'erthe der beiden Coefficienteii der Gleichung (1 b) be- 
stimmen. Natiilrlich ist dieses Verfahren auch auf den ein- 
gangs betrachteten Fall, dass die Gleichung (1) gilt, anwendbar 
und diirfte auch da dem friiher beschriebeneii vorzuziehen seiii. 

Besonders einfach gestalten' sich die Verhaltiiisse natiir- 
lich wieder fiir den Punkt, mo z sein Maximum hat ,  also 
d z l d y  = 0 ist. Fu r  diesen Punkt ist: 

Bezeichnen wir den Maximalwerth des z zu zwei ver- 
schiedenen Zeiteii tl und tz mit tl und z, die dazu gehorigeii 
y mit y, und y, , so ist also, wenn man annimmt, dass sicli 
(1 ' h ) ( d k / d n )  in der Zeit t a -  4 nicht erheblich verandert hat 

bran koiinte nun aus Versuchen mit geriiiger Concen- 
trationsdifferenz k als Function von n nnd daraus d k  : d n 
berechnen. Wiirden diese Werthe mit den fiir grosse Con- 
centrationsuiiterschiede nach der letzten Formel (darin h = 1 
gesetzt) berechneten stimmen, so ware dies ein Beweis der 
Giiltigkeit der Gleichung (1). 

Obmohl die vorliegenden Versnche Hrn. Wiene r ' s  zu 
einer ausfiihrlichen theoretischen Discussion, wie er selbst 
bemerkt, noch zu ungenau sind, 80 will ich doch die Formel (9) 
auf das Diagramm Wiener ' s  Fig. 15 p. 135 anwenden, um 
uberhaupt zu zeigeii, wie die numerische Berechnung ge- 
schehen kann. Daselbst ist: 

I ]  = 

t =  

~ , - a  5 7 5 . 9  - - 
676. 5 el 

4 . 1 8  
24 

= 0 . 8 5 1 ,  a =  100 .6cm,  S =  1 .027cm 

Tage, yo - y = etwa4 mm, z = 20mm, 

daher 

Riirde die Gleichnng (1) gelten, so wBre Ii = 1; obiger 
Ausdruck ware also gleich d k l d n .  Anderseits findet Hr. 
W i e n e r  fur k zwischen Wasser und 3proc. Salzsaure den 
Werth h ,  = 2 . 8 ,  zwischen Wasser und 26 proc. Salzsaure aber 

6 1  * 
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k,  = 4 . 2 ,  daher k ,  - k - 1 . 4  ,ma : Tag. Der Unterschied 
der Brechungsindices zwischen Wasser und der letzten Snlz- 
silure ist q f : a i ) ,  wobei f die Flilche zwischen der schiefeii 
Geraden und einer der Curven der Fig. 15 ist. Schiitzt mail 
f zu ti cma (die Figur ist I/, linear verkleinert), so wird 
91 f :  a 3’ = 0.05. k ,  und k ,  sind die Diffusionscoefficienten beim 
mittleren Salzsiluregehalt. Es entspricht also k,  fast reinem 
Wasser, k, aber 13 proc. Salzsaure. Daher entspricht der 
Aenderung h, - k,  des Diffisionscoefficienten etwa die Aende- 
rung An, = 0.025 des Brechungsindex; es ist also: 

t -  

Dies stimmt gut mit dem oben fiir d k : d n  gefundenen 
Werth ilberein, was aber auch ein Zufall sein kann. Die Ab- 
leitung weiterer fur die Berechnung niitzlicher Formelii wird 
besser geschehen, wenn neue Beobnchtungen vorliegen. 




