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Sur une forme gönörale des equations de la dynamique*
(Par M. Paul Appell ä St. Germain-en-Laye.)

1.
Les dquations de Lagrange ne sont pas applicables quand eertaines

liaisons s'expriment par des relations differentielles non intogrables, ou quand
on introduit des paramotres lios aux coordonnoes par des relations diffo-
rentielles non intogrables. Cette diffieulto a fait Fobjet de recherches
diverses dont on trouvera une bibliographie d&ailloe dans un opuscule
intitule „Les monvements de roulement en dynamiqne" que nous venons de
publier dans la collection Scientia (Carro et Naud, Editeurs).

Nous nous proposons d'indiquer ici une forme gonorale des Equations
du mouvement non soumise aux exceptions que nous venons d'ononcer. Pour
oerire les oquations sous cette nouvelle forme, il suffit de calculer la fonction

oü m dosigne la masse d'un quelconque des points du Systeme et J Facco-
loration absolue de ce point: on voit que cette fonction S est eomposoe
avec les accelorations comme la demi-force vive Fest avec les vitesses.

Nous avons indiquo le principe de la mothode que nous suivons ici
dans une Note insoroe aux Comptes Rendus des Soances de FAcad&nie des
Sciences de Paris le 7. aout 1899.

2.
Imaginons un systome assujetti ä des liaisons telles que pour obtenir

le deplacernent virtuel le plus genoral compatible avec les liaisons ä Finstant t,
il suffise de faire subir ä n param^tres q{, </2, ..., qn des variations arbitraires
^in ^?2? · · ·? <%»· Si nous appelons alors x, y, z les coordonnoes d?un
quelconque des points du systome par rapport ä des axes fixes, le doplace-
ment virtuel de ce point a pour projections sur les axes:

I dx = aL ̂ qi + a2^q2 H \~o>ndqn^
3y = M,

* = ,
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Appell, sur une forme genorale des equations de la dynamique. 311

o Ë/!, dq2, . .., dqn sont arbitraires: dans ces formales, les coefficients au

a2, ···, cn peuvent dopendre du temps t, des paramotres q^ q2, ..., qn et
d'autres parametres q«+\, qn+2i · · ·? 9n+p dont les variations sont lioes k celles
de </!, q2, ..., gr„ par des relations de la forme

(2.)

2 H

les coefficients ^, «2, ..., ë^ dopendant ogalement de ^ et de Tensemble des
parametres q^ q2, ..., qn, jn+1, ..., grt+p. Dans ces conditions, le doplacement

du systome pendant le temps dt est d&Sni par des relations de la forme

(3.)

avec

dx = á
dy =- b1d
dz = c^

dqn+i = ai

\-bndqn+bdt,
^A

oii les coefficients a, 6, c, a,/?,. . . , ë, peuvent dopendre de i, 01? ^2, ···, ^n+i»·
„On peut alors obtenir les Equations du mouvement comme il suit.
„L'^quation gonorale de la Dynamique doduite du principe de d'Alem-

bert et du principe du travail virtuel, est

(5.) 2m(x"dx+y"3y + z"dz) = 2(×ý÷+ Yoy + Zd*)

o #", ?/", a" sont les d^rivoes deuxioines des coordonnees par rapport au
temps, et X9 Õ, Æ les projections d'une quelconque des forces.

„Cette oquation doit avoir lieu pour tous les doplacements (1.) compa-
tibles avec les liaisons: eile se docompose donc dans les n oquations
suivantes:

(6.)
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312 Appell, sur nne forme gonorale des oquations de la dynamique.

Dans ces oquations les deuxi&nes membres se calculent comme dans les
oquations de Lagrange. En remplagant dx, dy, dz par leurs valeurs (1.) on a,
pour la somme des travaux virtuels des forces appliquoes:

Les quantitos (?1? ()2, ..., Qn sont les deuxiomes membres des oquations (6.):

Pour calculer les premiers membres, divisons par dt les relations (3.)
dofinissant le d&placement reel et d^signons par #', y', «', q\, q^ . .., qn les

d^rivees totales , , , , , . . ., . Nous aurons

2-\ ----- \-cnqn-\-c.

Prenant encore une fois les dorivees totales des deux membres par
rapport k /,, on a

x" ==
(7.)

.o les termes non ocrits ne contiennent pas q", ql, ..., qn. Mais alors on
a ovidemment

"
âé = *?!!, 6! = ̂ , CI-^T,

_dx" b ^ dy" c ^ È*"

. · etc.
Les oquations du mouvement s'ocrivent donc

ru

r 2»

Considorons maintenant la fonction
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Appell, sur une forme generale des equations de la dynamique. 313

oü / est Faccoloration absolue du point m: les equations (8.) du mouvement
prennent la forme

On voit que, pour les ocrire, il suffit de calculer la seule fonction S, et Fex-
primer de fagon qu'elle ne contienne plus d'autres dorivoes deuxiomes que celles
des param&res q^ q^ ..., qn dont les variations sont regard^es eomme arbitraires.
II peut arriver que cette fonction S, calculoe en fonetion de q^ q2 , . . . , qn+p , contienne
leurs deriv^es premiores 01, #£,... ,g£+p etleurs deriv^es deuxifemes^/,^?···,?^;
les relations (4.) divisoes par dt donnent qn+l, gl+2, ..., q'n+p en fonction linoaire
de g{, ^2, ···, q'm e^ en les d^rivant par rapport au temps, on obtient de meine
9n-m 9»+2? +p en fonction linoaire de j'/, q", ..., q"] on peut donc toujours
faire en sorte que la fonction S ne contienne plus d'autres dorivoes deuxrämes
que g", g" i··., g": eile contient d'ailleurs ces quantites au deuxi&me degre.
Une fois la fonction S ainsi preparee, on peut ocrire les Equations (9.). Ces
oquations jointes aux conditions (4.) forment un systome de n+p oquations
d^finissant g^ g2, ..., qn+p en fonction du temps.

3.
Prenons, par exemple, un corps solide mobile autour d'un point fixe 0

et calculons la fonction <S en rapportant le mouvement ä un systöme d'axes
0, X) y, mobiles ä la fois dans le corps et dans Tespace. Appelons , la
rotation instantanee du tri^dre Oxyz et P, Q, R ses composantes suivant
les axes, la rotation du corps et p, q, r ses composantes. Une molocule
m du corps de eoordonnoes x, y, z possöde une vitesse absolue v de projections

f>e = 0*-rjf,-.
Cette molocule poss&de une aec&oration absolue J ayant pour pro-

jections

J =
comme ü rosulte de ce que J est la vitesse absolue du point de coordonnoes
0*, «V, »,· Or on a, en appelant p', g', r1 les dorivoes de p, q, r par rapport
au temps

dvx dz dy-
^7' ~dti 'dt'1 Pr°Jec^ons de la vitesse relative de la molocule, par rapport
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314 Appell, sur une forme generale des equations de la dynamique.

aux axes 0, x, y, z, sont

(11.) ^^g^ry-(Q*~Ry^...·

en effet la vitesse relative est la difforence goomotrique entre la vitesse absolue
et la vitesse cTentrainement D'apr s cela, on a Texpression suivante de J
que nous ordonnons par rapport &x,y,z:

(12.) Jx = ^x^+r
2)+y

On a de meme Jy et Jz et enfin

2S =

Pour simplifier nous ocrirons ici eette somme en supposant que les axes
0) x, yy sont des axes principaux d'inertie au point 0, et appelant A, B, C
les moments d'inertie par rapport ees axes; nous avons, en nous bornant
aux termes en p, q ', r':

t 2S - Ap'*+Bq'*+Crl*+2[(C-B)qr+A(rQ-qR}]P
t

( ¹ +2[(A^C^rp^B(pR^rP^q^2[(B-A}pq+C(qP^pQ}Y+^.

4.
t quations cf Euler. Prenons corame axes mobiles trois axes in-

variablement lies au corps et comcidant avec trois axes principaux d'inertie.
Nous aurons alors

Appelons L, M, N les sommes des moments des forces appliqu^es par
rapport aux axes, et

3ë, $ì, dv
les angles ^l^mentaires dont il faut faire tourner le corps autour des axes
pour l'amener d'une position une position infiniment voisine. Nous ferons
jouer ë, ì, v le role des paramotres q^ q<t,...,qn. On a, d'une part,

et, d^autre part, les composantes p, q, r de la rotation instantanoe du corps
sont

cU , Üì , dv f
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Appell, sur une forme gener ale des equations de la dynamique. 315

La fonction S est alors

S= l (^A''2+ ^'2+CO+(C- )^
Li

o les termes non Berits ne contiennent pas ë", á", í". Les oquations du
mouvement sont donc

r _3S-jf S-tf
<9ë"~~ -^ <9ì" ' i/'

La premr re par exemple, s'oerit

d'apros les valeurs de /?, ̂  r, c'est proeisoment une des oquations d' Euler.
5.

Corps de revolution suspendu par un point 0 de son axe. Menons
par 0 un axe fixe Oa et prenons pour axe Oz Faxe de rovolution, pour
axe Oy la perpendiculaire au plan aOz, et pour axe Ox la perpendiculaire
au plan yOz. Quand la position du triodre Oxyz est connue, pour avoir
celle du corps, il suffit de connaitre Tangle ø que fait avec Oy, un rayon
issu de 0 et invariablement ÉßÝ au corps dans le plan des xy\ la doriv^e
ö' de cet angle, par rapport au temps, reprosente la rotation propre du
corps autour de Oz. La rotation ù du corps est alors la rosultante de la
rotation £2 du triodre et de la rotation ö'. Ïç a donc

La fonction S, dofinie par Texpression (13.) devient alors, puisque A~B:
(14.) 2S~A(p'*+q'^ + Cr'2 + 2(AR~CrXpg'~qp') + ·'..

Soient encore, (ßë, <ßì, 3 v les angles ol^mentaires dont il faut faire tourner
le corps autour des axes Ox, Oy, Oz pour l'amener d'une position une
position voisine, et L, M, N les moments des forces par rapport aux axes,
on a comme plus haut

P' = r, 9'^", / = „»
et les oquations du mouvement sont

ds &$ s_ _
èë" ~ > èì""" > dv" ~~

c'est- -dire, puisque la composante R de la rotation Ù, ne dopend pas de
ë", ì", í",

Ap' ~(AR-Cr)q = L,

Cr' = N.
40
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316 Appell) sur une forme gonorale des oquations de la dynamiqite.

6.
Cerceau. Pour calculer la fonction S relative k un Systeme quel-

conque, on peut employer un thoor^me analogue k celui de Koenig pour le
calcul de la force vive. Prenons par exemple un cerceau ou tin disque
homogäne d'dpaisseur nogligeable assujetti k rouler sur un plan horizontal.
Appelons a le rayon du cerceau, G son centre: soit Ga la verticale ascen-
dante menoe par (?, Gz la normale au plan du cerceau, c'est-k-dire Taxe
de Evolution du corps: nous dosignerons par Tangle aGz.

Prenons ensuite, comme dans Texemple proeedent, pour axe Gy
la perpendiculaire au plan aGz et pour axe G la perpendiculaire au plan
yGz. De cette fa§on Gy est une horizontale du plan du cerceau et Gx
une ligne de plus grande pente de ce plan aboutissant au point H par lequel
le cerceau touche le plan fixe.

Prenons la masse du cerceau pour unite; appelons J0 Tacceleration
du point G et«/ ' Paccoloration relative d'un point m du cerceau par rapport
k des axes de directions fixes passant par G. En appliquant un
analogue au thoor^me de Koenig, on a

2
formule que nous ecrirons

Le mouvement relatif du cerceau autour du point G est le mouvement
d'un corps de revolution suspendu par un point de son axe. En appliquant
k ce mouvement les notations du numoro procodent on a, d'apräs (14.):

28' = ,4(p'2+O + Cr'2+2(^ß~Cr)(p^-^')+··· -
II reste donc k calculer J?,. Pour cela appelons u, v, w les projections de
la vitesse absolue du point G sur les axes Gx, Gy, Gz: pour exprimer que
le cerceau roule, il faut ocrire que le point matoriel du cerceau qui se trouve
au contact avec le sol, au point //, a une vitesse nulle. On a donc puis-
que la vitesse de ce point est la rosultante de sä vitesse relative autour de
G et de la vitesse d'entrainement de G

(15.) u = 0, «5+^0 = 0, w — qa=^Qj
les coordonnoes du point ff, par rapport aux axes Gxyz, sont en effet a, 0, 0.

Comme la rotation instantanoe du tri&ire Gxyz est i2, l'accoloration
absolue du point G a pour projections sur les axes Gx, Gy, Gz:
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Appell, sur une forme gon rale des equations de la dynamique. 317

c'est- -dire d'apr&s (15.)
a(Qq + Rr\ -ar'-aPq, aq-~aPr\

et on a, en faisant la somme des carros et remarquant que P = p, Q = <y,
J2 - a2(g'2+rf2) + 2a2p(gr'~rg')+·-

oti nous n'ocrivons pas les termes ne contenant pas p ', g', r'. On a donc
enfin
2Á-Ëñ'2 + (Ë+á2)?'2Ê^4^
Appelons encore

$ë, ßì? cTv
les angles infiniment petits dont il faut faire tourner le cerceau autour des
axes Gxy Gy, Gz pour l'amener d'une position une position infiniment
voisine. Ces quantitos sont arbitraires et doterminent eompl^tement le d4-
placement du cerceau. Nous prendrons ë, ì, v comme param&res q^ q^ ..., qn

et nous aurons encore

Nous pouvons alors ocrire les premiers membres des equations du
mouvement telles que (9.). II reste k calculer les deuxi^mes membres.
Pour cela il faut calculer la somme des travaux des forces appliquoes:

et la mettre sous la forme

L^M^N^ seront les deuxiomes membres des Equations. Ces quantit^s ont
une signification simple. Menons par le point de contact H avec le sol trois
axes Hx^lly^H i paralleles aux axes Gx,Gy,Gz: L^M^Ni sont re-
spectivement les sommes des moments des forces appliquoes par rapport
ces nouveaux axes. En effet, la vitesse de la molecule placoe en H otant
nulle dans un d^placement compatible avec les liaisons, le doplacement
infiniment petit du cerceau. est le doplacement rosultant de troie rotati Ers
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318 Appell, sur une forme generale des equations de la dynamique.

olomentaires <U, , JV autour des axes Hx^Hy^H*^ sans doplaeement
de //; ce qui domontre la proposition.

Si la seule force appliquoe est le poids g appliquo en G, on a
ovidemment

Ml == —
Les oquations du mouvement sont alors

äs

c'est-ä-dire, d'apros la valeur de S

M. Korteweg et moi avons remarquo, ä peu pres en raßme temps,
que Tintogration de ces oquations se rainone ä Tintogration de Toquation
hyperg^omotrique de Gauss suivie d'une quadrature. (Voyez un article des
Rendi conti del Circolo Matematico di Palermo, suivi d'une lettre de
M. Korteweg, premier fascicule 1900.)

7.
Dans ee qui proc^de nous avons deduit les oquations (9.) du prin-

cipe de d'Alembert associ^ au principe du travail virtuel. On peut aussi
les rattacher au principe de la moindre contrainte de Gauss (Journal de
Grelle, t. IV). II ne pouvait du reste pas en 6tre autrement, puisque, corame
le remarque Garns, tous les principes de Poquilibre et du mouvement devant
se ramener au principe des vitesses virtuelles et au principe de d'Alembert,
se ramonent nocessairement les uns aux autres.

Si Fön forme la fonction

qui contient les lettres q" au deuxiome degro, on voit que les oquations du
mouvement (9.) peuvent s'ocrire

Ce sont les oquations que aurait & ocrire pour trouver les valeurs de
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Appell, sur une forme gönörale des oquations de la dynamique. 319

?M ?"r··) ?« rendant ß minimum. Inversement les valeurs des q" tiroes de
ces oquations rendent R minimum, car les termes homogenes du deuxiome
degro de R proviennent de S et constituent une forme quadratique dofinie
positive. Comme les valeurs des q" doterminent les accelorations, on peut
Interpreter ce rosultat en disant que les valeurs des accelerations ä chaqne
instant rendent R minimum.

Dans cet ononeo, on peut remplacer la fonction R par tonte autre
fonction qui en diflföre seulement par des termes independants des
rations, par exemple par les deux fonctions suivantes:

Le fait que les accel^rations rendent cette derniore fonction minimum est
une consequenee imm^diate du prineipe de la moindre eontrainte de Garns
cornme Pa montro M. A. Mayer dans un interessant article intitulo: „Ueber
die Aufstellung der Differentialgleichungen der Bewegung für reibungslose
Punktsysteme, die Bedingungsungleichungen unterworfen sind" und „Zur
Regulirung der Stösse in reibungslosen Punktsystemen, die dem Zwange
von Bedingungsungleichungen unterliegen ". Abdruck aus den Berichten der
mathematisch-physikalischen Klasse der Königl. Sachs. Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Leipzig. Sitzung vom 3. Juli 1899. Cet enonce du prineipe
de Gauss que j'ai donne, de mon cöto, aprös M, Mayer, dans les Comptes
Rendus du 11, septembre 1899, se trouve dojä dans le Tome III des Oeuvres
de Hertz, page 224 (Leipzig, 1894.)
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