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Uber die erzwungenen Schwingungen von gleichfSrmigen 

elastischen St~ben. 

Von 

A. KRZLOFF in St. Petersburg. 

Einleitung und Problemstellung. 

w 

Die Schwingungen, welche ein elastischer Stab um seine Gleich- 
gewichtslage ausfiihren kann, werden in zwei Klassen eingeteilt: die freien 
und die erzwungenen Schwingungen. 

Unter freien Schwingungen versteht man diejenigen, welche nur 
dutch die Anfangsabw'eichungen des Stabes yon seinem Gleichgewichts- 
zustande bedingt werden, aber yon der Wirkung der ~ufleren l~r~fte 
unabl~ngig sind. 

E/rzwungen heigen diejenigen Sehwin~o~mgen, welche durch die dauernde 
Wirkung der ~iuBeren Kr~ifte entstehen, aber yon dem A~fangszustande 
des Stabes unabh~ingig sind. 

Die freien Sehwingungen yon gleichf6rmigen S~ben sind nach Euler  
in sehr ausfiihrlieher Weise in der Mgcanique yon Poisson und in der 
Theory of Sound yon Lord  Ray le igh  behandel~. 

Erzwungene Sehwingungen bie~en ffir praktische Anwendungen bei 
dem Eisenbahnbau und bei dem Briieken- und Sehiffbau ein ebenso gro~s 
Interesse dar wie die freien Schwingungen flit die Akustik, besonders 
wenn man den Fall der ungleiehf6rmigen Stgbe auch mR in Be~racht zieht. 

Abet sogar die Behandlung der erzwungenen Sehwingungen fiir den 
eiafachsten Fall der gleichfdrmigen Sfiibe ist in den Lehrbiichern nicht 
zu ~den. 

Den Gegenstsnd dieser Abhandlung bflde~ die Auseinsnderset~mg 
einer aUgemeinen Me~aode ffir die Besfimmung tier erzwungenen Schwin- 
gungen eines glei~h~rmigen elsstischen Stabes, welcher tier Einwirk~ng 
einer ver~nderlichen Kraft un~erlieg~. 

14" 
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Man wird sich sofort fiberzeugen, dab die Methode in der Hinsieht 
eine allgemeine ist, dab sie far analoge Probleme der mathematisehen 
Physik ~. B. die Schwingangen yon Saiten, die W~rmeleitung in einem 
Stabe.u. dgl. anwendbar ist. 

Bei dieser Auseinandersetzang habe ieh stets die praktischen An- 
wendungen und nieht die rein mathematische Seite in den Vordergrund 
gestellt, da die Abhandlung selbst aus einem Vorstudium fiir eine dienst,- 
liehe Untersuehung yon Schiffsvibrationen entstanden ist. 

w  

Es sei A B  ein gleichf'6rmiger, zylindriseher, urspriinglieh gerader 
Stab, und es liege die x-Aehse in der Mittellinie des Stabes, das Ende A 
dem Abszissenwert~ x =-0 und das Ende/~ dem Werte x = 1 entsprechend. 
Es sei angenommen, dab dieser Stab einer anf~ingliehen (dem Augen- 
blieke t =  0 entspreehenden) StSrang seines Gleiehgewiehtszustandes und 
der Wirkung einer" veri~nderlichen Kraft unberliege; es sollen seine 
Sehwingungen bestimmt werden. 

Es wird ferner angenommen, dab die Riehtung der Kraft iiberall der 
z-Aehse parallel ist, and dab es sieh um die ebenen Quer- oder Tram- 
versalsehwingungen handel L und dab sie in der zx-Ebene vor sich gehen. 

Die auf den Stab wirkende Kraft sei in jedem Punkte auf die Lgngen- 
elnheit bezogen und dutch die FunkCion 

z =  t), 

wo _F(x, t) eine gegebene Funk~ion der Abszisse x mad der Zeit t i s t ,  
dargesbell~. 

Es ist5 wohl bekannt, dab dieses Problem matshematsisch in folgender 
Azr ausgesproehen wird: es soll z als Funktion der Unabhiingigen 
.x und t in der Art besfimmt werden~ dab sie folgenden Forderungen 
Geniige leiste: 

1~ Sie soll do" p a ~  .Differentia~l, eichung (der Bewegangsgleiehang)*) 

(1)  + = 

gen//gen. Hier bezeichnet q die Diehtigkeit des Stabmaterial% s die Quer- 

~ r  b ~ = / ~ J  eine Konstante~ E ist der Elastizifiitsmodul, 
qs 

J das Tr~gheitsmoment der Fliiehe s m n  eine zu tier Schwingtmgsebene 
't~lrrechbo zent~'alo Achse. 

*)-'Poisaon, ]tb~anique w 519--529. Lord Rayleigh,  Theory ofSound:(2 '~i ed.) 
Chap.: VIIL 
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2 ~ Sie ~ die Anfangsbedingung~, welche die AnfangsstSrung dar- 
stellen, erfiillen. Diese Bedingungen werden in folgender _krt ausgesprochen: 
wenn t gleich NuU ist, so muB z gleich einer gegebenen Ftmktion ep(x) 

~z 
sein, and die partielle Ableitung b-~ muff gleich einer anderen gegebenen 

Funktion ~p(x) sein. Diese Ftmk~ionen sind nur im Intervalle yon x-~ 0 
bis x ~ 1 gegeben und, eine noch anzugebende Beschriinkung ausgenom- 
men, im fibrigen willkiirlich. 

3 ~ Sie soll den Grenz- oder Befestigungsbedingungen geniigen. Diese 
Bedingungen beziehen sich auf die Enden A(x-~O) trod t~(x=l) des 
St~bes und werden so ausgesprochen: 

a) Fiir ein freies Ende miissen die (der Abszisse x ~ 0 oder x----/) 

~-'z ~3z gleich Null werden. ent-prechenden Wert;e yon ~-~ und yon ~-~ 

b) Fiir ein gestiitztes Ende miissen die entsprechenden Wert~ yon z 

~'z gleich Null werden. und yon 

c) Fiir ein dngek/emmtes Ende mfissen die entsprechenden Werte 

~z gleich Null werden. yon z and yon ~-- CX 

Diese Be~lingungen sollen fiir alle Werte yon t gelten. Die unter 2 ~ 
besprochenen Funktionen r und ~(x), welche die AnfangsstSrung dar- 
stellen, miissen diesen Grenzbedingungen auch geniigen. 

(3) 

und 

Allgcmeiner Ansatz f l i t  die LSsung. 

w 
Die a!lgemeine Methode zur LSsung dieses Problems besteht; im 

folgenden. 
Man setze 

(2) = + 
und bestimme z 1 und z~ dutch die Gleichtmgen: 

~2z 2 b~ ~4z 2 1 
(4) + = F(x ,  t). 

Man bes~imme auBerdem die Grenz- und hnfangsbedingungen ftir z 1 u~ad z~ 
so, dab z 1 die freien und z~ die erzwangenen Schwingungen darste]le. 
Das wird dadurch erreicht, dab man z~ und z~ folgenden Be, l i~mgen 
unterwirft: 1 ~ z~ allein genommen muB den gegebenen, ff~r ~ geltenden 
GTenzbedinguvgen geufigen, mad was die AnfangsbeJingungen anbefa4t~ 
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so nehme man sie fiir z~ derart, daB, wenn t gleich Null wird, dann 
~z~ 

z~. und ~t- auch gleich Null werden. Hierdurch wird z s vSlfig bestimm~ 

sein. 2 ~ z 1 allein genommen muB den gegebenen fiir die Summe z ~ z 1 + z~ 
geltenden Grenz- und Anfangsbef]ingungen geniigen. 

Wenn die Funktionen z 1 und z 2 in dieser Art bestimmt werden, so 
sieht man sogleich, dab ihre Summe z = z 1 + z 2 der Bewegungsgleichung 
(1) und den Anfangs- und Grenzbedingungen genfig~, so da~ zl + z2 
eine LSsung unseres Problemes ist. Diese LSsung ist dabei so beschaffen, 
dab z 1 nut  yon der AnfangsstSrung ~(x) und ~p(x) und nicht yon der 
wirkenden Kraft F ( x ,  t) abhiingt; z~ dagegen hiingt nut  yon dieser Kraf(~ 
ab und ist im flegentefl yon r und V(x) d. h. yon der Anfangs- 
stSrung unabhii~gig. Mit einem Worte: z~ wird die freien, z 2 die erzwungenen 
Schwingungen darstellen. 

Ansatz der freien Schwingung mi t t e l s  Normalfunktionen.  

w 
Es werden zuerst die freien Sehwingxmgen bestimmt, was auf folgende 

wohlbekannte Ar~ geschieht: Man suche die allgemeinste Form des 
Ausdruckes 

(5) ~ = ~ X Z  

wo X eine Funktion yon x allein und / '  eine Funk4ion von t allein be- 
zeichnet, so dab diese Form der Gleichung (3) mad den Grenzbedingungen 
geniige. Dann werden X und T dutch die Gleichungen 

d 'X  m~ X = 0 
d x  4 

d2 T b~ m~ T = 0  

bes~immt, wobei m einen beliebigen konstanten Wer~ haben kann. 
Man erhifl~ ~ r  X 

(7) X - ~  C i ~D f m x  + C~ ~in  m x +  O s cos m x  + C, sin mx 

wo C~, C~, C3, C~ will~l~firliche Konstanten sind und ~of, ~ in  in gewiihn- 
licher Weise die hyperbolischen Fnnktionen bezeichnen. 

Der entsprechende Wef t  yon T ist: 

T = D cos mS bt + ~ sin m~b t. 

Danach nimmt der Ausdruck (5) die folgende Form an: 

(s) z, + . 2 ' E X  sin n, bt, 
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we die Summen fiber alle mSglichen Werte .yon m zu ers~ecken sind. 
Um die Grenzbedingungen zu  befriedigen, bestimmt man die Konstanten 
C demrt, dab jede yon den Funk~ionen X, allein genommen, den Grenz- 
bedingungen genfige, was bekanntlich fiir jede Kombination dieser Be- 
dingungen zu einer entsprechenden transzendenten Gleichung 

(9) r  = 0 

ffihrt. 
Es wurde yon Po i s son*)  bewiesen, dab diese Gleiehungen unendlich 

viele Wurzeln besitzen, die siimtlich reell und voneinander verschieden 
sin& Man bezeichne diese Wurzeln durch 

ml, ms, - . . ,  m k, �9  
Jeder Wurzel entspricht eine Funktion X, welche bloB eine willkiirliche 
Konstaate als Faktor enthalten wird. Die Funktion X, welche der Wurzel 
m~ entspricht, wollen wit im folgenden durch CkXj, bezeichnen. 

Setzt man 

so erhiilt man ffir z 1 den Ausdruck: 

(10) z ,=--~A,  Xkeosm~bt+~B,X~sinm~bt , 
k = l  k = l  

wo A t mid Bt willldirliche Konsk~nten, m~, wie gesagr die Wurzeln der 
transzenden~en Gleichung (9) lind X t bes~immte Ftmktionen yon x und m i 
sind. Diese Funktionen X~ sollen hier im AnschluB an die englischen 
A utoren ,,den Grenzbedingungen entsprechende ~ormalfunkt~" genann~ 
werden. 

w 
Die Haup~eigenschaft dieser Normalfunktionen wird dutch folgende 

Gleichung ausgedrfick~: 

l 

f xiXkdx = O, wenn ungleich k i ist. 
0 

Diese Gleiehung folgt unmitbelbar aus der Gleiehung (6) und den Grenz- 
bediugungen, welchen die NormalfunkCionen genfigen. 

Diese Eigenschaf~ liefer~ nach F o u r i e r  das Mittel zur Berechnung 
der Koeftizienten N~ bei der Dars~eUung einer gegebenen Funkfion f(x) 
in der Form einer nach den Normah%nldionen fortschreff~nden Reihe: 

(11) f(x) = 1v 1XI + _,v~ X~ + . . .  + :v,~X~, + . . . ,  

*) Poisson, Mdcanique w 524. 
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wenn man sich tiberzeug~ oder angenommen hat, ~ eine solche Dar- 
stellung mSglich ist. Die Gleichung ( l l )  wird beiderseits mit X J x  
multipliziert und zwischen den Grenzen x ~ 0 and x ~ - l  integriert, wo- 
dutch der Weft  

z 

.ff(x) z~ d~ 
(10) .N~ = o  z 

•fX•.dx 
erhalten wird. Der Nenner in dieser Formel kann ein ffir allemal vermittels 
der Gleichung (6) berechnet werden, ohne dat~ man die Integration aus- 
zufiihren braucht. In L o r d  R a y l e i g h s  Theory of Sound, Chap. VIII, 
finder man eine kleine Tabelle, welche die Werte dieses Nenners fiir alle 
sechs Kombinationen der Grenzbedingungen angibt. 

Die  erzwungene  Schwingung;  a l l g e m e i n e  L~sung  des P r o b l e m s .  

w  

Der weitere Schritt in unserer Methode besteht in der Bestimmung 
yon z~. Das wird folgendennaSen erreicht: 

1 ~ die auf den Stab wirkende ver~tnderliehe Kraf~ F(x, t) (oder in 
tecbnischer Ausdrucksweise - -  die im Augenblick t statthabende Ver- 
teilung der ver~.nderlichen Belastung) ist in der Form einer nach den, 
den Grenzbedingungen entsprechenden :Normalfunktionen X k fortschreiten- 
den Reibe darzus~ellen. 

Man setze also: 

(13) 

w o r a u s  

F(x, t) = ~ X, + .V~X, + . . . +  _~SX, + . - . ,  

l 

J'F(,~, t) x~ d x  

(14) N ~ =  ~ , 

. f  x~ d~ 
0 

folgt, was eine voUkommen bestimmte Funktion der Ver~nderlichen t 
dar~llt.*) 

*) St~eng mathemv~sch gefa~t, ist eine solche Da~tellung nur dann m~glich, 
werm die Fnn]~fion F(X, t) denselben Grenzbedingungen wie die Normalfunktrionen X 
gen~gt. F~r die praktrischen technischen Anwendungen braucht dies aber nicht der 
Fail zu sei~ Man vergleiche hierzu die Davstellung einer Funk~ion f(x), die bei 
x ~---0 mad x ~---~ nicht gleich Null ist, dm-ch eine Sinusrei.he. Man weifl wohl, daft 
in diesem Falle mi~ ~w~hsendex Glieder-z~hl dex Reihe die Kurve, we]che die Summe 
die.~ex GIieder repr~entiert, ~ich an den Pnnktea x_~-0 und x ~--:~ immex mehr 
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2 ~ Man seize ferner 

(15) z2= ~ T~Xk, 
k = l  

wo T~ eine noch zu bestimmende Funktion yon t bedeutet. 
3 ~ Die Ausdrficke (13)und  (15) sind in die Gleichung (4) ein- 

zusetzen, dann ersieht man, dab T k durch die folgende Gleichung: 

(16) dST k b o. 1 �9 dt ~ +m~ T~-~q~N~ 
zu bestimmen ist. 

Diese Gleichung gibt: 

T~ = G~ cos m~bt + H~ sin,~ 5 t + S,, 
W O  

t t 

S ~ = ~ . m ~  b sin m~. bt N~cosm~.btdt--cosm~bt Nksinm~btdt j 
0 0 

und G~ und H~. willkiirliche Konstaalten sin& 
Diese Konstanten sind demrt zu bestimmen, daB, went t gleich Null 

, dTk  wird, dann auch :7~ und -~/- gleich Null werden. Diese Beding~ngen 

folgen unmittelbar aus dem im w 3 Gesagten fiber die Anfangsbedingungen, 
welchen z~ geniigen muB. So erh~It man: 

Gk-----0 und H k = 0  
und es wird: 

t t 

(17) Tk= qsm~.bl [sin m~ bt/N'c~ c~ " f N'sinm~ 
0 o 

4. Es bleibt noch z I so zu bestimmen, dab die Snmme z = z I + z 2 

den Anfangsbedingungen genfige; da aber b e i t  ~-0 z 2 und ~ beide 

gleich Null sind, so sind diese Anfangsbedingungen, wie schon i m w  3 
bemerkt wurde, folgende: 

Wenn t =  0 ist, so mu8 z, gleich q~(x) werden, 
( 1 8 )  ~, 

( ,, t =  o ,, . ,, ~ t  ,, , p ( x )  ,. 

einer Senkrechten zur Abszissenachse annRhert, so da$ diese Senkrechten die ent- 
sprechenden Punkte der Abszissenachse mit den Punkten (0, f(O)) und (~, f(~)) ver- 
binden. In unserem Falle, wo F(x, t) die Belastung auf den Stab ist, sieht man 
umnittelb~ ein, da~ .F(x, t) mad seine ReihendaxsteUung (mit vertika.ler Ordinate ms 
den Endpunkten) hinsichtlich filter Wirkung auf den Stab gleichbedeutend sin& 

N.~heres dar~ber l~nn man bei Bye r ly ,  Elementary Treatise on Fourier's 
Series etc. (Boston, 1893), S. 64 mad 65 oder bei R. F r i cke ,  A~_~l~'.mch-funktionen- 
theoretische Vorlesn~gen (Leipzig, 1900), S. 14 tinden. 
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Diese Bedingtmgen reichen aus, um die ira Ausdrucke (10) noch vor- 
handenen willkfirlichen Konstanten A~ und B~ (k = 1~ 2,---)  eindeutig 
zu bestimmen, denn sie liefe~ die zwei Gleiehungen (19): 

(19) 

aus welehen: 

(20) 

A,x~ = ~(x) 
k = 1  

k ,--m ~ 

~ b ~ B ~ X  = ~,(x), 
k = l  

l 

f r X~d~ 
. A k  ~ 0 t 

f x~,d~ 
6 

und 

1 0 
l 

f x~e~ 
0 

~o~. 
Wenn man alle diese einzelnen Resultate mad Entwicklungen zu- 

sammenzieht, so sieht man ein, daft unsere Au.fgabe durch folgende Aus- 
driicke f o rma l  vollkommen gdb'st ist: 

k = l  /~=I 

~= ~ r,X~, 

B~X, sin m~bt, 

k = l  

wob~ ~ dutch die F o ~ a  (17), A, ~ d  B, dutch d~ F o . ~ .  (20) u~d 
m k dutch die transzer~dente Gleichung (9) bestimmt sind. 

Wird die L(ismag in dieser Form dargestellt, so ersieht man unmittel- 
.bar, daB, wenn F(x ,  t) gleich Null gese~zt wird, z~ verschwindet, z~ aber 
unver~der~ bleib~; wenn man dagegen ~(x) and V(x) gleich Null nimmt, 
so-versehwindet z~, und z~ bleibt unver~nder~. Dieses zeig4, dab z, wirk- 
lich die freiez b mid zi wirldich die erzwungenen Schwing~ngen des S~abes 
da~tell~ 

Die obige R~lmtmg is~ rein formal durehgefiihrr worden. In jedem 
efiazehaen Fall% we~_- die ~ o n e n  wirklich gegeben, ~ieJh~ .nut be- 
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zeichnet werden, und man dabei streng mathematisch verfahren will, 
miil3te man beweisen, dab die in der LSsung vorkommenden unendlichen 
Reihen alle die Operationen (Integration und mehrfache Differentationen 
nach x und t) ohne weiteres zulassen. 

Ganz anders steht die Sache in den praktisch-technischen Anwendungen 
Hier braucht man nut eine ziemlich grobe Ann~iherung~ ffir welche schoa 
wenige erste Glieder der Reihen geniigen. Die nStige Anzahl dieser 
Glieder kann dutch eine unmittelbare t~echnung bestimmt werden. Um das 
zu erreichen, beachte man, dal3 die ver~inderliche Belastung F(x, t) prak- 
tisch niemals genau, sondern nur niiherungsweise angegebea ist: man be- 
rechne also die Werte dieser Funktion, welche ihren Verlauf charakte- 
risieren, and man vergleiche sie mit denjenigen Werten, welche durch die 
Summe der ersten Glieder der Reihe (13) geliefert werden, und man 
nehme danach so viele Glieder in der Reihe, dab die Abweichungen die 
praktisch zugelassenen Grenzen der Genauigkeit in der Angabe der Be- 
lastung nicht iiberschreiten. 

GewSbnlich geniigen dazu die ersten 2 bis 6, selten 10 Glieder der 
Reihen. Wit  woUen also im folgenden immer stillschweigend annehmen, 
dab unsere Reihen sich auf endliche Summen reduzieren. 

Bewegung eines Stabes unter  beweglicher Last. 

w 

Um die oben entwickelte allgemeine Methode an einigen Beispielen 
zu erl~iutern, werde ich die einfachsten und interessantesten F~ille unter- 
suchen. 

1. Beispiel .  Ein gleichfSrmiger zylindrischer Stab ist an beiden 
Enden frei gestiitzt und der Wirkang einer sich gleichfdrmig bewegou~ 
punktf'drmigen Last unterworfen. Die Geschwindigkeit der Bewegung sei a, 
und die Last sei als eine Kraft P angesehen. Es wird verlangt, die er- 
zwungenen Schwingungen des Stabes zu ermitteln. 

Wir wollen erst die aUgemeinen Formeln i~ir einen an beiden Enden 
gestfitz~en Stab entwickeln und dann diese Formeln auf das Beispiel an- 
wenden. 

Die Grenzbe<lingtmgen i~tir einen gestiitz~en Stab sind folgende: 

Bei x-~  0 muB z ~-0 and ~X ~ -~ 0 werden, 

~'z 0 

fiir jeden beliebigen Wer~ tier anderen V'er~derlichen t. Gemfi~.. ~esen 
Grenzbedingungen sind die l~ormalfn~l~tionea zu bes~immen. 
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Da 

X -= C 1 ~of m x  A- C~ ~irt m x  -b C~ cos m x +  C a sin rex, 

so liefern die Grenzbedingungen folgendes System yon Gleichungen: 

Q+c =o 
c =o 

C~ ~ol ml + C~ ~in  ml + C 3 cos ml + C 4 sin ml = 0 

C 1 ~ o f m l  "4- C~ ~ [ l t m l - -  Ca c o s t a / -  C 4 s i n m / =  O, 

aus welchen 
C ~ = 0  und C 3 = 0  

fol~; das. System (a) wird also mit dem folgenden iiquivalent: 

C: ~ i n  ml  -t- C~ sin ml  -=- 0 

C~ ~ i n  m l  --  C,t sin ml  -~ 0; 

die Determinante dieses Systems mug verschwinden, sie lautet aber: 

A = ~in  m 1 �9 sin ml. 

Um unnfitze Transformationen vom lmagin~iren 
vermeiden, hal man nur die Gleichung A = 0 durch 
gende: 
(q3 s inml = 0 

zum Reellen zu 
die aus ihr fol- 

zu ersetzen, dasm wird C~-~ 0 und C~ bleibt willk~irlich. 
Die Gleichung (q~ ist die den Grenzbedingungen entsprechende traus- 

zendente Gleichung, welche die Werte der Konstanten m liefert. 
Es folgt: 

kTr l, 2, 3, . . . )  

Die negativen Werte der ganzen Zahl k braucht man nicht zu beh~hten,  
da die ihnen entsprechenden Glieder mit den aufgenommenen, den positiven 
Werten yon k entsprechenden, sich vereinigan. 

Also werden die Normalfnnl4ionen: 

X~-~ sin/~x___~z. l (k = 1, 2, 3 , - . - )  

I)ie Formeln (19.), (20.), (21) liefern dama die folgende allgemeine 
I~sur~:  
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z = T s i n  T c o s  
k = l  

k~=~bt 
l 

f kux 
�9 ~ @ )  sin - 7 -  d x  
0 

k = r  

21 k~x 
+ ~ ~ k~ sin - -7-s in  

k = l  

l 

k ~  ~ b t f k~ x ~, V ( x )  sin - 7 -  d x  
0 

k=r  t l 

1 2/ ~ ~ sink~Xcos k ' ~ ' b t f d t f  )sink~X qs ~ b  ~ --~-- -fi F ( x , t - y -  s i n  

k = l  0 0 

+ q-s ~ b  sin --/-- sin 
k = l  

t l 

r d t  F ( x ,  t) s i n - 7 -  cos 
0 0 

k ~ b t  

k ~  ~ b t 
l 2 

d x  

m _ _  d x  

des Problems der Schwingungen eines an beiden Enden gest~zten Stabes, 
ffir welchen ~(x) und ~p(x) die AnfangsstSrung und 2"(x, t) die wirkende 
Kraft dars~llen. 

Um diese aUgemeine LSsung fiir unser Beispiel zu benutzen, muB 
man die punktFfrmige Kraft P als den Grenzfall einer auf einer kurzen 
Strecke ~, welche den A ngriffspunkt der Kraft xP enthKlt, gleichf'frmig 

P verteilten ]~raft p ~ - T  ansehen. Dieser Betrachtung zufolge hat man 

die Funktion F(x, t) so zu definieren: 

t) = o 

P 
P ( x ,  t)  = p = 

F(x ,  t) = o 

im In~ervalle yon  x = 0 bis x = a t  

. ,, ,, x = a t - - - ~  bis x - - - - a t +  .*) 

,, ,, ,, x = a t  + y bis x = l .  

Diese Definition ges~attet eine leichte Ausfiitmlng 
und man erhglt: 

2 
a t - -  

2 

- 7 -  d x = T p in - y -  . d x 

r  
2 

= ~ - ~  c o s  COS 

der Quadra~uren 

*) Stat~ der W e ~  a t ~ 1 uud-a~ + ~' - ~  kann man auch a t - -  ~ und a t  + (~ - -  ~) 

nehmen, wobei~voirgend einen Wert h~ben k~n., welcher kleiner als ~t ist. Das Re- 
sultat bleibt unabh~mgig yon ~. 
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und die Formel (22) liefert, wenn man ~ ( x ) = - 0  und ~p(x)-~0 setzt, 
den Ausdruck: 

(23) 

k = l  

s i n - -  
21 

k ~  b ~ ~ a~l ~ 
sin k~x k ~ (  _~) -7--  sin -7- a t +  

k ~  
k =  ~ S i n  - -  

4, p l~ ~ --~ 1 l s i n  k ~ x  k ~ b t  
~ ~ ~ ~ k ~ * ' b  *" - -  a~l ~ - - l - -  COS l~ 

t = l  

~ = ~ Sin 
4: pl ~ a -~F cos 2 ~ sin sin ~ , .  

~ '  qs b k ~ ' ~ b  ~ - -  a~l 0" - - [ -  l ~ 
t = l  

Man gelangr noch leichter zu dieser Formel, wenn man die Glei- 
(16) (17) =mi Ulb   b .ut t. 

In unserem Falle wird n~imlich die Gleichung (16): 

k ~  k,~( _~) (24) d~Tt ~ ' k '  b~ 1 4p sin sin at + 
d t  ~ 3t- ~ Tk = qs k~t ~ ~ 

woraus man ohne Rechnung das partikuli4re Integral S t erhiilt: 

k ~  
8iIl - -  

S t  ~ q--'S k-"-~ ~1~4k4-- b*" k ~ a ~  s i n  - / -  a t  A- 

k ~  
s i n - -  

qs ~ 3 ~ s  k ~ * . b  ~ _ a*.l ~ sin ~-  at + , 

and wenn man im allgemeinen Integral die willktixlichen Konstanten G k 
drt 

and H~ derart bestimmt, da$ fiir t-----0 T~ und -d-/- auch gleich Null 
werden, so erh~ilt man: 

k ~  
s i n - -  

4: /ol  4 1 2 l  
G k - ~  ~ qs k s k~x~b ~ - a ~ l  z 

und 
k ~;t k ~  

4: p l 6 a  1 s i n ~ - c o s  2---1 

~ ~8 qsb k 4 k ~ b ~  ~ a~l z ~ 

wonach die Formeln (15) trod (17) die ohen angefiihrt~ Form ftir z~ er- 
geben. 

D/e Forme/ (23) lie~'ert also die Lgsung der Aufgabe iiber die er- 
z~ngene~. 3cIueingumJen ein~ Stabes unter tier Wirkung ebwr auf einer 
kttrze~ Stredze X gleiehfdrmig verteilten I~'t,  welche sich mit der Geschwin- 
digke~ a ltings des S t a ~  bewegt. 
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Die Formel (23) setzt voraus, da$ keindr der im Nenner vorkom- 
menden Ausdrficke 

k ~ t ~ b 2  - -  a ~ t  2 = 0 

wird.*) 
WKre eine derartige ganze Zahl k = t% vorhanden, da$ 

(26) k l ~T t ~b  ~ - -  a ~ l  ~ = 0 

sei~ dann miiSte man die dem Werte k = kl entsprechenden Glieder dutch 
folgende {]lieder ersetzen: 

1 21~ sin kt =it 
1 �9 t sin/r =x 

qs k,2~t~a l - -  - Cos ~-~ (at A-~) 

1 2pl' k1_~l~ k~ k, ctx ]r 
"-~ qs k, s:~s a ~ sin - -  COS ~ Sill ~ Sill ~ 

wie es aus (24) folgt, und alle die Summen yon k = 1 bis k = c% k = k 1 
ausgenommen, betrachten. 

Die formel (26) sa~  eine gewisse Art yon Synchronismus aus zwi- 
schen der Periode einer dem Stabe zugehSrenden freien Schwingungsal~ 
und dem Zeitintervalle, in welchem die Last die ganze StablKnge l durch- 
l~iuft. Die Zahl der einfachen Sehwingungen, welche dem Werte k =--k I 
entspricht, ist: 

7t~k,r ~tk12b 

und die entsprechende halbe Schwingungsperiode: 

Die Zei~, welche die Belastung gebraucht, um die L~i~ge 1 d~ch- 
zulaufen, ist 

l 
a 

So sieht man, da$ die Relation (26) mi~ der folgenden 

gleichbedeutend ist. 
Man kann dieser Relation noch eine andere anschauliche Form geben: 

wenn man mit r die halbe Periode des Grundtons (k-= 1) des Stabes be- 
zeichnet, so hat man 

% = ~--i 

*) Das A u f l ~ n  dieser unendli.chen Koeffxzien~n x~hrt bek~nn~lich daher, dab 
wit nnaer Problem ohne Ber~ksichtigung der Reibung angesetz~ hatf~n. Es ist dies 
dea K~xze halber geschehen, da bei Einfi~hrung yon Reibungsgliedern das Problem sich 
olme weitere SchwierigkeiLen nach den gleichen Me~oden behaudeln l ~ t .  
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und die Formel (2"/) nimmt die folgende Form an: 

(2r) r = 

oder 
/q 1 

% / 

Fiir die meisten in der Teehnik gebr~iuchlichen F~ille wird der Wert 
(27") ffir die Geschwindigkeit a, bei welchem der oben angedeutete Syn- 
chronismus stattfinden kann, ein sehr groBer, in tier Praxis noch nicht 
vorkommender werden. 

w  

Wollen wir jetzt zur Betrachtung der pun~Fdrmigen Belastung 
fibergehen. 

Man braucht nur in die Formel (23) ffir ~o seinen Weft 

P p= -~ -  

einzusetzen und zur Grenze t = 0 zu fibergehen. 
Man hat dann 

l im :p sin k~z = lira P k~Z P 2--/- 2-  sin 2--Y = 2-i k 

und die Formel (23) wird: 

(2s) 

k = ~  
2 p l  s k~x kTtat 

sin - 7 -  sin --7-- 
k = l  

k = r  

=Sqs b ~ k 3 ( k ~ b ~  - a~l~ ) sin ~ l~ 
k = l  

wobei im Falle des oben angedeuteten Synehronismus die zwei dem 
Werf~ k =-k 1 en~sprechenden Glieder durch die folgenden 

1 Pl  k1~tx k~Ttat 1 _Pl s ink,=Xsink,~tat  
qskz---~t s in - -  F-  cos ~ -t- qsk~2a2 - - 1 -  1 

zu erse~en und die Snmmen~ /~ ausgenommen~ zu betraeh~en sind. 

D i s k n s s i o n  d e r  e r h a l t e n e n  R e s u l t a t e .  

w 
Zwei Bemerkungen bie~n sich sofor~ dem Praktiker: 
1 ~ W e  nn die B e ~ .  P ~ , h  sel~r lan~sam 1;4ngs des Stabes .be- 

wegt, so ~..wi_rd. sie .offenbar ~ wirkea,~ mad in jedem Attgenbliake 
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muB die Formel (28) die der statischen Belastung entsprechende F o r m  
des Stabes dars~ellen. Das soll geprffft werden. 

2 ~ Bei der Behandlung des Problems wurde nut die Schwerewirkung 
der Last, nicht ihre Tr~gheitswirlvmg ber~icksichtig~. 

Bei der Tr~gheitswirkung Mng~ der Druck, welchen die Last auf 
den Stab ausiibt, yon der Besc]deunigun 9 de~ Angriffspunk~es der Last ab. 
Dieser Einflul~ soll untersucht werden. 

{} 10. 

Um die erste yon diesen _FragesteIlungen zu beantworten, wollen wir 
vorl~iufig ein t~ispiel unt~rsuchen. 

Man nehme an, dal~ im Zeitaugenblick t die Last P his zur Mit~ 

des Stabes angekommen sei, so dab a t  ~ 1 is~. N u n  wol len  w i t  die Durch-  
l 2 

biegung des Stabes fiir den Angriffspunk~ der Last berechnen. 
1 Pl s ist, und Man weiB, dal~ diese statische Durchbiegung gleich ~sEJ  

es is~ nun priifen, ob die Formel (28) diesen Wer~ geben wird. 
Um die Formel (28) anzuwenden, miissen wir in dieser Formel a 

verschwindend klein annehmen und 

a t  1 u n d  x 1 
Z ~ 2  l 2 

setzen. Die Formel (28) gibt dann: 
k~--oo 

2 P l 3 " ~ - I  1 �9 k ~  . k ~  
Z 2 -~- n2~s ~ k 4 ~ b 2  s in  -~- s in 2 

k = l  

oder 
2pz ~ ~ 1 

zj ----- ~- 'EJ~.:  (~j + 1)', 
j = O  

] g J  da b2= ist, und alle diejenigen Glieder, fiir welche k eine 
qs k~ 

Zahl ist, vexschwinden, weil d a n n  sill-2- gleich Null wird. 

Es ist aber bek~nnt~ dab die S n m m e  
j----oo 

(2j ~- l~t 96 
j = O  

is~, also hat man wir~!ich 

gerade 

1 P13 

Z~ ~ 48 E J '  

wie es auch sein muB. 
Dieses Verfahren ist nun im .a//gemei~en Fa//e an~uwenden. 
Man nehm~ ~1~o an, dal~ ira' beia~mhteten Zeitmon~e~t~ t die Last 

sich ha Punkt C~ welcher der Abszisse x = c entspricht, be6-de~ e]ann ist 

a2 ~-.,e. 

Mathematische 2ktmal{m. I ,Yr 1"5 
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.Die Gleichungea der elaat, isehen Linie sind in, diesem FMIe, wie bekann.t, 
die folgenden :*) 

P c(z- ~[(2Z_c)~__ 
~=EJ 6Z 

fur die Strecke yon x - =  0 bis x = c uad 

.P c(1 - -  c) 
~ =  x~r ~z ( l + c ) ( t - x )  

fiir die Strecke yon x ~ c b is  x - =  l .  

f] 

(z--c) j 

Wenn man in der Formel ( 2 8 ) a  als verschwindend klein betrachtet, 
a g abet gleieh e setzt, so erh~lt man: 

I=Qc 

2 P l  s I s i  n k ~ c  k ~ x  ('29) z~ q s i V ; , , ~  ,~- -z-- sin -7 -  
k = l  

mad man hat zu zeigen, dat~ fiir das IntervaU yon x = 0 bis x = e 
z~ gleieh ~ ,  und fiir das Intervail yon x = e bis x = 1 z,. gleieh ~ ist. 
U m  iias zu erreichen, braueht man nur eine Punktion F(x) zu betrachten, 
welche folgender Art definiert ist: 

F(x) = ~ iIn In~ervalle yon x = 0 bis x = e, 

F ( x )  = ~ , ,  , ,  , ,  x = c ,, z = 1 

und die so definierte Funktion in e ine  Sinusreihe zu zerlegen; diese 
Reihe soil dieselbe wie in der Formel (29) sein. 

W e n x l  m a i l  
k=ao  

F(x) =~'1r ~in ~xz 
k = l  

setzt, so hat man: 

/fF k = x  1~ = (x) sin - v -  dx. 
0 

Aber der Definition der Fnnktion F(x) zufolge hat man: 

-~ N~ (x) sin -7- -  d z  sin - - ~  ax sin -Z a x  
0 0 r 

c 

_ ~J~ cq-c)6z (2/-- e )x-  s in-V-ax+ 
0 

l 

o) Jahrbueh der Hfitte, B i ~ t ~ .  Fall 3. 
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und nach Ausf'dhrung der Rectmung erhiilt man: 

2P P kuc 
~'~'Lvk = l~J k '~ '  sin 

Folglich wird die Funktion F(x) so dargestellt: 

(29") F ( x )  -- 2t '  P " ~  1 z:,~e Z~e N-J ~ - ' ~ . ~  sin --U sin .t- ~ 
k = l  

was, mit der Formel (29) verglichen, zeigt, dab 

z, = F ( x )  

ist, wenn man beachtet, dab E J =  b~qs ist. 
Diese Priifung is~ fiir den Mathematiker fiberfliissig, abet dem Tech- 

hiker sag~ sie viel mehr, als die strengste abstrakte Untersuchung. 

w 11. 

Wollen wir jetzt die zweite Bemerkung erliiutern. 
Wenu die Belastung F ( x ,  t) auf dem SL~be unmittelbar aufl~ige, und 

das Material des Stabes so hart Wiire, daft es durch die Wirkung der Last 
keine lokalen Eindriicke erleidet, so wiirde die Bewegungsgleichung, dem 
D'Alembertschen Prinzipe zufolge, anstat~ der Form (1) die folgende 
Form annehmen: 

(30) 
~t-" + ~ ~ - ~  = q s  L g ~t~_J ' 

we, wie friiher, F ( x ,  t) die Belastung pro L~ingeneinheit und g die Be- 
schleunigtmg der Schwerkraft bezeichnet und die z-Achse vertikal an- 
genommen ist. 

Das Vorhandensein des Gliedes: 

• O 
qs g ~t ~ 

wiirde f'tir die Integration unserer Gleichung sehr grebe Schwierigkeiten 
darbie~n~ aber in der Praxis der Baukonstrukfionen ist dieses Gfied yon 
einem umnerkbar kleinen Einflug. 

WoUen .wit erst ein Beisp/e/~ betrachten ~ niimlieh die ~ ~ -  

Hier dien~ a!s Las~ der Drunk des ~O~ades auf die Schiene. Diesen 
Druck kann man sich auf einer sehr kurzen Sh~cke 2 in  tier Umgebung 
des l ~nk t e s ,  wo-das Rad die Schiene berfihrr irgendwie vea~ilt denke~ 

Dieser Druck betr'~4 ira. MaxiTnum 7000 kg und .die iibrigen Ken.- 
15* 
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k g  
stanten sind: J = -  1037 cm ~, /~ = 2 2 5 0 0 0 0  cm'" Das Gewicht der Schiene 

iiblichen Profils ist 33,4 kg pro Meter, folglich ist: 

33,~ I = 0,00034 
q s = - i o 6 "  9s---~ 

Als L~nge 1 kann man die Entfernung zweier Querschwellen voneinander, 
etwa 90 cm~ annehmen 

Also wenn das Kilogramm als Gewichts- und der Zentimeter als 
Liingeneinheit angenommen wird~ so hat man folgende Zahlenwer4e: 

b2 = ~J = 2 2 5 0 0 0 0  . 1037  ~_ 6,86 �9 10 TM, 
q s  0~00034 

2 P l  s 2 .  7 0 0 0 . 9 0 -  9 0 . 9 0  

qsb----%t ---4 =" 1 0 3 7 .  2 2 5 0 0 0 0 .  =t 4 = 0 , 0 4 5 .  

Die Formel (28) zeigt also, da$ die Amplitude der Schwingungen in diesem 
Falle etwa den Wert 0,5 mm erreichen wiirde. 

Wean die Oeschwindigkeit des Zuges 108 Kilometer pro Stunde 
w~re, dann ist: 

108 �9 1000  �9 100  cm 
a = = 3000 

3 6 0 0  sec  

und 
�9 ~a = a , 1 4 .  a o o o  _ 104, 

9O 

so dab die Beschleunigung ~2z ~-fi ungef~hr den Weft 

0,045- (104)~ = 490 

1 ~z  1 werden, was zu zeigen erreichen wiirde, trod es wiirde g ~t ~ etwa = ~  

scheint, dab die Vemachlii~sigung dieses Gliedes einen betr~chflichen Fehler 
oln~iihren wfirde. 

Das w~re auch der FaU~ wenn das Gewicht des Wagens oder der 
Lokomotive s t a r t  auf dem Rade liegon wtirde. In der Pra~is ist es aber 
nie der Fall, der Druck wird zu den Achsenbiichsen dutch die Federn 
abenrag  

Diose Federn sind so konstraier~, dab anter der Maximalbelastung 
yon 7 Tonnen sie etwa 50 mm nachgeben. Wenn man diesen Umstand 
1)~chh~t~ so wird man zu ganz anderen Schlfissen gelangen. 

Die Grundfl~ichem der Federn sind mit den Achsenbiichsen starr ver- 
btmden, so da~ sie dieselbe Bewe~mg in der Verfikalebene wie die Be- 
r f i h r u n g s p ~  dex Ir mit der Schiene machen;' der Wagen selbst ist 
abex mit ~ Enden der Federn verbmaden und sein Schwerpunkr wird 
nut am-s ariel schwingen wie diese Endem. 
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Bezeichne man dutch P die auf jeder Feder aufliegende Last, dureh f 
die durch diese Last hervorgerufene sta~ische Durchbiegtmg der Feder, 
so erh~lt man unmi~telbar das Resultat, da$ die Periode der freien 
Schwingungen der Last /) auf der Feder 

ist. Wenn die Grundfl~he der Feder erzwungenen Schwingungen unter- 
worfen wird, so werden diese Schwingungen auch ein Mitschwingen oder 
erzwungene Schwingungen in der Last P hervorrufen. Die Amplitude 
dieses Mitschwingens hat, wie bekannt, ein bestimmtes Verhiiltuis zu jener 
der Grundfl~ichen der Federn. Man hat n~mlich folgendes Resultat: Wenn 
die erzwungenen Schwingungen der Grundfl~iche der Feder aus einer 
Summe yon Gliedern der Form 

h sin C~!  + a) 

bestehen, so besteht die Sehwingung der Last aus einer Summe yon 
Gliedern der Form 

h T ' - -  ~' sin -~-  + , 

so dab die Amplituden der entspreehenden Einzelsehwingungen im Ver- 
hiiltnisse 

~2 

T 2 _ _  7 2 

zueinander stehen. 
In unserem FaIle hat man: 

Z ~ 

T ~ 

T ~ 20v V -~ = 2z  ~ --~ 0,45 sec. g 

Die Periode v f'tir die Glieder der in der Formel (28) enthal~enen SummeD, 
k=at 

welche den Fal~or sin--- F besitzen, ist 

21 
ak 

k'='bt behafteten ist mad ftir jene mit dem Faktor sin ~---r- 

2P 

Die Perioden v und q erhalten ihren grSl~ten Wert fiir k = 1, n~mlich 

s e c  
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mad 
212 2 �9 9 0  �9 9 0  

Vl ---~ ~t b ~ . -  6 ~ , 8 6  �9 106 

Man sieht also, dab im ersten Falle 

ist, und im zweiten: 

ist. 

= 0,0022 see. 

, '  = {o,o6~ ~. 0 , 0 1 8  
y ~ \0,45] --= 

~" (~176176 = 0,000025 = ~ o , 4 5 /  

1 
Diese Resultate zeigen, dab n u r ~  der Beschlennigung der Grund- 

fl~chen der Federn auf die Last iibertragen wird, also dab der vom Rade 
auf die Schiene ausgeiibte Druek sich nicht mehr als um 1~ von dem 
Gewichte der Last tmterscheidet, d. h. da$ er in den Grenzen etwa yon 
0,99 P bis 1,01 P sehwankt. 

Zu ganz analogen Resultaten gelan~ man, wenn man auch die ~ibrigen 
in der Pr~.~  vorkommenden F~lle untersuch~, was in einer ziemlich all- 
gemeinen Art durchgeFtihrt werden kann, indem man die Durchbiegung 
des Stabes nnd die zul~ssige Spa~nmag anst~tt der anderen den Stab 
charakf~risierenden Kons~nten benutzt. 

Man wird sich tiberzeugen, dab das Glied 

(31) qs g 

immer einer praktisch unmerk!ichen Variation der Belastung F(x, t) ent- 
spricht, so dab diese Belastung als. die wirkende Kraft angesehen werden 
lrann_ Wenn man aus irgend welehen Grfinden den EinituB dieser Varia- 
fionen untersuehen will, so hat man nut die oben angegebenen Resultate 
als die erste A nn~laerung anzusehen, alas Glied (31)  als eine St~rungs- 
funktion zu betraehten und die Methode der sukzessiven Ann~iherungen 
an~.uwenden, ganz analog dem, wie es in der theoretischen As~onomie 
gemaehg wird. 

Ehe wir zum zweiten Beispiel tibergehen, wollen wir noch den Ein- 
fln$ der Gesehwindigkeit tier Last ftir den Fall der Eisenbahnschienen 
n~her beh'aehten. 

D a  
b 2--  6,86 �9 1012 

ist, so ist 
a 3 0 0 0  1 a~l  ~ 3000  �9 3000  �9 9 0 . 9 0  1 

b=--2,62.10 ~, b- = 2~s2-ao6=sT--5 ' = ' b ' =  =' .~,s6.~o" ~- 9~0' 
mad 

a /  I 

=b-= ~-i" 
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Wean man die Formel (28) in folgender hr~ sehreibt: 

(2s') 

21al s ~ 2" kl tX kTrat 
Z~-~- qsb~Tt 4 / ( a~12 ~ sin ~ sin ~ , 

~.=--7~ ~' ~ ~i~-b~ } 

2t)l  ~ al ~ 1 kTtx k ~ a t  
--  q~b~' ~b k =, k~ (X k~'/a't~ ~ sin - - / -  sin --T- 

a~l ~ 
so sieht man ein, dab der Fakior 1 k ~ b ~  sich yon 1 weniger als um 

unterscheidet, so da$ man diesen Faktor durch 1 ersetzen kann, und 940 

1 ihres Werbes bekannt dieses um so mehr, da die GrSfie b e hie bis zu looo 
1 

sein kann~ well schon eine Abnutztmg um ~ mm der oberen Fl~che der 
1 

Schiene das Tri~gheitsmoment des Quersctmitts mehr als vm 1-0~ seines 
Wertes ~indert. 

Das zweite Glied in der Formel (28~ be~r~gt weniger als ~5 des ers~en 
und kann auch praktisch vernachl~issigt werden. 

2 1 und daft b 9. qs = E J  ist, so kann Wenn man beachtet, dab ~-~ = 48,--~ 

man die angeniiherCe Formel schreiben: 

(32) 1 P l S ~ l  kTtx k l a t  ~ 
z~ = 4s,7 ~ ~ s i n - - / -  sin - 

k = l  

und wenn man diese Formel mit der Formel (29") vergleicht, so sieht 
man, dab sog'ar bei der grSBten fibliehen Geschwindigkeit des Zuges die 
auf die Schiene wirkende Las~ als eine s~atisehe angesehen werden kann. 

:N~aere Betrachtungen tiber diesen Gegenstaad sind yon rein prak- 
tischem Lnteresse and gehSren nicht zum Zweeke dieser Abhandlung. 

w 12. 

2. Beispie] .  Ein an beiden Enden frei gestStzter Stab ist der Wir-  
kung einer im Punkte x -= c a n g r e i f ~  period ischen Kraft unterworfen. 
Diese Kraft ist der z-Achse paraUd gerichtet und zTtre Intensitiit dutch 
die Formel 

F ~  P sin n t 

dargestellt. Es wird verlangt, die im .Stabe erzwungenen Schwingungen zu 
bestimmen~ 
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Um in diesem FaUo die allgemeine Formel (22) anwenden zu kSnnen, 
mug man wieder die in einem Punkte konzentriert angreifende Kraft als 
den Grenzfall einer auf einer verschwindend kleinen Strecke ~ gleichf'6rmig 
verteilten Kraft. an~ehen. 

Man setze also" erst: 
P p = - y  

und denke sich die Fnnl~tion F ( x ,  t), welche 
der folgender Art definiert: 

F ( x ,  t) =~ 0 im Intervalle 

F ( x ,  t) = 1~ sin n t ,, 

die Belastung darstellt, in 

yon x = O  bis x = c - - -  2~ 

,, x = c - - - 2  his x = c + - ~ ,  

F ( x ,  t) = 0 ,, ,, x - = c - 4 - - ~  . x = l ~  

dann hat man: 

j l  i.+-~ k ~ x  
F ( x ,  t) sin --y-- dx  = p j sin n t  sin k ~ x  - 2 -  " dx  

.o 2 
2 

Folglich 

2pl sin sin c + sin n t .  

~ k =  P sin k~tx ~ ( c  ,~) ~ sin + sin n t ,  

wonach die Formel (22) oder einfacher die Gleichungen (15) und (16) 
das folgende Resultat hefern: 

(a3) 
z ~ = _ m  

]C~aO 

qs ~r ~ k  
k = l  

sin ~ sin c -t- k~x 
k.~4b2-.---~i-Z4.---- sin ~ sin nt  

1 pZ6n ~ 1 

q s -~-~ ~ 
k = l  

sin --~ sin c -t- k ~ x 
sin - -  sin - -  

k 2 ~ b t  

wobei.angemommen wird,  dab es keine solche ganze Zahl k ~bt ,  da$ 
eia~r der Nenner gleich Nail w~re. 

FaUs abet ein. solcher Weft k = k 1 existiert, so dab 

(34) 
i ~  oder dab 

~ b  ~ -  n~/4 = 0 

sSb  

Z2 ~ 
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ist, dann mul~ man.die Summe der beiden dem Werte k ~ k  1 entsprechen- 
den Glieder dutch die foIgenden 

(35) 

1 1~ 1 sin ~ sin - - l -  c -~- . k l ~ x  
qs ~ ~ 2n  t cos n t  sm--y-~ 

sin sin e -{- kl ~ x 

1 p - V  sinntsin l 
2f_ fl S kl--~ 2 n  s 

ersetzen und in def. Formel (33) die Summen, k ~-k I ausgeschlossen, be- 
traehten. 

Die Relation (34) zei~ den Synchronismus der Periode der Kraft 
mit der Periode einer der freien Schwingungen, welche der Stab aus- 
fuhren kann oder~ anders gesagt, den Synchronismus mit einem der TSne, 
die dem Stabe entsprechen. 

Die Formel (35) zeigt die bekannte Resonanzerscheinung, die bei 
clem Synchronismus stattfindet. 

Gehen wir jetzt zum Grenzfall ~ = 0 fiber. 
Man erh~ilt unmittelbar: 

(3o) 

]~ Tz c 
1c= ~ sin - -  

1 P I 3 ~  1 k ~ x  
2' 2 ~ q--~ ~ ~ k 4 7 9 4 b 2  n~14 s i l l  - ~ - -  sin n t  

/ : = 1  

1 ZVl 5 n 

qs 2 ~  ~ b 

k = r s i n  - -  
-~1 1 k ~ x  k ~ b  

~ k 4 ~ , b ~ n ~ l  , sin --y- sin ---~,-- t, 
k = l  

nut im Falle des Synchronismus hat man die Summe der zwei dem 
Werte k = k 1 en~sprechenden Glieder durch die folgende Summe 

1 P 1 

:ps 4l n t .  s in  - - 7 -  " cos  n t .  sink~ Z 

J qs ~l n 2 sin sin nt  sin k~xl 
zu erse~zen. 

Hier sieht man auch den Effe~ der Resonanz deutlich ein; man be- 
merkt aber dabei, dab die dem Werte k-~ k~ entsprechenden Glieder for~- 
fallen, wenn die Kraft in dem entsprechenden Knotenpunkte ~ngreift, 
denn es ist dann: 

/~r ganzen ZaM 
l 

und 

sin ~ c  ___ O. 
l 



2~4~ A. gRTLOFF. Erzwungene Schwingungen von St~ben. 

Diese Beispiele zeigen, wie die entwickelte Methode anzuwenden ist; 
es wurde der gestiitzte Stab nut ~egen der Einfachheit der Rectmungen 
betrachtet. Die anderen F~ille bieten auch keine Schwierigkeiten dar. 

Praktische A~nwendungen auf Untersuchung der Wirkung der beweg- 
lichen Last im Eisenbahnbau und auf Untersuchung der Schiffsvibrationen 
gehSren nicht zum Gegenstande und zum Zwecke dieser Abhandlung 
und werden in den ,Abhandlungen des Institufs der Wegebauingenieure" 
(,,Sbornik Instituta Puteii Soobstschenia 'c) (russisch) Platz flnden. 

~ a r i n e - A k a d e m i e  zu S t . -Pe te r sburg ,  Winter 1904--1905. 


