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2. Ujber d$e Strahlung vow Elektronengruppem; 
von G. A. S c h o t t .  

8 1. Umformung der Zorentzschen Potentiale. Wir gehen 
von den bekannten Lorentzschen Potentialen 'p und a aus, wo 

Hier ist (z, y, z) der Aufpunkt, dz' dy' dz' ein im Punkte 
(x', y', 2') gelegenes festes Volumelement, 

~ .- n = + y ( X  - X')Z + (7J - y')Z + (z - 232, 

und e die Ladungsdichte, b die Ladungsgeschwindigkeit im 
Punkte (z', y', 2') zur Zeit t - Rlc. Es sind also Q, t, impli- 
zite Funktionen von t ,  x, y, z ;  wir wollen nun die Aus- 
drucke (1) umformen, so daS t als explizite Variable erscheint. 

Mittels des Fourierschen Lehrsatzes bekommen wir z. B. 
m m  

- m  -07 

wo u eine Hilfsvariable, und t als Zeit aufzufassen sind. 
Hier ist Q als explizite Variable von z', y', z', t fur alle 
Werte zwischen - 03 und + 03 gegeben, und ebenso b. Fiir a 
gilt ein entsprechender Ausdruck. 

Die Ausdrucke (2) wollen wir jetzt auf bewegte Ladungs- 
elemente statt auf feste Volumelemente beziehen, da ja in 
erster Instanz die Koordinaten und Geschwindigkeiten eines 
jeden Ladungselementes gegeben sind. 

Es sei A P Q B die Bahn desjenigen Ladungselementes, 
welches sich zur Zeit t im Punkte (z', y', z'), Y befindet, Q, 
dessen Lage zur Zeit t + dt. 

Wir nehmen nun um P herum ein Fliichenelement B und 
ziehen die seiner Begrenzung entsprechenden Bahnlinien, welche 
zusammen eine unendlich dunne Rohre aus dem Raume heraus- 
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schneiden. 
Volurnelement der Integrale (2), so daB 

Wir nehmen das Element PQ dieser Riihre zum 

zur 

dx‘dy’dz’ = v IS d r . 
Ferner sei CR P B  die Bahn des festen Punktes P relativ 
bewegten Gesamtladung, als substanzielles Gebilde be- 

trachtet; die der Begrenzung von 6 entsprechenden Relativ- 
bahnen schneiden aus ihr eine unendlioh dunne Rohre heraus, 
nelche die erste Rijhre in P beruhrt. Die zur Zeit t + d t  
im festen Volumelelnente P Q enthaltenen Ladungen fullten zur 
Zeit t das Volumelement I1P der Gesamtladung aus, wobei 
offenbar R P  = PQ = u d r  ist. Die Summe dieser Ladungen 
nehmen wir zum Ladungselemente d e des neuen Integrales, 
so daB d e  = g u c r d t .  Also ist auch 

d e = p dx‘dy’dt’. 

Dem Zeitelement d t, welches das Ladungselement d e 
braucht, urn die Strecke R P oder PQ ihrer Bahn zuruck- 
zulegen , entspricht genau demselben Zeitelement d t, welches 
der feste Punkt P braucht, um relativ zur bewegten Ladung 
die Strecke R P zuruckzulegen, und die Integrationsgrenzen 
sind offenbar dieselben. 

Wir bekommen also identisch 

- m  --m 
m m  

[+) d t  d u .  I a = & J d e J  /---- C o s v ( t - R / ~ - ~ )  
Id 

\ --m --13 

Die Integrationen sind uber alle Ladungselemente und fur 
jedes fur die ganze Zeit von - 00 bis co zu erstrecken; dabei 
siud die Koordinaten, sowie auch Q und b, als Funktionen 



Strahlung von Elektronenyruppen. 637 

von t und irgendwelchen das Ladungselement d e bestimmenden 
Parametern anzusehen. 

In allen Fallen, wo das Feld eines Elektrons far gegen 
dessen Dimensionen gro6e Eutfernungen gesucht wird, kann 
die Integration in bezug auf d e  durch eine Summation in 
bezug auf die Ladungen e der Elektronen ersetzt werden, wo- 
bei R von irgend einem Punkte des Elektrons gemessen werden 
ksnn. Insbesondere gilt dieses fur alle Strahlungsprobleme. 

5 2. Es sei nun ein System von Elektronen gegeben, 
welches sich in Bahnen von endlichen Dimensionen bewegt; 
wir fragen nach dem Felde fur im Vergloiche dazu als unend- 
lich anzusehenden Entfernungen. 

Wir konnen setzen 
xz’+ yy ’  + % %’ R z 1 . - - -  r 

wo r = P + y 2 + z 2  die Entfernung des Aufpunktes vomirgendwie 
in der Nachbarschaft der Elektronen gedachten Anfangspunkt, 
und p die Projektion des Radiusrektors eines Elekrons auf t: 

bedeuten. I m  Kosinus miissen wir das Glied p in (4) bei- 
behalten, eben weil derselbe fur unendliche Werte von r end- 
lich bleibt; dagegen konnen wir in den Nennern von (3) R=r 
setzen. 

-P7 (4) r 

So bekommen wir fur ein jedes Nlektron I y = & r f c o s v ( t  - Tic  + p / c  - t ) d t  d u ,  

- w  - m  

8 3. Einfach periodische Bewegung eines Elektrons. Es sei 
die Periode = T ;  wir setzen T = 2 w / w ,  z = x / w  und x ’ = f  (x), 
y‘ = y (x), z’ = h (x), wo f ,  g, h Funktionen mit der Periode 2 TC 

sind, so daS das Interval1 von ,y = 0 bis x = 2 TC einem Umlauf 
des Elektrons entspricht. 

Wir teilen das Integral J d t  in  unendlich viele Teil- 
W 

- 
- W  

integrale der Form (j+l)T 2n( j t l )  
[ d s  = 1 [ d x ,  
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cp = Ti-& e bx. Lim 2 Jcos u (t - r / c  - - Z n j  

j = - - N  
0 N = m ,  

P 0 --m +,-$)dv 
2x m 

2n 

a = +&- g J ’ . o s  j { m  (t - r I c)  + w p/c - x) 0 D dx . 

I 0 

Solch ein System wollen wir eine Gruppe nennen; ihre 
hauptsachliche Eigenschaft ist die, daB durch Interferenz der 
von den verschiedenen Elektronen ausgesandten Wellen eine 
groBe Anzahl der harmonischen Glieder der Reihen (6)  zer- 
start werden , und die Gesamtstrahlung der Gruppe dem- 
entsprechend klein wird. 

I n  den dem iten Elektrone entsprechenden Integralen von 
(6) ersetzen wir x durch .x + 2z i i / n ,  wobei dann fur alle 
Elektronen dieselben Funktionen f ’ ( x ) ,  g (x) und h (x) ein- 
gefiihrt werden. Die Grenzen andern sich in + 2 n i l n  und 
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2n + 2n i /n  ab,  konnen aber wegen der Periodizitat wieder 
zu 0 und 2n gemacht werden. Sulnmieren wir nun fur alle 
Elektronen, d. h. fur alle Werte von i von 0 bis n - 1, so 
bekommen wir fur die ganze Elektronengruppe aus (6) 

2n 

(8) . 

I S=O J 

0 

2n + m P / c  - .) (b - crl)d% 
s= a, 

h = z E s n [ s i n s n { w ( t - - )  ncsr s=1 

0 + W P / C  - x ] P1 . a1 d x  , 
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Die elektrische und magnetische Kraft sind also einander 

Das Feld ist gema6 (9) durch die Gr68en p ,  vg, v, voll- 

Der Kurze halber setzen wir 

gleich und stehen aufeinander senkrecht. 

standig bestimrnt. 

I -  2 n  

cossn(wp/c - x ) v g d X ,  

0 

2 n  

B sn = L J s i n s n ( w p / c  2 n  - x ) v P d X ,  

0 
(10) 

1 j n  
1 j n  

CSn=- 2 n  cossn(wp/c - ,y)vl , ,dx ,  
0 

Us,,=-- 2?l  - s insn(op/c-x)v ,dX.  
0 

Es sind also die A, . . . gewisserma6en Normalfunktionen 
der betrachteten Elektronengruppe; wir kijnnen wegen (10) 
schreiben 

s= m 2 s n {A,,  sin s n w (t - r / c )  bo = fl, = --__ 

.9=l + Bencossnw(t  - r / c ) ) ,  

b, = - n o  = ~ 2 l z e o  c2 r z s n ( c , , s i n s n w ( t - r / c )  

2 l z e w  
c2 r 

8= m 

6-1 +- D,, cos s n w (t - r / c ) ] ,  

wo also die Krafte des Feldes in ihre harmonischen Kom- 
ponenten zerlegt erscheinen. 
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8 6. Strahlung. Der Poynt ingsche Vektor c / 4 n  [b.  41 
ist offenbar radial nach auWen gerichtet und gemaE (9) oder (11) 
gleich c /4n  (b$ + b;), Um die Strahlung zu finden, multipli- 
zieren wir mit d t / T  und integrieren uber eine Periode, wobei 
alle Produkte verschiedener harmonischer Komponenten ver- 
schwinden ; sodann multiplizieren wir mit dem Oberflachen- 
element r2 sin 8 d 8 d y und integrieren uber die Einheitskugel; 
so bekommen wir aus (11) fiir die Gesamtstrahlung S der 
Elektronengruppe 

n 2n 
s= 03 

g t a  e2 co2 (1 2) s = s2 nZSJ;A:,+ B;,, + c:, + 092%) sin 0 de dX 

u o  

Die Gleichung (12) liefert den Beweis von der Verminde- 
rung der Strahlung durch die Gruppierung, wovon schon im 
5 5 die Rede war; denn aus ihr folgt, da die Strahlung eines 
einzelnen Elektrons durch (12) mit s = 1 gegeben wird, da6 
die n ersten Glieder derselben bei der Gruppe durch das 
n2-fache ihres den Gliedes ersetzt sind usw. Da nun die 
GroBen A . . . im allgemeinen mit wachsender Ordnungszahl 
rasch abnehmen, so ist das n-fache der n ersten Glieder der 
Strahlung des einzelnen Elektrons vielmals groEer als das 
n2-fache ihres den Gliedes , welches zugleich auch das Haupt- 
glied der Strahlung der Elektronengruppe ist usw., und des- 
wegen auch die Strahlung n einzelner Eiektronen vielmals 
groI3er als diejenige der entsprechenden Elektronengruppe. 

Die Bedingungen fur diese Verminderung der Strahlung 
durch Interferenz sind in allgemeinster Weise durch die 
Gleichungen (7) gegeben. 

8 7. Rotierender Kreisring. Als einfachstes Beispiel wollen 
wir diesen Fall eingehend behandeln; wir betrachten also ein 
System von n Elektronen, die sich mit gleichformiger Ge- 
schwindigkeit in einem Kreise vom Radius Q bewegen. Sind 
sie gleichma6ig verteilt, so bilden sie eine Gruppe, und dem- 
entsprechend setzen wir 

Z‘ = f ( ~ )  = pcosx ,  9’ = g ( ~ )  = psinX, 

Annslen der Physik. IV. Folge. 24. 42 
2’ = h(X)  = 0. 
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Daraus folgt 
p = (2' cos tp + y' sin y )  sin B + z' cos 8 = p sin 8 cos (x - q), 
vg = (?' cos y + j' sin y )  cos 8 - 1' sin 8 = - a, p cos 8 sin(;y -y), 

Wir setzen 
vv = - 9' sin w + ?jf cos = w g c o s ( , y - y ) .  

n x = u + y - - - - - ,  w f . ' / c = p ;  2 

dann folgt aus (18), in der ublichen Bezeichnung der Besse l -  
schen Funktionen, 

As, = ~ c o t 8 J ~ ~ ( ~ n , 9 s i n 8 ) c o s s ~ i  

B,, =- ccot8J,,(.sn/3sin8)sinsn 

Can=-  c/?J6',(sn/3sin8)sinsn 

B,,=- c ~ J , ' , ( s n ~ s i i 1 8 ) c o s s n  
und daraus mittels (11) 

s=oo 

bs= h,= -n 2 e B  2 c o t O E s J , , ( s n @ s i n O )  
r e  

?% 

8=m - y ]  a, (t - rlc) + 
b,= - hg = - ~ n2 2 s J;,,(s n sin 8) 

s=l 
r e  

coa s n 0 (t - ./c) + I I 
I 

in Ubereinstimmung mit den anderwarts von mir angegebenen 
Ausdriicken. l) Ferner gibt die Gleichung (12) 

8 8. Dieser Ausdruck kann mittels des Neumannschen 
Additionstheorems vereinfacht werden ; es ist 

5% 

14, ($)I2 = $ J J o  (2  2 sin y )  cos 2 sn 4~ d v ,  
0 

1) G. A. Scho t t ,  Phil. Mag. [6] 13. p, 194. 
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0 

Setzen wir x = s n p  sin 0, so ist daher 
cota 0 .  (8 n (3 sin + (s n p sin 8))2 

x 

= J, (2  s n j3 sin 0 sin y ~ f  (pa cos 2 cp - 1) cos 2 sn cp dg.. 

Dieses benutzen wir in Gleichung (14), kehren die Reihenfolge 
der Integrationen um, und beachten, daB 

n 

u 

x/2 

sin (i! s rz @sin cp) 
2 s n Fsiu cp 

\ J, (2 s n ,!3 sin 8 sin cp) sin 8 d 8 = 

0 B 

Mittels der Definitionsgleichung 
n 

J ,  (2) = ; COS (z sin cp) cos m cp d v  's 
0 

bekommen wir dann 

in Ubereinstimmung mit dem fruher angegebenen Werte (1. c. 
p. 194). 

Dem Ursprunge naeh ist jedes Glied der Summe positiv, 
also die Summe selbst jedenfalls kleiner als der Wert, den 
sie fur n = 1 annimmt; in diesem Spezialfall kann man sie 
aber berechnen. Man hat namlich 

s=m 

'1 I 
5 , , ( 2 S d  5 8  -- zT@---- - ti 

s = 1  

1) N. N i e l s e n ,  Zylinderfunktionen p. 303, (5). 
42 * 
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woraus mittels der 13 essel schen Differentialgleichung nach- 
einander folgen 

s = l  s=1 

a = l  

Setzt man diese Ausdriicke in (15) ein, wobei n= 1, so 
bekommt man fur das einzelne Elelrtron 

2 c e2 p4 S =  3 gz (1 -pa)," ' 
was mit der bekannteii L i b n a r d  schen Formel ubereinstimmt, 
und zugleich als Bestatigung der Formel (15) und Beweis ihrer 
Konvergenz dienen mag. 

5 9. Mehrfuch periodische Betceguny - Stiirunyen einer 
h7ektronengruppe. Es sind die Koordinaten bestirnmt durch 
Ausdriicke der Form x'= 2 f ( , y )  usw., wo die F'unktionenfusw. 
periodisch sind, aber inkomlnensurabele Perioden besitzen. 
Der allgemeine Fall ist zu kompliziert, als da6 es sich lohnen 
wurde ihn eingehend zu behandeln ; wir beschranken uns des- 
wegen auf Bewegungen dieser Art, mo die einer Periode ent- 
sprechenden Amplituden so stark uberwiegen, da6 die ubrigen 
nur bis zur ersten Potenz beriicksichtigt z u  werden brauchen. 
Mit anderen Worten, wir  betrachten eine durch die vorwiegen- 
den Amplituden gekennzeichnete Hauptbewegung, welche kleinen 
Storungen ausgesetzt ist. 

Wir gehen auf die Gleichungen (5)  zuriick und setzen 
darin p + 8 p  statt p ,  und b -k 6 b statt b, wo sich p und b 
auf die Hauptbewegung, 6 p  und d.'b aber auf die Storungen 
beziehen sollen. Dabei nehmen wir der Einfachheit halber 
Bewegungen an, die seit so langer, praktisch unendlicher Zeit 
bestanden haben, daB der EinfluB der Anfangsbedingungen 
vernachlassigt werden kann, und vernachlassigen dabei aucli 
die Uampfung. Wollte man letztere beriicksichtigen, so miiBte 
man die Art der Erregung in Betracht ziehen, weil j a  die 
Integration nach der Zeit t in (5) sich bis ins negative Un- 
endliche erstreckt und die Integrale sonst nicht konvergieren 
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wurden. Da wir nur die ersten Potenzen der Storungen bei- 
behalten werden, so konnen wir uns auf je ein einziges Glied 
von Sp und Sb beschranken. 

5 10. Kinematik der Storungen. (x', y', 2') seien die Koordi- 
naten des iten Elektrons in der ungestorten Hauptbewegung; 
sie werden durch Gleichungen der Form (7) definiert, wodurch 
natiirlich auch das durch die Bahntangente, Hauptnormale und 
Binormale gebildete Trieder fur jedes Elektron zu jeder Zeit 
vollstandig bestimmt ist. Es seien (a, /3, y), (I, m, n) und (A,  p, 9) 
die Direktionskosinus seiner drei Achsen; dieselben sind also 
ganz bestimmte Funktionen von x + 2 7t i /n.  

In der gestiirten Bewegung ist das Elektron eine kleine 
Strecke weit aus der Lage, die derselben Zeit in der Haupt- 
bewegung entsprechen wiirde, verschoben; die Komponenten 
der Verschiebung in Richtung der Triederachsen seien (El q, <), 
so da5 also (C, q, <) die Storung vollstandig bestimmen. 

Ein Punkt, der die Hauptbewegung der Gruppe mitmacht, 
ist allgemein durch eine GroBe o bestimmt, wobei seine Ko- 
ordinaten durch x'= ~ ( Z + O )  usw. gegeben sind; so ist z. B. 
c = 2 x i /n  fur das ite Elektron der Gruppe. Die Stijrung 
(g, 7, j) laBt sich mittels des Fourierschen Lehrsatzes fur 
diesen Punkt in eine Summe periodischer Funktionen zerlegen, 
wobei ein jedes Glied von der Form = A c o s q t  usw. ist. 
Es arrdert sich im allgemeinen A von Punkt zu Punkt, ist 
also eine Funktion von g, und zwar notwendigerweise perio- 
disch mit der Periode 27t. Daraus folgt fur die Gesamtheit 
der Punkte der Elektronengruppe mittels des Fourierschen 
Lehrsatzes als allgemeinster Ausdruck flir g eine Summe der 
Form 

= C { A c o s ( y t  - ks) + A, s in (p t  - Kc)), 

7 = C f B c o s ( q t  - k g )  + B,sin(qz - KO)), 
= 2 [C cos (y T - K r) + C, sin (q t - k o)[ ,  

Sp = C {P cos (q T - k r) + PI sin (q t - K o)], 

at, = ~ f ~ c o s ( q r  - ~ c )  + T;';sin(qt - KO)]. 

und ebenso i 
(16) I 

\ 
Hieriu ist q eine inkommensurabele Zahl, K dagegen ganz- 
zahlig, und zwar ohne Beschrankung der Allgemeinheit a19 



646 G. A. Scliott. 

zwischen & nl2 liegend zu betrachten. A, A,, B, B,, C und Cl 
sind Konstanten, P, PI, V und Vl aber Funktionen von W T + G  

mit der Periode 2 n ;  wir haben namlich 

daher auch 
ax'= a g + 171+ A 5,  a?/'= p g+ m 71 + p  5, dz'= y t+ n 4 s v  5 ,  

z P = -(a A + ZB + I. C) + $ ( P A  + m B + p C) 

+ ;(yL4 + n B  + V C )  usw. 

Fur einen bestimmten Punkt bzw. Elektron der Gruppe, 
also fur ein gegebenes o, sind g, . . . periodische Funktionen 
mit der Schwingungszahl g, wobei aber man sich hiiten muB, 
q mit der Schwingungszahl der durch die StSrung verur- 
sachten ausgesandten Wellen zu verwechseln, welche nur aus 
den zu bestimmenden Ausdrucken fur die Feldintensitaten ge- 
folgert werden kann. 

Fur  eine bestimmte Schwingungsphase ist qt- ko gegeben; 
also ist p w / k  die Geschwindigkeit der Phase relativ zur be- 
wegten Elektronengruppe, und die Ausdrucke (16) entsprechen 
Wellen, die mit eben dieser Geschwindigkeit in der Qruppe 
fortschreiten. 

SchlieBlich bestimmt die Zahl k den Typus der Storung; 
es gibt namlich bei derselben 2 k Schwingungsknoten und 
ebensoviel Bauche, alle rnit dem gleichen Abstand 2 n / k .  

8 11. Potentide der Stifrung. Urn das Feld der Storung 
zu finden, setzten wir die durch (16) gegebenen Ausdrucke 
fur S p  und Sb in die Gleichungen (5) ein; so bekommen wir 
fur die Storungspotentiale 

-m --OD I 
I .-a --P 
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Wir verfahren jetzt gerade wie in dem 8 4, teilen nam- 
lich das Integrationsintervall fur t , oder das entsprechende 
fiir x = t / m ,  in Teilintegrale von x = 2 n j  bis x = 2 x(j+ l), 
und setzen 2 nj + x statt x, wodurch die Funktionen p ,  D, 
P, V usw. nicht verandert werden, und summieren schliefjlich 
uber samtliche Teilintegrale; so bekommen wir z. B. 

Nun verfahren wir wie im 8 5,  urn den Beitrag aller Elek- 
tronen der Gruppe zu dem betrachteten Gliede zu finden; in 
(18) sind p und P fur das betrachtete, nullte, Elektron Funk- 
tiocen von x ,  und o ist gleich Null, dagegen sind p und P 
fur das ite Elektron dieselben Funktionen von x + 2 a i/n, 
wahrend (T gleich 2 n i /n  ist. Urn nun fur jedes Elektron die- 
selben Funktionen p und P einzufuhren, miissen wir fur das 
i” Elektron uberall im Integrale x durch x - 2 n i /n  ersetzen, 
also auch im Kosinus, so daB dessen Argument jetzt zu 

wird. Dabei andern sich die Grenzen des Integrals in 2 n iln 
und 2 7~ + 2 m i /n  ab, durfen aber wegen der Periodizitat aller 
Funktionen Ton x in 0 und 2 n  umgeandert werden. Sum- 
mieren wir jetzt alle Ausdrucke (18) fur alle Elektronen der 
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40) 

Gruppe, indem wir nacheinander i gleich 0,1, . . . n- 1 setzen, 
so bekommen mi r  die Summe 

s=m 

aa = 2 2 - 2  f i  vl --,Po) lo sin{Iw(t--/c+p/c)--mXf 
2 n c r  

s= -m c 
0 

0 
2 n  

= T l  sz J- COS [{q + (It + s n) w) (t - r / c  + P I C )  - ( A  -t s 11) x] P dil . 
8 S - m  

0 

Sedzen wir noch der Kurze halber 
m = k + s n, 1 = 4 + k 4- s , (19) 0 

so bekommen wir aus (16) und (17) 
272 

s= m n 

s=m 

0 c o s { l w ( t - T / C + p / c - m ~ )  



8trahlun.q uon Elektronangruppen. 649 

Daraus lassen sich, wie fruher, folgendc Schlusse ziehen : 
1.  Die elektrischen und magnetischen Krafte sind senk- 

2. Sie sind auch ienkrecht zueinander und einander gleich. 
3. Der Poynt ingsche Vektor ist radial nach auBen ge- 

richtet. 
Der Beweis von 1, was die elektrische Kraft anbelangt, 

la& sich leicht fuhren, wenn man die Definitionsgleichungen (16) 
berucksichtigt, und bedenkt, da0 

recht zum Radiusvektor. 

Wir fuhren nun folgende Normalfunktionen ein : 
2n 

I 2n 

wo ve und v,+, die Komponenten von b in den Richtungen 6, 
und q bedeuten, und ebenso fur To, Py, Yle und T I v ,  und 
2 E m -t- q / w .  Dam bekommen wir 

be = h, = ~ ~ E { S A , s i n E w ( t  c2 1' - r / c )  
5 = - =  I I + fMmc0sZw(t -  ./.)I, 

8=-m + 8 D , c o s Z w ( t -  r / c ) ] ,  
(7n = k + s n) . 
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S 13. Straiilung der Stiirung. Wir bekornmen aus (23), 
genau wie irn 8 6 

,z s x  

9 = - m  J J 
0 0  + ( S  B,J2] sin 8 d 8 d 'IF, . 

S u s  (23) und (24) ziehen wir folgende Schlusse: 
Die Storung der relativen Schwingungszahl g ,  welche mit 

der Umlaufszahl w der Hauptbewegung inkommensurabel ist, 
verursacht Wellen init den Schwingungszahlen Zw= ~ + ( R + s ~ L ) w ;  
clieselben lnssen sich i n  zwei Reihen zusammenfassen, j e  nach- 
dem 1 positiv oder negativ ist. Die Strahlung besteht ge- 
ma6 (24) aus einer entsprechenden Anznhl von Gliedern, von 
denen das s = 0, m = R ,  2 = q / w  + k entsprechende vorherrscht, 
wahrend die ubrigen mit wachsendem s immer kleiner werden. 
1st k groB, d. h. mit n vergleichbar, so ist die Strahlung klein, 
von derselben Ordnung wie diejenige der Hauptbewegung, also 
in einem permanenten Systeme ganz zu vernachlassigen; ist h 
dagegen klein, gleich 0, +_ 1, . . ., so ist die Strahlung relativ 
groB. I m  allgemeinen lrSnnen also nur Storungen letzter Art, 
also kleinen Werten von k enteprechend, starke Wellen ver- 
ursachen; die Euergie dieser Strahlungen kann offenbar nicht 
dem Eigenvorrat des Systems entstammen, sondern muB ihm 
von m8en zugefiihrt werden. 

Wir wollen wieder unsere Gleichungen am Beispiele des 
rotierenden Kreisringes erlautern. 

$ 14. Stiirungen des rotierenden Kreisringes. Mit den Be- 
zeichnungen des § 7 setzen wir fur das Ote Elektron 

a . r ' = -  E s i n X  - q c o s x ,  Sy'= Ecosx  - q s i n x ,  S z ' =  5 ,  
woraus folgt, da x = c o t ,  

63' = - (6 - co q)  sinx - (4 + w E )  cosz,  

a?'= (6 - w q ) c o s x  -(+ + u g ) s i n x ,  S i ' =  t ,  
also auch 
s p = - { g  sm(X . - y) + qcos(,y - y ) s i n 8  + <cosO, 

d vo = - i(g -w 1,) sin (x- ~ p )  + (~j+ w E )  cos (x - y)l cos 8 - t  sin 0 ,  
6 v,;, = (g - m . I / ) C O S ( X  - tpj - ( r j  + w t ) s in (x  - y ) .  
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Beachten wir nun die Gleichungen (16), in denen CS=O 

p = p sin B cos ( x  - qp) , 
ist, und die Werte 

v8 = - w p cos 8 sin (x  - y )  , 
v , = w ~ c o s ( ~ - y ) ,  p = w g f c ,  

so bekommen wir 

lw P- - 7'e = psinOcos8Zw{Asin2(,y - y) 
c + B sin (x - qp) COB (x - y)] 
- p cos2 8 1 w C sin (x- w )  - cos 8 {(y A+ GI B,) sin ( x - w )  

+ (qB - GI A,) cos (x - w)] - qCsin 8 ,  
ZGIP-- "JW Vly, =- p s i n 8 l w ~ ~ s i n ( ~ - - ~ ) c o s ( ~ - ~ )  

+ B cos2 (x - w)] 

- k? - w A,)sin(x - wf, 
+ p C O S 8 ~ G ~ c C O S ( X - ~ ) f ( Y A  + GIB,)COS(x-v) 

wahrenci wir  die Werte von 

i w ~ , ? + -  F; und l w p , > +  C rj-, 

aus den angegebenen ddurch  erhalten, da8 wir A, B, C, A,, B, 
d e r  Reihe nach durcli A1, B,, C,, - A ,  - B ersetzen. 

Wir setzen nun i n  den Integralen (22) wie fruher 
1 + y - n/2 statt x, also auch sin%, - cosx statt cos (x -  w), 
sin (x - w ) ;  dadurch bekommen wir auch 

(8 f 1 J Z  + (8 BJ = c2 + s 2 ,  

wo wir f u r  den Moment 
2 x  

c =  L / [ ( " ~ P ~ -  t'f) P I S  sin(m2- /psinesinX) 
27c 

0 

cos(mx-l(3sin8sinx)  1 d x ,  
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2n 

s = &J[( IWP? - F>@ 1 cos(mX - j p  s in0  sinx) 
0 

- ( I ~ P ~ : +  r o ) s i u ( m y -  I j j s inos inX)  1 d x  

gesetzt haben; ahnliche Ausdrucke gelten auch fur SCm und 
JB,, nur da8 iiberall v V ,  &,, T; ,  anstatt von vg ,  J'g, 710  

stehen. 
Beachteri wir nun, daB wegen der Grenzen von x alle 

ungeraden Funktionen von x herausfallen, und ferner da8 
vermoge der Definitionsgleichung der B e  s s elschen Funktion 

2n 

k J c o s ( m x  - zsinX)dX = ~ , ( z ) ,  

0 
2 n  

0 q' sin(my - zsinx)sinXdX = J ; ( z ) ,  
27-C 

0 

so bekommen wir, mit z = I p  sin 0, I = m + p / w  

C = O  A , c o t 0 ~ J m ( Z i i J s i n 8 ) -  Bcos81!J~(ZpsinO) 
B 

+ C, (& - I sin 0 J, (lpsin 0)) , 
r 
{ 8  

1 
+ C ( % - I s i n 0  

s = G J  A c o t 8 ~ J n z ( I j 3 s i n 8 ) +  B ,cos8 l J~ ( I j3 s in0 )  

Setzen wir die daraus folgenden Ausdrucke fur 68, und SBm 
in (23) ein und beachten, daS p = w ~ / c ,  so bekommen wir 
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(25) 

wo 

n e c o s f l  
r e  + 2 Z2p2 J;(t p sine) (- B sin O + B, cos 0) 

8=  --m 

n=m 

Ebenso ist 

b , = - h 8 = 7  n e  3 L2P2 Ji (IF sin @ ( A  sin 0 - A, cos 0) 
s=-w 

T B  

8=m 

(B cos 0 + Bl sin 0) 

z12,i32 J&(lpsin 8) (Csin 0 - Cl cos 0). 

Die Formeln (25)  und (26)  stirurnen mit den friiher gegebenen bis 
auf eine etwas verschiedene Bezeichnung uberein (1. c., p. 197 - 
iibrigens ist daselbst im Faktor von B im Ausdrucke fur ZTfiilsch- 
lich mplsin 8 - Zp2 sin 0 statt mlsin 0 - sin 8 Ltngegeben), 

8=-m 

8 = P  

+ 
8=-m 

(26)  

i 
Fur die Strahlung bekommen wir aus (24) bis (26) 

+ a;) [mz cot2 8 IJ,,, (ZP sin 8))2 
+ l 2  pz {J; (18 sin 8)]zJ 0 
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Die Faktoren der Glieder il C + A, C, und B C + B, C, ent- 

halten unter dem Integrale J d 0  eine Funktion von s in0 
n 

x 

allein, multipliziert mit cos 0,  und verschwinden daher identisch ; 
es strahlen daher die St6rungen in und senkrecht zur  Bahn- 
ebene ganz unabhangig voneinander aus. 

8 15. Die Auswertung des Integrals (27) vollzieht sich 
genau wie im 6 8;  dazu brauchen wir folgende Gleichungen: 

x 

I 
.z 

(c) J, ( I  sin 0) Jn(l ,l3 sin 8) = 's n JL (2  1 p sin 8 sin p) 
0 sin qj cos 2 m cp d y  , 

sin (2 I f l  sin 9) J, (2 1 p sin 0 sin y )  sin 0 d 8 = 2 1 @ sin cp 
B 

= ~ J c o s  (2 2.z sin cp) dx, 

(dl 'p O 

0 
B 
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0 
Weiter haben wir 

0 0  0 

und wegen dcr Differentialgleichung der Bass elschen Funktion 

Wir bekommen erstens mittels (a), (b), (d) und (h) 
4 2  1[m2 cot2 8 {Jm(Zp sin @la + 12p2 { J i ( l @  sin 8)jZ] sin 8 d 8 

= l-Jko (2  Z p sin 8 sin y )  (P pz - m2 - 2 l2 p 2  sinz rpj 

0 
n n12 

n 
0 0  cos 2 m rp sin 8 (18 drf. 

D 
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Zweitens mittels (a), (b), (d), (e), (h) und (i) 
n,3 

J"(- - lP2ssin6 'IJm(lpsin8)j2 sin 0 1 
0 + i 2 p a c o s 2 6 ( J ~ ( Z i f s i n 6 ) j ~ ~  s in0  d 6  

4 2  n 

= +[JJ,, (2 I P  sin 6 sin y )  I(m - Z P Z ) ~  
+ P p 2  cos26 (1 -p2- 2 sin2y)] cos 2 m y sin 0 dd dgo 

0 

Drittens mittels (c), (f), (g), (k) und (1) 

Z p f l G  + & - EP2sin0 Jm(E~sin0)J~(l~sin0)sin6d8 1 
0 

n/2  n 

= " S S J , ' ( 2 ~ p s i n 0 s i n v ) i m  7c - Z F ~ +  (rn + Z P ~ ) C O S ~ O ~  

sin y cos 2 m sp drp d6  

-- - J z m ( 2 / p ) +  J , , ( 2 2 ~ ) d t .  

0 0  

m - 1 p 2  1% + 1 8 2  / 
2 6  

Schliefilich mittels (a), (b), (d), (e), (h) und (i) 
0 

n/3 

J [ (3 - l p  sin 6)' I J, ( I  p sin 0)p 
0 + 12 p4 cos2 8 JA (I 13 sin 0)12] sin 0 d 8 

n / 3  n 

= " [ J J ,  n 
0 0  

( 2 1 ~  sin 0 sin rp) ((7. - 112 

+ 12cosB 8. (pa- 1 - 2Pasin2y)] cos 2 m rp sin 6 d6dy 
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Alles zusammengenommen bekommen wir also au8 (27) 

in Ubereinstimmung mit dem schon fruher angegebenea Resultat 

8 16. Erklarung der Spektrallinien. Offepbar entspricht 
jedem Gliede von (28) je  ein Glied von (25) und (26) mit den- 
selben Werten von m und I ;  die Schwingurlgsperiode der zu 
m und 1 gehorigen Welle ist nach (25) und (26) gleich 2 nllw, 
wobei 

(1. c.  p. 198). 

I = 4 f rn = -: f R -+ sn. 
0 

Sol1 nun diese Welle einer Spektrallinie der Wellenliinge h; 
entsprechen, so ist il= 2 nc/Zw, also wegen @ p: w g/c, I@ = 2n~/h;. 
Nehmen wir an, daB p von der Dimension dss Radius eines 
Atoms 

Nun haben wir fiir kleine Werte von I @  annabernd 
cm] ist, 8 0  ist 18 sehr kleio. 

woraus folg t : 
1. Fur einengegebenen Scbwingungskypus, d. h. gegebenes k,  

ist das Glied s pi 0 in (28) etark iiberwiegend, i d e m  die ngcbsten 
Glieder, s= +. 1, relativ dazu von den Ordnungea 

( " ; ' )2n1  -~ ( 2 , , ) 2 n - 2 *  ~ 

Annalem der Physik. IV. FolgP. 24. 43 
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sind. Dabei ist zu beachten, ,daB fur negative m der abso- 
lute Wert genommen werden mu6. 

2. Vergleichen wir die Hauptglieder (s = 0) verschiedener 
Schwingungstypen miteinander, so sind deren relative Ord- 
nungen ., 

2 n q  fur A =  0 (T) , fur k > 0 

Ich habe nun an anderen Orten gezeigt, daB die von E. Wiede-  
m a n n  und auch Yon W. W i e n  gemessenen IntensitZlten ge- 
wisser starker Spektrallinien der @rGUenordnung nach mit 
der berechneten Intensitat fiir k = 0, k = &- 1 ubereinstimmen, 
wenn wir g = lows setzen, also 2 7z e / A  von der Ordnung l/looo 
annehmen. Daraus folgt, da6 die den Werten k =f 2, 
& 3, . . . entsprechenden Schwingungstypen unmbglich beobacht- 
bare Linien ergeben, sollen nicht die Amplituden jedes mit 
dem Zusammenhang des Elektronensystema vertragliche MaB 
ubersteigen. Durch die Sttirungen einer Elektronengruppe 
kiinnen wir daher hochstens einen kleinen Teil eines Spek- 
trums erklaren; auBerdem ist es aber sehr fraglich, ob uber- 
haupt Linien desselben i m  beobachtbnren Teile des Spek- 
trums liegen konnen. 

Was nun die Erklarung einer einzigen Spektrumserie an- 
betrifft, so liegen die Verhaltnisse nicht besser; denn die quali- 
tative sowie quantitative Gleichheit des Zeemaneffektes ent- 
sprechender Eomponenten der Linien derselben Serie verbietet 
uus anzunehmen, da6 die verscliiedonen Werten von k ent- 
sprechenden Schwingungstypen, und noch weniger die Schwin- 
gungen verschiedener Elektrongruppen , zusammengenommen 
eine Serie erzeugen konnen ; denn die entsprechenden Schwin- 
gungsgleichungen sind ganz und gar voneinander verschieden , 
und ergeben auch keine solch einfache Beziehung z-wischen 
den Schwingungszahlen, wie von der Beobachtung gefordert wird. 

Daraus miissen wir schlieBen, daB Spektrumserien iiber- 
haupt nicht aus der Hauptbewegung einer einfach periodischen 
Gruppe, oder deren Storungen erklart werden konnen. 

8 11. Spektwmserien. Deln obigen zufolge machen wir 
folgende Annahme: 

Eine Spektrumserie kann iiberhaupt nur mittels derselben 
Bewegung einer einzigen Elektronengruppe erklart werden. 
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Denn sonst bleibt der beobachtete Zeemaneffekt unerklar- 
bar. Daraus folgt: 

Diese Bewegung ist mindestens zweifach periodisch, mit 
inkolnmensurabeln Perioden, und Amplituden gleicher Gro6en- 
ordnung. 

Sonst mii6te sie unter den oben betrachteten Fallen zu 
finden sein. 

Die entsprechenden Potentiale sind durch (5 )  gegeben, 
woraus fur die Feldintensitaten folgt 

m a  

--m -m 

m a  

Da nun p und tr mindestens zwei inkommensurabele Perioden 
besitzen, so zerfallen im allgemeinen b und it nkht  in Summen 
harmonischer Komponenten ; wir miissen die Verhaltnisse so 
wahlen, da6 sie in Summen von Komponenten zerfallen, deren 
Schwingungszahlen etwa durch die Ry,d b ergsche Formel be- 
stimmt werden, und deren Amplituden dern langsamen Abfalle 
der Intensitaten der Serienlinien entsprechen. Es sei also, 
z. B. fur eine Hauptserie, 

43 * 
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Dann miissen die Reihen als Summen Integrale der 
Form (29) ergeben. Da aber die Intensitaten der verschie- 
denen Glieder experimentell nicht geniigend bekannt sind, so 
wissen wir uber die Amplituden C, und 0, weiter nichts, als 
da3 sie mit wachsendem m abnehmen, aber verhaltnismafiig 
langsam; dagegen sind die GrbBen N und p sehr genau be- 
kannt. Es kommt also darauf an, eine langsam konvergierende 
Reihe der Form (30) allgemein zu summieren. 1st dieses ge- 
schehen, so muB man durch Vergleich mit (29) die Funktionen 
p nnd P bestimmen, womit die Bewegung des Elektronen- 
systems vollstandig mitbestimmt wird. Obgleich die bis jetzt 
zu Gebote stehenden analytischen Hilfsmittel zur Summierung 
der Reihe (30) kaum ausreichen durften, so ist hiermit doch 
das physikalische Problem der Erklarung der Spektrumserien 
mittels der Bewegung eines Elektronensystems auf das rein 
analytische Problem einer Reihensummierung zuriickgefiihrt. 
Da hierzu keinerlei dynamische Begriffe notig sind , folgern 
wir, daB die Verknupfung der Linien einer Serie eine rein 
kinematische, allein durch die Form des Integrals (29) be- 
dingte ist. 

Bonn,  Physik. Institut d. Universitat, 4. November 1907. 
(Eingegangen 6. November 1907.) 


