Uber den zéntralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlich-
keitsrechnung und das Momentenproblem.

Von

Georg Pélya in Zirich.

Das Auftreten der GauBschen Wahrscheinlichkeitsdichte e~ * bei
wiederholten Versuchen, bei Messungsfehlern, die aus der Zusammensetzung
von sehr ‘vielen und sehr kleinem Elementarfehlern resuliieren, bei Diffu-
sionsvorgiingen usw. ist bekanntlich aus einem und demselben Grenzwert-
satz zu erkldren, der in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine zentrale
Rolle spielt. Der eigentliche Entdecker dieses Grenzwertsatzes ist Laplace
zui nennen, seine strenge Begrimdung hat zuerst wobhl Tschebyscheff
unternommen und seine scharfste Formulierung findet sich, sowett mir
bekannt, in einer Arbeit von Liapounoff®). Fiir den genauen Wortlaut
soll etwa auf die letzigenannte Stelle oder auf andere Arbeiten fiber den
(Gegenstand®) oder auf die Lehrbiicher der Wahrscheinlichkeitsrechnung®)
‘verwiesen werden.

Ich befasse mich hier bloB mit einer mathematischen Methode, die
zum Beweise dieses Grenzwertsatzes herangezogen werden kann, oder
genauer gesagt, mit einigen rein analytischen Satzen iiber Folgen monotoner
Funktionen, auf die der Beweis aufgebaut werden kann. Dem Kwner
des Gegenstandes wird es nicht entgehen, an welchem Punkte des Hblichen
Beweisganges meine Sitze zu benutzen sind. Man hat z. B. damit an
dle Formel {18) auf §. 27 der v. Misesschen Abhandlung®) snzukniipfen.

D

: ‘} Liapounoff, Nouvelle forme du théordme sur la limite de probabilité.
Mémoires de I'Académie impériale des sciences de St. Pétershourg, ¥ilke sédrie, wol. XII,
Neo. 5.

2} Vgl. z B. R.v. Mises Pundamentalsitze der Wahrseheinfichkeitsrechnung,
Math, Zeitschr., 4 (1919), 5. 197, Sitze I, IIL;. Die Sibze I, IL, IV und V dieser
Abhandlung berGihren sich mit dem hier gemeinten Grenzwertsatwe, aber sind darin

?) Vgl.%- B. Markof{, Wahrscheinlichkeitgreeh
{Leipsig 1912), 5. 6781, 259271
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Der Beweis wird nachher durch eine dhnliche Formel [vgl. Formel (17)
dieser Abhandlung] erbracht, wie die Formel (25) auf 8. 34 der v. Mises-
schen Abhandlung.

Ich erwihne nur, daB anch die schérfste mir bekannte Fassung des
wahrscheinfichkeitstheoretischen Grenzwertsatzes, namlich die von Liapou-
noff, meinen Hilfsmitteln erreichbar ist. Die ausfiihrliche Darstellung
spare ich mir fiir ein Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf, das
ich seit langem vorbereite?).

Die Benntsung diskontinuierlicher Faktoren in diesen Fragen geht
bis auf Laplace zuriick. Liapounoff erreichte sein Ziel durch eine
geistreiche Modifikation der herkémmlichen Gestalt des diskontinuierlichen
Faktors von Dirichlet. Meine Untersuchung im § 1 stiitzt sich eben-
falls suf ‘eine Art von diskontinaierlichem Faktor, nimlich auf ein iiber
dss komplexe Gebiet erstrecktes Integral, das in der analytischen Zahlen-
theorie standig verwendet wird [vgl. (18)]. Mein Weg zum Beweise des
Laplace-Tschebyscheffschen Grenzwertsatzes ist &holich beschaflen,
pur viel weniger verschlungen als der Weg, auf dem man zum Beweise
des Primzahlsatzes gelangt.

Der springende Punkt in dem Tschebyscheff-Markoffschen Be-
weisgange bildet der Nachweis einer Eigenschaft der Funktion

flz)= —}:J‘e“”’dw .

vaJ
Die Fumktionen f, (%), f,(z), ..., f.(z), ... selen monoton; wenn
die Momente von f, (%) gegen die von f(z) streben, so strebt f, (z)
gegen f(z). Ich zeige im § 2, daBl diese Eigenschaft jeder monotonen
und stetigen Funktion f(z) zukommt, die von 0 bis 1 wichst, wahrend
x von — oc bis + oo lauft, wenn nur die Momente von f(z) gewissen
einfachen Ungleichungen genfigen. Diesen Satz mochte ich als den ,,Stetig-
keitssatz ‘des Momentenproblems* bezeichnen. Der Stetigkeitssatz des
Momentenproblems wird sich in §2 als eine leicht tibersichtliche Folge-
rung des SchluBsatzes des § 1 ergeben,

§1.
Sitze iiher Folgen monetoner Funkiionen.
Die Sitze, die ich im folgenden ableite, lassen sich auch fiir ein
endliches Intervall aussprechen und auch auf solche Funktionen mehrerer
4} Eine Probe meiner Untersuchungen habe ich in der Arbeit ,Uber das
GanBpohs Pehlergesetz®, Astromomische Nachrichten, 208 (1919), Nr. 4981 ver-
Sffentlichs.
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Variablen iibertragen, die in jeder Variablen monoton sind. Mit Riick-
sicht auf die Anwendung, die mir vorschwebt, ziehe ich es vor, nur
eine spezielle Art von monotonen Funktionen einer Verinderlichen zm
untersuchen.

Ich betrachte solche Funktionen f(z), die far alle reellen Werbe
von x definiert sind, nie abnehmen, von rechts stetig sind (von links
konnen sie jedoch unstetig sein) und iiberdies die Eigenschaft haben, da8
(1 lim f{z) =0, lim f{z)=1.

r=—w x=+w0

Eine solche Funktion will ich, im AnschluB an Hermn v. Mises, kurz als
eine Verteilungsfunktion bezeichnen.

Satz I. Wenn eine Folge von Verteilungsfunkiionen gegen eine
stetige Verteilungsfunktion konvergiert, so konvergiert sie gleichmadig.

Gemeint ist natiirlich Konvergenz in jedem Punkt. (Wie aus dem
Beweis hervorgeht, wiirde es genfigen, weniger, namlich bloB Konvergenz
in einer iiberall dichten Punktmenge, vorauszusetzen.)

Die fragliche Folge soll

(2) AN AC)TEAC

heiBen, und die Grenzfunktion f(z). Da letztere der Bedingung (1}
geniigt, ist es moglich, bei beliebig vorgegebenem positiven ¢ eine ganze
Zahl I zu finden, derart, daB

(3) =<3, f+D>1—3.

Da die Grenzfunktion f(x) stetig und folglich gleichmaBig stetig ist,
existiert eine ganze positive Zahl m, so daB die Ungleichungen

: —1
4) ) -t <3

(p=—1Im+1, —Im+2,..., —1,0,1,...,im)
erfilllt sind Da die Folge (2) gegen f(z) konvergiert; sind fir alle
von. einem gewissen an auch die 2Im -1 Ungleichungen

(5) (&) &)l <5
(o= —1Im, —Im+1,...,0,...,0m—1,1Im)
erfilit, e
Ich betrachte pacheinander die drei Intervalle von —oc bis —1,
-von —1 bis -1, von 41 bis - oo, jedes fiir sich. Wenn

12*



174 G. Pélya.
so ist
(1) 0—f(~Bf(e)— ) (- 1) -0,

da die betrachteten Fmnktionen monoton sind und den Bedingungen (1)
geniigen. Nun ist nach (3) und nach (5) (u = — Im gesetazt)

DS~ =D+ <5+

Durch Berticksichtigung dieser Ungleichung und der Ungleichung (3) ergibt
sich aus (7) im Intervalle (6)

~ 5 Sh@ —f@) <o

Abnlich 18t sich der Fall z>--! behandeln. Liegt aber z zwischen

—F und +1, s0 ist
a-l o p B
m - =m

fiir ein passendes g der Rethe y=—1Im+1,...0,...+Im. Somit ist
nach (4 und (5), und weil die betrachteten Funktionen monoton wachsen,

fum) - r@ < (f (L) —r(£)+(r (L) - (Y < 5+ 5

o s v P —1 — 1Y) : —1 £ 2
rw =z (. (50 - r(650) - ((5) - 150 2 5 -5
D. h. es ist fiir alle Werte von 2

—esf (el —f(B)<e
fiir alle m von einem passenden an, w.z. b. w.

Satz II. Es ses die Derivierte von rechis der stetigen Funktion F, (z)
eine Verteslungsfunidion (n = 1,2} 3,...). Wenn die Folge
{8} Fz), Fo(z), ..., F (z), ...
gegen eine derivable Funktion F(x) konvergiert, derem Dertvierte eine
Verteslungsfunktion ist, so konvergiert auch die Folge der rechien De-
rivierten. der Funktionen F,(z), und zwar gleichmdipig gegen F'(z).

Ich bezeichne die rechie Derivierte von F (x) mit f, (z), die De-
rivierte von F{z) mit f(z). Die Funktionen f,(z) kénnen eventuell
an unendlich vielen Stellen Unstetigkeit durch Sprung erleiden. Eine
andere Art von Unstetigkeit ist bei monotonen Funktionen ausgeschlossen.
Die Funktion f(z) ist jedoch eine Derivierte, nimmt als solche alle
Zwischenwerte an, kann folglich keine Sprungstellen haben und ist somib
stefig. Gestiitzt auf Satz I geniigt es also, blo8 die Konvergenz der

Folge f.(z), fu(z), ..., f.{(2z), ... zu beweisen, die gleichmaBige Kon-
vergenz. folgt daraus von selbst.
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Es sei £> 0 vorgegeben. Zu einer gegebenen Zahl z lassen sich
zwei andere z, und x, so bestimmen, daB

r, <oy
P B (x)— F { E i F(wy)—F .
(9) §_,,(%r51_(ﬁ;~f(x)§<—2~, ;Jf”;i:;@«f(m)k%.

Da f,(x) eine Verteilungsfunktion und die rechte Derivierte von F (=)
ist, folgt fir alle n

F(5)—F (x)=[f(s)dz < (2 — z,)f,(2),

To
Fo(2) = Fo(a) = [ fu(a) dz 2 (2, — 2)f, (=),
oder anders geschrieben
Fa ()~ Fu(ay 3 Fa(zg) — Fy ()
"—‘7,,—:;;;—‘”2 Shiz) ==
Daraus folgt, da die Folge (8) gegen F () konvergiert, daf fiir alle »

vonr einem gewissen an

(10) R FAOECIC I S

x— 2
ist. Kombiniert man (9) und (10), so ergibt sich fiir alle fraglichen n
i) —flz)| <e, w.z.bw

Satz 1IL. Ich betrachie die Folge von uneigentlichen Stieltjesschen
Integralen

+w 4 +
(1) Jetdfy(1), Jerdfy(9), ... [emdfy(), ..o
wo f1(t), fo(8)s -, [,(28), ... Verteilungsfunktionen bedeuien und eine
positive Grofe a existiert, derart, daf jedes Integral fir —a L u < +a
konvergiert. Es sev vorausgeselzt, dof fir dieselben Werte von «
E Fooo
(12) lim [ eutdf,(s)= [ exdf(t),

wo [(t) eine stetige Verteslungsfunktion bedeutet.
Dann ist, gleichmafig far olle Werte von =,
(1) lim £, () = f(2).

Um diese Behanptung zu beweisen, setze ich

+ o

Jewtdf(t) = (u), f entdf, (8)— 2, (u)

—x —
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und betrachte die Funktionen & (w}, &, (u) fir komplexe. Werte der
Variablen u, insbesondere fiir solche, die im unendlichen vertikalen Streifen

(14} —a Xl Ru)<+ta
von der Dicke 2a liegen. Es ist fiir & > 0, wenn (14) erfiillt ist,

b = 0 [
(15)  [feaf, ()| < [edf, 1), SJemdf (1)< [emdf, (1),

Daraus folgt, daB die Integrale (11) im ganzen Streifen (14) existieren,
und daB in dessen Innerem die Funktionen @, (u) simtlich analytisch
sind. Es folgt iibrigens aus (15), indem man b unendlich werden IaSt,
daf in demselben Streifen (14)

{16} 1D, (v)]| £ @,(a) 4 @, (— a).

Die rechte Seite dieser Ungleichung hat, nach Voraussetzung (12), fiir
n == 0o einen Grenzwert. Sie hat also a fortiori eine von n unabhingige
endliche obere Schranke, und folglich bleibt die Funktionenfolge
b, (u), Dy(n), ..., D,(u), ... in dem Streifen (14) gleichmiBig be-
schrinkt. Die Konvergenz der Folge (11) pflanzt sich somit,” kraft des
grundlegenden Vitalischen Satzes, von der reellen Achse auf den ganzen
Streifen (14} fort und findet gleichmiflic in jedem endlichen Teil da-
von statt.

Es sei die Zabl ¢, 0 <e<a fest gewdhlt. Es folgt aus dem er-
schiossenen Verhalten der Folge @, (w), B,(u), ..., D (%), ..., daB

a+tHte g o
. —zu
SYE hm f@,(w}——w duwf@ u)iﬁdu,

fiir beliebige reelle Werte von z, die Integrale entlang einer zur imagi-
néiren Achse parallelen Gerade erstreckt. In der Tat: die Integrale links
haben, nach (16), eine gemeinsame Majorante.
Es ist, wie bekannt,
+

Q“‘"t—m

Da man bei absoluter Konvergenz die Integrationsfolge vertauschen

Cfir 220,

(18] @ fir 250,

[22
].\,‘
gﬂi@ 3

L2 1 a4i%®

gmfdi,,(u)wmdu—fdf ol —j; :“5 du) = f{t——x)df

B
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Eine dhnliche Formel gilt fir @ (). Setzt man also

Foa) =2+ [(—2)dfy(t), Floy=z+ | (t—a)df(t),

so kann man (17} auch so schreiben:
(19 lim F_ (x)~= F(z).
n=x

Die rechte Derivierte von F,(z) ist f,(z), die Derivierte von F(z} ist
f(z), wie man leicht nachrechnet. Somit wird der Satz II auf die eben
definierte Folge F, (z), F,(z), ..., F (z), ... anwendbar, und der Satz III
ist bewiesen.

In den Anwendungen auf Wahrscheinlichkeitsrechnung ist

fla) = = f e dg,.
vad

und die Gleichung (12) 148t sich gewShnlich verhsltnismaBig einfach er-
halten, wie z. B. bei dem Markoffschen Problem der verketteten Grofen.
Die Stellung meines Beweisganges zu den eingangs erwihnten laBt sich
0 charakterisieren: Tschebyscheff und Markoff betrachten hauptsachlich
die Derivierten von @, (u) fiir w =0, Liapounoff betrachtet &, (u) fiir
rein imaginire Werte von u, ich betrachte @ (u) als analytische Funk-
tion von u im Streifen (14). FEiner Verallgemeinerung auf mehrere
Variahlen, die zur Behandlung mehrdimensionaler Wahrscheinlichkeits-
probleme dienen kann, steht keine Schwierigkeit im Wege.

§ 2
Der Stetigkeitssatz des Momentenproblems.
Ich beweise den folgenden allgemeinen Satz:
Die Verteilungsfunktion f(x) sei stetig. Die Momenie von fix}

(20) [amdf(z)=t, (m=0,1,2,8%,..)
gollen der Bedingung geniigen, daf
2o .
— 7
{21) m Yon

endlich ssi. Geniigi dann die Folge von Verteilungsfun
(22) AN ACRAG NN

B
(23) tim [ aedf, () =i {e40,1,2,3,...),

Lt i
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so st
lim £, (2) = f(z)

gleschmapig wn jedem Imiervalle.

Kurz gefaBt, besagi dieser Satz, daB wenn die Momente der Funk-
tionenfolge (22) gegen die von f(x) konvergieren, so konvergiert die
Folge gegen f(x). Tschebyscheff und Markoff haben diesen Satz blof
fiir den Fall

x

. 1 o

fley== ‘};Ele dx
bewmn‘) Heute, wo neuere Untersuchungen das Stieltjessche Momenten-
problem in verschiedenen Richtungen vertieft und klargelegt haben, ist
der Satz verhiltnismiaBig leicht abzuleiten. Er ist ein einfaches Korollar
einer kiirzlich publizierten Bemerkung des Herrn H. Hamburger®), die sich
threrseits auf die wichtigen Untersuchungen des Herrn Grommer?) stiitzt.

Es sel mir gestattet, fiir diesen Satz, dem so viele beriihmte Be-
miihungen gegolten haben, hier einen kurzen, direkten Beweis zu fiithren,
der sich neben einigen rein algebraischen Sitzen, die jedem Kenner des
Momentenproblems véllig geliufig sind, sich blof auf meinen eben be-
wiesenen Hilfssatz IIT stiitzb.

Ich will zuerst die ndtigen algebraischen Sitze in passender Fassung
zusammenstellen, die bis auf einen, den man Herrn Grommer verdankt,
sich schon in den ersten Arbeiten von Tschebyscheff und Stieltjes
finden?®).

1. Eine Verteilungsfunktion, die nur endlich viele Sprungstellen hat
und zwischen zwei konsekutiven Sprungstellen konstant ist, bezeichne ich
als eine Treppenfunkiion. Ist f(x) eine Verteilupgsfunkiion, jédoch
keine Treppenfunktion, so gehort zu f(x) eine nie abbrechende Folge won
anndhernden Treppenfunktionen T, (x}, T,(x),..., T, (x), ... .

Hierbei ist T (x) eindeutig bestimmi durch die Forderung, daf sie
gmwu n Smmgstdlm haben und den 2n Gleichungen

E‘) Em a.uﬂemrdenthah eleganter Beweis befindet sich bei A. Markoff Démon-
stration da second théoréme-limite du caleul des probabilités par la méthode des
moments. (Supplément & la S-iéme’édition russe du ,Caleul des probabilités®.)
{86 Pétersbourg, 1913.) Vgl auch v. Mises a.s.0, 8 51.

% H. Hamburger, Beitrige sur Konvergenztheorie der Stieltjesschen Ketten-
briiche, Math. Zeitschrift, 4 (1919}, 8. 186—222. Vgl 8. 212-222,

3 J. Grommer, Ganze transzendente Funktionen mit lauter reellen Naullstellen,
Crelles Journal f. Mathematik, 144 (1913), S. 114—166.

% Btieltjes, Quelques recherches sur In théorie des quadratures dites mécani-
ques, Annales de I'Beole Normale. 3. Folge, 1 (1884), S. 409—426.
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+
(24) [#dT ()=t (»r=0,1,2,8,...,20— 1)

geniigen soll.

2. Befindet sich x zwischen zwei benachbarten Sprungsiellen von
T (), so kann die Differenz f(z) — T, () den groferen der beiden =m
diesen Stellen gehorigen Springe dem absoluten Werte nach wicht
dibertreffen.

Die beschriebene Ungleichung bringt nur einen Teil der Tatsache
zum Ausdruck: die die Funktion f(z) darstellende monotone Kurve muf
alle vertikalen Strecken der Treppe passieren, die 7, (%) darstellt.

3. Wahrend die 22 ersten Momente von f(:c) mit denjenigen von
T (x) gemiB (24) ibereinstimmen, besteht fir die hoheren Momente von
geradem Index die Ungleichung

to

(25) Ja2dT (z) < by, (r=n,n+1,n+2,...},

die von Herrn Grommer herriihrt®).
Ich betrachte nun das Stieltjessche Integral

+ = +v~7
(26) fe“’dT(w}wto~L By ;;“U "‘“+Z | 27d T (),
— v==Bu

das eigentlich bloB die Summe von » ExponentialgréSen und als solche
eine ganze Funktion der Variablen w ist. Die Voraussetzung (21) konnte
auch so gefaBt werden, daf

endlich ist, oder auch so, daf die Potenzreihe

(27) t-g—‘f:u—f—,, +“t”‘ Wit g
einen von ( verschiedemen Konvergenzradius hat. Die Potenzreihe {27}
ist ‘jedoch eine gemeinsame Majorante aller Reihen, die man erhalt, wenn
man rechts in (26) n=1,2,38,... setzb. Auf die Glieder mit geradem
Index ist die Ungleichung (25) olme weiteres anwendbar, fir die Glieder
mit ungeradem Index besteht die Ungleichung

+x x  h® + =
(JorrrtdT, (2)) < [22d T,(z) [ 22+2d T, ().

s« i o o

% Vgl L e. 7 8. 132, Formel (16).



180 G. Pélya.

Da wir mit einer Folge von Potenzreihen mit gemeinsamer Majorante zu
tun haben, folgt ans (26) im Innern des Konvergenzkreises der Reihe (27)

(28 lim fe«“‘dﬁ’n(m)mto—fg~{i—u—i—-;llug—{—...zfe“”df(x).

Die Verwandlung der Reihe in das Integral ist gestattet, da auch das
Integral

+W N
Femara)

von der Rethe (27) majorisiert wird?®).

Mit (28) ist jedoch die Bedingung (12} des-Hilfssatzes III erfiills,
doreh dessen Anwendung sich
(29} m T (z) = f(x)

ergibt, und zwar gleichmiBig fiir alle z, da doch f{z) als stetig vorausgesetzt
wurde. Die Limesgleichung (29) ist gema8 (24) nur ein Spezialfall des
zu beweisenden Satzes, aber in diesem Spezialfall ist der Kernpunkt der
Sache enthalten').

Ordnen wir jetzt ndmlich der Verteilungsfunktion £, (x), die das all-
gemeine Glied der Folge (22) bildet, die anndhernden Treppenfunktionen

TH(2), TSx), ... TS (), ...
mand gerlegen wir die Differens
(3(}} fi”}”—ﬁzéx}mff(x)" Tm($)§+ (Tm(x) - Tv;,l)(x))
+ (T2 () — (=),

deren drei Teile wir nacheinander betrachten wollen.

Es sei ¢ >0 vorgegeben. Da die Limesgleichung (29) gleichmaBig
fiir alle 2 stattfindet, und die Funkfion f(x) gleichmaBig stetig ist, ist
es zundchst moglich ein m zu bestimmen, so daf fir dieses m

m) Vgﬁl bex Hambarger, L e % S. 195, Hilfssatz 2. Ubrigens wire in unserem
Fall anch der WeierstraBsche Doppelreihensats anwendbar.

) Die Bezichung (29} kann aveh so ansgedriickt werden, deff der zu der Reibe
y&— ¥

Pl

f 2 Ef(x) assoziierte Kettenbruch, dessen a-ter Niherungsbruch eben

-
S

j %%%_). ist, konvergiert. Vgl. Hamburger a.a. 0. Ubrigens ist das Haapt-

femms des Herrn Hamburger a. a. 0. 8. 196—198 in unwesentlich verschiedener
Form schen in meiner unter %) zitierten Arbeit zu finden.



Uber den zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitarechnung. 181

31) (z) — T(@)| < §

wird, und da8 alle Sprilnge der Funktion 7,(x) ebenfalls kleiner als §
sind.

Die m Sprungstellen und die m dazugehorigen Spriinge der Fanktion
T, (x) sind algebraische Funktionen der 2sm Zahlen &, &, ts, .. ., fam—1
ebenso, wie die m Sprungstellen und Spriinge von T4 (z) von den ersten
2m Momenten von f, (x) es sind (vgl. unter 1). Des genaueren soll man
sich daran erinnern, daB die m Sprungstellen ven 7', (x) die verschiedeilen
{und folglich einfachen) Nullstellen einer Gleichung m-ten Grades sind,
deren Koeffizienten rational von &, bi,%, ..., la;—y abhingen, und daB
jeder Sprung sich rational durch die betreffende Sprungstelle und durch
to, b1, .- ., tam—y ausdriickt. Beschrinken wir uns auf die ersten 2m
Limesgleichungen unter (23 ), indem wir u == 0,1, 2, 3, ..., 2m — 1 setzen.
Beachten wir, dafl algebraische Funktionen stetig sind und daB unter den
beschrichenen Bedingungen eine Verwechselung der m verschiedenen
Zweige unmoglich (und auch irrelevant) ist. So sehen wir, daB es' eitie
ganze Zahl N existiert, so daB fiir n > N einerseits

(32) T() — T (=) ] < §

und andererseits die Spriinge von Ta’'(z), ebenso wie diejenigen von
T (z), kleiner als ;,‘ ausfallen.

Aus der letsterwihnten Tatsache folgt, gemiB dem unter 2 zitierfen
Satze, daB

i38) T 2) — ()] < -

Die Gleichung (30) und die Ungleichungen (31}, (32), (33} ergeben

zusammengefalt
(@)= fulz)i <e
fiir alle fragliche n und gleichmaBig fiir alle z, w. z. b. w.

Bs liegt auf der Hand, daB die hervorgehobene GleichmaBigkeit der
Konvergenz ohne die vorausgesetzte Stetigkeit von f(x} fiir beliebige
Folgen (22) nicht stattfinden konnte. L&8t man die Bedmgung der
Stetigkeit von f(x) fallen, so gibt der dargestellte Beweisgang moch immer
bestimmte Resultate, auf deren Formulierung ich kein Gewicht lege.

{Hingegangen am 4. September 1919.}



