
l~ber den zgntralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlieh~ 
keitsrechnung und das Homentenproblem. 

Von 

Georg P61ya in Z~ri,~% 

Das Aaftreten clef Gau~schen Wahtsehe i~c~ t~d ich te  e ~ 
~viederhotten Versuchen, bei Messungsfehlera, die a ~  der Z u ~ m m e n s e ~  
you sehr ~vielen und sehr k l ~ e u  EIemen~rfehtem resultieren, ~ ~trra- 
siousvorg~gen usw. ist bekannttieh ~ ein~m und demselben 0~nzwer~ 
sat, z zu erkl~ren, der in get Wahrsch~chkeits~echnung e/he z eutrale 
RoHe spielt. Der eigentliche Ent~lecker dieses Grer~z~vert~a~es ist Lap lace  
zu nennen, seine strenge Beg~_adung hat zuerst wolff Tsehebysche f f  
~mteznommen u_nd seine sch~s te  Formulienmg fincle~ ~ch, sowei~ mir 
bekannt, in einer Arbeit yon Liapounoff*).  Ffir den genaae~ Wortlmut 
solt etwa aaf die l e ~ e n a n n t e  S ~ l e  oder auf andere Arbeitam fibe~ dee 
Gegenstand ~) oder auf die Lehrbficher der Wahrss 
ve~wiese~ werflem 

Ich be~aSse reich hier hloI~ mit emer m a t h e m a ~ e n  ~Iethode, 
zum BeweL~e dieses Grenzwertsat~es hemngezogen werclen kann, 
genauer g~sagt, mit eirdgea rein analy~,schen S ~ e n  iibex Folgen m ~  
Funktiormn, aaf ~ e  der Beweis au~ebaat werden kann. I~ m Ke~aer 
des Gegeastandes w i ~  es nich~ entgehen, an w e t ~  P n ~ e  ~ 
Beweisganges m ~ e  ~ ~a benutzen siu~ Man hat ~ B, ~ aa 
die F o ~ l  (13) a~f S~ 27 cler v. Misess~he~ ~ b h ~ n ~  u r ~ e ~  

~} L i ~ p o u n o f f ,  i~ouvelle forme d,u t h ~ r ~ m e  sur  la ~ m ~  ~ , l ~ b a ~ t ~ o  
~ i r e s  de 1 ' ~  i m ~  des se~eaes de S ~ P ~ , ~ e  ~ ,  voL, XII, 

~ u n g  b e ~ = ~  ~ m~ dem h ~  gememt~a ~ ~  ~ ~ ~d~ria 

~} V g l . z . B . ~ d , r k o f f ,  W �9 ~u - "~- n m ~ g , ~ ~ a H ,  L i e b m a n a  
( ~  t~) ,  s. ~-s~, ~ - ~ .  
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Der Beweis wird nachher dutch eine ~hnliche Formel [vgl. Formel (17) 
di~esar ibhandlung] erbrach% wie die Formel (25) auf S. 34 d e r v .  Mises- 
schen Abhandluag. 

Ida erwiitme nut, dal~ ~ die soh~rfste mlr be-kann~e Fassung des 
w a h ~ h e i ~ ~ b e o r e t i s ~ h e n  Grenzwerf&~tzes, n~mlich die yon Liapou-  
neff ,  me~e~a ~ i # ~ e l n  erreiehbar ist. Die ausfiihrliche Darstellung 
spare ieh mix ~ em Lehrbuch der Wahrscheinliehkeitsrechnung auf, das 
idh sei~ l a ~  ~ Vorbereite4). 

Die Bem~tmnlg diskontinuierlicher Faktx)ren in diesen Fragen geht 
bis atff Lap lace  zuriiek. L i apounof f  erreichte ~ Ziel dutch eine 
geistre~he Modifikation der herkSmmlichen Gestalt des diskontinuierlichen 
F ~  yon Di r ich le t .  Meine Untea~uchung i m w  1 stiitz~ sich eben- 

m~ ~eine Art yon diskontinuierliehem Faktor, n~mlich auf ein fiber 
k~mptexe Gebiet erstrecktes Integral, alas in der analytischen Zahlen- 

theo~e stRndig verwendet wird [vgI. (lS)]. ]gein Weg sum Beweise des 
Laplace-Tsehebyscheffschen Grenzwertsatzes ist Ehnlich beschsffen, 
nux viel weniger versehlungen als der Weg, auf dem man zum Beweise 
des Prlm~,,hlsatw~s gelangt;. 

Der springende Punk~ in dem Tschebyscheff-Marl~offschen Be- 
w ~ n g e  bilcle~ der Naohweis einer Eigenschaft der Funktion 

Die Fn~l~onen f , (x ) ,  f~(x), . . . ,  f~(x), . . .  seiea monoton; wenn 
die Momenf. yon f . ( s )  gegea die yon f(~) s~reben, so strebt f.(z) 
g%mn f ( z ) ,  Ich zeige i m w  2, da~ diese Eigensehaft jeder monotonen 
und st~Agen I~,,!~ion f ( z )  zukomm% die yon 0 bis 1 W~ehs~, w~hrend 
x yon - - c r  his + e c  lguf~ wenn nur die Moment~ von f (x)  gewissen 
einfadaen Ungleichungen geniigen. Diesen Sara mSchte ich als den ,,Stetig- 
keitssatz "4~a Momen~.~roblems" bezeichnen. Der StetSgkeitssatz des 
Momentenprobtems wlr4 sieh in w 2 ~ eine Ieich~ iibersichtliche Folge- 
/mug des Schlu~sataes 8~s w I ergeben, 

w 

8atze iiber PoSen m , o ~  ~ - I d i o ~ n .  

Die S&t~e, die ioh im folgenden a-bleite, lassen sida such fiir ein 
endi4ehe~ la~tervall ausspreehen and aach auf soldae Fnnktio~en mehrerer 

*) Eine l~obo meiner Un~ersuehmagen ~ ie~a in der Arbedt ,~bex 
G ~ a ~  F~levgese~ ~, ~ e  ~ch~ieht~, ~ (1919), Nr. 4981 vet- 
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Variablen iibertragen~ die in jeder Variablen monoton sincl. ~t R~ck- 
sicht auf die Anwendung, die mir vorschwebt, ziehe ida es vor, nut 
eine spezielIe Art yon monot~nen Fank~ionen einer Ver~inderlichea ~a 
u n ~ c h e m  

Ich bet~achte solehe ~mktionen [ (x) ,  die fiir alle reellen W ~  
yon x definiert si~d, hie abnehmea, von rechts s~et~ig aind (yon 1 ~  
kSnnen sie jedoch uns~etig sein) und iiberdies die Eigenschaft haben, datl 

( 1 ) lira f ( x )  -~ O, lira f (x)  = 1. 

Eine solche Funlr~ion will ich, im inschlul~ an Herin v. Mises, kurz als 
eine Verteflungsflm~ion bezeichnen. 

8a tz  I. Wean eine leolge ~ Ver~ei~ungs/unlc~me~ gegen eine 
s~ige  Vertei lune, /~-,M~ ~onvo'e;~t, 8o L'onvereier~ de  g l e i e ~ f i g .  

Gemeint ist na~iirlich Konvergenz in jedem ~ n ~  (Wie aus dem 
Beweis hervorgeht, w~de es geniigen, weniger, nhmiieh bIol~ Konverge~z 
in einer iiberalI dieht~m PunkCmenge, v o m ~ t ~ m )  

Die Lmgliche Folge soll 

( e )  . . . ,  . . .  

heifle~, und die G r e n ~ m ~ o n  f ( x ) .  Da l e ~  der Bedingung (1) 
geaiigr isr es mSglich, b~ beliebig vorgegebenem positiven ~ ebae 
Zahl 1 zu linden, dezart, da~ 

8 

(3) f ( - -  l) < ~ ,  f ( +  l) > 1 -- ~ .  

Da die (Iren~fankt/on f ( x )  stetig mad iolglich gleiehm~-tlig ~ is~, 
existier~ ~ine ganze positive Zahl m, so daft die Ungleiohungen 

(fz = - -  l n ,  + 1 ,  - -  l m + 2  . . . .  , - -  I ,  O, I . . . .  , i r a )  

erfRlN ai~a Da die Polgr (2)gegen f(s) konvergierg; grad ~ ~le 
vo~ ~ geMssen an ~meh die 2 l m  + 1 Ur~leiehungea 

(#  = -- ~m, -- l m +  i ,  ...., 0 , , . . . ,  t ~  - - 1 , / m )  
erffillr 

Ieh betraeJate 1 ~ ~  ~ e  &ei L ~ e  v ~  - - e c  bis - - l ,  
yon -- I ~ + 1, yon + l his + co, ]~e~ ~ sich. Wean 

12" 
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soisr  

(7) 0 -- f ( -  1) ~ f..(x) -- f (x)  ~ [ : , ( -  l) -- 0, 

d~ die b e a t e n  t~lmk~t~mea mono~on sind und den Bedingungen (1) 
g o n ~ n .  ~un ~ ~ O) .ha  .ar (5) (,,,=-zm gese~)  

t : ( -  1) s i f . ( - - l )  - f ( -  ~)t + f ( -  l) ~ �89 + ~.. 

Darch Be~icl~ich~ig~g dieser Ungleichang and der Ungleichung (3) ergibt 
~ h  a~s (7) im Int~r~alie (6) 

_ • < f ~ ( ~ )  - f ( ~ )  < ~. 

.~h~l~ch lii~t sich cler Fail x ~  .4-1 behamielm Liegt aber x zwis~hen 
- i  and + l ,  so 

ein ~ n d e s  /~ dex Reihe u = - - l m @ l ,  . . .  0 . . . .  @ l m .  Somit ist 
aa~h (4~ and (5), and weil die bet~rachteten Funktionen monoton wachsen, 

/;,(~) - f ( ~ )  =< ~ - + - -  ~ ~- + ,~, 

i t - - 1  

D. h. es isr ~ ~ 0  Wer~e yon x 

flit a~e ~ yon ei~em ~ a d e n  an, w. z. h. w. 

Sa~z ii. Es sei die De~vier~ vor, reohts dex steligen ~ u n ~ i o n  F,~(x) 
eine Verte~u~g$/un&tion (n -= 1, 2~ 3, . , .  ). Wenn d~e ~olge 

gegen ei~=e d e r i ~  ~un~tion ~ (x )  ~mvergiert, deren Derivierte eine 
V e x t e i l ~ / u ~ k m  ~ ,  so ~ x e r g i e r t  auch die .~olqe dex rechten De- 
~iv~rten der ~un~t~o~en ~ . (x ) ,  und z ~  g~ei~hm~flig gegen $"(x). 

Ich bezeichne die rechle D ~ v i e n e  yon ~'~(x) mir L(x)~ die De- 
rivie~e yon F ( ~ )  mi~ f ( x ) .  Die Yonk+Aonen f,,(x) kSnnen even~uell 
an unencUich vieten St~lIen Unstetigkei~ ~ Sprung~ exleiden_ Eine 
~ e r e  Art yon Unstetig~eit ~ t  bei m o n o ~ e n  Fun~onen  ausgesch~ossen. 

F n n ~ o n  f ( x )  ist ]edoc;h eine De,v ierS ,  nimm~ als solche alle 
Zwisekenwe~e an, kann ~olg~eh k eine Sprangstellen haben und is~ somi~ 
~ .  ~ t x ~  auf Sa~ I geniig~ es ~ ,  blol~ die Konvexgenz der 
Fol~  f~(x), s  . . . ,  f~(x) . . . .  ~a b~weisen, di~ gleichm~ige Kon- 
v e ~  folgt daraus yon selbst. 

2" 
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Es sei ~ > 0 vorgegeben. Zu einer gegebenen Z~hl �9 lassen 
zwei andere x~ und x~ so bestimmea, da$ 

Da t~(x) eine Veneilungsfunktion und die rechte Derivierte yon _~,~(x) 
ist, folgt far alle n 

F . ( x ) -  F.(x~)= f f.(x)ax ~ (x -- x:) f . (x) ,  

tz (x,) -- F . ( x )  = f f i x )  dx  >= (x~ -- x) f . ( z ) ,  
$$ 

odex anders geschrieben 

Daxaus folgt, da die Folge (8) gegen F(x)konvergiert,  da~ f ~  alle 
yon einem gewissen an 

8 

(I0) F(~) -F(~) _< f~(x) ~ ~'(~)-F(~) +: 

isls. Kombiniert man (9) und (10), so exgibt sigh fiir alte fraghdmn n 

! f . ( x ) - -  f (x )  _~ e, w.z.b.w. 
S~tz III.  Ich b,etrachte die Fohje you u n e i g e n g ~  Sti6lt]esache~ 

Imeg~en 
+az +ao +a: 

(11) fe~tdf~(t), f e b , a f t ( t ) ,  . . . ,  f z ~ d f A t ) ,  . . . ,  

wo f~ (t), f , ( t ) ,  . . . ,  t~,(t), ..- Veruaungdu~ion~n b e d ~ t  ~t~ 
positive CcrSfle a e:xisties*t, d~axt, daft ~et~es Integral ]~ar -- a ~ u ~ + a  
koac, ergierA Es sei vorausgese:tz~, ,daft f~i~ diesdhen Werte ~ u 

(12) .~m f eutdf.(t)  = f e ' tdf(t)~ 

wo f ( t )  ~'~, s~etige VerteiZuna~tunktio~ b ~ .  
is~, ~flig far ~ Wer~e yon ~, 

(13) lira f .  (~) = f ( x ) .  

Um ~ BehaupVang zu beweisea, seize ich 

j ' e " d f ( t )  ---- ~ ( u ) ,  f e . td f , , ( t )= ~.(~) 
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und be~rachte die Funl~ionen q~(~), r  fiir komplexe. Werte der 
Variablen u ,  insbesondere ~ sol,he, ~ im unendlichen vertikaIen Streifen 

yon der D ~ e  ~a  lieges. ~ ist ~ b > 0, wenn (14) er~"llt ist, 

b ~ 0 O 

(i5) If~'df.(~)i<_fe'*df,,(t), fe"clfAt)i~fe-"df.(t). 

Daraus 'folgr dais die Integrale (11) im ganzen Stceifen (14) exisheren, 
und dab in dessen Innexem die Funkt~onen qs (u)  s~mtlich analytisch 
sind. ~ folgt iibrigens aus (15), indem man b unendlich werden I~r 
~ *  in demselben Streife~ (14) 

~ e  rechte Seite die~r Ungleichung ha~, nach Voraussetzung (12), flit 
~ co einen Gren~wert. Sie hat also a for~iori eine yon n unabh~ngige 

endliche obere S c h r ~ e ,  und folglich bleibt die Funktionenfolge 
~5~(u), #~(u) . . . . .  # , (u ) ,  . . .  in dem Streifen (14) gleielma~ig be  
sehr~nkk Die Konvergenz der Folge (11) pflanzt sich somi~," kraft des 
g r m a d l ~ e ~  Vi~alise3aen Sat~es, yon der reellen Achse auf den g~._nz~ 
StreWn (14) for~ and finde~ gleichm~Big in jMem end:lichen Tell da- 
yon s~att. 

t~  ~ei die, ~ ~, 0 ~ ~ ~ a fes~ g e ~ .  Es folg~ aus dem er- 
~ lossene~ Verhalten clef l~olge ~ (u), ~ ( u ) ,  . . . ,  ~5(u) . . . .  , dab 

beliebi~ ~ Were  yon x, ~ IntegtaI~ engtang einer zur ~ -  
n~.ren Aehse fm~allete~ ~ a d e  e r s t ~  Ia det Ta~: die Integmle links 
haben, nacb (16), eine g e ~ e  ~a}oran~e. 

Es ist, wie bekazm~ 

Da man bei absoluter Konverg~z ~ e  In~at~onsfolge vea~auuchen 
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Eine ~ihnliche Formal gilt fiir ~(u'). Setzt man also 

Fo:x)=x§ P(x)=x-~f( t - -x)df ( t ) ,  

so kann man (17) auch so schreiban: 

Die rechte Derivierte van F. (x )  ist f,,(x), die Derivierte van F(x )  is~ 
/ ' (x),  wie man leicht nachrechnat. Somit wird der Satz II auf die eben 
definierte Folge F (x), Fe(x ), . . . ,  F=(x'), . . .  anwandbar, und der gatz III 
ist bewiesen. 

In den knwendun~gen auf Wahrscheinlichkeitsre~hnung ist 

~ 

una die Gldchung (12) l~l]t sic]: g~wShntiah verl~lmism~ig e i ~  ~- 
halten, wie z. B. bei 4am Markoffschen P~oblam der verkat~e~ G:6i~.. 
Die Stellung meines Beweisgangeszu den eingangs arw~hnten I~d~t sich 
so charakterisieren: Ts~habys~heff  un4 ~ar l rof f  betray, bran haul~tS~chIicl~, 
4ia Derivierten van : 5 ( u )  fiir u == 0, L iapounof f  betrachtet ~ , ( u )  
rein imagin~e Warte van u, ich betrachta ~ ,  (u) als analytJsc~e Funk- 
~ion :~on u im Streifan (14). Einer VeralIgemeinerung anf meb~re 
u die zur' Behandlung mehulimansio~er W ~ e i n i i c h i c e i t ~  
probleme dienen kann~, steht keine Schwiarigkeit in: Wage. 

w  

Der Stetigkeitssat~ des Momenteaproblems. 

lab bewei~ den folgenden al]gemeinen Sa~z: 

r e r t d l u n g , / u ~  f(~) ~e~ ~e*~. Die Momenta vo~ f ( ~  

~ Bedi~ung gen~en, daft 

a ~  danu d& Foh~ vo~ V e r ~ ~ e a  

f~(x), f,(x),.~(~), . . . .  f , , ( , ) , . . .  

( m =  0, 1 , 2 ,  g . . . .  ) 

( ~ 0 ,  1 , 2 , 3  . . . .  ), 
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~o fat 
lira f , ( x ) ; . :  f ( x )  

Ztm~ 

Kurz g ~ t ~  besa~ dieser S a ~  da~ worm die Momente cler Funk- 
tioaeafolge. (22) gegen ~ yon f ( x )  konveegieeen, so konvergiert die 
Folge gegea / (x ) .  Tselaebyscheff  und Markoff  haben diesen Satz blog 
fiir den ~ 1  

X 

. v, x j o  

bewi~) l  ~ ). Heute, wo nouere Un'r~rsuchungen das S~i el t j essche Momenten- 
problem in vemekiedenon l~iohtungen vertief~ und ldargelegt haben, ist 

Satz verh~talismii~ig leicht abzuteiten. Er ist ein einfaches Korollar 
emee k~zlich publizie~en Bemeekamg des Herrn H. HamburgerS) ,  die sich 
ihrerseits altf die wichtigen U~teesuchungen des tterrn Grommer  ~) stiitzt. 

Es sai mir gestattet, fiir diesen Satz, dem so viele beriihmte Be- 
mfihmagen gegot~n haben, bier einen kurzen, direkten Beweis zu ffihren, 
dee sich neben oinigea rein aJge-braischeal S~tzen, die jedem Kenner des 
Momealhmproblems vSIIig ge2~ufig sind, sich blo$ au_f meinen eden be- 
w i ~ n  Hilfss~z III  s~tz,.  

Ich will zae~r die nSts algebraischeal S~tze in passender Fassung 
zusammenstellen, die his aaf ainen, den man tterrn G r o m m e r  verdank~, 
sich sch~m in d ~  e~t~n Axbeitem yon T s c h e b y s c h e f f  mid S t i e t t j e s  
fincleas~ 

l. Eine V e r t e i l u n ~ o l l ,  die nur ond~oh viole SprungstelIen ha~ 
und zwischen zwei konse~tiven 8prangs~ltea lmnstant ist, bezeiohne ich 
als eine Treppe~]~ddion. I,.~ f ( x )  ein* Vertei~gs]ank~ion, ~ ioc~ 
keine T r e p t m v ~ r  ~o gehSrt zu f ( x )  ei~e hie abbrezAende Eolge voi~ 
a n ~  Treppan]unlaion~ Tx ( x ), T,  (x ), . . . , T ,  ( x ), . . . . 

t t ierbei ist T~(x) d n d e u ~  bestimmt dutch die _~orderung, daft , ie  
ganau n S p r ~ g s t M ~  haban und dan 2n G~dchuncdan 

~) FAn au~eroedeaxtlieh ~legtmt, ar Be~eis ~ Me& bei A. Markoff, D6mon- 
stmfion du second t h e r e  du ~ des probabRit6s par la mdthode des 
moments. (Suppldment ~, la ~e~Aditkm passe ~cM ~lc~l des prob~bilitdsC) 
~ PAte~sbou_rg, 1918.) VgL ~ v. Miaes ~.O. ~. 51. 

*) H. Hamburger, Beit~ge zmr K c m v ~ o  ~ S~ieltjessohen Ketten- 
b r ~ e ,  M a ~ . Z e i t ~ , ,  ~ (1919), S. 186--2"22. VgL K 212-~2. 

~) J. Grommer, Ganze transze~deute ~ ~ t  lauter ~eellen =Nultstellen, 
~ r n a l  f. Mathematik, 144 (1913), S. 114---t~6. 

*) S~ieIt~es, Qudques reche~es sur t~ t~orie des quadrat~L~es dittos m~cani- 
(paes, ~ de FEeole Normale, 8. Fdge, 1 (1884)~ S. 40~--426. 
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(24) f x ' d T , ( x ) = t , .  ( ~ = 0 ,  1 , 2 , 3  . . . .  , 2 n - -  t} 

genagen, so//. 

2. Befindet aich x zwischen zwei bena~hbarten SWung.~len v ~  
~l~(x), so kann die Differe~z f ( x ) -  T,(z) den yrSfleren tier ~ 
diesen Ste'llen gehdrigen Spriinge dem absoh~n Werte nac~ 
ii~ertreffen. 

Die besehriebene Ungleiehtmg bringt nut einen Teil der Tat~mhe 
zum Ausdruck: die die FnnI.~ion f(x) darstellende monotone Kurve mug 
alle vergil~len 8trecken der Treppe passieren, die Tn(x ) darstellt. 

3. Wfhrend die 2n  ersten Momente yon f ix)  mit denjenigen voa 
T~(x) g e m ~  (24) iibereins~immen, besteht flit die hSheren Moment~ yon 
gexadem Index die Ungleiehtmg 

(25) fx~'dT,,Cx)<&. (r = ~ ,  ~ +  t ,  n - i -2  . . . .  ), 

die yon Herrn Grommer  herrlihr~). 

Ieh betraehte nma das Stiel~jessehe Integral 

<,,> + 

das eigentlich blol~ die 8nmme won n ExponentialgrS'geaa and als sol eke 
eine gan~e Funktion derVariablen u ist. Die Voraussetmmg (21)kSmate 
aueh so ge$ag~ werden, dab 

....... y /  ....... 
lim t~, e~. -- = - - t i m  -W- 

endlioh is% oder auch so, d ~  die Potenzreihe 
@ :-': 

(27) to+ . u + ~ " + - - g v ~  + ~  +. . .  

eiaen yon 0 v~'~Jli 'ede~,en Konvezgen~adi~ l~t, Die Po~e (27} 
~edcmh eine gem~e ]~a~,orant~ Mlar ll~e~a, ~e ~ ~ wenn 

reeJ:f~ in (26) n~ I, 2, 3,... set~. iuf die G~ex mi~ ge~dem 
is~ die Ungleiehung (25) olme weiteres ~wei~Ib~, ~ di~ Glieder 

mi~ nnger~lem Index be~teh~ rlie Un__gleiehm:g 

<= 

vgl. L o. ,) S. :~-, F~e: ({S). 
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Da wir mit einet Folge yon Pof~mz~Xhea mit gemeinsamer Majorante zu 
tml haben, foIgt ans (26) ~ Innemn des Konvergenzkreises der Reihe(27) 

Die Yer~andlung Her Relhe in das Integral ist gestagtet; da auch das 
Integral 

+~ 
/ . '=' ,dr(.)  

yon tier Reihe (27) majorisie~t wird~). 
(28) ist jedoeh die Bedi~gung (12j de~Hillssatzes'III erfiitlt, 

daech clessea A~weadmag sick 

( ~ )  Iim T~(x) = f(x) 

ergibt, und ~var gleichm~l~ig fiir alle x, da doch f(x) als s~etig vorausgese~zt 
wurde. Die LimesgIeichung (29) ist g e m ~  (24) nur ein Spezialfall des 
zu l~eweisenden Satzes, aber in diesem Spezialfall ist der Kernpunkt der 
Sache enthalten 11). 

Ordnen wir jetzt n~mlich der Ver~eilungsfllnktion fs die das all- 
g~mei_ne ~tied der I~olge (Z2) bildet, die annf~hernden Treppenfunktionen 

�9 . < ,~  . t x ) ,  . . .  

~a~n~ ~rtegen ' .~  ~ Dill, exeaz 

( 3 o )  - - + - 

§ (Ts ") (x) -- f:(:~)), 

deren drei Teile wit naehein~nder be~mch~en wollen~ 
Es sei e ;> O vorgegebem Da die Limesgleiehung (29) gleichm~il~ig 

fiir a~e x st~ttfinde~, uncI die l~anktion f(x} ~eichmr~ig s~e~ig ist, ist 
es ~ z ~ h s t  mSgliah ein m zu bes~immea, so da~ fiir dieses m 

i~) Vgl. bei H a m b u r g e r ' ,  L e. ~) S. 195, Hi l f s~ tz  2. ~bl4geas w~-e in unserem 
Fall aaet~ dex Wei~rstr~l~tm D u ~ - ~ a ~  a~wendba~. 

~) Die Bezi~Img (2~) Imam am4a so a ~  ~e~de~ ~ d~r zt~ dot l~eihe 
+ ~  

'V~(- I )  '~ t" 
Z: , J , Keg,~r~e~h, d e e ~  ~-ter N~erung~bruch e be~ 

+ ~  

{:dT: (x} j ~ - ~  i~t, kanvergiert. VgL Hamburger a~a. 0. ~brigen~ ~ das Haapi~- 

lem~aa ~ Herrn H a m b u r g e r  a. a~ O. S~ 196--198 in unwesen~e_.h vers~hivdener 
Fv~m ~ ~ my'met unter ~) ziViemm ~ ~ finds. 
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~4z~t, und dal~ alle Spriinge der Fmal~on ~ ( x )  ebenf~ls ~ als 

sin& 
Die m Sprungstellen and die m dazugehSrigen Spriin__ge der ~ - ~  

T,,,(x) silad algebraische Funktionen dex 2m ZahIen fo, tl, t~, . . . ,  ~ . ~  
ebenso, wie die m Sprtmgstellen uncI Spriinge yon T~'*)(x) yon clen exstea 
2 m Momenten yon f~(x) es sind (vgl. unter 1). Des genauerea soil man 
sich daxan erhanern, dab die m Sprungstellen yon Tm(z ) die v e r s c h i e d ~  
(und folglich einfachen)Nullstellen einer Gleichung re-ten Grades sind, 
deren Koefilzienten rational von $0, t l, t~, . . . ,  t~,-x abhiingen, und 
]eder Sprung sich rational dureh die betreffende Sprungstelle und dutch 
to, t~, . . . ,  t~-1 ausdrfiokt. Beschr~nken wit uns auf die ersten 2m 
Limesgleichungen unter (23), inde~n wit/~ --= 0,1, 2, 3, . . . ,  2m -- I setze~ 
Beachten wit, dab algebrais~he ~unk~onen stetig rand u_r~t dab unt~r den 
beschriebenen Bedingungen eine VerwecJiselung der m vexsehieclenen 
Zweige unmSglich (und auch irrelevant) ist. So sehen wit, clal~ es ~ e~e 
gaaze Zahl N existiert, so dab s n D ~ N einersei~ 

und andererseits die Spr'finge yon T(~(x), ebemso wie diejenigea van 
g T,,(x), kleiner als 3- ausfallen. 

Aus 4er le~erw~hnten Tatsaehe folgt, gem~iB dem mater 2 zitmttea 
~ tze ,  

Die Gleichung (30) trod die U-ngleichmagen (31), (32), (33) ergebe~ 
zusammengefa~t 

f f ~ )  - f .C~)i  < 
alle fragliche n uml gleichm~ig fiir alle x, w. z. b. w. 

~s lieg~ auf der Hand, chtfl die her~orgehobene GteiehnVa~igkeit der 
Koave~genz ,ohne di'e v o ~ u s g e s s ~  Stetigk~t yon f(x) ~ b~'ebige 
Folgen (22) nicht sl~t~fmden kSnnte~ I_a~t man ~ ~  d~r 

gtetigkeit yon f (x )  f~llea, so git~t der dargestellte ~ n g  noch immer 
bestimmte P~-~mltate, auf deren Formulierung ich keia ~ tege. 

( ~  am 4. Se~,embee I9~,) 


