
Approximation algebraischer Zahlen. 
Von 

Carl Siegel in GSttingen. 

Einleitung. 
1. Im Jahre 1851 zeigte L i o u v i l l e  (Liouville 1): Zu jeder algebraischen 

Zahl ~ yore Grade n > 2 gibt es ein positives a 1 = a 1 (r derart, da~ fiir 
alle Paare x, y ganzer rationaler Zahlen mit y > 0 die Ungleichung 

I xl a~ (A) r  > V  
gilt. 

2. Diese fast triviale /kbschgtzung verbesserte Thue  (Thue 3) 1908 
zu folgender: Zu jedem , > 0 g ib t  es ein positives a~ = a.z(~,,), so daiil 
( h )  dureh die sehiirfere Ungleiohung 

I x I % 
<B) r  > n 

y ~ - + l + ~  

ersetzt werden kann. Mit YIilfe hiervon bewies dann Thue  seinen be- 
kannten Satz: Bedeutet U (x, y) eine homogene biniire Form mit rationalen 
Koeffizienten, die nieht Potenz einer linearen oder indefiniten quadratischen 
Form ist, so hat die Diophantische Gleichung U ( x , y ) - - k  fiir jedes 
rationale k + 0 nut endlich, viele LSsungen in ganzen rationalen x, y. 

Bereits Thue  wies auf eine naheliegende Erweiterung dieses Satzes 
hin, die dann yon Ma i l l e t  (Mail let  2) 1916 ausgefiihrt wurde. Ist niim- 
lieh n der Grad yon U(x,y) u n d  V(x,y) irgendein zu U(x,y) teiler- 

fremdes Polynom, dessen Dimension < - 3 - -  1 ist, so bleibt der Satz yon 

Th ue riehtig, wenn k dureh V (x,  y)  ersetzt wird. 
Thue  zeigte ferner mit  I-Iilfe seines Satzes, dal3 der gr61~te Prim- 

~eiler des Polynoms f (x) = (a  x -4- b) (c x -f- d), wo a, b, c, d ganze rationale 
Zahlen mit ad -- b~ + 0, a + 0, c + 0 bedeuten, fiber alle Grenzen w~chst, 
wenn x die Reihe der natiirlichen Zahlen waehsend durehliiuft. Fiir spezielle 
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Werte der Koeffizienten (sowie fiir f ( x )  =-. x ~ -~ 1) war dies bereits durch 
8 t o r m e r  bekannt (Stormer 1,2). P 6 1 y a  ha t  1918 gezeigt (P61ya 2), 
dag diese Aussage besgehen bleibt, wenn f ( x )  irgendeine quadratisehe 
Funktion yon nichtverschwindender Diskriminange mit  ganzen rationalen 
Koeffizienten bedeutet. 

3. Dureh Thues  Untersuchungen ist nahegelegt  worden, dan Exponenten 

+ 1 ~-e welter zu verkleinern zu suehen. Welches diejenige Funktion 

yon n ist, die den kleinstmSgliehen Wert  dos Exponenten angibt, ist un- 
bekannt. Ich beweise aber in dieser Arbeit, welche ein Abdruck meiner 
Inaugural-Dissertation (GSttingen 1920) ist: Es  gibt ein positives 
a, = as(t),  so datl die Ungleiehung 

~/2Vn 

besteht; dies gilt sogar (mit a 8 = a s (t ,  e)), wenn 2 V~- dureh den besserea 
(~ ) Wert min y ~ - 4 - 1  W e ersetzt wird. 

Im folgenden erscheint dies als spezieller Fal l  eines Satzes fiber die 
Stiirke der Approximation einer Mgebraisehen Zahl dutch eine andere 
Ist n~mlieh ein Mgebraischer ZahlkSrper K gegeben, in bezug auI welchen 

veto Grade d ~ 2 ist, bedeutet r eine pr imi t ive  Zahl yon K und 1 das 
Maximum der absolut genommenen tei lerfremden ganzen rationalen 
Koeffizienten der irreduziblen Gleiehung fiir ~, so gilt fiir ein gewisses 
a, = a , ( t , K )  > 0 

t~ 4 

( c )  I t  - r > 

dies bleibt sogar richtig (mit a ~ a ~ ( t , K , e ) ) ,  wean 2 J / d - d u t c h  

rain (y~-~ + 2) + ~ ersetzt wird. 
X=l,...d 

Beschri~nkt man sieh b e i d e r  Approximat ion yon t nicht auf Zahlen 
eines festen KSrpers K, sondern l~l]t fiir ~ beliebige algebraisehe Zahlen 
eines festen Grades h < n zu, so gilt Ungle iehung (C), wenn darin 2 ] /~  

w I enth~It den Beweis dieser beiden S~tze. 

w 2 gibt einige Anwendungen derselben. Insbesondere (Satz 5) ver- 
allgemeinere ich den Thueschen Satz fiber Diophantisehe Gleichungen 
auf beliebige algebraisehe ZahlkSrper. Satz 7 dehnt  den Thue-_P61ya- 
sehen Satz fiber die Primteiler quadratiseher Funktionen auf beliebige 
Polynome in beliebigen ZahlkSrpern aus. Satz 9 ist die entspreehende 
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Aussage fiber gebroehene rationale Funktionen. Satz 8 lieferg eine arith- 
metische Eigensehaft der Koeffiziengen in der Potenzreihenentwieklung ge- 
wisser gebrochener rationaler Funktionen. 

w  

Hi l f s sa tz  I. Es seien 2~ . . . .  2 h irgend welche Zahlen. Es bedeute 
A den grSgten der absolut genommenen Koeffizienten des Potynoms 

h 

/ - ~ ( z - - ~ ) .  Dann ist 
v = l  

h 

Beweis1~. Ohne Besehr~nkung der Allgemeinheit seien J~ . . . .  J. die- 
jenigen yon den h Zahlen, deren absoluter Begrag ___< 2 ist (wean es solche 

T 

gibt). Das Polynom f ( z )  = H ( z  - 2,) is~ in einem Punkte z o des Ein- 

heitskreises absolut 2> 1; bedeuten n~mlich e o , q , . . . ,  e~ die s~imtlichen 
-}-1-ten Einheitswurzeln, Be ist 

r 

so dag z o sogar als ~ @ l-re Einheitswurzel gewShI~ werden kann. Dann ist 
v v 

(1) H ( I +  I~,!)< (1 + ~-)~- a~< s ~ / /(~o - ).,.) �9 

Ist ~ < h ,  so ist far ~ + 1  . . . .  h ~) wegeu I J i . ! > 2  

[ Z o - ~ l - = f ; , I - I z o t  = r 1-1---- 1 - l-t~-;l_-i  < 1-~)-::_-[ = 3, 
h h 

/- /(1 +}~,1) < a ~ - ~ l / / ( ~ o -  ~,)[. 
e=r+l v=v+l 

Wegen (1) ergibt sioh 

h 

/ (1 + ]~,I) ~ 3a] ]Z(Zo - K)Is  3hA (l~ol ~ + . . .  + 1 ) = z ~ ( a +  ~)A_< ~A~). 
::t ~=I 

Z}~ O s t r o w s k i  verd~nke ich .Verein~aehungen beim Beweis der Hilf~- 
~ e  I nnd I ! .  

~) bzw., wem~ ~ , ' . . .  ~ s~mtlioh abBolu~ ~ 2 Bind, fiir v = 1, . . .  h. 

' )  Fiir  h ~ l  i , t  l + h ~ l + ( l h ) + . . . + { ~ ) = ( l + l ) h = 2  h. 

12" 
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H i l f s s a t z  II. Es sei 

f ( x ) = a o  xh + . . .  +al,  

ein Polynom mit beliebigen Koeffizienten a o , . . ,  ah, deren absolute Be- 
triage das Maximum a > 0 haben. Ich setze fiir irgendein 2 

I g(x)=(x--~)f(x)=Co~h+l+...+Ch+l, max(l ~o ~, . . .  I ~h+~t) = c. 

Dann ist 
a ~-__<h+~. 

Beweis l ) .  1. Essei l~I ~ 1. DannsinddieKoeffizientenao,a~, . . . ,  ah 

g (x) gleieh yon f ( x ) =  

%, c o~ + c ~ , . . . ,  c o ~ h + . . .  + c h  ' 

also absolu~ ~ (h + 1) c. 

2. Es sei l~] > 1. Aus 
yh+X ( 1 - - ; ~ y ) ( a o + . . . + a h y h ) - - - - C o + . . . + C h + ~  , 

( y  _ 1 ) ( a h y  h + ~_ao ) _ Ch+l ya+,__ CO 
�9 .. ~ ""  ,~ 

lolgt dann wegen 11 < 1 nach 1. 

a ~  (h + l)ry~ < (h + l ) c .  

H i l f s s a t z  III.  Es sei 

~(x )  - ko x~ + . . .  + k~ (ko > o)  

ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, das im K5rper der 
rationalen Zahlea reduzibel ist- 

p(x)=(ko~'+...+~,)q(x) (o < h ' < ~ ,  (ko, . . .k~,)  = 1 ) .  

Setzt man 

~a~(Ikol,...l~t)=k, ~ax(Ikol,...lg, I)=k', 
so gilt 

-~ __-<~1, 
wo ~ nut von h abh~ngt. 

Bewe i s .  Ich setze 
! ! ~r P 

h " = h - h ,  q ( x ) = d ( x - - ; ~ l ) . . . ( x - - ; ~ h , , ) ,  f (x)---kox.  + . . . + k h , ,  

d a n n i s t  d ganz ~ational und + 0, also absolut ~ 1. Ich fiige zu f ( x )  
naeheinander die Faktoren ( x -  ha , , ) , . . .  ( x -  ~1) hinzu und benutze ttilfs- 
satz II. Es wird 
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k' k p 
-k - < - ~ =  k = < ( h ' + l ) ( h  + 2 ) . . . h < h ~ , =  

so dab z 1 ~ h! das Verlangte leistet. 

H i l f s s a t z  IV. Es seien po(X~, . . .  p,,(x) Polynome mit Koeffizienten 
aus einem algebraischen Zahlk5rper K, die in bezug auf diesea linear un- 
abh~ngig sind. Dana versehwindet die Determinante 

w ( x ) :  : p ~ ' ( z ) i  ( ~ = o ,  . . .  ,,; ~ :  o,  . . .  ,,) 
nicht identisch * ). 

Bewe i s .  Fiir r - =  0 is~ der Satz offenbar richtig. Es se l l , ;  0 und 
der Satz fiir v -  1 schon bewiesen. Dann ist die Determinante 

(2) d, , , , (x)-- ip(~~(x)t  ( ~ = 0  ~,--1" , l - - 0  , ' -  1) 

nieht identisch 0. Daher gibt es ein Intervall  x~ .< x < x~, in welehem 
d,~(x)  + 0 ist. Bei dem folgenden Beweis daft x auf dieses Intervall  
besehdinkt werden. 

Die ~ linearen Gleichungen 

(3) . ~ ? ) ( x ) q ~ ( ~ )  = -~ '  - ~ (z)  (~ = o, . . . ~ , -  1) 
) : = 0  

werden wegen d~  (x) =~ 0 durch eia System rationaler Funktionen q,. (x) 
mit  Koeffizienten aus K erfiillt. Ich verstehe unter  d~x (x) fiir x ----- 0, . . .  ',; 
~ - - - - 0 , . . . ~  dio Unterdeterminante yon p ~ ) ( x ) i n  W(x) ;  dies ist fiir 

---- ~, )1 ---- ~ in Einklang mi t  der Bezeichnung (2). Ieh multipliziere nun 
die Gleiehungen (3) mit  g,,,,(x) fiir ~ = 0 , . . .  ~ --  1 und addiere sie; dann 
ergibt sieh 

~--t �9 ~-I ~--I 

).----0 ~ = 0  ~r 

Nu~ i~t Z ~ _ ( ~ ) p ? ~ ( ~ ) =  o f~r ~ =  0, . . .  ~ - - 1 ,  = W(~) f~r  i = ~ ;  

und daher 

-- d ~ , ~ ( x ) . ~ p i " ) ( x ) q l ( x ) - -  d,,,,(x)p~'~ - W ( x ) .  
1r 

W~re nun W ( x )  identisch 0, so folgte hieraus wegen des Iqiehtversehwin- 

dens yon d,,,,(x) ~-1 
(4) Z ~  `~' - '~"~ '  ( x ) ~  ( ~ ) =  - ~, ~ ); 

).---0 

4) Die Eigenschaften der Wronskiszhen Determinante sind in der Literatur 
violfach en~wickolt worden; da aber im folgenden die sch~irfero arithmetische Voraus- 
setzung bonutzt wird, fiihre ich der Vollst~ndigkeit halber den Beweis an. 
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(3) wiirde also aueh fiir ~ = ~ gelten. Differentiiere ich die Gleichungen 
(3)  fiir a = - 0 , . . .  v -  1, so erhalte ich 

, ' - - I  '~,--I 

:" (~) ' (~'+*l(:c) (~ 0, 1), 
2~0  ) . = 0  

oder mit Riieksicht auf (3) und (4) 

(~) p 1). 
) . = 0  

Die Determinante dieses Gleichungssystems ist d,,,,(x)={= O. Daher ist 
g qa(x) = 0 (2 = 0 , . . .  ~ - -  1), 

also qa(x) konstant, also als rationale Funktion mit Koeffizienten aus K 
eine Zahl aus K. Die GleichSng (3) wiirde also fiir ~----0 eine homogene 
lineare Relation zwisehen Po(x),  . . .  p~,(x) mit konstanten Koeffizienten 
aus K darstellen, die nicht alle 0 sind. Dies ist ein Widerspruch ant 
Voraussetzung. 

Ist a eine algebraische Zahl =~ 0, so nenne ich den grSBten der ab- 
solut genommenen teilerfremden ganzen rationalen Kqeffizienten in der 
irreduziblen Gleiehnng fiir a ihre H6he H ( a ) ;  dies ist also eine natiirliche 
Zahl, welehe durch a eindeutig bestimmt ist. Ylit Hil/e dieser Bezeich- 
nuaK spreche ich folgende Behauptung aus: 

H a u p t s a t z  (Satz 1). Es sei ~ eine ganze algebraische Zaht n-ten 
Grades (n ~ 2). 

1. Es sei K o ein fester algebraischer ZahlkSrper. ~ geniige einer in 
K o irreduziblen Gleichung yore Grade d > 2 mit Koeffizienten aus K o. 
Es sei s e i n e  natiirliche Zahl < d, 

B e h a u p t u n g .  Fiir je4es O > 0 hat die Ungleichung 

1 
- - . + s + O  

nut endlieh vide Li~sungen in primitiven Zahlen ~ aus K o. 

2. Es fieien h und s zwei natiirliehe Zahlen, yon denen s < nis t .  

B e h a u p t u n g .  Fiir jedes O >  0 hat die Ungleiehung 

(6) 1 

nut endlich viele LSsungen in algebraischen Zahlen ~ yore Grade h. 
Dem Beweise sehicke ieh noeh einige HilfssKtze voraus, yon denen 

der erste auch an und fiir sich yon Interesse ist. 
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Im folgenden bedeutet .O den KSrper der rationalen Zahlen. Ist  P 
irgendein Polynom mit  algebraischen Koeffizienten, so bedeute I-if[ das 
Maximum der absoluten Betr~ge dieser Koeifizienten und ihrer in bezug 
auf O Konjugierten~). 

H i l i s s a t z  V. Es sei P ein algebraischer ZahlkSrper vom Grade no. 
Es  sei } eine ganze algebraische Zahl n-ten Grades, die in bezug auf P yore 
Grade d (n  ~ d ~ 2) ist, d .h .  die einer in P irreduziblen Gleiehung d-ten 
Grades mit  Koeffizienten aus P geniigt. Der KSrper P(Z) werde mit  K 
bezeiehnet; sein Grad ist d n  o ~ n. 

Es seien r und s zwei natiirliche Zahlen, you denen s ~ d -  1 ist. 
Es sei 0 < : v  ~ < 1 .  Ich setze 

§ 
+ 

-m ist also eine ganze rationale Zahl _~ 0. 

B e h a u p t u n g .  Es gibt 

1. zwei yon P, ~, r, s, v ~ abh~ngige Polynome . F ( x , y )  und G ( x , y )  
won den Graden ~) m in x, s in y, und m ~ r in x, 8 -- 1 in y, mit  ganzen 
Koefflzienten aus K, 

2. ein ebenfalls yon P, ~, r,  s,  # abh~ngiges nicht identisch ver- 
~chwindendes Polynom R (x, y)  vom Grade m -t- r in x, s in y, mit  ganzen 
Koeffizienten aus P, 

3. zwei nur von ~, P, o ~ und nicht von r, s abhiingige positive Zahlen 
v 1, c~ mi t  folgenden Eigenschaften: 

I. Es gilt die Identit~it 

(8 )  ( x - -  ~ ) ' F ( x ,  y) + (y --  ~ ) a ( x ,  y ) =  R ( z ,  y); 

II .  es ist 

(9)  < < < 

III .  wird Iiir jedes ganze e des Intervalls 0 __< ~ ___< r 

. (10)  tle ( x ,  y )  = , ~I 8x e 

r 

z=o -- " j 2 ! ~x x-" ' 

a~ 
y )  = 

~!Sx e 
(12) 
gesetz~,  so i s t  

5) Ich benutze diese Bezeichnung auch, wenn P eine Konstante ist. 
6) Unter Grad ist bei Polynomen hie der genaue Grad gemeint. 
v) 0- te  Ableitung einer Funktion bedeutet natfirlich diese Funktion selbst. 
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(x -- ~)~-e F~(x,y) + (y-- $)Go(x,y) = R e ( x , y  ), 

l F~(~,y) i  < ~;(1 + [~i)~(1 + Ivl)*, 
]Ge(x,y) i < c/(1 + : xi)~'~+'-~'(1 + l y l ) ' ,  (x,y beliebigkomplex) 

i~,.,(x,y)[ < ~:(1 + i x t)-,+~-~(1 + ly '? ;  
und dieselben Absch~Ltzungen gelten fiir die konjugierten PolynomeS). 

Beweis .  Es sei a eine natiirliehe Zahl. Ich betrachte diejenigen 
Polynome P(x, y) yore Grade m + r in x, s in y, mit ganzen Koeffizienten 
aus P, welehe der Bedingung I-PI <: a geniigen, lhre offenbar end]iche An- 
zahl sei 3". 

Es gibt eine Basis w l , . . . w ~ 0  yon P, so dab 

ist, wo c 3 (wie aueh im folgenden c 4 . . . .  ) eine natiirliche Zahl bedeute~, 
die nur von ~, P, ~9 abNingt. 

n o ganze rationale Zahlen a l , . . ,  ano mSgen den Bedingungen 

i 
ia~[ < a ( v = l  . . . .  no) 
~ o  

ge~ge~; ~a~n gil~ f~  ~ = Z ~  ~ ~e V~glexeh~ng [~l =< ~" 

Die Anzahl der Koeffizienten ivon P(x,y) ist ( re+r+ 1)~(s + 1). 

Da :Eiir jedes ganze ra,ionale a~ ( v = l  . . . .  no) z w i s c h e n -  Ic~ano3 uncl 

I ~  + c~-no die Zahl a einen Koeffizienten eines zuliissigen P bildet, so ish 

a 

- -  k c a /  

Ich seize nun 

~P(~,Y)  = p ~ ( x , y )  ~), ( ~ = 0 ,  r - -  1). 
~! 0x ~ �9 

Dann ist 

oder, wegen 

< ('o + .  + + (:++:) 
I~1 _~ 2~ I~-I _-< 2"+'~; 

alsQ, wenh t-~[ = b gesetzt wird, 

= (1 + 1)~+" = 9~+, ,  

~ 1  -----< 2~+~a (1 + b + . . .  + b '~+~-~') (1 + b + . . .  + b s) __< 2'~+~(1 + b)~+~+% 

8) d.h. die Polynome, deren Koeffizienten zu denen yon F e, Ge, R e konju- 
giert sind. 



Approximation algebraiseher Zahlen. 181 

N ach (7) ist 
d-t-v ~ n + l  m q-r  < m q - r - l - s  < sL~l-r @ s < - ~ - r  + n  < c~r, 

(16) ]Pz(e, e)[-< c:a = t. 

Es sei a eine der r Zahlen P). ($, ~) (2 ---= 0, . . . r - -1 ) .  Von den zu 

K konjugierten K6rpern seien K(1), . . .  K It1) reell und die Paare K (u~'), 

K (rl+r~+~) (v~ -1 , . . . r~ . ;  d%-- - - r l@2r , ,  wobei r 1' oder r.~ auch 0 sein 
kann) konjugiert komplex; dann ist zu jedem cc dutch die Gleichungen 

a~=a(~) fiir ~ =  1 , . . . r l ;  a , q - - i c % ~ = a ( " )  fiir , ,= r ~ @ l , . . . r ~ @ r ,  z 

ein System yon d n o reellen Zahlen r  eano eindeutig bestimmt. Fiir 
jedes der N Polynome P(x ,  y) mit I-ff ~ a wird also durch die r Zahlen 
/gx(~,~) ein Punkt eines dnor-dimensionalen Raumes erzeugt, und jeder 
solche Punkt liegt wegen (16) in einem /eaten Wiirfel yon der Kanten- 
l~inge 2t. Zerlegt man bei jeder Koordinate die Streeke - - t  bis -/-t in 
3 t gleiehe Teile, so zerfs dieser Wfirfel in (3 t) an~ Teilwiirfel yon der 
Kantenl~inge ~. 

Ist nun die Anzahl der Polynome P ( x , y )  

(17) N ~  (8~) dn~ 

also grSl3er als die Anzahl der Teilwiirfel, so liegt fiir mindestens zwei 
Polynome / )*  und P** der ihnen zugeordnete Punkt in oder auf dem- 
selben Teilwiirfel. Es gelten daher die Ungleichungen 

~ / 2 - ~ - < 1  ( 2 = O , . . . r - - 1 ) .  

Links steht eine ganze algebraische Zahl P z * - - P z * * ;  da ihre Norm 
< 1 ist, so ist sie 0. Die Entwickiung yon R = P*  -- P**  nach Potenzen 
yon x - - ~  und y - - ~  hat also die Form 

(18) t ~ ( x , y ) = ( x - - r 1 6 2  

wo die Koeffizienten yon F u n d  G ganze Zahlen aus K sind, w~ihrend 
die Koeffizienten yon R in P liegen und nebst ihren Konjugierten absolut 
_~ 2a sind. 

Nach ( 1 5 ) u n d  ( 1 6 ) i s t  fiir das Bestehen von (17) hinreiehend 

a ~,(~+r+i) (,+l) ~/  > ( S o : a )  "~ , 

( ~ )(-+,+~)(.+') ~, > (3 c;a) d'. 

Wegen (7) ist nun 

(Fd+ar]  q-- 1) (8-t- 1) > (dq -  ~ ) r ,  ( m - ~ r  q-- 1)(8 q-- 1 ) = ~ C  ~ 
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so da$ es geniigt, 

zu setzen. 

(18) wird dutch 

a > (3 c ~ a )  . 

a ~ c  r 

m s ( ~+~.+rR(x,y) 

G(x,y)  = Z Z ( x  - ~)~(v - $ ) x  \z,(;~A-1)!sx,,sy;,+xjx_:,y_, 
u = 0  4 = 0  �9 - -  - - ~  

erfiillt. Wegen 

( ~ y)' I 

(flit a __< m ~- r,  fl s s) ist 9) 

Setzt~man max (3c7, c~o, c~) = c~, so sind die Teile I und II der Be- 
hauptung bewiesen. 

Ich differentiiere (8) e-real  nach x: 

Z ( ~ )  ( r- ox F(z,y) 
~=o e - X  ( e - - ) l ) ! ( x - - ~ )  ~+~! ~!ox ~ ~ - ( y - - ~ ) e ! G ~ ( x , y ) = e ! R ~ ( x , y  

e r a~'F(x,y) 

Wird die Relation 

beriicksich~igt, so entsteht (13).  

Wegen (9) folgt aus (12) und (10) 

9) Mit l~iicksicht auf b _~ 1. 
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und aus (11) 
,9 t#i 

" 9" 

Gt  __< Z (o_~.)(~ + (~9 b+ ... +b')(~')~: < ~' , :  Z (;3)(~ + b~'. 
~ , : 0  J . = O  

= (2 c~)'(2 + b) '~ < cD. 

Ieh setze c.> - = max (Qe, cla) ; dann ist: 
~71 8 

tG(~,v)  l < ~:~'~L'b~'v"i __<c:(1 + i ~ 1)~"(1 + ly,)  ~ > 
: * = 0  7 . = 0  

m+r--,~, s - -1  

l a o ( ~ , v ) l < ~ : Z  Z ' ~  , ix v ~ l _ < c Z ( l + [ x t W - ' - ~ ( i +  y , ) '  

ll 

IRo(x,Y)l < v', f~  " .~.Tlx"YXi < c : ( l  + x f ) ' ~ + ~ - e ( l + t y , ) ,  
~r  ~ , = 0  

womit aueh Teil III  der Behauptung bewiesen ist. 

t I i l i s s a t z  VI. P, ~, v ~, d, m, n, r ,  s haben die Bedeutung des vorigen 
tIilfssatzes V; aul~erdem m6gen fiir r und ~9 die Ungleichungen 

(19) r ~ 2n ~" , 

1 
(20) ~__<~ 

gelten. Fiir das in demselben Hilfssatz bestimmte Polynom R (x, y) werde 
8 

(~,~) ~ ( ~ , v ) =  ~-'r. ( z )v  ~ 

gesetzK Es bezeiehne s ' +  1 die Anzahl in bezug aut P linear un- 
sbhiingiger unter den 8 +  1 Polynomen fo(X),. . . f ,(x),  s' ist ~ 0, da 
die Polynome nieht sgmtlieh identiseh 0 sind; und es ists '<= s. Es seien 
2 o . . . .  ~,, so gewiihlt, dal3tio(X) . . . .  f~,,(x) in P linear unabhgngig sin& 
Dan n sincl also 2o,. . .  2,, versehiedene Zahlen der Reihe 0 his 8. Gegeben 
sei eine festa yon den zu ~ in bezug auf P Konjugierten versehiedene Zahl Y- 
Es werde die Determinante 

I Z ~ ( x ) l = 4 ( x )  ( ~ = o , . . . , ' ;  a = o  . . . .  ~ ' )  
geset~t. 

Behaup~ung.  Es gibt eine nieht negative ganze Zahl ) , ~ 0 r  

+ n ( n - -  1), also naeh(19)mad(20)  s r +  g - -  n - - - - r - -  n, derart, dab 
die gahl 

nieh~ 0 ist. 
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Beweis .  Driicke i c h a l l e f , ( x )  ( i ~ = 0 , . . . s )  durch f~o(X),...f~8,(x) 
aus, so gehe (21) fiber in 

8 '  

C22) Rcx, v)= ~ ~s(x) us (v), 
S = O  

wo U s (y) ein Polynom s-ten Grades in y mit Koeffizienten aus P bedeutet, 
das nicht identisch 0 ist. Nach tIilfssatz IV ist wegen der linearen Un- 
abh~ingigkeit der f~/~(x) das Polynom zl (x) nicht identisch 0. 

Aus (22) und (8) folgt ffir jedes ~ der Reihe 0 , . . . s '  
�9 ,gt 

,~.~ (x) v~ (~) = - - -  {(~ - ~ ) ' F  (x, ~)} .  
S=o dx~ 

Diese Gleichung multipliziere ich mit der Unterdeterminante As(x) von 

f~(~) (x) in A (x) '~ und summiere fiber r von 0 bis s'. Dann ergibt sich 
8 I 

d ~, 
�9 a = O  d x a  

Wegen (19) ist a ~ s ' ~ ' s < n < r ;  also r - - a ~ O .  
U o (y) ist vom Grade s < d, verschwindet also fiir y = $ nicht. Die 

Gleichung (23) lehrt nun, dab A(x)  durch (x - -~ )~ - s '  teilbar ist. 
Es bedeute 

~ ( x ) = x ~ + . . . = o  

die in P irreduzible Gleichung fiir $. 3 (x) ist in P rational; daher geht 
~ ( x ) ' - .  s' in A(x) auf: 

(24) Z(x) Uo(~)=9(x  ) D(x),  

wo D(x) nicht identisch 0 ist. 
In der Zeile a yon zl(x) hat jedes Element den Grad m + r - - r  

A (x) hat also den Grad 
8'  

a = 0  

Den wahren Grad yon D (x) nenne ich ~; dann ist naeh (24) 

= < ( s ' +  1)(m + r ) - - d ( r - - s ' ) .  

Nach Voraussetzung ist 9 (~) + 0. A (x) verschwindet also fiir x = 
hbchstens von ~-ter Ordnung. Ieh kann daher ein ~, so w~len ,  daI] 
0 ~ ~, _< ~ und ~ (y) (~) ~ 0 ist. Fiir dieses ~, gilt naeh (7) 

7<=~5s 1 ) ( m + r ) - - d ( r - - s ' ) s 1 6 3  
+ ds ~ ~gr + n(n -- 1). 

zo) Ist s '=  o, so bedeute zJ o(x) die Zahl 1. 
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H l l f s s a t z  VII. P, $, #, m, n o, r, s, c~, R ( x , y )  haben die Bedeutung 
des Hilfssatzes V. Es sei ~ eine algebraische Zahl vom Grade t ~ 1. Die 
in .(2 irreduzible Gleichung mit teilerfremden ganzen rationalen Koeffizienten, 
welcher sie geniigt, sei 

z (~ )  = loZ~+ . . .  + 1 , - o  (lo > o ) .  
Ich setze 

~ ( ~ )  = max(! lot ,  . . .  ;~, ):=~. 

Dann gibt es ein positives c~----c~4($, P, 0) derart, dal~ fiir 1 ~ c~ 
das Polynom R ( x ,  $) nicht identisch 0 ist. 

Bewei s .  1. Es sei t ~ noS. 

R (x, y) ist in y vom Grade s. R (x, $) ist nicht identisch 0; denn 

t also in D. einer sonst wiirde r in P einer Gleiehung yore Grade 8 < no' 

Gleiehung yore Grade no8 < t geniigen. Dies gilt fiir jedes l ~ 0. 

2. Es sei t ~ 0 s .  
Sind ~(~),... ~(*) zu ~ in bezug auf /2 konjugiert, so ist 

t 

lo ~ (y _ ~(~)) = loyt + . . . + lt" 
V = l  

Der Koeffizient yon y*-~" in /o(y-[-Z)* ist nieht Ich setze [~ = Z. 
kleiner als I/x I: 

Nun sei 2 insbesondere derjenige Index der Reihe 0 bis t, fiir welchen ~ lz', 

f t ) ~ 2 ~  seinen gr6I]ten Wert l annimm~; dann ist wegen \4 

lo2tZ ~ > l, 

also, wenn m a x ( l ,  Z ) =  Z'  gesetzt wird, 

l 
(25)  (2 z ' ) '  > Zo" 

Izh nehme an: R ( x ,  ~') verschwindet identisch. Das Produkt der 
~o zu R ( x ,  y) konjugierten Polynome, die Norm ~ ( R ( x ,  y)), hat ganze 
rationale Koeffizienten und verschwinde~ flit y - - -~ ,  ist daher durch Z(Y) 
teilbar. Setzt man 

no (re+r) 

2V(R) =Zb~(v)~, 

so ist auch fiir jedes ~ das Polynom Z(Y) ein Teiler yon b~(y). Es sei 

b ( y ) = g o y ~ + . . . + g ~  (go ~= 0, O ~ < = n o S )  
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sin nicht identisch verschwindendes yon den Polynomen b~.(y). Nach 

einem Satze yon Gaul3 hat das Polynom b(y) ganze Koeffizienten; ins- 

besondere ist go ganz rational- also To 
(26) lo_-< Igol. 

Die n o Konjugierten zu R(x,  y) haben je (ra + r  + 1)(s -{- 1) Koeffi- 
zienten, deren jeder naeh (9) absoht  < c[ ist. Jeder Koeffizient in ihrem 
Produkt ist daher absolut < (m + r + 1) ~~ (s + 1)'~176 -< c,"~; also 
ist auch 

(27) max(lgol,- .-lgo.I)----  g < c;~- 

q , also > 1, so gilt Wegen t__< a ist ~ > 1. Ist l Yl > a 

i i , ,oyOl- yi~ + . . .  Igoy~ i > o. 
Daher folgt aus b (r = 0 wegen (26) 

und wegen (25) uncl (27) 

g <~ 
Z '  < ~ I-L-io I = ~o' 

Zo < ~ J  ' 
z~-'~ < (2 o c:5)' _~ (2 no~ ~;5) ~~ < ,: , .  

Nun ist t o > 1, also afor t ior i  

l < c h .  

Fiir 1 > c[~ kann daher It(x, ~) nieht identisch versehwinden. 

H i l f s s a t z  VIII. P, ~, v ~, m, n,  r, s, c~, R(~c, y) haben die Bedeu- 
tung des Hilfssatzes V. c14 sei die Konstante des vorigen tIilfssatzes VII. 
Fiir r mad v a seien die Ungleiehungen (19) und (20) des I-Iilfssatzes VI 
erfiillt. 

Es sei ~] eine algebraisehe Zahl t- ten Grades (t ~ 1), die yon delr 
zu ~ in bezug auf s Konjugierten versehieden ist. Sis geniige der in g2 
irreduziblen Gleiehung mit teileffremden ganzen rationalen Koeffiziente~ 

'~,(y) = koy~+ . . .  + k~=O (ko> 0);. 

und es werde gesetzt 

H ( ,~)=  ma,:(l kol, . . .  fk, l ) =  k. 

Es sei ~ eine algebraische Zahl t- ten Grades. Sie geniige der in g2' 
irreduziblen Gleichung mit teilsrfremden ganzen rationalen Koeffizienten 

z ( z )  = loZ' + ..  . + l , =  o (lo > o) .  
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Ihre HShe erfiille die Bedingung 

H (~)-~ max( 1 o ' , . . .  :l~ ) =  1 > cir. 

Der KSrper P (~, : )  sei yore Grade t'. 

B e h a u p t u n g .  Es gibt ein ~) des Intervalls 0 _~ o < ~ r  + n ~ also 
nach (19) und (20) < r, und ein positives c~6---c1,,(~ , P, ~) derart, dal~ 
eine der Zahlen 

t' t' 
t'r (]~m+r-o r-,~, 

grS$er als 1 ist. 

Beweis.  Wegen ~ > c~'~ ist nach Hilfssatz VII R ( x ,  ~) nieht iden- 
tisch 0. Nun war 

8 '  

fl=O 

mindestens ein U~(~) ist also + 0. Die Bezeichnung sei so gewiihlt, dal~ 
dies ffir f l - - 0  zutrifft. Aus den s ' +  1 Gleichungen 

folgt 

(28) 
8 ~ 

(~=0,. . .s')  

(29) ~ = ~ , + s ' < v ~ r + n ( n - - 1 ) ~ n = v ~ r - ~ n ~ r .  

Die Konjugierten zu ~] und ~ in bezug auf $2 seien ~(~)und ~(~') 
(u - -  1, . . .  ~; ~ ----- 1, . . .  t). .Re(x ,  y)  ist ein Polynom vom Grade r e + r - -  

in x, # in y, mit ganzen Koeffizienten aus P. Die Norm der Zahl 
Re(~ ,~)  in bezug auf T2, die ich kurz N(V,~  ) nenne, ist eine Summ~ 
yon Potenzprodukten der ~](~ und ~(x) mit ganzen Koeffizienten aus P, 
und zwar trit t  in einem solchen Produkt ein Faktor V (~) oder ~(~) h6chstens 

t ~ t I 
in der Potenz u oder ys auf. 

Bedeuten ~h, ~/~, ... einJge verschiedene der Za~len ~(~), so ist nach 
einem zahlentheoretischen Satze koch V2... eine ganze aigebraische Z~,~hl, 
dasselbe gilt yon Io$~..., wo ~i, ~., ... verschiedene Zahlen ~(~ be- 

- ( m + r - ~ )  -~ 
~deuten. Folglich ist /c ot lo { N (~], $) [ eine ganze algebraische Zahl. 

Die Voraussetzung des I-Iilfssatzes VI ist fiir ?l erfiillt. Fiir das dort 
bestimmte ? ~ v ~ r + n ( n - - 1 )  ist A( r ) (~ )+0 .  Nach (28) setz~ sich 
A(r)(~]) homogea und linear aus B~(V, ~) ( z = 0 ,  . . .  ~,+ s') zusammen. 
Eine dieser Zahlen ist daher ~= 0; und fiir den zugehSrigen Index ~ = ~) 
gilt 
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Andererseits ist N(~], ~)1 eine posi t ive rationale Zahl. Daraus folgt 
t p 

(30)  (ko+~-~~ l~)* I N (r], r ~ 1 .  

Die Ko~jugierten i~ be~g aaf ~ ,~o~ R~ (7, :) seie~ ( Ro (~, :) )~'~ 
(v ~__~_ 1 , . . . t ' ) ;  insbesondere sei {_Re(~] ~-)}(~) R e ( ~ , r  sowie ferner 

(1) ~ - - -  
~y ~ ~y, ~(~) = ~. Dann ist nach (30) ,  wenn Gleiehung (13) benutzt wird, 

t'_ t '  

(31) (/cg+'-elo)t  (~ - -$ ) ' - eEe  (~], $ ) +  ($__ ~)Oe(~ ' r / / ( R e ( v ,  r 1 

Mit Riicksicht auf die Abschiitzungen (14) ist nun wegen e < r 

I(~ -~) ' - e~ 'e (~ ,  : ) +  ( r  r 

< d(l,;- ~: l'-~-+-l r ~ })(i + l ,; { )"+'-e (t + l~ �9 )~; 

t '  t '  

( t '  - -  1) r ~ < c~ {(1-Flvl)~+~-e(1-t-{~l) }~ /Z{(l§247 }~, 
so dab (31) iibergeht in 

t 
ttr { 

Hieraus folgt nach Hilfssatz I 

x ~ ( m + r - - 9 ) l  t t' 

{~t tt 
t ' r  - O n + r - e )  - /s  

~ ( t , 7 - ~ ' - e + l : - ~ ) ( 6 ~ )  ~ (a~z) >1;  

folglich ist fiir ein gewisses positives c16- -c le  ($, P, 0) 

t '  

~3"(k~§ ~ (1~-  ~I r-~~ + Ir $1) > 2, 

woraus  die Behauptung sich ergibt. 

Nach diesen Vorbereitungen wende ich reich zum 

Beweis  des Hauptsa tzes .  1. Es  liege Teil 1 des Hauptsatzes vor. 
D a n n  bedeute der KSrper P yore Grade n o des Hflfssatzes V den KSrper Ko, 
dessert Grad h sei; so dal~ n o - - -h  ist. Unte r  h'  verstehe ich die Zahl 1. 

2. Es liege Teil 2 des Hauptsatzes vor.  Dann bedeute der KSrper P 
des Hilfssatzes V den KSrper der ra t ionalen Zahlen g2, so dal] n o - - 1 ,  

d - ~ - n  ist. U~ter h' verstehe ich die Zaht  h. 
l~iihre ich die Abkiirzung 
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ein, so lassen sich die Ungleichungen (5) und (6) zu 

( 3 3 )  ~ - n l  < 
---- H(,~)~ 

vereinigen. Im fotgenden wird der Beweis fiir beide Teile des H~upt- 
satzes zugleich gefiihrt; um zum ersten Tell zu gelangen, hat man also 
h ' = l  zu setzen, w/~hrend man zum zweiten Teit durch die Annahme 
h ' = - h ,  d = n kommt. Es genftgt offenbar, O ~ 1 anzunehmen. 

Ich setze 
O 

r babe die zu diesem 0 geh6rige Bedeutung im Sinne des Ietz~en Hilfs- 
aatzes VIII. Es sei 

hh' 

Ich .nehme an: Die Ungleichung (33) hat unendlieh viele L6sungen. 
Darm w~ihle ich eine LSsung ~ folgendermal~en: Es ist ~ yon den zu $ in 
bezug auf .(2 Konjugierten verschieden und es gilt 

4 

(35) H(~)  = ]c > m a x ( / ~  ca,), 
wo c~ die Konstante des Hilfssatzes VII bedeutet. Eine zweite LSsung ~" 
yon (33) bestimme ich hierauf derart, daI3 

8 h n  ~ 
- + - + 1  

0 

Ich setze 
(36) 

ist. 

,(37) [ log  l 1 . 
~' = [.log kJ  ' 

dann sind, so behaup~e ich, fiir ~1 and ~ alle Voraussetzungen des Hilfs- 
satzes VIII  erfiillt. Es ist n~mlich wegen (34) ~ < �89 also (20) erfiillt; 
wegen (36) und (37) 

[ 8+'" 1] 8h'.~ (38) r _ ~ L ~ - -  -j- > 2 -  > 2n: '  

also (19) erfiill~; ~/yon den zu ~ ia bezug auf $2 Konjugierten verschieden; 
fiir ~ wegen (35) and (37) die Ungleichung l > c[4 erfiilI~. Der Grad t '  
des KSrpers P(•, $) yon Hilfssatz VIII ist im vorIiegenden Falle ~ hh'; 
naeh dora Hilfssatz ist also mindestens eine der Zahlen 

(39)  z ~  - - - i ' (k"+'-+~')~'L~ - ,?1 '--~ E0 = i ' ( ~ " + ' - + r ) + ' i ~ :  - r  

gr6$er als 1. 
Zur Abkiirzung werde gesetzt 

0 - -  h '  ~ # l o g j  ( ~  - h ' )  = +. 
- . g -  ~o~+k - 

M~thematische Zett~chrlfl~. X. l~ 
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Dann isg nach (29) ,  (34) und (88) 

n '~ 0 n ~ 3 0 _o< ,~+~_<- -  + = 

ferner nach (32) 

7-~-~+~-1 +O<h ~4-7+ 
Wegen (34)  und (85) ist 

o 
(40).  e > O - -  h 4 hn2 8 0 h ~ i _  O_~= 0 

Wegen log j ~ O, ~ < r ist 

(41) 0 < h;.(T +~ +1  

) (" ) = . ' 9  

0 3 0  0 0 
8n 8 4 > u :> v. '~ 

log3 h'  ~ --  h r ~ ( T 4 5  

also nach (40) 

log z log z ~ : .r  ~_ ( f l  - -  h'  s )  l o g  l 

d + a e) h' + 1  r logk+log3'  

Die Beziehung (41) liefert 

also, nach (87), (88) und (40), 

log/ 
(48) r > l o g k - -  

log/ his 8 h n a 
logk h,s + O "Jr" 

4 

Aus (42) und (48) Iolgt 

h' s log l 

~) logj 
- - - i ~ = h ' s + ~ > O '  

log I ff s log I 4 

l ~ l o g k  h ps+O -~-logk t 0 
--4 h s +-~ 

0 
1---- 0 4hn  

log l h' s 
log/ h's . . ~ _ 2 n ~ _ l ~ > l o g k ,  h , s + e ,  
logk ff s -t- -~ 

(fl - -  h~s ) log I 

wo beide Nenner als positiv nachgewiesen waren. Wegen (7) ist daher 

~';log~ < (D(r- Q ) -  ~'(m + , -  ~))logk-- rlogj, 

n 
11) Die Funktion f (u)  = ~ + u (u ~ O) ~st auBerhalb ihres Minimums bei 

u = ~/n--1 monoton; dieses liegt im Intervall 0 ~ u ~  n -  1. Fiir alle Punkte dieses 
IntervaUs ist daher f (~ )  ~ f (O)  = f ( ~ - -  1) = n. 
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h ' (m  + r -  ~o)logk + f log ]  < ( f l - - h ' s ) l o g l ;  

jr(k , ,+r-Ol~)h'  1 .~ s 1 
kt~---7(r_e--7<l, ] ( ] c "+ r - e / )h '~ -  < 1  ; 

oder wegen (33) und (39) 

/~1 ~ 1, 1;]~ ~ 1, 

was ein Widerspruch ist. 

Zus~tze.  1. Wegen des O im Exponenten l~i~t der Hauptsatz auch 
folgende (vSllig gleichbedeutende) Fassung zu: Fiir jedes A ~ 0 hat die 
Ungleiehung 

A 
(5a) 0 <  ~ - - ~ ? 1 s  -_~ + , + o '  

H(~) ~+~ 
resp. 

(6a) 

nur endlich viele LSsungen. 

2. Es gibt ein positives A o ~ A o ( r  0 ) ,  resp. A o ~-- A o ( r  , 0 ) ,  
so daft (5a), resp. (6a) fiir A ~ A o keine LSsung hat. 

3. Der Hauptsatz gilt auch fiir gebrochene r Es gibt n~imlich 
dann eine nur yon r abh~ingige natiirliche Zahl c17, so dal~ c~7 $ ganz ist. 
Andererseits ist offenbar H (0~7 '7) =< c~ U(~) .  Zusatz 1, auf [c~:r -- c,7 '/] 
angewendet, liefert die B~hauptung. 

4. Der zweite Tell des Hauptsatzes l~l~t folgende Erweiterung zu: 
Es seien h und s zwei natiirliche Zahlen, yon denen s <~ n i s t .  ~l =~ 0 

sei Wurzel einer Gleichung h-ten Grades mit ganzen rationalen Koeffi- 
zienten, k (:> 0) sei der grSl~te dieser Kpeffizienten, absoIut genommen. 

ist also eine algebraische Zahl =~ 0 vom Grade __< h. 

B e h a u p t u n g .  Fiir jedes O > 0 hat die Ungleichung 

1 

~ 

nut endlich viele LSsungen ~]. 

Beweis .  Bei iestem ~ kann (44) offenbar nur fiir e~idlich viele k 
gelten. Naeh Hilfssatz III  ist ferner H ( ~ ) <  ~1 k, wo ~i nur yon h ab- 
h~ingt. H~tte also (44) unendlich viele L5sungen, so g~lte dasselbe yon 
einer Ungleichung der Form (6a) ,  was nicht "sein kann. ~ 

H i l f s s a t z  X. " .Durchl~i~t x" die natiirlichen Zahlen, so hat die Funk- 

d I ~  1 -1  ] ihren kleinsten Wert. Er tion y - - ~ + l  ~-x flit x---- - �9 liegt 
L . - -  . 2  

in dem Intervall 2 " V ~ -  1 ~ y ~ ~/4-d ~- 1 --  1. 
13" 
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Beweis .  Lasse ich beliebige positive x zu, so folgt aus 

y ,  d )" q_ 1 y , ,=  2d 
( x + l  ' ( x +  1)3 : ~ 0 ,  

dal3 y fiir 0 < x < ~ / d -  1 monoton f~llt, fiir V ' ~ -  1 < x monoton w~chst 
und in x = ~ /d- -  1 das Minimum 2 ~/d- -  1 annimmt. 

Es sei 
d 

(48 )  z~ > V d -  a, z~ = ~ +-1- - 2. 

In xx und x.,. hat y denselben Wert. In keinem Punkte des Intervalls 
x~ < x ~ x~ ist daher y grSfler als in irgendeinem auBerhalb desselben 
gelegenen x :> 0. Is t  nun 

(49) x 1 --  x~ = 1, 

so gibt es. in diesem Intervall  genau eine natiirliche Zahl s----[xt] .  Fiir 
d 

jedes natiirliche x + s gilt dann y ~ ~ q- a. 

kus  (48) und (49) folgt 

1 [1 /] 
�9 ~+1-----x~, x~ = g ( 1 / 4 d - t -  1 -  1), 8 =  ( l /4d- t  - 1 -  1 . 

Ferner ist 
a + ) <  d 

8 - 1 - [  

so dal3 die Ungleichung 
d 

2~ /d - -  1 ~ s - - ~ +  8_< I/4d + 1  -- 1 

gilt. 

w  

S a t z  2. gs  bedeute ~ eine algebraisehe Zahl vom Grade d ~ 2 in 
bezugauf den KSrper K o. Es sei eo~,.., wh eine feste Basis yon K o. Unter  
x~ , . . ,  xh, x ; , . . ,  x~ verstehe ieh 2h ganze rationale Unbestimmte, die nicht 
sgmtlieh 0 sind. Das Maximum ihrer absoluten Betr~ige sei x ( >  0). 

Dann hat die Ungleichung 

zl ~~ + " ' + x ~  c~ I ~ 
( 5 0 )  ~ - ~; o~ + + ~i ~h 

nut endlieh viele LSsungea. 

(52)  

:(&+,) 

zl o~1 + . . .  + zh c% ist Wurzel der Gleiehung Beweis .  ~ / =  x, rol+.. .+z~o~ k 
h 

P (t) / 7  { ( x ; -  '~) - -  o9~ ~) - (~) co(n ") ) } O, wl -1- + x~ ) t - (xl + + xh = , . ,  ffl91 , . o  
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wo das Produkt tiber alle Konjugierten erstreckt wird. P(t)hat die Form 

(52) P(t )~a(Q( t ) )  f (a=~ 0), 

wo Q ein irreduzibles ganzrationalzahliges Polynom, a eine ganze rationale 
Zahl, f eine natiirliche Zahl ~ h bedeuten. Es sei ~o die grSgte der 

h 

h ~ Zahlen lo~) l ,  . . .  Ico2 ) , und ]c~. der Koeffizient yon t f in Q(t);  dann 
h 

i~t ~aeh (51) u~d (~2) far ~ = 0 , . . .  7 

l ~  I.<_ (h~)  r x r _---< (h~o)~ x ~, 

also 
h 

k = ma~ (I k o { , . . .  {k,~ l) < ~, ~ r ,  
f 

o 

1 1 x ~ 

Nun ist fiir f~_ 2 n&ch Hilfssatz X 

h (~+-~ + ~) > 7 f ( 2 ~ J -  1)'> 7 7 (~/~ t +  ~ - ~) 
h d t 

und die Ungleichung 

h d' 

ist auch fiir f ~  1 riehtig. Daher gill 

1 1 

wo ~ > 0 nur yon der gegebenen Basis abh~ing~. ~] liegt in einem d~r 
h 

endlich vielen versehiedenen UnterkSrper yon K o vom Grade 7 und ist 

darin primitiv; in jedem derselben hat nach dem Hauptsatz die Ungleichung 

1 
of 

kS-,-+- i + s'+ -~ 

nur endlich viele LSsungen, wenn d '  den Grad yon ~ in bezug auf den 

Unterk6rper und s '  die Zahl [ ~ ( ~ / 4 d ' +  1 -  1)] bedeuten; hierin ist 
d' ~ fd. Dasselbe gilt afor t ior i  yon 
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(55)  

H~itte nun (50) unendlich viele LSsungen, so w~ire fiir diese mit 
endlich vieten Ausnahmen 

s  ~ '+  of) 
x ~  o ~ s ' + ~ . ,  

dann lieferten abet (53) und (54) einen Widerspruch. 

Sa t z  3. Es sei ~ eine algebraische Zahl n - t en  Grades. 

Die Ungleichung 

1 
o < I k o ~ = ~ + k , ~ h - ~ +  . . .  + ]~ht _< 

kh'  ~ $-~l -{- .) - 1  ..b O 

(ma~ (i ko [ , . . .  I k~ [) = k > o) 

hat nut endlich viele LSsungen in ganzen rationalen Zahlen ko, k l , . . . ,  kh. 

Es geniigt, ]c o :> 0 anzunehmen. Beweis .  

Ich setze 

k~ x h _  1 kj, 
xh+~- +"" +Vo 

h 

= / - / ( ~  - ,~,,). 

Nach Zusatz 2 zum Hauptsatz gibt es ein positives A o 
so dafl flit jedes algebraische V ~= ~ yore Grade _~ h 

A o (56) I s  ~/I :> 0 

k 
gnt. 

Von den h Zahlen ]~{~)l,. ' .  i~(h) l sei l~(~)l die grSi~te. 

1. Es sei 
k 

kT > (l~=l + 2) ~ 
D ann ist wegen 

= Ao($, h, O), 

k ~ max 
ko ~=o . . . .  h 

Nach (56) ist 

I Z '(")'~'),"'('~)I < (1 + l,(" I)", 

l~1+2 <1+[~( ' )1 ,  

I~-,{ '>[ ~ I,(1>1- [~l > 1. 

Ao h - 1  

1 / 1 ~ -  ,{~)I > 

(ko ~ + . . .  + k~i = k o / - / [ ~  - ,c~)l > 
ko Ao a- 1 

(,-4-i ) o '  h ( h - 1 )  n +$ +~_ 
k 
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( n  ) 
eder, wegen k o :> 1 und h ~-~-~ --I-- ,s ~> 1 

Ao h-1  
{-57) l k o ~ " §  . . .  § k~ l > ) o 

h~ n + s - - 1 - r  t- ~ 
k 

2. Es sei 
k <(',~I + 2) h. 
k o 

Dann ist, wenn (56) fiir alle ~?(~) (r = 1 , . . .  h) benutzt wird, 

" ' "  n - -  t n  \ - - ( - Y "  

k -i k h" [s+~ +') - t + .r 

Aus (57) und (58) folgt, dal~ fiir hinreichend grol~es k (55) nicht 
mehr gelten kann. 

A n m e r k u n g .  Satz 3 ist trivial, wenn h ~ (  n ) s--+-Y + s ~ n ist. Ist 

n~imlich k o ~ + . . . + k h + 0 ,  so folgt aus I.h r (k  o ~ h + . . . + k h )  I : ~ l  
<lie Existenz eines positiven v = c (2, h), so dal3 

c 
I~o ~h + ... + ~hl > k~_---~. 

o _ ( ) 
Wegen ~ + a < 2 V n ist die Ungleichung h ~ s+_i+sn < n fiir h <=_~e 

zicher erfiillt. 

Satz 3 besagt, etwas weniger scharf ausgedriiekt: Fiir alle k o , . . ,  kp,, 
mit  endlich vielen Ausnahmen, gilt 

1 
Iko~h+ . . .  + k h l >  (ko+...+k~)h'r ~'' 

wenn die linke Seite + 0 ist. 
Jetzt  sei speziell k o = g eine natiirliehe Zahl und h = 2, n > 2. 

Ieh betraehte 'die lineare Funktion der beiden ganzen rationalen Ver~inder- 
lichen x, y 

. L ( x , y ) = g ~  ~ § 2 4 7  

:Es sei g I ~ I s q- 1~1 § 1 - -  B . .  Is t  "x - -  0, so ist fiir h6chstens zwei Werte 
yon y die Funkt ion[L(x ,  y ) l <  I ;  ist x + 0, so ist 

�9 tL(x, Y)I :> l y l -  (gl ~1~" q - Ix$'l § 1)q- 1 ~ t y l -  Blxl  + 1; 
~u~ IL(x, y ) l <  1 folgt'dann tYl ~:Bfx l ,  also (wege~ B > 1) 

m~x (1~i, IYl) < B l x l .  
Fiir alle Paare x, y mit Ausnahme endlich vieler gilt nun 

~ - -  max(g, lxl, tYI) >(!~1 §  
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also nach dem ersten Teil des Beweises von Satz 3 

' L ( x , y ) [ >  Aog Aog 
,, n 0 ~ ,) n 0 

flit t~inreichend groBes Ix ~; also auch fiir gro~es ix] 

1 
a 

Als weitere Anwendung von Satz 3 suehe ieh eine Abseh/itzung fiir 
2:ta 2:ta a 

x cos ~ ~- y sin $ -~ z, wo ~ ein fester reduziert~r Brueh und x, y, z 

drei ganze rationale Zahlen sin& 
Man hat  

x cos ~ + y sin - -E-  + z x cos -%- --  y sin --b-- + z 

2~a 2ba Z~ y~ 
2za 

Nun ist cos--b-- eine algebraisehe Zahl vom Grade �89 ~) flit b > 2; ' 

ferner ist 

max (I x~ ~ Y~ [, 12xz], I z~" -- Y~ I) s x~ Jr Y~ + x'Z + z~ + z~ ~- Y~ 
~ 2(x" +y~.-?z").  

Wird ~ ( b ) >  4 vorausgesetzt, was fiir alle b > 12 der Fall 1st, so ist 
nach Satz 3 fii.r grol~es x :  + y ~ ~- z ~ 

2~a ~ . 2za  z~ _ y~ x2 + Y~) c~ --V- -f- 2zz cos- X-  + l > 

also, wegen 

~.~ { ~(b) ~ ~ ( ~ + s / - i + e  
(x~+y~+z~) 

l 2za 2za I y~ Z~ ~f(b) x c o s - ~ - - - - y s i n - - ~ z  <_x~-~ ~ und 2 ( s + l ) ~ S < V 2 c f ( b ) ,  

I 2za 2~a I 1 x cos--F + y sin --g-- ~ z > 

H i l f s s a t z  XI. Es seien 2t, ~ ,  . . . ,  ~, die Konjugierten der algebra- 
ischen ZahI ~. Ich seize 

y~ = xQ ~2 A- . . . -l- xh -~  5 ,  § x!, 

m a x  ( l 1 ,  . . . I I )  = 

( a =  1 , . . .  n ) ,  

Es gibt ein positives Cls-=-Vjs (~), so dab yon den n Linearforfiaen 

y~ hSchstens h absolut ~ ~ sin& 
(71 8 

15) ~ bedeu~et bier die Eulersche ~-Funktion. 
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Bewe i s .  Der Hilfssatz ist trivial fiir h :> n; es sei also h ~ n -  1. 
Ich betrachte irgend h ~ ] von den Linearformen, etwa 

h 

)~=0 

Wegen I ~ U = ~ 0  ( x = l , . . . h + l ;  ~ = 0 , ' . . h )  lassen sieh X o , . . . x ,  als 
lineare Funktionen von Yl . . . .  Yh+l darstellen. Deren Koeffizienten h~ngen 
nut yon ~ 1 , ' "  ~h+l ab und sind daher absolut ~ c 1 ~ -  c1~(~ ). Ich setze 

max ([ Yl il . . . .  l Yh+~ I) --: Y; dann ist 
x ~ x 

x~(h+l)c19Y' Y:> (h+l)c~--nc~" 

Zu jeder Kombination yon h + 1 verschiedenen y~ bestimme ich ein c~9; 
dann w~hle ich C~s derart,  daiil Cls _~ nc~9 fiir jeden der endlich vielen 
Werte von c~9 gilt. Dieses C~s leistet das Verlangte. 

S a t z  4. Es sei ~ eine algebraische Zahl n - t en  Grades. Es bedeute 
( x o , . . .  xh) die zerlegbare Form 

n n 

es sei n > h ? s~- i  q- s und y~ (xo , . . .  xh) irgendein Polynom in x o , . . ,  x h 

yon der Dimension d < n --  h "~ ( n ) 
% 

7 ~ - i +  8_ �9 

Dann hat die Gleiehung 

(59)  ~o (,~o,... ~ , ) =  'p (~o, . . .~)  
nur endlieh viele LSsungen in ganzen rationalen X o , . . . x  h. 

o 
B ew eis. Es geniigt, x o ~ 0 anzunehmen. E~ sei 

o < ma,~ (I~ol, . . .  I x ~ l ) =  ~, 
und fiir unbestimmtes u 

h 

Xo u~ + ~ lu  ~-~ 4 . . .  + x~ = X o / / ( u  - ~(~)). 

Es gibt eine Zahl ~ ~ O, die nut  yon den Koeffizienten yon w abh~ingt, 
so daft 

(6o)  t v ( ~ , o , . . .  ~,,)l < ~,~.  
b~ach Hilfssatz XI  sind yon den n linearen Formen y, mindestens 

n --  h absolut :> ---~. Seien y~, . . .  yx s~mtliche Linearformen, dexen 
C18 

absotute Betr~ige < __x sind (falls es solche gibt), dann ist ~ _~ h und 
h 

F = I  ~,=1 
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Es gibt ein C:o > 0 derart, dal~ das Minimum unter den absoluten Be- 

tr/igen der Differenzen der Zahlen ~ , . . .  $. grSSer als _1 ist. Dann sind 
C20 

1 
von den ),h Faktoren des Doppelproduktes hSchstens h absolut < 2c,.o 

1 
(denn sonst wiirden fiir ein gewisses v zwei Ungleichungen [ $~ , -  ~(~)t < 2---~o' 

1 /x~ 1 
t~.~,' -- ~(~)[ < ~ mit # ~ bestehen, was I ~  --  ~,' ] < - -  zur Folge 

C~o 
h~itte). 

Ist die Anzahl j ener Faktoren _< h -- 1, so folgt nach dem I-Iauptsatze 

l Y ~ . . . Y x t  > 

1 - ~ h  

1,(h- ~) (s--~ + s) +o 
g~ 

fiir gro~es x; ist aber diese knzahl = h, so gilt 

also 

, 1 
max (lrh , . . .  It/h:) .< max ( l ~ l , . - .  1~,,I)-4- 2C~o' 

1 �9 
(61) IqV(Xo, . . .xh)t  ~ h,(8_~4.+1+.8)_~+o \c~s/ - -  % 

C2~ 

Fiir 0 w~hle ich irgendeine positive Zahl < n --  h ~ ( ~ ) s-~-~ ~ s_ --  6; dann 
ist nach (60) und (61) fiir hinreichend" gro~es x 

I > 1  h)l. 
(59) hat also nut  endlich viele LSsungen. 

A n m e r k u n g .  Schon fiir kleine Werte yon h sind diejenigen n, auf 
welche Sa~z 4 angewendet werden kann, sehr hoch. Genauer will 4eh be- 

wejsen: Der kleinste Weft v on n, fiix. den n > h~(. n ) ~--T "4- s wird, ist 

n = 4 h 4 - - 2 h ~ . + . l .  

Setzt man n~mlich n = 4h  4 --  2 h ~ +  n*,  so ist fiir n* > 0 ~vegen 

s + 1 ~- 8 s Y4--~.~-I 1 (hath Hilfssatz X) 

x 

l Zo----F "< c.21, 
1 . ) , h  

Auf jeden Fall ist daher fiir 1/inreichend grofles x 

ly,...y l > 1 . 



Approximation algebraischer Zahlen. 199 

) _  h' h ~ 

>4h4--2h~ ~ 4 h ~ - - 1 + 4 h ,  1 

--~-n* 2h~n* n *2h~"- I  ~ 0  
4h ~ -  1 4h~-- I  

und hierin steht das Gleichheitszeichen nut fiir n* =-0. 
Als kleinste Gradzahl, fiir die Satz 4 gilt, gehSrt also zu h == 1 n = 3, 

h = 2  n - ~ 5 7 ,  h = 3  n-----307 usw. 

Satz 5. Es sei U(x,y) eine homogene binge Form d-ten Grades 
ohne mehrfache Linearfaktoren, deren Koeffizienten einem KSrper K o vom 
Grade h o angehSren. 

1. x und y seien ganzzahlige Variable eines festen OberkSrpers A ~* 
yon Ko, dessen Grad in bezug auf ~2 mit h bezeichnet werde. Es sei 

d:>h(-~l-~S ) (s = [~(V4d ~ i -  1)]). 

Unter V(x, y) verstehe ich irgendein Polynom der Dimension 

< d - - h _  ..(s~--T -~-_s) mit Koeifizienten aus Ko, welches zu U 
J ']D 

) 
teilerfremd ist. 

B ehauptung.  Die Diophantische Gleichung 

(62) v(~,u)= v(~,u) 
hat nut endlich viele LSsungen. 

2. x und y seien irgendwelche ganze algebraische Zahlen vom 
Grade ~ h .  Es sei 

d > h' ( dho ~8-%-f + s') ( s '=  [~ (Y4dho + 1-- 1)]). 

Unter V(x, y) verstehe ich irgendein Polynom der Dimension 

< d_h~( dho s t) mit Koeffizienten aus K o, welches zu U (x,y) § \s-r~T $ 

teilerfremd ist. 
Behauptung .  (62).hat nut endlich viele LSsungen. Es gibt also 

aur ~aur. endlieh viele ZahlkSrper des Grades ~ h, in denen diese Glei- 
chung Liisungen in. primitiven Zahlen besitzt. 

B eweis. ~Durch eine homogene lineare Transformation der Deter- 
minafite '~ mit gadzen rar Koeffizienten l~i~t sich stets erreichen, 
da~ in U(x,y) die Koeffizienten yon x ~ und y~ nicht 0 sin& Ohne Be- 
schr~inkung der hllgemeinheit kann daher 
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gesetzt werden. Nach Voraussetzung Mad die d Zahlen r . . . .  }~ von- 

einander verschieden; das M i n i m u m  i h r e r  Abstiinde sei 1 ~ 0. Von den 
~5 

d Faktoren des Produktes s ind dann  mindes tens  d -  1 absolut ~ ~-~. 

1. Seien x ~-7,  Y ~-~=~ 0 ganze Zahlen  aus K*. Sind V~lJ,... ~,h~, 
~7 ~1~ . . . .  ~h) ihre Konjugierten, so ist ~- Wurzel  der Gleiehung 

h 

/ / ( r  t - ~-~) _- 0. 

Deren Koeffizienten sind abso lu t  < ( 2 Z )  h, wo Z das Maximum der 2h  
Zahlen l~](t)], . . .  I$~ bedeutet .  Wie  b e i m  Beweise yon Satz 2 fotgt 

I ~  ] _ 1 
i~ ' ~ - ~  > ~(:-$~7;)~;  (~--~ . . . .  h ; , = ~ , . . . m  

(2z) 

flit hinreichend groges Z (wenn  die l inke  Seite ~= 0 ist; da aber U und V 
keinen gemeinsamen Faktor  haben,  so is t  dies fiir LSsungen von (62) mit  
genfigend groBem Z sicher tier Fall).  Ohne  Beschriinkung der Allgemein- 
heir sei 

z =  Ir ir 
denn (62) bleibt richtig, wenn alle Gr~il~en dutch ihre Konjugierten ersetzt 
werden, und nStigenfalls ver tausche  m a n  x mit y. Fiir groBes Z ist also 

(68) ! U(,~, ~) I > I ' l l  z ' (  ~ " " -  ' 

andererseits gilt fiir ein gewisses v~ > O, das nut von den Koeffizienten 
yon F ( ~ , y )  abh~ngt, 

(64) I v ( ~ ,  t ) l  < n z , .  
d 

W~hlt man ein positives O < d -  h (y~--~ Jr ~ ) -  ~, so is~ nach (63) 

und (64) flit hinreiehend' groJ~es Z 

I U ( v , r  > I V ( ~ , r  
2. Seien x = ~, y ~ ~ + 0 ganze ~lgebraische Zahlen vom Grade <~ h 

und V(~),...~(~,), r  ~(~,) ihre Kon jug ie r t en  (hi "~h, h~ ~ h ) .  ~ ist 

Wurzel der Gleichung hxh.~-ten Grades m i t  ganzen zationalen Koeffizienten 
h, ;% 

setzt man Z~max (I~0)I, ... IC(~')I), so sind ihre Koe~zienten absolut 

< ( 2 Z )  ~'~'. Wie beim Beweis von  Sa t z  2 liefert der Hauptsatz 
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~,) ~ ! >  ,dho ,~ ( i f = l ,  h ~ ; ~ = l , -  ./~--; 
f h l h ~ , h t h ~ l s , + l + S ) +  0 . . . .  . 

flit hinreiehend groBes Z. 0hne Besehr~inkung der Allgemeinhei~ k a n n  
wieder Z = r angenommen werden. Dann ist fiir groI~es Z 

( 1 1  ~-' 1 
(65) U (,7, r  I :-" i~ i  Z "  ~2,~ , - ~,(f~,, ~ ,) ~, , 

(2Z)  

Fiir positives O < d -- h 4 ( d h o \s'd-1 - -~8 ' ) - -5  folgt aus (64) und (65)  f t i r  
hinreichend grot~es Z 

iU('~,r > lV (,J,r 

A n m e r k u n g .  Der kleinste Wer~ von d, fiir welehen d > h ) -~ i  4 -  8 

wird, ist 
d = 4 h * ' - - 2 h d - 1 ,  

also ffir h ~ l  d---~3, h~---2 d = 1 3 ,  h = 3  d = 3 1  usw. 

Der kleinste Wef t  yon d, far welchen d :> h 4 ( f i ho  \ s '+  1 + 8') wird, i s t  

d--= 4hSho - 2h4-F 1. 

Zusiit~.e. 1. Bei dem Beweise war nur benutzt women, clal] 

( Zd_h, ~ / d h o  \ . 
resp. = o  tTrgX+,')-e) ist. Es gill also aueh allgemeiner: 

Die Relation 
U(~ ,~)  = O(Z~),  

wo sieh die Abseh~itzung auf eine Folge waehsender Z --, oc bezieht, k a n r t  
nicht ffir alle Konjugierten der linken Seite richtig sein. 

2. Es sei ~o(x) ein irreduzibles Polynom yore Grade n ~  3 m i t  
rgtionalen Koeffizienten, Sind p und q zwei ganze rationale Zahlen u n d  
bedeutet P ( z )  ein Potynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, so w i r d  
ein Polynom 2~ (as). yore Grade n -  1 durch 

(66 )  (p -- qx) P (x) ~. R(x) (rood q~ (x))  

elndeutig bestimm~. 
Dann w~ehs~ /fir die Menge aller nieht dutch ~(x)  teilbaren P ( x )  

yon einem festen Grade ~ gteiehm~l~ig der absolut gr61]te Koeffizient y o n  
R ( x )  mit ] ~ / t  tiber alle Grenzen. 

1st n~mlich T ( $ ) ~  0, so wird wegen (66) 

N (p --  q ~ ) N (P ( ~ )) = N(R(~));  
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also, da ffir ein nut von ~(x) und von v abh/ingiges ~7 > 0 iN(P(~))I > _1 ist, 
l" 7 

f 

Nach Satz 5 w~iehst der Weft der linken Seite mit l lo q l fiber alle Grenzen; 
dasselbe gilt daher von IN (R (~))l, also aueh yon dem absolut grSl]ten 
Koeffizienten yon R (x). 

I s t h  o ----h = 1, so liil]t Satz 5 folgende Erweiterung zu" 

Sa tz  6. Es seien P(x,y)  und M(____~,y_~) zwei rationale Funktionen in Q(x,y) N('x,,y) 
gekiirzter Form mit rationalen Koeffizienten, yon denen die erstere homogen 
ist. P ( x , y )  babe lauter einfache Linearfaktoren und sei zu M ( x ,  y) 
teilerfremd. Zwisehen des Dimensionen n, n' ,  (~ yon P, Q, M mSgen die 
Un-gleiehungen 

( ) )) (67) n > 0 ,  0__<O-< n s :  ~ n + 2 1 - 1  

bestehen. Dann besitzt die Diophantische Gleichung 

(68) ~'(~' Y) ~(~ '  Y) Q (~, y) = :y(%, y-~ 

nur endlich viele LSsungen in ganzen ration.alen x, y. 

Beweis .  Der Fall n ' - - 0  wird dutch Satz 5 Zusats 1 erledigt; sei 
also n ' >  O. Ohne Besehr/inlmng der Allgemeiaheit seieu P, Q, M, N 
ganzzahlig. 

Es gibt zwei homogene Polynome A ( x , y ) u n d  B ( x , y )  von den 
Graden n ' - - 1  und n - - 1  mit ganzen rationalen Koeffizienten und "eine 
natiirliche Zahl 48, so dal] identiseh in x und y 

(69) A (x, y) P (x ,  y) + B ( x ,  y) Q(x,  y) = 4sy'~+'~'-~. 

Aus (68) uncl (69) folgt ffir die LSsungen x, y yon (68) 

(70) P (A M -[-- B N )  ---- Vs yn + ~"-I M.  

Es sei t = (x, y); dann l~Bt sieh setzen 

X --- t:r,', y --:-- ty ' ,  (x', y') = 1. 

Jedes der beiden Gleichungspaare P----0,  M ~ 0 und M - - 0 ,  N ~ 0 hat  
nach Voraussetzung nut endlich viele ganze rationale L6sungen x, y; es 
gibt also ein 79, so.daI~ flit alle LSsungen yon (68) mit Ix l >  49 die Un- 
gleichungen 

(71) P ( x , y ) +  0, I N ( ~ , y ) l  ___ ~ 

gelten. Ich setze 
q~ max(x'r, 
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dann ist 

(72) [M(x, y)] < rlo(l~t) ~, IQ(x,y),  < r~l (/~t)"'; 

und nach Satz 5 Zusatz l  fiir !x I > %  

n t , , 1 tn  n_; ,_O,  (73) r P ( x , y ) ' = t  i P ( x , y  )l>~]~, 

we ra~ " > 0 nut yon (9 und den Koeffizienten yon P abh~ingt. 

Nach (68), (71), (72), (73) ist also 

1_ t./,,_~_o < r~o z~ (t,u).,+,~, 

oder, da wegen (67) 

( n - n ' ) ( n - x ) - n ( ~ > 0 ,  n - n ' - ( ~ > 0  
ist, 

(74) t ~  < ~18~ " - ' ' -~  . 

Aus (70) folgt 

P (~ ' ,  y ' ){A (~', y ' ) ~  (~, y ) +  t " - " B  (~', y ' ) N ( z ,  y)} 

= ~ y'"+"'-~ M (x, y). 

Wegen P =~-0 ist M 4= 0; der absolute Betrag der geschweiften Klammer 
ist ~ 1. Setzt man 

(P(x',  y'), y') = t', 
so ist 

O ~ P ( x ' , y ' ) ~ a o x  + y ' ( . . . ) ~ a o X  (modt ' ) ,  

also wegen (x',  y') ~ I 
t'l%. 

Daher ist 
P(x', y')lvsa~'+'v-~M(x, y); 

und naeh.(74) und (72) 
~5{x+O�91 

I P (x', Y')I < Vs I% I "+' ' -x Zxo (~ t) '~ < ~x, ~"-"'- '~ ' 

Also ist nach (73) 
(x+o) 

(75) ~ < (~1~ ~1,)~.-~-o~c.-. ,I-% 

wean O so klein gewihlt wird, daiS der Nenner des Exponentea > 0 ist, 
was nach (67) m6glich ist. Aus (74) und (75) Iolgt dieBeschriinktheit 
yon ]b] und ]Yl; die vorgelegte Gleiehung hat also nur endlich viele 
LSsungen. 
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knmerlcung.  Der Spezialfall M = 1, N ~ 1 finder sieh in einer 
Arbeit yon Thuel~). 

Satz  7. Es sei f ( x )  ein Polynom mit ganzen Koeffiziente'n aus einem 
algebraischen ZahlkSrper K. x durehlaufe die ganzen Zahlen dieses KSrpers. 
Von den Normen der Primideale aus K,  die flit ein bestimmtes x = v ~ in 
f(O) aufgehen, sei N~ die grSgtel'). 

B e h a u p t u n g .  Besitztf(x) mindestens zweiversehiedeneNullstellenlS), 
so liegt nur ftir endlieh viele z~ die positive Zahl N~ unter einer beliebigen 
festen Schranke. Anders ausgedriiekt: Von den Normen der Primidealteiler 
yon f@)  wiieht die gr61~te mit ~ iiber alle Grenzen. 

Beweis .  S~i m ( >  2) aer genaue erad yon f (~)  und 

f (x )  = c ~  + . . .  (c + 0 ganz), 

dann ist flit die ganzzahlige Variable y ~ - c x  

~.~- l f (~)  = u~  + . . .  = f ,  (u); 

es kann also ohne Einschr~inkung c = 1 angenommen werden. Nach Vor- 
aussetzung gilt eine Zerlegung 

(76) f (x )  = . ( x  -- ~1) (x -- ~ )  g (x) 

mit ~ @ ~ .  Zu K adjungiere ieh 21 'und 2~; den so entstehenden 0ber- 
kSrper yon K sense ich _~; sein Relativgrad ist ~ m ~. Bedeutet das 
Zeiehen N resp. N die in K resp. /~ genommene Form, so ist flit ein 
Ideal e aus K 

_N~ __< N a " ,  N a : >  VN~.  

Der Satz braueht also nut flit x in K (nebst N statt N)  bewiesen zu 
werden; d.h. ieh kann K = K voraussetzen. Ferner geniig~ es, die Bb- 
hauptung fiir den Teiler ( x -  2 ~ ) ( x -  2,) yon f (x)  nachzuweisen. Ersetzt 
man endlich noeh x -- 2~ dutch x, X~ -- ~1 dutch a, so kann man f ( x )  in 
der Form 

(77)  f ( x )  = x(x -- a) (a + 0 ganz) 

annehmeiL 

Es sei eine natiirliehe Zahl M gegeben. Ieh betraehte die MeAge 
aller ~? mit N e ~  M. Ist M > 1, so seien p~ , . . .  1~ die versehiedenen 
Primiclealteiler yon M!.  Dann geht nach der Definition yon Ne kein 

18) Thue 7. 
1~) Ist f(t~) eine Einheit, so werde Ne--- 1 gesetzt. Die endlieh vielen LSsungen 

yon f ( x ) =  0 kSnnen im Iolgenden ausgeschlossen werden. 
18) Der Fall f ( x )  = c ( a x +  b) r~ bildeC in tier Tat eine Ausnahme (vg}. P61ya 2). 
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yon P l , " "  P~ verschiedenes Primideal in f (0)  auf; es gilt also, da wegen 
(77) v~lf(~ ), 

we a l , . . ,  a~ ganze rationale Zahlen ~ 0 sind. 
Es sei h der Grad, H die Klassenzahl yon K (im weitesten Sinn). 

Ieh setze 
4 h ~ = n .  

l~iir , , :  1, . . .  1 sei r~ der kleinste Rest :> 0 yon a~ modulo ( H n ) ,  
dann ist 

( ~ )  == p~' . . .  ~;, a ' " ,  

we a ein gewisses Ideal bedeutet, a ~ ist ein Hauptideal (#), also ist 
aueh p~ ' . . ,  p{,----(fl) ein Hauptideal. Es gibt also eine Einheit e, so dal~ 

Es sei e l , . . ,  e~ ein System yon Grundeinheiten; dann gibt es eine Ein- 
heitswurzel 0, eine Einhei~ ~ und r Zahlen s, ( u =  1 , . . .  r) der Reihe 
0 bis n - - 1 ,  so dal~ 

e = e @ . . .  e~, ~" ~o). 
Setzt man noeh 

so ist 

und rl  gehSrt einem endlichen Wertevorrat an; enthiilt niimlich K genau 
w Einheitswurzeln, so kommen fiir 71 hSehstens A ~ w n r ( H n )  l Werte 
in Betracht; A h~ngt nut von K und M ab. 

Wegen ~ -  a lf(v~ ) ergibt sich ebenso fiir 0 -  a ein Ausdruck der 
F o r m  

mit A MSgliehkeiten fiir 7~. Daher ist 

(78)  71 r - re ~3 = ~ .  

' g i e r in  betraehte ich ~1 und ~ als Unbekannte. Die hnzahl der ver- 
schiedenen Diophantischen Gleichungen (78) ist ~_ A~; jede derselben hat 
wegen n > 4h ~ -  2h nach Satz 5 und Anmerkung nut endlieh viele LS- 

sungen ~1, ~" 

Es gibt also nur endlieh viele ~ mit N~ ~ M. 

Zus~itze. 1. f ( x )  stellt nut endlieh viele Einheiten dar. 

19) Ist  v ~ eine Einheit ,  so steh$ rechts natiirlich o. 
go) Im Falle r = 0  t re ten  81 . . . .  er, ~/ nicht  auf;  es ist dann  e = e .  

Mathematische Zeitschrift, X. 14 
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2. Es seien P l , . . .  Pz gegebene Primideale und ~, eine ganze Zahl 
aus K,  deren s~imtliche Primidealteiler unter diesen enthalten sind. 
Seien K1 , . . .  K~ irgendwelche a]gebraische ZahlkSrper. Ist dana ~-] ~ M 
= M ( K I , . . . K r )  , so gehSrt keine Wurzel yon f ( x ) = ~  einem dieser 
ZaMkSrper an. 

3. Es seien Pz , - - -Tz rationale Primzahlen. Thue hat bewiesen~l), 
dab fiir jedes natiirliche a nu~ endlich viele der Zahlen p ~ , . . ,  p~, • a 
(x~, ~ 0, 1, 2, . . .  fiir /~ ~ 1, . . .  l) Primteiler haben, die shmtlich be- 
sehr~nkt sind. Ieh werde zeigen, dal~ es unter diesen Zahlen auch nut 
endlich viele gibt, bei denen die in ungerader Potenz auftretenden Prim- 
teller besohr~inlrt shad. 

Zum Beweise setze ieh f ( x )  -~ x ~ ~ a; dann ist ~ ~ V~ =i: a eine 
Wurzel yon f ( x ) - - ~ , .  Durchlhuft ~ die Zahlen p~, . . .  p~, und bedeutet d 
den grS•ten quadratfreien Faktor von v =i= a, so whehst nach Zusatz 2 
die positive Zahl d mit ~, fiber alle Grenzen, desgleichen also auch der 
grS~te Primteiler yon d.  Dieser tritt  aber in ~ :J= a in ungerader Potenz auf. 

4. Fiir K ---- ~ besagt Satz 7: Zu jedem m :> 0 gibt es ein g - -  g (m) 
derart, da~ fii~ alle nat'tirliehen n > g die Zahl tV~ ~ m ist. Dieses g kana 
abet nieh~ gleiehm~i~ig fiir alle Polynome f ( x )  yon einem festen Grade gew~hlt 
werden, ~r das Beispiel fx (x) --  x ( x  + 2 ~) (2 -~ 0, 1, 2 , . . . )  lehr~; denn 
bier ist flit n ~  2 ~ f x (n) -~  2 sx+l, also hr, ~ 2,~ w~ihrend n mit )l fiber 
alle Grenzen w~chst. 

5. Satz 7 l~13t folgende Erweiterung zu: 
Es sei K der KSrper, welcher dutch die Koeffizienten und Nullstellen 

yon f(x)  erzeugt wird, und H seine Klassenzahl, h sein Grad. Es sei 
eine natiirliche Zahl t ~ 4h 9 -  2h ~ 1 gegeben. Dann ist nur fiir endlich 
viele ganze ~ des KSrpers f ( x )  yon der Form ~ y ~ ,  wo ~ und y eben- 
falls ganze Zahlen des K(irpers bedeuten und die Primidealteiler yon a 
besehr~nkte Normen haben. 

Srb 

Bowels. Ist f ( x )  - -  c i i  (x  - worin ohne Beschr~nkung der/ill. 

gemeinheit c und ~ ( ~ , - - 1 , . . .  m) ganz: sind, so kSnnen 2 verschiedene 
Linearfaktoren x -- r und x --  ~x nut einen solchen gemeinsamen Idealteiler 
besitzen, der auch in der Diskriminan~e yon f(x) aufgeht. Kommt daher 
ein Primidealteiler von y~S in einem x -  ~ zu einer Po~enz vor, deren 
Exponent nicht durch tH  teilbar ist, so ist seine Norm besehr~nkt. Wie 
beim Bowels yon Satz 7 l~i~t sieh ser 

�9 

~) Thue 3. 
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wo y, und 9'~ einem endliehen Wertevorrat angehSren. Satz 5 zeigt dann 
die Riehtigkeit der Behauptung. 

Insbesondere ist hierdureh bewiesen" Sind a, m :> 2, n ~ 3 natiirliehe 
Zahlen, so hat die Diophantische Gleiehung 

( x )  n 
m = a y  

nur endlich viele LSsungen in natiirlichen Zahlen x, y e~) 

6. Es sei K ein algebraischer ZahlkSrper des Grades h = r,-1-2r~. 
Von seinen Konjugierten seien K(1),.. .  K (w reell und die Paare K (rx+~), 
K (r*+r~+,) (~ = 1 , . . .  r~) konjugiert komplex, aeder Zahl ~ aus K ordne 
ieh folgendermal~en eindeutig einen Punkt (v~, . . .  Oah) eines h- dimensionalen 
Raumes zu. Ieh setze 

v % - - ~  (~t) ( 2 = 1 ,  . . .  r~), ~,,+~q-izg,,+,,+,-----v ~('+"1 ( / z = l , . . . r , ) .  

Durchliiuft nun v ~ alle Einheiten des KSrpers, so haben nur endlich vide 
der ihnen zugeordneten Punkte beschrgnkten Abstand. 

Beweis.  Sei M > 0 gegeben. Gelten fiir zwei Einheiten s und r/ 
aus K die h simultanen Ungleiehungen 

1 , . . .  h), 
so ist 

I e(~) -- */(~)1 < 2 M  ( v =  1, . . .  h). 

Die Zahlen e - - ~  gehSren also einem endlichen Wertevorrat an; ist 
a ~ 0 eine Zahl desselben, so folgt aus e -  V = a 

e(e -- a) = e~/= Einheit, 

was naeh Satz 7 nur fiir endlich vide e mSglich ist. 

Sa tz  8. Es sei f ( x )  ein Polynom mit Koeffizienten aus einem alge- 
braischen ZahlkSrper K. Es seien a und ~ zwei versehiedene Zahlen 

aus K und f(a) =t= 0. Ieh entwickle die rationale Funktion __f (__.z_ ) .  (n ~ 3) 
nach Potenzen yon x -  "~: 

f(*) 2 7 , ( x _  ~)" (79) (-g-S_~-~ = ,=o 

und sehreibe die Koeffizienten r,  als gekiirzte Idealbriiehe _m~.. 

B e h a u p t u n g .  Von den Normen der Primidealteiler yon m, w~ehst 
die grSl3te mit ~ fiber alle Grenzen. Eine Ausnahme bildet nur das 
Polynom 

~=0 ~=0 

'9) Fiir n = 2  gilt dies noch nicht; z.B. hat die Gleiehung ( 2 ) = Y '  unendlich 

viele L~Jsungen in ganzen Zahlen. 
14" 
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wo ~ und !L Zahlen aus K und g(x) ein Polynom mit Koeffizienten aus 
K bedeuten. (Fiir n ~ 1, 2 gilt dies auch; es ls sich dann jedes f (x)  
in die Form (80) setzen.) 

Beweis.  Ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit sei ~ = 0 und f (x)  
vom genauen Grade r < n. Ich setze 

f(x) -- flox r + . . .  + fir. 
Dann ist nach (79) 

(flo x r + ' ' ' + f l r ) (  - 1  n ~ )  X ( " l - n - i ) ( ~ )  ~ n _ i  - - - 2 7 ~ x "  
~,=0  ~ ,=0  

1 n 7 , =  (--  ~) ~ f l r - ,  ( , + n - l - i )  1 ( , = 0  1, ) 
\ n--1 ~ ' . . . .  t=o 

~iir" Mle ganzen rationalen y ~ 0 ist daher 
I* 

(81) (-- 1)" r 7y --  Z (  y + n - l - i ) n  - 1 fl,_,a'. 
i=o 

Es gibt eine nur yen a und den fl abh~ingige Zahl ~ ~ 0 aus K,  so dab 
flr_iai(~ (i = 0 , . . .  r) ganz ist. Dann ist 

t" 

(82) ~ ( ~ - -  l )I X f l r - i a i ( Y - i - n - - l - - i  ) 
�9 n - - 1  

ein Polynom n -  1-ten Grades in y mit ganzen Koeffizienten aus K, und 
zwar genau n -  1-ten Grades, denn der Koeffizient yon y , - I  ist 

#. 

+ 0. 
i----0 

Ist dieses Polynom keine Potenz einer linearen Funktion, so ws nach 
Satz 7 die Norm eines seiner Primidealteiler mit y fiber alle Grenzen; 
dieses Primideal geht naeh (81) in ~ (n -- 1)! a n+~ 7y, also Iiir hinreichend 
gro~es y im Ziihler m~ von (Tu) auf. 

Ist aber (82) die n -  l - r e  Potenz einer lineaxen Funktion, so gilt 
nach (81) Iiir zwei gewisse Zahlen t ,  ~ aus K ~ 

~(y+~)~- i  (y : 0, 1, . . . ) ,  

also nach (79) 

~ = 0  

~o=O : r  
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Fiir 0 ~ n ist aber 

S (-- 1)n-* (~) (# -f- ~o -- z) n-1 
Y-=O 

n 

~ - 0  

also wird 

n-af  ,, 1) n-" n)n_1 / 

~)=0 * , n = O  

Ersetzt man x dureh x - - ~  und a dureh a - - ~  und fiigt zu f(x) ein 
beliebiges dutch ( x -  a) ~ teilbares Polynom hinzu, so erh~lt man das 
allgemeinste Polynom, das eine Ausnahme bildet, in der Form (80). 

2(z) 
Sa tz  9. Es sei f(x)= ~J(x) eine rationale Funktion mit Koeffi- 

zienten aus einem algebraisehen Zahlk6rper K,  deren Z~hler und Nenner 
zueinander relativ prim und weder konstant noeh Potenzen linearer Funk- 
tionen sin& ~ durehlaufe die ganzen Zahlen yon K.  Man schreibe f(~:).2s) 
als gekiirzten Idealbmch 

m~ 

dann sind nur fiir endlieh viele ~ die Normen der in m~ aufgehenden 
Primideale s~mtlich beschr~nkt. Dasselbe gilt ffir n~. 

Beweis .  Es geniigt, P(x)und Q(x) als ganzzahlig anzunehmen. 
Es gibt zwei Polynome A (x) und B(x)  mit ganzen Koeffizienten aus K 
und eine natfirliehe Zahl r1~ , so daft 

(83) A (x) P (x) -t- B (x) Q (x) = T~.~ 

ist. Es gibt ein Ideal re, so dal~ 

is~. Aus (83) to]gt dann r~] (~5); r~ geh6rt also einem endliehen Vorrat 
von Idoalen an. Satz 7, auf P ( x ) u n d  Q(x) einzeln angewendet, liefert 
die Behauptung. 

Zus~tze .  1. Es seien P(x,y) und Q(x,y) zwei teileffremde ho- 
mogene Polynome der Grade 3 und 2 mit einfachen Linearfaktoren und 
rationalen Koeffizienten. Dann ist 

P(x,y) =Q(x,y) 

�9 ~) Far f ( ~ )  + o. 
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die Gleichung einer Kurve drifter Ordnung mit einem Doppelpunkt im 
Anfangspunkt der Koordinaten. Auf dieser Kurve liegen nach Satz 6 
nur endlich viele Punkte mit ganzen rationalen Koordinaten. Anderer- 
seits zeigt die Parameterdarstellung 

x ~ q ( l ' 2 )  ~Q(1,2) 
:P(1, Z---~ '  Y = ~(-1, ;.--~ (y = ~x), 

dag die Kurve unendlich viele Punkte mit gebrochenen rationalen Ko- 

ordinaten enth~lt. Aus Satz 9 .ergibt sich nun: Durchl~iuft Y-- die natiir- x 
lichen Zahlen, so waehsen die grail]ten Primteiler der Ziihler von x und y 
fiber alle Grea~en; das gleiche gilt fiir die Nenner. 

2. Es seien A, B,  C . . . .  mohrere paarweis vertauschbare Matrizen 
n-ten Grades mit linearen Elementarteilern. Ihre Elemente seien Zahlen 
eines algebraischen ZahlkSrpers K(o)) .  Die Gesamtheit aller rationalen 
Funktionen ~ (A, B, C . . . .  ) mit Koeifizienten aus K(co) bildet ein System 
yon Matrizen, das ich mit K(A,  B, C,...; o)) bezeichne; hierbei ist vor- 
auszusetzen, dab die im Nenaer yon ~ stehende Matrix yon der Deter- 
minante ~= 0 ist. Eine Matrix nenne ich ganz, wenn ihre (charakteristi- 
schen) Wurzeln ganz sind. Es sei f(x) eine feste rationale Funktion mit 
Koeffizienten aus K ( m ) ,  die nicht Potenz einer linearen Funktion ist. 
X sei eine ganze Matrix aus K(A, B, C, . . . ;  w), und die Determinante 
der Matrix des Nenners yon f(X) sei + 0. 

B e h a u p t u n g .  Nur flit endlich viele X ist f (X)  yon der Form 
P~QqRr..., we P, Q, R, . . .  mehrore feste paarweis vertauschbare Ma- 
trizen mit Koeffizienten aus K ( w )  yon den Determinanten ~ 0  und 
p, ~, r , . . .  irgendwelche gauze rationale Zahlen bedeuten. 

Beweis .  Es seien r  % die Wurzeln yon A; fll . . . .  fl~ die 
yon ~ ,  usw. Nach einem Satze yon F r o b e n i / l s  lassen sich dann diese 
Wul:zeln einander so zuordnen, dag qo (A, B . . . .  ) die Wurzeln 9~ (r fl~,'- .) 
( i  = 1 , . . .  n) besitzt, a~, . . .  % geniigen einer Gleichung n- ten Grades 
mit Koeffi~ienten aus K(co); dasselbe gilt yon fl~,. . ,  fl~, usw. Die Wurzeln 
von X,  die ich ~i (i ~ 1 , . . .  n) nenne, liegen also in einem festen Ober- 
k5rper yon K(o~). Aus f(X)-~P~'QqR~.., folgt dann 

f ( g l )  - - - -  : ~ e '  . . . .  
we ~, z, q, . . .  gewisse Wnrzoln yon P ,  Q, R , . . .  bedeuten. Ich wende 
Satz 9 auf den durch r f l~, . ' . ,  z, z , . . .  erzeugten KSrper an; ~i gehSrt 
also einem endlichen Wertevorrat an. Dies gilt fiir i = 1 . . . .  n. 

Hat nun X die Wurzeln ~ ,  X* die Wurzeln ~ ( ,  so iolgt aus der 
Annahme q~i-~q~* (i -----1, . . . n),  dab die Wurzeln der Matrix X - - X *  
s~mtlich 0 sind; wegen der linearen Elementarteiler ist also X = X *. 

Folglich gibt es Iiur endlich viele LSsungen yon f(X)-~ P~Qq.R ~ .... 
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Sa tz  10. Es sei W ( x ,  y)  ein Polynom n-ten Grades mit ganzen 
algebraischen Koeffizienten, yon dem sich kein homogener Faktor ab- 
spalten liil3g. Die Koeffizienten yon x ~' uad y~ seien hierin q~ 0. 

Dana hat die Gleiehung 

(84) w(z ,y ) - -  0 
nur endlich viele LSsungen in ganzen Zahlen eines fesgen KSrpers K,  in 
welehen nur Primideale yon beschr~nkter Norm aufgehen. 

Beweis .  Ohne BeschrSnkung der Allgemeinheit seien die Koeffi- 
zienten yon W ( x ,  y)  in K enthalten. Die endlieh vielen LSsungen jeder 
der beiden Gleichungen W ( x , O):= O, W ( O , y) ~ 0 kSnnen beim Beweis 
ausgeschlossen werden. 

Sei x ~ v~ 1 =~ 0, y ~ v~ 2 ~ 0 eine ganzzahlige LSsung yon (84) aus K.  
Is~ v ~  eine Einheit, so setze ieh N~,~, = 1; sonst bedeute No~,  die 
grSl]~e uater den Normen der in ~ # ~  aufgehenden Primideale. 

Es sei M eine feste natiirliche Zahl; dann betrachte ieh die Ge- 
samtheit aller LSsungen v~l, v~ mit hr~,e, ~ M. Ist h der Grad yon K,  
so setze ioh 

(85) n* ~ 4n~h ~. 

Wie beim Beweise -'con Satz 7 isg 

we ?~ und ?~ einem endlichen Wergevorrat angehSren. 
Nun sei 

y )=  we(x, y )+  y), 
we W o homogen veto n- ten Grade und W, ein Polynom hSehstens 
n - - 1 - t e r  Dimension ist. W o and W~ sind nach Voraussetzung teiler- 
tremd, hbgesehen yon endlioh vielen Ausnahmen isg also fiir die Liisungen 
yon (84) W o (#~, ~ )  + 0. Naeh (86) gilt 

Ieh seize noeh 

fr 

fiir ~ = e '-~- u n d i  = 0, �9 �9 �9 n * - -  1 eia Liaeaffak~or yon We* (~,, r 
Wegen $ ~ 0 sind die n* fiir 2 = 0, �9 . . n* -- 1 entstehenden Linear- 
falrtoren voneinander versehieden; in We* sind also hSehstens je n Lh~ear- 
taktoren einander gleieh. W* hat hSehstens die Dimension ( n - -  1 )n* .  
Aus der Beweismethode yon Satz 5 geht hervor, dab fiir 
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(88)  nn*:>nh[nn*\s+l - ~ - 8 ) ~ - ( n -  1 ) n  r ( 8 = [ ~ ( l / 4 n n * - ~ - l :  - - : [ ) ] )  

die Diophantische Gleichung (87)  nur endlich viele L6sungen besitzt. 
Aus (85) folgt abet  (88):  

nn* = ~/-n -~ ]/ n* -~- (n - -  1 ) n *  

~ n h 2 ] / n n *  ~ ( n - - 1 ) n *  > n h (  nn* 
\s+l -~- -~ -- 1) 

Daher hat  auch (84)  nur endlich viele LSsungen mit  No~o, ~ M. 

Z u s ~ t z e .  1. Satz 7 ist ein spezielIer Fall yon Satz 10. Er  ergibt 
sich ns wenn man in (76) x --  i~ = u,  x --  2~ = v setzt  und.Satz  10 
auf W (u,  v) = u - v + (~l --  le) anwendet. 

2: Es seien eine positive ZahI M und eine quadratfreie natiirliche 
Zaht D > 1 gegeben. Es sei x,  y eine LSsung der Pe l l s chen  Gleiehung 
x ~ -  Dy  ~ 4. Dann gibt es eine positive Zahl N ~ N ( M ,  D) derart,  
dal3 fiir xy  > N ein Primtei ler  yon xy  gr5Ber als M i s t .  
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