Approximation algebraischer Zahlen.
Von

Carl Siegel in Gﬁtbingen',

Einleitung,.
1. Im Jahre 1851 zeigte Liouwville (Liouville 1): Zu jeder algebraischen

Zahl & vom Grade n > 2 gibt es ein positives ¢, = a, (&) derart, daB fiir
alle Paare z,y ganzer rationaler Zahlen mit y > 0 die Ungleichung

(4)
gilt.

2. Diese fast triviale Abschitzung verbesserte Thue (Thue 3) 1908
zu folgender: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein positives a, = a,(&,¢), so daf
(A) durch die schirfere Ungleichung

(B) e—2]>

a

>>__

,;-:__

=
Y

~—+1+s

ersetzt werden kann. Mit Hilfe hlervon bewies dann Thue seinen be-
kannten Satz: Bedeutet U {x,y) eine homogene binire Form mit rationalen
Koeffizienten, die nicht Potenz einer linearen oder indefiniten quadratischen
Form ist, so hat die Diophantische Gleichung U(z,y)==F fiir jedes
rationale & < 0 nur endlich viele Ldsungen in ganzen rationalen z,y.
Bereits Thue wies auf eine naheliegende Erweiterung dieses Satzes
hin, die dann von Maillet (Maillet 2) 1916 ausgefiihrt wurde. Ist nim-
lich # der Grad von U(z,y) und V(z,y) irgendein zu U(z,y) teiler-

fremdes Polynom, dessen Dimension < g« — 1 ist, so bleibt der Satz von

Thue richtig, wenn & durch V (x,y) ersetzt wird,

Thue zeigte ferner mit Hilfe seines Satzes, daB der gréBte Prim-
teiler des Polynoms f(z) = (ax - 8)(cx + d), wo a,b, c,d ganze rationale
Zahlen mitad — be == 0, a == 0, ¢ =0 bedeuten, tiber alle Grenzen wichst,

wenn # die Reihe der natiirlichen Zahlen wachsend durchliuft. Fiir spezielle
Mathematische Zeitschrift, X. 12
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Werte der Koeffizienten (sowie fiir f(x) = g2 -~ 1) war dies bereits durch
Stormer bekannt (Stormer 1,2). Pélya hat 1918 gezeigt (Polya 2),
daB diese Aussage bestehen bleibt, wenn p(x) irgendeine quadratische
Funktion von nichtverschwindender Diskriminante mit ganzen rationalen
Koeffizienten bedeutet.

3. Durch Thues Untersuchungen ist nahegelegt worden, den Exponenten

™ 114 ¢ weiter zu verkleinern zu suchen, Welches diejenige Funktion

von = ist, die den kleinstmoglichen Wert des Exponenten angibt, ist un-
bekannt. Ich beweise aber in dieser Arbeit, welche ein Abdruck meiner
Inaugural-Dissertation (Gottingen 1920) ist: Es gibt ein positives
a; = a,(£), so daB die Ungleichung

SECAPS
i
besteht; dies gilt sogar (mit @, = @, (£,¢)), wenn 2 V'n durch den besseren

. n -
Wert ‘in . (m +A) -+ ¢ ersetzt wird.

z
Yy 2\m

Im folgenden erscheint dies als spezieller Fall eines Satzes iiber die
Stirke der Approximation einer algebraischen Zahl durch eine andere
Ist namlich ein algebraischer Zahlkdrper K gegeben, in bezug auf welchen
& vom Grade d > 2 ist, bedeutet { eine primitive Zahl von K und! das
Maximum der absolut genommenen teilerfremmden ganzen rationalen
Koeffizienten der irreduziblen Gleichung fiir £, so gilt fiir ein gewisses
a,=a,(6,K)>0
(©) |6 —¢)|> ‘/_-
dies bleibt sogar richtig (mit @, = a (& K,&)), wenn 2vd durch

) =111’1?. (T—Fi +).) -+ & ersetzt wird.

Beschriinkt man sich bei der Approximation von & nicht auf Zahlen
eines festen Korpers K, sondern 1d8¢t fiir { beliebige algebraische Zahlen
eines festen Grades & < n zu, so gilt Ungleichung ((), wenn darin 2 Vd

durch 24 Vn (resp. durohhnﬁin ( i —[—«1) h e) ersetzt wird.

§ 1 enthdlt den Beweis dieser beiden Sitze.

§ 2 gibt einige Anwendungen derselben. Insbesondere (Satz 5) ver-
allgemeinere ich den Thueschen Satz tber Diophantische Gleichungen
auf beliebige algebraische Zahlkdrper. Satz 7 dehnt den Thue-Pélya-
schen Satz iber die Primteiler quadratischer Funktionen auf beliebige
Polynome in beliebigen Zahlkdrpern aus. Satz 9 ist die entsprechende
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Aussage iiber gebrochene rationale Funktionen. Satz 8 liefert eine arith-
metische Eigenschaft der Koeffizienten in der Potenzreihenentwicklung ge-
wisser gebrochener rationaler Funktionen.

§ L
Hilfssatz 1. Es seien 1,,...4, irgend welche Zahlen. Es bedeute
A den groBten der absolut genommenen Koeffizienten des Polynoms

H(z —4,). Dann ist
r=1

h
Ho+in) gora
»=1
Beweist]. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien i, ... i, die-
jenigen von den A Zahlen, deren absoluter Betrag < 2 ist (wenn es solche

gibt). Das Polynom f(z) = H (# — 4,) ist in einem Punkte 2, des Ein-
y=1
heitskreises absolut > 1; bedeuten ndmlich ¢,,s,,..., ¢ die simtlichen

7 -+ l-ten Einheitswurzeln, so ist

T

26‘,, fle,) =141

»=0
so daB z, sogar als 7 4 1-te Einheitswurzel gewiihlt werden kann, Dann ist

T

(1) Ha+ia)<a+2y=3<s3|J[(2—2)].

y=1

Ist 7 < h, so ist fir y=1-+1,...h%) wegen ]/1,,(>2

T4 2] 1414 [ l+1

IzO—Z;T—é—Hy(—lzof [d [—1 1”*‘}1; <1+2 =3,
h
JJa+141) <37 ]](zo_zy),f.
=743 r=1+41

Wegen (1) ergibb sich

Z(1+w><3"l]I — 1) 3" (g "+ 1)=3" (A1) 4L 6" 4°).

r=1

7). .Herrn Ogtrowski verdanke ich .Vereinfachungen beim Beweis der Hilis-

gitze 1 und IL
?) baw., wenn i, ... 4, simtlich absolut > 2 sind, fiir v=1,... k.

o Fir h21 et 1451+ (7) 44 (1) =142t
12+
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Hilissatz II. Es sel
flz)=ayx*+ ... +aq,
ein Polynom mit beliebigen Koeffizienten a,, ... as, deren absolute Be-
trige das Maximum ¢ > 0 haben. Ich setze fiir irgendein 4
g(z)=(x—A)f(®)=co@* T  + ...+ Cry1, max (¢, ... [Crpr])=¢
Dann ist

Z<h+1,

Beweis?). 1. Essei|4| < 1. Dannsind die Koeffizienten @y, a,, ..., @,

von f(x)~——q( ?) gleich

CorCoh €y ey QAR Lty
also absolut < (%4 -+ 1)c.
2, Es sei |4|>1. Aus
(=2 (ap+---Fay*)=co+ ...+ 64 ¥* T,

Cy

S T S
folgt dann wegen , -]—_—} < 1 nach 1.
a__<=(h+1)l—;—;<(h+l)c
Hilfssatz III. Es sei
p(x)=rkyx*+ ...+ k, (ky>0)

ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, das im Korper der
rationalen Zahlen reduzibel ist:

p(a)=(kox™ +... +kp)g(x) (0<h' <h, (ko,...kw)=1).
Setzt man
max ([&y],... |k, ]) =k,  max(|kel,...|0w|)=%

L
%

IA

Ty
wo 7, nur von kb abhingt.

Beweis. Ich setze
B =h—k, qg@) =dle—2)...(x— k), fl&)=hkat" +..+k

dann ist d ganz rational und 4 0, also absolut > 1. Ich fiige zu f(=)
nacheinander die Faktoren (@ — As»), ... (% — 4,) hinzu und benutze Hilfs-
satz II. Es wird
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k

k, dr ' '
=, S 41 +2) . LR

so daB 7, = k! das Verlangte leistet.

Hilfssatz IV. Esseien p,(@), ... p,(x) Polynome mit Koeffizienten
aus einem algebraischen Zahlkorper K, die in bezug auf diesen linear un-
abhingig sind. Dann verschwindet die Determinante

W(x)— p =) (e==0, .03 A= 0,...r)

/

nicht identisch*).
Beweis. Fiir » =0 ist der Satz offenbar richtig. Essei» 0 und

der Satz fiir » — 1 schon bewiesen. Dann ist die Determinante
(2) dy() = | p ()| (=0, .ccr —1; A=0,...v— 1)
nicht identisch 0. Daher gibt es ein Intervall @, < « < x,, in welchem
d,» (%)== 0 ist. Bei dem folgenden Beweis darf x auf dieses Intervall
beschrénkt werden.

Die » linearen Gleichungen

v—1
(2) 2 () g, (2) = — p(z) (x=0,...7—1)
=0
werden wegen d,, (z) == 0 durch ein System rationaler Funktionen g, (x)
mit Koeffizienten aus K erfiillt. Ich verstehe unter d,; () fiir x =0, ...7;
=0, ... » die Unterdeterminante von p/”(z) in W(z); dies ist fiir
x=v, A= in Einklang mit der Bezeichnung (2). Ich multipliziere nun
die Gleichungen (3) mit d,,(z) fiir x=0,...» — 1 und addiere sie; dann
ergibt sich

gql(ﬂ g;vdnv(x)p}’"(w) =- Zoyd*v(w) p{ (2).

Nun istZd,‘,,(x)p;”)(x)=0 fir 1=0,...v—1, = W(&) fir 1=1»;
x=0

und daher et
—d,,(x) Z p (%) g,(2) = dyy (2) ) (2) — W (2).

Wire nun W (x) identisch 0, so folgte hieraus wegen des Nichtverschwin-
dens von d,,(x)

(4) go'p}”(m)ql (%)= — 2, (2);

4) Die Eigenschaften der Wronskischen Determinante sind in der Literatur
vielfach enbtwickelt worden; da aber im folgenden die schirfere arithmetische Voraus-
setzung benutzt wird, fithre ich der Vollstindigkeit halber den Beweis an.
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(8) wiirde also auch fiir » = » gelten. Differentiiere ich die Gleichungen
(3) fiir »=0,...» — 1, so erhalte ich

Z “(x)ql(x) +Z'pf‘+”(x Vg, (@)= —p" P (2) (x=0,...9—1),

oder mit Riicksicht auf (3) und (4)

2 (=) (x) =0 (x=0,...v—1).
A=0

Die Determinante dieses Gleichungssystems ist d,,(z)==0. Daher ist
g;(z)=0 (A=0,...v—~1),

also ¢, (x) konstant, also als rationale Funktion mit Koeffizienten aus K
eine Zahl aus K. Die Gleichung (3) wiirde also fiir x = 0 eine homogene
lineare Relation zwischen p,(z), ... p, () mit konstanten Koeffizienten
ans K darstellen, die nicht alle 0 sind. Dies ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung.

Ist & eine algebraische Zahl = 0, so nenne ich den groBiten der ab-
solut genommenen teilerfremden ganzen rationalen Kqeffizienten in der
irreduziblen (leichung fiir « ihre Hohe H(«); dies ist also eine natiirliche
Zahl, welche durch « eindeutig bestimmt ist. Mit Hilfe dieser Bezeich-
nung spreche ich folgende Behauptung aus:

Hauptsatz (Satz1). Es sei ¢ eine ganze algebraische Zahl n-ten
Grades (n = 2).

1. Es sei K, ein fester algebraischer ZahlkSrper. & geniige einer in
K, irreduziblen Gleichung vom Grade d > 2 mit Koeffizienten aus K,.
Es sei & eine natiirliche Zahl < d.

Behauptung. Fiir jedes @ > 0 hat die Ungleichung

(5) [ qu—

H(n)*t+?

+34+0

nur endlich viele Lésungen in primitiven Zahlen 7 aus K.
2. Es seien A und s zwei natiirliche Zahlen, von denen s < n ist.
Behauptung. Fiir jedes ©>> 0 hat die Ungleichung

(6) |6 —n|< !

ny
nur endlich viele Losungen in algebraischen Zahlen 5 vom Grade k.

Dem Beweise schicke ich noch einige Hilfssitze voraus, von denen
der erste auch an und fiir sich von Interesse ist.

+s)+0
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Im folgenden bedeutet £ den Korper der rationalen Zahlen. Ist P
irgendein Polynom mit algebraischen Koeffizienten, so bedeute rfl das
Maximum der absoluten Betrige dieser Koeffizienten und ihrer in bezug
auf £ Konjugierten?).

Hilfssatz V. Es sei P ein algebraischer Zahlkdrper vom Grade n,.
Es sei & eine ganze algebraische Zahl n-ten Grades, die in bezug auf P vom
Graded (n > d > 2) ist, d. h. die einer in P irreduziblen Gleichung d-ten
Grades mit Koeffizienten aus P geniigt. Der Kérper P (&) werde mit K
bezeichnet; sein Grad ist dn, = n.

Es seien r und s zwei natiirliche Zahlen, von denen s <d—1 ist.
Es sei 0 < ¥ < 1. Ich setze

™ m= (-]

- ist also eine ganze rationale Zahl > 0.

Behauptung. Es gibt

1. zwei von P, &, r, s, ¥ abhéingige Polynome F(z,y) und G(x,y)
von den Graden®) m inw, s iny, undm --r in 2, s — 1 iny, mit ganzen
Koeffizienten aus K,

2. ein ebenfalls von P, &, r, s, ¢ abhfingiges nicht identisch ver-
schwindendes Polynom R (z, y) vom Grade m -{- r in z, s in y, mit ganzen
Koeffizienten aus P,

3. zwel nur von & P, & und nicht von 7, s abhiéngige positive Zahlen
¢,, ¢, mit folgenden Eigenschaften:

I. Es gilt die Identitdt

(8) (2= &) F (2, y)+(y — £)G(=, y) = B(2, y);
II. es ist
(9) [Fl<e, [6l<ea, [Bl<q
II1. wird fiir jedes ganze ¢ des Intervalls 0 L o < r
_?R(=y)7)
(10) R, (z,y) come
g 1
N r 20 F(m,_gtL)
(11) Fo(oy)= 2 (1) (e =) ST,
. ALCICH))
(12) Go(x,y) ol dze

gesetzt, so ist

5) Ich benutze diese Bezeichnung auch, wenn P eine Konstante Ist.
%) Unter Grad ist bei Polynomen nie der genaue Grad gemeint.
7 0-te Ableitung einer Funktion bedeutet natiirlich diese Funktion selbst.
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(13) (&= &) Fo(w,y) + (y — &) Fo(@,y) = By (=, 9),
[ Fo(2,9) | < ef(1+]a()m(1+1yl),
(14) 3| Go(z,9) | < ef(1 4 lz|ymtr—e(1 + |y|)®, (x,y beliebigkomplex)
[Bo (2 y) | < of(14a|jmtre(1 4]y ')
und dieselben Abschitzungen gelten fiir die konjugierten Polynome®).
Beweis. Es sei ¢ eine natiirliche Zahl. Ich betrachte diejenigen
Polynome P(x,y) vom Grade m - r in x, s in y, mit ganzen Koeffizienten

aus P, welche der Bedingung [P|< a geniigen. Ihre offenbar endliche An-
zahl sei N,

Es gibt eine Basis w,,...w,, von P, so daf

0

max ([w,],...[wn|) Lo,

ist, wo ¢, (wie auch im folgenden ¢,, ...) eine natiirliche Zahl bedeutet,
die nur von &, P, ¥ abhingt.
n, ganze rationale Zahlen a,, ... a,, moigen den Bedingungen
i i a
ia,JIéc‘?"o ('V'——-l,- ’no)

geniigen; dann gilt fiir « = 2 a, w, die Ungleichung [¢| < a.
Die Anzahl der Koefﬁz1enten von P(w,y) ist (m -+ r+ 1)(8 +1).

Da fiir jedes ganze rationale a, (v=1,...%,) zwischen — [‘%} und
Gs

0
+ [C“n] die Zahl « einen Koeffizienten eines zulissigen P bildet, so ist
3“0
s no (m+r+1) (s +1) i fo m+r+1) (3+1)

(15) Nz(2 L ik 1) >(c4>
Ich setze nun

Pz, y) i

Sl =Pi,0)) (A=0,...r—1).

Dann ist
[Bl<("F")IPl,
oder, wegen

(m;l—’r><(m+'r)+ +(m+1’)+ _}_(”’H—T) (1_{_1)m+r=2m+r,

m—+r
[Pl < 2™ [P < 2™ 0
also, wenn |£| = b gesetat wird,

[P, 8)| 2™ a(14+ b+ ... + ™ A+ b4 ...+ b)) < 2™ (14 b)"F7H4,

%) d. h. die Polynome, deren Koeffizienten zu denen von F,, Gy, R, konju-
giert sind.
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Nach (7) ist
d+9
m=r<m+r+s< ~-—-r~,—s<——-«7‘—f—n<c T,

(16) [Pi(8,8)| < cla=1.
Es sei « eine der r Zahlen P;(&,£) (A=0,...r —1). Von den zu
K konjugierten Kérpern seien KW,... K™ reell und die Paare K™'",

KOt (y =1, .0y dng =7, + 2r,, wobei r.'oder r, auch 0 sein
kann) konjugiert komplex; dann ist zu jedem « durch die Gleichungen

=0 fiir v=1,...7; a,+de, ., =« fir v= ol ey

ein System von dn, reellen Zahlen «, ...«ag,, eindeutig bestimmt. Fiir
jedes der N Polynome P(x,y) mit fP | < @ wird also durch die 7 Zahlen
P, (£,§) ein Punkt eines dn,r-dimensionalen Raumes erzeugt, und jeder
solche Punkt liegt wegen (16) in einem festen Wiirfel von der Kanten-
Iinge 2¢. Zerlegt man bei jeder Koordinate die Strecke — ¢ bis + ¢ in
8t gleiche Teile, so zerfillt dieser Wiirfel in (8¢)*™" Teilwiirfel von der
Kantenlinge 2.

Ist nun die Anzahl der Polynome P(z,y)

(17) N > (387,

also groBer als die Anzahl der Teilwiirfel, so liegt fiir mindestens zwei
Polynome P* und P** der ihnen zugeordnete Punkt in oder auf dem-
selben Teilwiirfel. Es gelten daher die Ungleichungen

[PF(E,6)— P (5,6)|<VBe <1 (2=0,...r—1)

Links steht eine ganze algebraische Zahl P;* — P,**; da ihre Norm
< 1ist, so ist sie 0. Die Entwickiung von R = P* — P** nach Potenzen
von 2 — & und y — & hat also die Form

(18) B(@,y)= (2 — &) F(a,y)+ (y — §) G2, 9),
wo die Koeffizienten von F und G ganze Zahlen aus K sind, wihrend
die Koeffizienten von R in P liegen und nebst ihren Konjugierten absolut
£ 2q sind.
Nach (15) und (16) ist fiir das Bestehen von (17) hinreichend
(%)ﬂo(m'”"”) (s+1) - (3 c{a)nodr’
(mt+r+1) (841) ,
(—g;) T S (B epa)®.
Wegen (7) ist nun

(mtr+1)(s+1)=([HFr]+1)(s+1) > @+ 9)r,
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so dal} es geniigt,
a+9 d
(1) i >{3c¢la) .

Cy

a=cl
zu setzen.

(18) wird durch

. N an+/‘.+r R (m, y)
F(z,y) 22, x—§&) (1’/“5) ((;,_;_r)z}.zaac"“'ay’l)z::ﬂ=:’

r—1 g—-1

PR (g 4)
T S )
,%)§< ) (y ) %! (l__l_l),am l.+.l —s y=s
erfiillt. Wegen
3a+ﬁR(x,y) m+r\/8\ = Metr s ,
m!ﬁ!ax“a}yﬂ §< o )(ﬂ)IRI<2 2a<c(7

T R, : - L
(a!ﬂ!@x“ﬁyﬂ)x-_-g,y:g<c”(l+b+"‘+b )(1+b+...-—r—b )

Ler (145" <

(fir e <m+r, B < 8) ist?)
[F(z9)l < (1+28)™(1+2b)°¢; <ecf,,
[Ge,y)] < (1+2b)7 (14 28) " op < e,

Setzt. man max (8¢,, ¢4, 644 ) = ¢,, 80 sind die Teile I und IT der Be-
hauptung bewiesen.

Ich differentiiere (8) ¢-mal nach z:
e

)Z<i) (g:}.>(9—}“)!( 5)7 eﬂl’alllwa(xly)_i_(y )Q!G@(x,y)=g!R@(x,y
=0

- At(o—A) o' F (=, y)
"2<9 B¢ )—9—9—)—( — ' = (4= G, (z,y) =R, (2, y
Wird die Relation
Cj——
i) = Te=nn
beriicksichtigt, so entsteht (13).
Wegen (9) folgt aus (12) und (10)

el < ("IN E< 2™ o < e, [R< el

%) Mit Riicksicht auf b> 1.
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o0
)

und aus (11)

m

< (7)ot ) (e <2ra S (T oy

=(‘)61>"(2 F b)Y << el

Ich setze ¢, == max(cl,,cls) dann ist

l%mmﬂ<%22ﬂfﬁ§dU+MWU+W$s

x=0 i=0
m+r—o §-—1

|G (=, ?/)‘<052 nyl<0(1 )Ly )

mir—o £

| R, (2,9)| < e > Zﬁx Mo+ i)™ 1 + |y,

x=0
womit auch Teil III der Behauptung bewiesen ist.
Hilfssatz VI. P, &,#,d, m, n, r, s haben die Bedeutung des vorigen
Hilfssatzes V; aullerdem méogen fiir » und ¢ die Ungleichungen

(19) r 2> 200,
1
(20) 2< 3

gelten, Fir das in demselben Hilfssatz bestimmte Polynom R (z, y) werde

(21) R(z,9)= 2'fu(®)y"

gesetzt. Es bezeichne ' 41 die Anzahl in bezug auf P linear un-
abhingiger unter den s 1 Polynomen £, (x),...f(x). s’ ist =0, da
die Polynome nicht simtlich identisch 0 sind; und es ist s’ <s. Esseien
Ayy .-« Asr 50 gewshlt, daB f;,(2),...fi, (%) in P linear unabhingig sind.
Dann sind algo Z,,...4, verschiedene Zahlen der Reihe 0 bis s. Gegeben
sei eine feste von den zu & in bezug auf P Konjugierten verschiedene Zahl 7.
Es werde die Determinante

|ﬂ°‘)(x[——d(x) (¢=0,...8"; =0,...8")
gesetzt.

Behauptung. Es gibt eine nicht negative ganze Zahl y < dr
-+ n(n — 1), also nach (19) und (20) g—%r -+ % — n=r —n, derart, dal

die Zahl
AP ()= (d”A(w))
z=y

nicht 0 ist.
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Beweis. Driicke ichalle 7, (x) (1= 0,...8) durch 7, (), ...f, (x)
aus, so gehe (21) iiber in

(22) Rax,y):gﬁ.ﬁ(x) Us(y)

wo Uy (y) ein Polynom s-ten Grades in y mit Koeffizienten aus P bedeutet,
das nicht identisch 0O ist. Nach Hilfssatz IV ist wegen der linearen Un-
abhéingigkeit der f;,(x) das Polynom 4 () nicht identisch O

Aus (22) und (8) folgt fiir jedes « der Reihe 0,.

)Jf(‘%x YUp (&) = S {(x — &) F(2,8)}.

Diese Gleichung multipliziere ich mit der Unterdeterminante 4,(x) von
9 (@) in 4 (2)*) und summiere iiber ¢ von 0 bis s’. Dann ergibt sich

(28) A(@) Uy (6) = 3] dulz) 1z (=~ &) F (28}

Wegen (19) ist a S8’ <s<n<<r; also r —a>0.
U,(y) ist vom Grade s <Cd, verschwindet also fiir ¥ = & nicht. Die
Gleichung (23) lehrt nun, daB d4(z) durch (x—£)"™° teilbar ist.

Es bedeute ‘
plE)=2"4+...=

die in P irreduzible Gleichung fiir £. 4 (z) ist in P rational; daher geht
@(x)"" in 4(z) auf:

(24) A(z) Uy(¢) =@ (2)""" D(x),

wo D(x) nicht identisch 0 ist.

In der Zeile ¢« von 4(x) hat jedes Element den Grad m +r— «.
4 (x) hat also den Grad

Z(m—f—r—oc)—~(s +1)('m+r-——) (s 4 1)(m +r).
Den wahren Grad von D(x) nenne ich 4; dann ist nach (24)
0L (8 + ) (m+r)—d(r—8').
Nach Voraussetzung ist ¢ ()= 0. 4(«) verschwindet also fiir x =%
hichstens von d-ter Ordnung. Ich kann daher ein y so wihlen, daB

0Ly<Ldund 47 (5)+ 0 ist. Fiir dieses y gilt nach (7)

y SO (1) (m+r)—d(r— o)< (s+1) 0 r —dr a6’ <O

+ds<LOr+nn—1).
1) Ist 8/ =0, so bedeute 4, (x) die Zahl 1.
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Hilfssatz VII. P, &, 8,m,n,, 7, s, ¢,, R(x,y) haben die Bedeutung
des Hilfssatzes V. Es sei { eine algebraische Zahl vom Grade{ > 1. Die
in £2 irreduzible Gleichung mit teilerfremden ganzen rationalen Koeffizienten,
welcher sie geniigt, sei

X(Z)rlozt_f....—}—lt:() (lo>0).
H(Z)=max(il],....I,)—1L

Ich setze

Dann gibt es ein positives ¢,, ~= ¢, (&, P, #) derart, dal fiir I ~ ¢}
das Polynom R(z,{) nicht identisch 0 ist.

Beweis. 1. Es sei t > n,s.

R(z,y) ist in y vom Grade s. R(z, {) ist nicht identisch 0; denn

sonst wiirde { in P einer Gleichung vom Grade s <<, also in 2 einer
Q

Gleichung vom Grade nys < ¢ geniigen. Dies gilt fir jedes > 0.

2. Es sel t < mys.
Sind ¢@, ... % zu { in bezug auf 2 konjugiert, so ist

t
loH(?/ — "y =Lyt L
pe= ]

Ich setze l—ﬂmZ. Der Koeffizient von y'=* in I,(y--2Z)" ist nicht
kleiner als |7;]:

lo(;>zkg !ZAI-

Nun sei 4 insbesondere derjenige Index der Reihe 0 bis ¢, fiir welchen ;!

seinen grofiten Wert /I annimmt; dann ist wegen (;) < 2!
1,2°Z" > 1,
also, wenn max (1, Z) = Z' gesetzt wird,
(25) @2 > +.
0

Ich nehme an: R(z,l) verschwindet identisch. Das Produkt der
n, zu R(z, y) konjugierten Polynome, die Norm N (R(z, y)), hat ganze
rationale Koeffizienten und verschwindet fiir y == ¢, ist daher durch y(y)

teilbar, Setzt man
s Mo (m+7)

N<R>-—-;D’bu(y>x»=,

so ist auch fiir jedes » das Polynom yx(y) ein Teiler von b.(y). Es sei
() =gy’ + ... F+9g, (g0, 0L 0L n,8)
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ein nicht identisch verschwindendes von den Polynomen &, (y). Nach
b(y)

einem Satze von Gaufl hat da.s Polynom —: ganze Koeffizienten; ins-

z(y)
besondere ist £ ganz rational; also
(26) I <19

Die n, Konjugierten zu R(x, y) haben je (m -+ r +1)(s + 1) Koeffi-
zienten, deren jeder nach (9) absolut < ¢fist. Jeder Koeffizient in ihrem
Produkt ist daher absolut << (m +r-+1)"""(s41)" "¢/ < ol;; also
ist auch

(27) max (| gy|, ... [ga]) =g < o35.
Wegen ¢t <o ist 0 >1. Ist ]y|>o al’ also >1, so gilt
o) 21g0y°) — gyl + ---+1)2lgoy”‘1l<ly1—olg ‘> > 0.

Daher folgt aus b ({) =0 wegen (26)
Z'<o Lol
. - I ’ lo
und wegen (25) und (27)
l 015
p< (20,
L7l < (20¢fs) L (2mpsels)™ " < cls.
Nun ist 7, =1, also a fortiori
I<cly.

Fiir 1 > ¢{, kann daher R (=, {) nicht identisch verschwinden.

Hilfssatz VIII. P, &, 9, m,n,r,8,¢,, R(%,y) haben die Bedeu-
tung des Hilfssatzes V. ¢,, sei die Konstante des vorigen Hilfssatzes VIL.
Fiir » und & seien die Ungleichungen (19) und (20) des Hilfssatzes VI
erfiills,

Es sei 5 eine algebraische Zahl ¢-ten Grades (£2>1), die von den
zu & in bezug auf £ Konjugierten verschieden ist. Sie geniige der in £
irreduziblen Gleichung mit teilerfremden ganzen rationalen Koeffizienten

v(y)=ky'+.. .+ k=0 (ky> 0);
und es werde gesetzt /

H(n)=max(|k],...|k])=k.

Es sei [ eine algebraische Zahl ¢-ten Grades. Sie geniige der in @
irreduziblen Gleichung mit teilerfremden ganzen rationalen Koeffizienten

2(2)=1lz+...+ =0 (I, > 0).
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Thre Hohe erfillle die Bedingung
H()y=max([,',.../, )=1>¢fs.
Der Korper P (7, &) sei vom Grade ¢’
Behauptung. Es gibt ein o des Intervalls 0 <o << 97+ n?% also
nach (19) und (20) <<, und ein positives ¢, = ¢,, (&, P, &) derart, daf}

eine der Zahlen
¢

l“t

E1 _ clt(’;r(km+r—els)‘ ,E — r—-o’ E: - Clt(';1'<km+r— )‘ 15 _ C‘
groBer als 1 ist.
Beweis. Wegen /> ¢{; ist nach Hilfssatz VII R(x, {) nicht iden-

tisch 0. Nun war .
R(z, 8) =21, (2) Us(¢);
A=0

mindestens ein U,({) ist also == 0. Die Bezeichnung sei so gewihlt, daf
dies fiir f = 0 zutrifit. Aus den s'+1 Gleichungen

a! Ry ( wa)v(c (@=0,...5")
folgt
(28) A(x) Uy (0) xZAa(x)a! R.(z,0).
=0

Die Voraussetzung des Hilfssatzes VI ist fiir » erfiillt. Fir das dort
bestimmte y < &7+ n(n—1) ist 47 (9)<4 0. Nach (28) setzt sich
4" () homogen und linear aus R, (7,¢) (x=0,...y+ ') zusammen,
Eine dieser Zahlen ist daher <= 0; und fiir den zugehdrigen Index »x ==
gilt
(29) eZy+s<dr+an—l+n=9%r+n*<r

Die Konjugierten zu n und { in bezug auf 2 seien ™ und {®
(x=1,...¢; A=1,...8). R,(z,y)ist ein Polynom vom Grade m4r—p¢
inz, ¢ in y, mit ganzen Koeffizienten aus P, Die Norm der Zahl

R,(7,¢) in bezug auf 2, die ich kurz N (5, ) nenne, ist eine Summe
von Potenzprodukten der ™ und % mit ganzen Koeffizienten auns P,
und zwar tritt m einem solchen Produkt ein Faktor 5* oder { ® héchstens

in der Potenz —t—(m -+ 7 — @) oder 78 auf.
Bedeuten #,, #,, ... einige verschiedene der Zahlen %®, so ist nach

einem zahlentheoretischen Satze %,7,7,... eine ganze algebraische Zahl,
dasselbe gilt von ZOCICQ..., wo Ly C‘,, ... verschiedene Zahlen 7 be-
7

X
-deuten. Folglich ist k,° " Zj [N (7, ()| eine ganze algebraische Zahl.
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Andererseits ist |N (7, {)| eine positive rationale Zahl. Daraus folgt

¢

(30) (B 8) N (g, ) > 1.

Die Konjugierten in bezug auf £ von R,(n,¢) seien {R, (1, £
(» =1, ...1); insbesondere sei {R, (s, £)}W = RBy(n, £), sowie ferner

(a)y
7 B8
¢

(81) (RE7741)" | (1= &)™ Fo (1, £) + (& — &) &, (0, 01 [T {Bu (3, 1}

Mit Riicksicht auf die Abschitzungen (14) ist nun wegen o < r
(7 — &) Fo (0, £) +(E = §)Go (0, )|

7, {"'=¢. Dann ist nach (30), wenn Gleichung (13) benutzt wird,

=1

<e(ln =&+ —eNA+ 9" QFCD

|]=72 {Rq (2, )}

- —1 7

< e T )™+ ()" ) {14 g» 7= (141 27D,

y=

so daB (81) iibergeht in

3 ¢ t‘é‘(mﬂ'—e) t o t?"’
& n—srerle=si{ell a+nen)” {LIla+ 1) >

Hieraus folgt nach Hilfssatz I )
v N ; %,(m-n—e) . 7
e (ln— &+ —¢&[)(6" k) (6°0) >1;
folglich ist fiir ein gewisses positives ¢, == €44 (&, P, &)
t’
off (B ) (In— &7+ [e—£) > 2,
woraus die Behauptung sich ergibt.
Nach diesen Vorbereitungen wende ich mich zum

¢

1.

Beweis des Hauptsatzes. 1. KEs liege Teil 1 des Hauptsatzes vor.
Dann bedeute der Kérper P vom Grade n, des Hilfssatzes V den Korper K,
dessen Grad 4 sei; so daB n,= h ist, Unter b’ verstehe ich die Zahl 1.

2. Es liege Teil 2 des Hauptsatzes vor. Dann bedeute der Korper P
des Hilfssatzes V den Korper der rationalen Zahlen 2, so daB n,=1,

d = n ist. Unter A" verstehe ich die Zahl A.
Fiihre ich die Abkiirzung

(32) ﬂ:h’(sil+s)+@
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ein, so lassen sich die Ungleichungen (5) und (6) zu
1
33 £ — 9yl
( ) l¢ 7)\ H(
vereinigen. Im folgenden wird der Beweis fiir beide Teile des Haupt-
satzes zugleich gefithrt; um zum ersten Teil zu gelangen, hat man also
b'=1 zu setzen, wihrend man zum zweiten Teil durch die Annahme
%' =h, d =n kommt. Es geniigt offenbar, © <1 anzunehmen.
Ich setze

- o
(34) 0V4hn'

|l/\

¢}, habe die zu diesem & gehdrige Bedeutung im Sinne des letzten Hilfs-
satzes VIII. Es sei .
Cig = }.

Ich .nehme an: Die Ungleichung (33) hat unendlich viele Losungen.
Dann wihle ich eine Ldsung 7 folgendermaBen: Es ist 5 von den zu & in
bezug auf £ Konjugierten verschieden und es gilt

4

(35) H(p)=k> max(;°, c,,),

wo ¢,, die Konstante des Hilfssatzes VII bedeutet. Eine zweite Losung £
von (33) bestimme ich hierauf derart, daB

,.é_.,_l
(36) H({)=1l>k
ist. TIch setze
logi
o - gt

dann sind, so behaupte ich, fiir 4 und { alle Voraussetzungen des Hilfs-
satzes VIII erfiillt. Es ist ndmlich wegen (34) & < 3, also (20) erfiillt;
‘wegen (386) und (387)

(38) S LUAGNISY PN LG P
also (19) erfiillt; 5 von den zu & in bezug auf 2 Kon;ugierten verschieden;
fiir £ wegen (85) und (87) die Ungleichung I > cj, erfiillt, Der Grad ¢’

des Korpers P(7, {) von Hilfssatz VIII ist im vorliegenden Falle < kA
nach dem Hilfssatz ist also mindestens eine der Zahlen

(39) By=g (B0t ie =gl By= i (80 6~ 0]
grofier als 1.
Zur Abkiirzung werde gesetzt

log J_

Mathematische Zeitschrift., X, 13
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Dann ist nach (29), (84) und (38)

¥
t 4hn 8hnd  Bhn’
&

ferner nach (32)
p—b =W (e +e—1)+ 0 <h(Fy+s—1) +1<h(;2 +s) Shatt).

Wegen (34) und (85) ist
6

4hn 30 . ® (2] 30 e _ 0
“gatt =055 —31>71>0

Wegen logj =0, o <7 ist

(40). e>@ h——

a+9 ¢\ logg e
(41) 0<h(s-1~1_';)+17g1é =p+H (-~ oW
logg e /

—%—1;;;;“/3(1_?)“7"8—8’
also nach (40)
logl _logl B—Hs (B—Ns) log
(42) rig<
logk logkﬂ<1_§>—h's—s (‘Ziﬂ 9>hlogk+log.;

Die Bezichung (41) liefert

(1= ¥ (B ) bt o 0

also, nach (87), (88) und (40),

o
log! _ logl Hs logl 4
(43) "> gk 1T logk s @ Tlogk 6 1
hS+Z hs —
1
logl H's 8hn® @ _logl W's . logl s
loghk @+ 6 dhn _logk?;+%+2n IR vy
Aus (42) und (43) folgt
W slogl (B—H s8)logl
<r<
d-+9% o K 4+
{,s(1_;> h(3+1 r)}logk-—logg h(m—-;>logk+logj

wo beide Nenner als positiv nachgewiesen waren, Wegen (7) ist daher
h'slogl < {B(r —e)— k' (m+r — o)} logk — rlogj,

1) Die Funktion f{u)=-——4u(u>0) ist auBerhalb ibres Minimums bei

N + 1
%=y — 1 monoton; dieses legt im Intervall 0 Sun—1. Fir alle Punkte dieses
Intervalls ist daher f(u)Lf(0)=Ff(n—1)=n.
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B (m—+r—o)logk+rlogj< (p—r's)logl;

s 7m0 g8 ¥ 1 ST MEr—0 78 2l
7 (k ) o <1 7 (k )Y

<1;
oder wegen (33) und (39)

E1 <1, E.3<l,
was ein Widerspruch ist.

Zusdtze. 1. Wegen des @ im Exponenten lit der Hauptsatz auch
folgende (vollig gleichbedeutende) Fassung zu: Fiir jedes 4 > 0 hat die
Ungleichung

(5a) 0<it—ylg— A
H(?])§1+R+@
resp.
A
(68) 0<lé—g|< 4
H(n)h(m+3)+9

nur endlich viele Losungen.

2. Es gibt ein positives Ay = A, (¢, K, @), resp. 4, = A4,(&, 4, 0),
so daB (5a), resp. (6a) fiir 4 = 4, keine Lésung hat.

3. Der Hauptsatz gilt auch fiir gebrochene £. Es gibt némlich
dann eine nur von £ abhingige natiirliche Zahl ¢ ., so dall ¢, & ganz ist.
Andererseits ist offenbar H (¢, n) < ¢ H(n). Zusatz 1, auf [¢,. & — ¢, 9|
angewendet, liefert die Behauptung.

4. Der zweite Teil des Hauptsatzes laBt folgende Erweiterung zu:

Es seien k und s zwei natiirliche Zahlen, von denen s < n ist. 5 =0
sei Wurzel einer Gleichung hA-ten Grades mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten. %k (> 0) sei der grofite dieser Kpeffizienten, absolut genommen.
y ist also eine algebraische Zahl < 0 vom Grade < h.

Behauptung. TFir jedes @ > 0 hat die Ungleichung

(44) 0<|é—p|L—t

kh(?%'[' s>+(~)
nur endlich viele Lisungen 7.

Beweis. Bei festem # kann (44) offenbar nur fiir endlich viele k
gelten. Nach Hilfssatz III ist ferner H(n) <t ¥, wo 7, nur von h ab-
héngt. Hétte also (44) unendlich viele Losungen, so gélte dasselbe von
einer Ungleichung der Form (6a), was nicht sein kann. .

Hilfssatz X,  Durchlduft « die natiirlichen Zahlen, so hat die Funk-
tion y = -x—_—‘f_——l + =z fir = [WM;“]] ihren kleinsten Wert. Er liegt

in dem Intervall 2Vd —1 <y <V4d +1—1.
13*
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Beweis. Lasse ich belichige positive z zu, so folgt aus

d 2d
I_____ - 1, /I___
y (z+1) y (z+1)" =

)

daB y fiir 0 < & < Vd — 1 monoton fill, fiir V& — 1 < = monoton wiichst
und in 2 =Vd — 1 das Minimum 2Vd — 1 annimmt.
Es sei
3 d
(48) » >Vd—1, Ty=yiy

In 2, und z, hat y denselben Wert. In keinem Punkte des Intervalls
z, <x <z ist daher y grofler als in irgendeinem auflerhalb desselben
gelegenen x> 0. Ist nun

(49) x, —x,=1,

5o gibt es in diesem Intervall genau eine natiirliche Zahl s = [x,]. Fiir

1.

jedes natiirliche z == s gilt dann y > s—_‘f_—f -+ s.
Aus (48) und (49) folgt

= s(VEEFI-1),  s—[L(VadF1-1)).

RN

Ferner ist

d d YO Y

TS +w =2z =Vid+1-—1,
so daB die Ungleichung
e d S
2Vd—1g8+1+sgx/4 1-1

gilt,

§ 2.

Satz 2. Es bedeute & eine algebraische Zahl vom Grade d > 2 in
bezug auf den Korper K. Es sei w,,... w, eine feste Basis von K,. Unter
Zyy..s T, X,,... % verstehe ich 2% ganze rationale Unbestimmte, die nicht
samtlich 0 sind. Das Maximum ihrer absoluten Betrige sei = (> 0).

Dann hat die Ungleichung

(50) ‘ £

_z1w1+...+whwh’ 1

!
LA L X h(;%ﬂ)w
x

nur endlich viele Lésungen.

Z, 0 4. X wp

- +— ist Wurzel der Gleichung
o +... 25 0p

Beweis. 5=

A w
(51) P(t)= [l {(z]e?+ ... +aiof)t — (2,07 + ... +zop)} =0,

pe=1



Approximation algebraischer Zahlen. 193
wo das Produkt iiber alle Konjugierten erstreckt wird. P (%) hat die Form
(52) Pt)=e@®) (a+0),

wo @ ein irreduzibles ganzrationalzahliges Polynom, a eine ganze rationale

Zahl, f eine natiirliche Zahl <% bedeuten. Es sei w die grofite der

LI

h® Zahlen |w®,... |0 und k; der Koeffizient von ¢  in Q(¢); dann
ist nach (51) und (52) fir i=0, ;f
h ron h
»:g<f)<hw)" T<(5) o),
A

also
)

k= max ({&y1,... {kl,;{)<taw7,
7
wo 7, > 0 nur von der gegebenmen Basis abhingt. # liegt in einem der

endlich vielen verschiedenen Unterkérper von K, vom Grade —;'.— und ist

darin primitiv; in jedem derselben hat nach dem Hauptsatz die Ungleichung

1
’E“’?l<’"&7~‘*—'—-(:;f

S
nur endlich viele Losungen, wenn d’ den Grad von £ in bezug auf den

Unterkérper und s’ die Zahl [%(VZd'—;—l — 1)] bedeuten; hierin ist
d' < fd. Dasselbe gilt a fortiori von

]

1 1 z?
(53) & —7n]< AN S 8r - AT & X o5
(,a,;)m+ *2h 7(;':1“)*9 FF

Nun ist fiir > 2 nach Hilfssatz X

B +e) 2 Frevi-1y>

s+1

) —’;:(VzLdf—}- 1—1)

+9);

>7(2var
=5 (Vad’ +1—1)g—’;(
und die Ungleichung
Mt +a) 25 G +0)
ist auch fiir f= 1 richtig. Daher gilt

(54)
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Hitte nun (50) unendlich viele Losungen, so wire fiir diese mit
endlich vielen Ausnahmen

2

d ,, Of
a(?:z+s+aﬁf
3

3

x>t
dann lieferten aber (53) und (54) einen Widerspruch.
Satz 3. Es sei & eine algebraische Zahl n-ten Grades.
Die Ungleichung
- 1
(55) 0 < b+ R & .. | L ——

kh=(£;+s)—1+6

(max ([ k|, ... |kn|) =k >0)
hat nur endlich viele Losungen in ganzen rationalen Zahlen k,, k,, ..., k.

Beweis. Es geniigt, k, > 0 anzunehmen.
Ich setze

h
k kl 2
x"—|——k—:—x"“‘—{— —}—7(:';:]](90——17(’)).
v=1

Nach Zusatz 2 zum Hauptsatz gibt es ein positives 4,=A4,(&, k, 0),
so daB fiir jedes algebraische # ==& vom Grade <A

(56) [§—nl> ——s
k"(m*‘)*az
gilt.
Yon den h Zahlen |7W|, ... |#®| sei |9@| die grofite.
1. Es sei

k
7> (lel+2)"
Dann ist wegen

k . . N
= =,_¥%ax,,{ 2> n‘“"n"”.--n“v’{ < (14 ]nwpt,
° I W WS

[§14+2 <14 |9%],

|6 —q®]>]qW| — &> 1.
Nach (56) ist

h h-1
[]1&—n"|> i
— 3
v=1 kh(h—1)<£_—1 +3)+'$"—g-:}—'-9

ko AP
n
kh(h—n(mﬂ) +

B
|k0§h+... +kh‘!:ko]]-l5—n(”{>
py=1

(224
)
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oder, wegen k, > 1 und % (E%T -+ s) >1

57 ch : 4
(57) L A T i s
kh (m+8)—1~r~
2. Es sei
<(E+2)
Dann ist, wenn (56) fiir alle »® (v ==1,... %) benutzt wird,
. ( 4, )’*
Ay P&
(38) |kt | Al SRl

J
kh <8—+~—1+s)+,3 2 (3+1+s) 1+%
Aus (57) und (58) folgt, daB fiir hinreichend groBles % (55) nicht
mehr gelten kann,
Anmerkung. Satz 3 ist trivial, wenn A° <—£_~T+s) =n ist. Ist

nimlich %, &+ ... 4+ ky =+ 0, so folgt aus |N (k" + ...+ k)| =1

die Existenz eines positiven ¢ ==c¢ (4, k), so daB

|k0§h+ +kh|>F

Wegen 1 + 8 < 2Vn ist die Ungleichung A’ ( <+ s) < nfiic b < ‘ "
sicher erfullt

Satz 3 besagt, etwas weniger scharf ausgedriickt: Fir alle &,,... k),
mit endlich vielen Ausnahmen, gilt

[kp&" + ... ksl >

wenn die linke Seite == 0 ist.

Jetzt sei speziell k,—g eine natiirliche Zahl und A =2, n > 2.
Ich betrachte die lineare Funktlon der beiden ganzen rationalen Verinder-
lichen z, y

1
(R4 ...+ RE)PVS

Lz, y)=9& +a2i+y.
Tosei g [&|°+|&|+1=B.. Ist'z=0, so ist fiir héchstens zwei Werte
von y die Funktion|L(z, y)| < 1; ist = 0, so ist

Iz g)l 2y — (9]¢ + et + D+ 121y] - Bla| +1;
aus |L(z,y)| <1 folgt'dann |y| < B|x|, also (wegen B > 1)
max (|2, |y]) < B|a|.
Fiir alle Paare z, y mit Ausnahme endlich vieler gilt nun

k= max(g,|z]|, |y]) > (1&]+2)"g;
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also nach dem ersten Teil des Beweises von Satz 3

Lz, y)| > Aogf_( n g~ Aolg @
2{ +s)+-~ ‘.’(—17~+s)+-‘;
max(g,|:c’,,’y,) §+1 2 (B x:) s+1 a

fizr hinreichend groBes iz ; also auch fir grofles ||

198 +af+y]> !

'xje(;:—ia&:)-l-@ )

Als weitere Anwendung von Satz 3 suche ich eine Abschatzung fiir

. 2 . .
z cos 2’;“ - y 8in -—%ﬁ ~+z, WO % ein fester reduzierter Bruch und z, y,

drei ganze rationale Zahlen sind.
Man hat

(x cosg%ﬁ—}- y 8in 2:“ —+ z) <x cos&;;“ — ¥ 8in ‘Zza + z)

9 Q 02 2]
= (2% - y?) cos~mgg+2xzcos2%i+zg—— y3.

2x

Nun ist cos ba eine algebraische Zahl vom Grade ¢ (b)) fiirb>2; *
ferner ist
max (|z° +y? |, |222), | —¢* ) S 2 + y* + 2 2+ 27+

=2(x*+y*+ 27%).
Wird ¢ (b) >4 vorausgesetzt, was fiir alle & > 12 der Fall 1st, so ist
nach Satz 8 fiir grofles 2® 4 y* 4 2*

1
2( @{b)
(x2+y2+22) 2(s+1)

:x"’—-}—y"')cos"g%ﬁ—}—szcosZ’;—a-}—z“wy“;> } =
+a)—-14

also, wegen

2 .2 b —
‘xcos—%—‘i— ysmﬁzﬁ-—{—z} <Lz 4 y? 22 und 2Ts(+)1—)—|—s<1/2tp(b),
1.
(ma_f_ys_{_ze)h/?qﬂ(bj'

Hilfssatz XI. Es seien &, §,,..., §, die Konjugierten der algebra-
ischen Zahl £, Ich setze )

yn':'xqff"{"-'-"f_xh—lfx"i_xﬁ (”:1:“'”’)’
mex (|@,], ... |2, ])==a.

}xcosig—‘f+ysin3%£+zl >

Es gibt ein positives ¢, = ¢,4 (&), so daB von den n Linearfortnen

9. hochstens % absolut < ”;" sind.

18

16) » bedentet hier die Eulersche ¢-Funktion.



Approximation algebraischer Zahlen. 197

Beweis. Der Hilfssatz ist trivial fiir 2 > n; es seialso b <n — 1.
Ich betrachte irgend A -+ 1 von den Linearformen, etwa

A
g, = i (x=1,... h+1).

A=0
Wegen [£f1 40 (x=1,...h+1; 2=0,:.. k) lassen sich z,, ...z, als
lineare Funktionen von y,, ... #;,1 darstellen. Deren Koeffizienten hiingen
nur von &,, ... &, ab und sind daher absolut << ¢, = ¢, (). Ich setze

max (|#, b« .. |¥re1]) = y; dann ist

s <(h+1)cey, y= = .°

h—}— l)cln = ney”
Zu jeder Kombination von A -1 verschiedenen y, bestimme ich ein ¢, ;
dann wahle ich ¢,, derart, dall c,; > nc,, fiir jeden der endlich vielen
Werte von ¢, gilt. Dieses c,; leistet das Verlangte.

Satz 4. Es sei ¢ eine algebraische Zahl n-ten Grades. Es bedeute
@ (2, ... %,) die zerlegbare Form

n n
Iy =T (w8 287 4 4w,
r=1 r=1
es sei n;h"( 1+s) und y (z,, ... %,) irgendein Polynom in z,,...%,

von der Dimension § << n — A® (?—TT -+ s) .
Dann hat die Gleichung
(59) P (@« @) = ¥ (Zos - - - )
nur endlich viele Losungen in ganzen rationalen z,,...x,.
. ¢ .
Beweis. Es geniigt, z, 4 0 anzunehmen. Es sei
0 < max ([a,],...|2,|) ==,
und fiir unbestimmtes u

3
Bput Ut g, = a:oﬂ(u — 7).
pz=1
Es gibt eine Zahl 7, > 0, die nur von den Koeffizienten von v abhingt,

gso daB

(60) Ly (=g, .. %) <720
Nach Hilfssatz XI sind von den #n linearen Formen y, mindestens
n — h absolut g{—. Seien ¢,, ...y, samtliche Linearformen, deren
18

absolute Betrige < i sind (falls es solche gibt), dann ist 1 <A und
Cis .

= wo]Z ]I (& — ™).

p=1lr=1
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Es gibt ein ¢,;, > 0 derart, daB das Minimum unter den absoluten Be-

tragen der Differenzen der Zahlen &, ... &, grofler als CL ist. Dann sind
20

von den 1k Faktoren des Doppelproduktes hochstens A absolut <2t

20

(denn sonst wiirden fiir ein gewisses » zwei Ungleichungen | £, — )| < 5—,
20

[Ep — W | < 2—%— mit p = u’ bestehen, was |&, — & | < ci zur Folge
20 20

hatte).
Ist die Anzahl jener Faktoren < h —1, so folgt nach dem Hauptsatze

(o)

n
xh (h— 1} (m+ﬂ) +6

Yy ] >

fiir grofes x; ist aber diese Anzahl = A, so gilt

. 1
max (|n,',...[n,) < max (|&],... l§n=)+§7m’

also
x

< ¢;
E

<‘L)lh
i 9,
> @) S

Auf jeden Fall ist daher fiir hinreichend grofles x

1

h*(Ji— - s)—f—t—@ ’
oo @ 8+1 .

‘y1"'y)~l>

) 1 5\ xn—h*(a—:—l+s)—9
(61) | (2,-..2)| 2 ; (=) =
h‘(m+s>—1+@ 18
Con ®

Cos

Fiir © wihle ich irgendeine positive Zahl < n — h* (33—1 + s) — ¢; dann
ist nach (60) und (61) fiir hinreichend grofies x ‘

1o (s - 23)| > [¥ (@, - - 7).
(59) hat also nur endlich viele Ldsungen.

Anmerkung. Schon fiir kleine Werte von b sind diejenigen n, auf
welche Satz 4 angewendet werden kann, sehr hoch. Genauer will dch be-

wejsen: Der kleinste Wert von «, fiir, den n > » (;:"_—1 -+ s> wird, ist
n=4h*—20"+1.

Setzt man nimlich n =44 — 2h°+ n*, so ist fiir 2% > 0 'Wwegen
+8<Vin+1-1 (nach Hilfssatz X)

R
841
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n—h“’(——+s)>4h —ont g m*— h(Vi6R —8h 14 dn*—1)

>4kt — 2R f nx— R <4h SRR L _1)
= 4h’—1
:n*_?lz:r_:*=n*271'—1
4n%—1 4R 15

b

und hierin steht das Gleichheitszeichen nur fiir n* — Q.

Als kleinste Gradzahl, fiir die Satz 4 gilt, gehort also zu b —1 n =3,
h=2 n=57, h=38 n= 307 usw.

Satz 5. Es sel U(x,y) eine homogene binire Form d-ten Grades
ohne mehrfache Linearfaktoren, deren Koeffizienten einem Kérper K, vom
Grade A, angehoren.

1. « und y seien ganzzahlige Variable eines festen Oberkorpers K™
von K, dessen Grad in bezug auf £ mit % bezeichnet werde. Es sei

d-h(;5+s)  (s=I
Unter V(z,y) verstehe ich ~irgendein Polynom der Dimension
d<d—h (?i_l -+ s) mit Koeffizienten aus K;, welches zu U(z,y)
teilerfremd ist.
Behauptung. Die Diophantische Gleichung
(62) U(x:y):"’ Vi, y)
hat nur endlich viele Losungen.

by
<
e
=
+
—
{
=
=

2. 2 und y seien irgendwelche ganze algebraische Zahlen vom

Grade <h. Es sei

a>nt (e o) (5= [3(VIZRF1-1).

Unter V(z,y) verstehe ich irgendein Polynom der Dimension

s<d—h' (7
teilerfremd ist.

Behauptung. (62).hat nur endlich viele Losungen. Es gibt also
auch nur-endlich viele Zahlkérper des Grades < A, in denen diese Glei-
chung Losungen in. primitiven Zahlen besitzt.

Bewels Durch eine homogene lineare Transformation der Deter-
minaste 1 mit gangen rationalen Koeffizienten 14t sich stets erreichen,
daB in U(xz,y) die Koeffizienten von x¢ und y¢ nicht 0 sind. Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit kanp daher

T+ s> mit Koeffizienten aus K,, welches zu U(2,y)

/2
Uz n)=ey ][ (2—&) (@40, &+0)
ve=1



200 C. Siegel,
gesetzt werden. Nach Voraussetzung sind die d Zablen £,,...&, von-

einander verschieden; das Minimum ihrer Abstinde sei 1 ~ 0. Von den
s
d Faktoren des Produktes sind dann mindestens d — 1 absolut > EL
=T

1. Seien x = M, Y= §+O ganze Zahlen aus K*. Sind 1)“’, "7”'),
¢® ... ¢™ ihre Konjugierten, so ist % Waurzel der Gleichung
A
IT 7t — yey—o.
»=1
Deren Koefizienten sind absolut < (22Z)* wo Z das Maximum der 2%
Zahlen |7®], ... |t®| bedeutet. Wie beim Beweise von Satz 2 folgt

| n®) ; :
‘W“§”|>W A A=tk =1,...4)
! (zz)h (E—1+4)+8

fiir hinreichend groBes Z (wenn die linke Seite 4= 0 ist; da aber Uund ¥
keinen gemeinsamen Faktor haben, so ist dies fiir Losungen von (62) mit
geniigend groBem Z sicher der Fall). Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit sei

Z?‘ICJ.,:‘I‘:I;

denn (62) bleibt richtig, wenn alle GréBen durch ihre Konjugierten ersetzt
werden, und ndtigenfalls vertausche man z mit y. Fiir grofles Z ist also

1 d-1 1
(63) o) > ez (L) b
8 h(-«-+c)+6

(2z) V¥
andererseits gilt fiir ein gewisses 7, > 0, das nur von den Koeffizienten
von V(z,y) abhingt,

(64) V(58| <7Z’

Wihlt man ein positives & <d —k (?%’f + a) — d, so ist nach (63)
und (64) fiir hinreichend groBes Z
|U (9, )1 > |V Ol
2. Seien x = 5, y = ¢ =+ 0 ganze algebraische Zahlen vom Grade <A
und 4@, @), 7O ¢® jhre Konjugierten (b <k, by <h). 3} ist
Wurzel der Gleichung %, k,-ten Grades mit ganzen rationalen Koeffizienten

b A
I IT Pt —n*)=0;

'u,-,—_—L =1
setzt man Z — max (|n®), .. - \g("x’ |), so sind ihre Koeffizienten absolut
< (2Z)"™, Wie beim Beweis von Satz 2 liefert der Hauptsatz
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PN i . .
N n!/ hxhgfhhz(flm‘ks')*‘(ﬂ (‘uzl""hx;”:]"" 27
(22) v x=1,...d)

fiir hinreichend groBes Z. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann
wieder Z — { angenommen werden. Dann ist fiir groBes Z

- o 1 d-1
(65) ACRSIETIFAl () B !

h'(‘,"'“
(22) $ 1

+s’) ro

dh,

Fiir positives @ << d — h* (3,+1 + 8'> — 0 folgt aus (64) und (65) fur

hinreichend groBes Z
U, O =1V (9.0).
Anmerkung. Der kleinste Wert von d, fiir welchen d > % (35?3 + s)

wird, ist .
d=4h"—2h 41,

also fir h=1d=38, h=2 d=18, h=3 d=31 usw.
Der kleinste Wert von d, fiir welchen d > A* (?(’l"—};ol' + 3’) wird, ist
d=4h"h,— 20" 1.
Zusiatze. 1. Bei dem Beweise war nur benutzt worden, dal}
d
Vs, C)———O(Zd'h(”iﬂ)Ha),

e i)-o) .
#41 ) ist. Es gilt also auch allgemeiner:

Tesp. =0 (Zd~h‘ (

Die Relation
U(n,0)=0(Z°),
wo sich die Abschétzung auf eins Folge wachsender Z — oo bezieht, kann
nicht fiir alle Konjugierten der linken Seite richtig sein.

2. Es sei ¢(z) ein irreduzibles Polynom vom Grade n =8 mit
rationalen Koeffizienten. Sind p und ¢ zwei ganze rationale Zahlen und
bedeutet P {z) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, so wird
ein Polynom R (x) vom Grade » —1 durch

(66) "(p —qz) P(2)= R(z) (mod ¢ (2))
eindeutig bestimmt.

Dann wichst fiir die Menge aller nicht durch @ (z) teilbaren P (a)
von einem festen Grade » gleichmifig der absolut groBte Koeffizient von

R(x) mit |pg| iiber alle Grenzen.
Ist némlich @ (&) =0, so wird wegen (66)

N(p—q&) N(P(&)=N(R();
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also, da fiir ein nur von ¢ (x) und von » abhéngiges v, > 0 | N (P (§)) > ;l— ist,

a9 (L) <= N RE).

Nach Satz 5 wichst der Wert der linken Seite mit |pg| iiber alle Grenzen;
dasselbe gilt daher von |N(R(&))|, also auch von dem absolut gréBten
Koeffizienten von R (z).
Ist By=h=1, so léBt Satz 5 folgende Erweiterung zu:
(z.9) goq Mz9) , o e
Q( ) und &= Gy 27 rationale Funktionen in

gekiirzter Form mit ratmna,len Koefﬁzmnben von denen die erstere homogen
ist. P(x,y) habe lauter einfache Linearfaktoren und sei zu M (z,y)
teilerfremd. Zwischen den Dimensionen n, n’, 8 von P, @, M mogen die
Ungleichungen

’ ____17«_____. - .
e7)  n>u, og«s<("“n)(n G (o= [ E25=2))

bestehen. Dann besitzt die Diophantische Gleichung
Px,y) _ Mz y)

(%8) qln) ~ Niey)

nur endlich viele Losungen in ganzen rationalen z, y.

Beweis. Der Fall n'= 0 wird durch Satz 5 Zusatz 1 erledigt; sei
also »' > 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien P, Q, M, N
ganzzahlig.

Es gibt zwei homogene Polynome 4 (z,y) und B(z,y) von den
Graden #n’—1 und #» — 1 mit ganzen rationalen Koeffizienten und eine
natiirliche Zahl 7,, so daB identisch in z und y

SBatz 6. Es seien

(69) A(z,y) P(2,y) - B(2,9) Q(2,y) = ry+™ 1.
Aus (68) und (69) folgt fiir die Losungen z, y von (68)
(70) PAM + BN)=r,yntv-1 M,

Es sei ¢t =(z,y); dann 1iBt sich setzen

z=tz', y=ty', (2,9)=1.
Jedes der beiden Gleichungspasre P=0, M =0 und M =0, N =0 hat
nach Voraussetzung nur endlich viele ganze rationale Lésungen z, y; es

gibt also ein 7,, so.daB fir alle Losungen von (68) mit |z| > 7, die Un-
gleichungen

(71) P(z,y)+0, [N(ay)l21
gelten. Ich setze

max ({a’], |9']) = u, ?j’-'i +e=y
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dann ist

(72) M (2, )| < 70 (n0)’, QU2 Y), < 1y ()™,
und nach Satz 5 Zusatz 1 fir [z] > v,

(73) P(a,y) =t" Paly)] > Lamprree,

wo 7,, > 0 nur von 6 und den Koeffizienten von P abhiingt.
Nach (68), (71), (72), (73) ist also

1 - "4
_tn'uny [0} )n+¥

LTty (Pu »

T1a
oder, da wegen (67)
n—nYn—y)—nd>0, n—n"—086>0
8%,
y+6
(74) fp < gm0,
Aus (70) folgt "
P(a',y"){A (e, y') M (=, )+ """ B(a', ') N (2, )}
=1 y‘lﬂ'f-ﬂ'-—lM(w’ y)

Wegen P <0 ist M = 0; der absolute Betrag der geschweiften Klammer
ist > 1. Setzt man

(Pla',y), 4" ) =¥,

80 i'st
0=P(z,y)=az' +y(...)=a,2 "(mod #),
also wegen (2, y')=1
' a,.
Daher ist
P, y)|wapte' M (x, y);
und nach-(74) und (72)
, 6(7+9)
[P (@, y')| < 7lap "™ i 710(/”) < Ty W,

Algo ist nach (73)

. 8(r+@)
prrm® Ly, utn
kil I
(75) < sy T TR,

wenn @ so klein gewdhlt wird, dall der Nenner des Exponenten > 0 ist,
was nach (67) méglich ist. Aus (74) und (75) folgt die Beschrinktheit
von |z| und |y|; die vorgelegte Gleichung hat also nur endlich viele
Losungen.
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Anmerkung. Der Spezialfall M =1, N =1 findet sich in einer
Arbeit von Thue?®).

Satz 7. Es sei f(z) ein Polynom mit ganzen Koeffizienten aus einem
algebraischen Zahlkérper K. « durchlaufe die ganzen Zahlen dieses Kérpers.
Von den Normen der Primideale aus K, die fiir ein bestimmtes z = ¢ in
f(9) aufgehen, sei N; die groBte”).

Behauptung. Besitzt f(2) mindestens zwei verschiedene Nullstellen %),
go liegt nur fiir endlich viele ©# die positive Zahl Ny unter einer beliebigen
festen Schranke. Anders ausgedriickt: Von den Normen der Primidealteiler
von f(¢) wicht die groBte mit [J] tiber alle Grenzen.

Beweis, Sei m(=>2) der genane Grad von f(z) und
flx)=cem-+ ... (¢ + 0 ganz),
dann ist fiir die ganzzahlige Variable y = cx
cm () =ym+ ... = *(9);

es kann algo ohne Einschrinkung ¢ =1 angenommen werden. Nach Vor-
aussetzung gilt eine Zerlegung

(76) f(z) =z —4)(z— 4)g (=)

mit 2, & 1,. Zu K adjungiere ich i, und 1,; den so entstehenden Ober-
kérper von K nenne ich K; sein Relativgrad ist < m®. Bedeutet das
Zeichen N resp. N die in K resp. X genommene Form, so ist fiir ein
Ideal o aus K

s me e
NaegLNam, Naox VNa.

Der Satz braucht also nur fir 2 in K (nebst N statt N) bewiesen zu
werden; d.h. ich kann K = K voraussetzen. Ferner geniigt es, die Bb-
hauptung fiir den Teiler (z — 1,) (% — 4,) von () nachzuweisen. Ersetzt
man endlich noch 2 — i, durch z, i, — i, durch e, so kann man f(x) in
der Form

(77) fz)=u(z - «) (¢ =+ 0 ganz)
annehmen.

Es sei eine natiirliche Zahl M gegeben. Ich betrachte die Menge
aller ¢ mit Ng< M. Ist M > 1, so seien p,,...p, die verschiedenen
Primidealteiler von M!. Dann geht nach der Definition von N, kein

%) Thue 7.

1%y Ist f(9) eine Einheit, 8o werde Ny =1 gesetzt. Die endlich vielen Losungen
von f(x)=0 kinnen im folgenden ausgeschlossen werden.

%) Der Fall f(z)=c(az+b)™ bildet in der Tat eine Ausnahme (vgk Pélya 2).
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von §,, ..., verschiedenes Primideal in f(9) auf; es gilt also, da wegen
{(77) B11(d),
(B)=1pi* ... p1 "),

WO a,, ... @, ganze rationale Zahlen > 0 sind.
Es sei & der Grad, H die Klassenzahl von K (im weitesten Sinn).
Ich setze

43 = n.

Fiir »==1,...1 sei #, der kleinste Rest >0 von @, modulo (Hn),
dann ist

(#) =9 ... pjral",

wo a ein gewisses Ideal bedeutet. a¥ ist ein Hauptideal (u), also ist
auch pi*... pJ1=(B) ein Hauptideal. Es gibt also eine Kinheit ¢, so daB

S =cfu”.
Es sei ¢, ...&, ein System von Grundeinheiten; dann gibt es eine Ein-

r
heitswurzel @, eine Einheit # und r Zahlen s, (»=1,...r) der Reihe
0 bis n — 1, so dal
e=geft...gfry" ).
Setzt man noch
. ee* . g =y, mu =10,
so 1st

D=y é-1% ;
und y, gehért einem endlichen Wertevorrat an; enthdlt némlich K genau

w Einheitswurzeln, so kommen fiir y, hochstens 4 = wn’ (Hn)' Werte
in Betracht; 4 hingt nur von K und M ab.

Wegen & — | f(9) ergibt sich ebenso fir & — ¢ ein Ausdruck der
Form

¢ —a=y,1l;
mit A4 Moglichkeiten fiir y,. Daher ist
(78) y1C1”""7‘zC;=“'

'Hierin betrachte ich ¢, und {, als Unbekannte. Die Anzahl der ver-
schiedenen Diophantischen Gleichungen (78) ist < A%; jede derselben hat
wegen n > 4h® — 2h nach Satz 5 und Anmerkung nur endlich viele Lo-
sungen , C.

Es gibt also nur endlich viele ¢ mit Ny < M.

Zusitze. 1. f(x) stellt nur endlich viele Einheiten dar.

1) Ist ¢ eine Einheit, so stehf rechts natiirlich ».
20) Im Falle #=0 treten ¢, ... &, 7 nicht auf; es ist dann £=g.
Mathematische Zeitschrift. X. 14
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2. Es seien p,,...p, gegebene Primideale und » eine ganze Zahl
aus K, deren simtliche Primidealteiler unter diesen enthalten sind.
Seien K, ... K, irgendwelche algebraische Zahlkérper. Ist dann [»|> M
=M (K,,... K,), so gehdrt keine Wurzel von f(z)=» einem dieser
Zahlkorper an.

3. Es selen p,,...p, rationale Primzahlen. Thue hat bewiesen?®'),
daB fiir jedes natiirliche @ nur endlich viele der Zahlen pr...pita
(¢,=0,1,2,... fiir w=1,...1) Primteiler haben, die simtlich be-
schrinkt sind. Ich werde zeigen, daf es unter diesen Zahlen auch nur
endlich viele gibt, bei denen die in ungerader Potenz auftretenden Prim-
teiler beschrénkt sind.

Zum Beweise setze ich f(z)=2% T a; dann ist £=V» L a eine
Wurzel von f(#)=». Durchléuft » die Zahlen p@ ... p/ und bedeutet
den grofiten quadratfreien Faktor von » 4+ @, so wichst nach Zusatz 2
die positive Zahl d mit » iiber alle Grenzen, desgleichen also auch der
grofite Primteiler von d. Dieser tritt aber in » =+ @ in ungerader Potenz auf.

4. Fiir K = 2 besagt Satz 7: Zu jedem m > 0 gibt es ein g =g(m)
derart, daB fiir alle natiirlichen n > g die Zahl N > m ist. Dieses g kann
aber nicht gleichmaBig fiir alle Polynome () von einem festen Grade gewshlt
werden, wie das Beispiel f, (#) =z (z + 2‘) (A=0,1,2,...) lehrt; denn
hier ist fir #=2" f,(n)=2"", also N, =2, .wihrend n mit 1 iber
alle Grenzen wichst.

5, Satz 7 laBt folgende Erweiterung zu:

Es gei KX der Korper, welcher durch die Koeffizienten und Nullstellen
von f(x) erzeugt wird, und H seine Klassenzahl, 4 sein Grad. Es sei
eine natiirliche Zahl £ > 4h® — 2% 4~ 1 gegeben. Dann ist nur fiir endlich
viele ganze x des Korpers f(x) von der Form ¢y*#, wo o und y eben-
falls ganze Zahlen des Korpers bedeuten und die Primidealteiler von o
beschriinkte Normen haben.

n
Beweis. Ist f(2)=c¢ I[(x — §&,), worin ohne Beschrinkung der All-

r=1
gemeinheit ¢ und &, (»=1,...m) ganz sind, so kénnen 2 verschiedene
Linearfaktoren # — £, und & — &, nur einen solchen gemeinsamen Idealteiler
besitzen, der auch in der Diskriminante von f(z) aufgeht. Kommt daher
ein Primidealteiler von y*Z in einem x — &, zu einer Potenz vor, deren
Exponent nicht durch #H teilbar ist, so ist seine Norm beschrinkt. Wie
beim Beweis von Satz 7 1Bt sich setzen:

x~—§x=y1€f, Z_E;,:ysg‘;’

y b=l =& —E,
) Thue 3.
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wo y, und p, einem endlichen Wertevorrat angehoren. Satz 5 zeigt dann
die Richtigkeit der Behauptung.

Insbesondere ist hierdurch bewiesen: Sind @, m = 2, » = 3 natiirliche
Zahlen, so hat die Diophantische Gleichung

() =av”

nur endlich viele Losungen in natiirlichen Zahlen z, y*).

6. Es sei K ein algebraischer Zahlkorper des Grades b =17 -+ 27,.
Von seinen Konjugierten seien K,... K reell und die Paare K™,
Kt (»=1,...7,) konjugiert komplex. Jeder Zahl & aus K ordne
ich folgendermaflen eindeutig einen Punkt (#,,... &,) eines A-dimensionalen
Raumes zu. Ich setze

B=20% A=1,...7)s Frintiirnin=0"" (u=1,...17,).

Durchlduft nun # alle Einheiten des Korpers, so haben nur endlich viele
der ihnen zugeordneten Punkte beschrinkten Abstand.

Beweis. Sei M > 0 gegeben. Gelten fiir zwei Einheiten ¢ und 7
aus K die A simultanen Ungleichungen

lew — | < M (»=1,...4h),
go ist .
|6®) —9® | <2 M (v=1,...h).
Die Zahlen ¢ — n gehoren also einem endlichen Wertevorrat an; ist
¢ == 0 eine Zahl desselben, so folgt aus ¢ — n =«
e(e — ) = ¢ = Kinheit,
was nach Satz 7 nur fiir endlich viele & méglich ist.

Satz 8. Es sei f(z) ein Polynom mit Koeffizienten aus einem alge-
braischen Zahlkorper K. Es seien ¢ und £ zwei verschiedene Zahlen

aus K, und 7(«) == 0. Ich entwickle die rationale Funktion ? = ) 5 (n=8)
nach Potenzen von z — &: B

@) N gy
- (79) (w—a) ,%,,yv(” ‘)
und schreibe die Koeffizienten y, als gekiirzte Idealbruche

Behauptung. Von den Normen der Primidealteiler von m, wichst
die grofte mit » iiber alle Grenzen. Eine Ausnahme bildet nur das
Polynom

(80) f(x)-zZ{Z(—m- (M (ute—np(E=8) +(z— )" g (=),

#9) Fiir n=2 gilt dies noch nicht; z. B. hat die Gleichung (;) = %* unendlich

viele Losungen in ganzen Zahlen,
14*



208 C. Siegel.

wo A und x Zahlen aus K und g¢(x) ein Polynom mit Koeffizienten aus
K bedeuten. (Fir n =1, 2 gilt dies auch; es laBt sich dann jedes f(x)
in die Form (80) setzen.)

Beweis, Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei £ =0 und f(x)
vom genauen Grade r <C n. Ich setze

f(z) =Bo2"+ ... + b
Dann ist nach (79)

(Box™+ .- + B:) ("" i‘)nz‘?(’,:"i—11> (5‘)1‘:2?’, z”,

Yoz r=

y — (_ %)né;ﬂ,._i (v—}—::i'—i)o_?l__{ (1’=‘0, 1, )

Fiir slle ganzen rationalen y => 0 ist daher

r

—1-—-1 ,
(81) (= 1)tamtvy, = (717 posat.
=0
Es gibt eine nur ven e und den # abhidngige Zahl 6 <= 0 aus X, so daB
Br—seid (1=0,...7) ganz ist. Dann ist

(82) 5(7&*1)’,.:2::’3'“*’“"(“3:1"')

ein Polynom n — 1-ten Grades in y mit ganzen Koeffizienten aus K, und
zwar genau n — 1-ten Grades, denn der Koeffizient von y#-1 ist

8 D Broqut=08f(e)+ 0.
=0

Ist dieses Polynom keine Potenz einer linearen Funktion, so wichst nach
Satz 7 die Norm eines seiner Primidealteiler mit y iiber alle Grenzen;
dieses Primideal geht nach (81) in & (n — 1)1anty 7,» also fiir hinreichend
grofles y im Zahler m, von (y,) auf.

Ist aber (82) die » — 1-te Potenz einer linearen Funktion, so gilt
nach (81) fiir zwel gewisse Zahlen 4, x aus K’

n—1
yy=% (y=0,1,...),

also nach (79)

flo) = (o — a2 3 s o ™ (2)

=l§'(§—>gé'(—l)"”@) (m+o—2)"""
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Fiir o > n ist aber

2(—1" ”( ) (140 — =)

(—1)" (::> (t+o0—n+4+=)""? -r a4

[\/_]::

n=0

I

also wird

rio =3 3 [ Je 0 () e ()

Ersetzt man » durch # — & und « durch ¢« — ¢ und figt zu f{z) ein
beliebiges durch (z — «)” teilbares Polynom hinzu, so erhidlt man das
allgemeinste Polynom, das eine Ausnahme bildet, in der Form (80).

P(z)
Satz 9. Es sei f(x)= oe)

zienten aus einem algebraischen Zahlkdrper K, deren Zihler und Nenner
zueinander relativ prim und weder konstant noch Potenzen linearer Funk-
tionen sind. ¢ durchlaufe die ganzen Zahlen von K. Man schreibe f(&)%)
als gekiirzten Idealbruch

eine rationale Funktion mit Koeffi-

dann sind nur fiir endlich viele & die Normen der in m: aufgehenden
Primideale séimtlich beschrinkt. Dasselbe gilt fiir n;.

Beweis. Es geniigt, P(z) und Q (x) als ganzzahlig anzunehmen.
Es gibt zwei Polynome A (z) und B(x) mit ganzen Koeffizienten aus K
und eine natiirliche Zahl 7., so daB
(83) A(z)P(z)+ B(z)Q(z) =14
ist. HEs gibt ein Ideal f,, so daB

(P(E))——_ fEmE’ (Q(f))=f§n§

ist. Aus (88) folgt dann [, |(z,); [, gehort also einem endlichen Vorrat
von Idealen an. Satz 7, auf P(z) und Q(x) einzeln angewendet, liefert
die Behauptung.

Zusitze, 1. Es seien P(x,y) und Q(a,y) zwei teilerfremde ho-
mogene Polynome der Grade 8 und 2 mit einfachen Linearfaktoren und
rationalen Koeffizienten. Dann ist

P(z,y)=Q(x,¥)
) Rir £(£) + 0.
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die Gleichung einer Kurve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt im
Anfangspunkt der Koordinaten. Auf dieser Kurve liegen nach Satz 6
nur endlich viele Punkte mit ganzen rationalen Koordinaten. Anderer-
seits zeigt die Parameterdarstellung

T S T (v =,
dafl die Kurve unendlich viele Punkte mit gebrochenen rationalen Ko-
ordinaten enthilt. Aus Satz 9 -ergibt sich nun: Durchlauft _yx_ die natiir-

X =

lichen Zahlen, so wachsen die griften Primteiler der Zahler von z und y
iiber alle Grenzen; das gleiche gilt fiir die Nenner.

2. Es seien A, B,C,... mehrere paarweis vertauschbare Matrizen
n-ten Qrades mit linearen Elementarteilern. Thre Elemente seien Zahlen
eines algebraischen Zahlkdrpers K (w). Die Gesamtheit aller rationalen
Funktionen ¢ (4, B, C, ...} mit Koeffizienten aus K {(w) bildet ein System
von Matrizen, das ich mit K (A4, B, C,...; w) bezeichne; hierbei ist vor-
suszusetzen, daf die im Nenner von ¢ stehende Matrix von der Deter-
minante = 0 ist. Eine Matrix nenne ich ganz, wenn ihre (charakteristi-
schen) Wurzeln ganz sind. Es sei f(z) eine feste rationale Funktion mit
Koeffizienten aus K (w), die nicht Potenz einer linearen Funktion ist.
X sei eine ganze Matrix aus K(4, B, C,...; w), und die Determinante
der Matrix des Nenners von f(X) sei 0.

Behauptung. Nur fiir endlich viele X ist f(X) von der Form
PPQR"..., wo P,Q, R,... mehrere feste paarweis vertauschbare Ma-
trizen mit Koeffizienten aus K (w) von den Determinanten =0 und
P, ¢, r,... irgendwelche ganze rationale Zahlen bedeuten.

Beweis. Es selen «,,...c«, die Wurzeln von 4; g,...8, die
von B, usw. Nach einem Satze von Frobenias lassen sich dann diese
Wurzeln einander so zuordnen, dafl ¢ (4, B,...) die Wurzeln (o, f;,...)

(¢4=1,...n) besitzt. «,,...e, geniigen einer Gleichung n-ten Grades
mit Koefﬁmenten aus K (w); dasselbe gilt von 8,,... 8., usw. Die Wurzeln
von X, die ich ¢, (4 =1,...%) nenne, liegen algo in einem festen Ober-

kérper von K (w). Aus f(X):P”QqR’. .. folgt dann
F(p)) = monter...,

wo 7, %, 0,... gewisse Wurzeln von P,Q, R,... bedeuten. Ich wende
Satz 9 auf den durch «;, §;,..., 7, %,... erzeugten Korper an; ¢, gehért
also einem endlichen Wertevorrat an. Dies gilt fiir ¢=1,... n.

Hat nun X die Wurzeln ¢;, X* die Wurzeln ¢, so folgt aus der
Annahme ¢, =g@F (i=1,...n), daB die Wurzeln der Matrix X —X *
samtlich 0 sind; wegen der hnearen Elementarteiler ist also X = X *

Folglich gibt es znur endlich viele Losungen von f (X)wP”QqR
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Satz 10. Es sei W (x,y) ein Polynom n-ten Grades mit ganzen
algebraischen Koeffizienten, von dem sich kein homogener Faktor ab-
spalten 1aft. Die Koeffizienten von z" und y” seien hierin <+ 0.

Dann hat die Gleichung
(84) W(z,y)=0

nur endlich viele Losungen in ganzen Zahlen eines festen Korpers K, in
welchen nur Primideale von beschrinkter Norm aufgehen.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien die Koeffi-
zienten von W (z,y) in K enthalten. Die endlich vielen Losungen jeder
der beiden Gleichungen W (x, 0)=0, W (0, y) =0 konnen beim Beweis
ausgeschlossen werden.

Seixz=12>, =0, y="1Y,= 0 eine ganzzahlige Losung von (84) aus K.
Ist ,9, eine Emhelt 80 setze ich Ny , sonst bedeute N, , die
grofite unter den Normen der in 9,49, aufgehenden Primideale.

Es sei M eine feste naturllche Zahl dann betrachte ich die Ge-
samtheit aller Losungen ¥, 9, mit N, , < M. Ist h der Grad von K,
8o setze ich

(85) n¥* =4 n3h2,
Wie beim Bewelse von Satz 7 ist
(86) 191 == 7’1&”, (32 = ygcgta

wo p, und y, einem endlichen Wertevorrat angehdren.

Nun sei
Wiz, y)= W,(z,9)+ W, (=, %),

wo W, homogen vom mn-ten Grade und W, ein Polynom hdchstens
# — 1-ter Dimension ist. W, und W, sind nach Voraussetzung teiler-
fremd. Abgesechen von endlich vielen Ausnahmen ist also fiir die Losungen
von (84) W, (9, 9,)+ 0. Nach (86) gilt

(87) Wo (7’151,“7 V-aé-:v = W1 (7’151"‘, 7»_,52“)‘
Ich setze noch

Wo = W:(Cu Ca): W1 = Wf (Cv Ce)-

n* n
Ist &, —&9, ein Linearfaktor von Wy (8, 8,), so ist Vo, iy —e* Vb,
Srq

fir g==¢® und 1=0,...n%*—1 ein Linearfaktor von W, (¢, (,).
Wegen ¢&=-0 sind die n* fiir 1=0,...n* — 1 entstehenden Linear-
faktoren voneinander verschieden; in W, sind also hdchstens je n Linear-
faktoren einander gleich. Wi hat hochstens die Dimension (n — 1)n*.
Aus der Beweismethode von Satz 5 geht hervor, daB fiir
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(88) mn*>uh (M4 s) 4 (n—1)n*  (s=[3(VInn*+1~1)])

die Diophantische Gleichung (87) nur endlich viele Losungen besitzt.
Aus (85) folgt aber (88):

an* =Vn* Va*+ (n—1)n*
=nh2Vnn* -+ (n— 1)n*>nh(%+s>+(n— 1)n*.

Daher hat auch (84) nur endlich viele Lésungen mit N, , < M.

Zusitze., 1. Satz 7 ist ein spezieller Fall von Satz 10. Er ergibt
sich ndmlich, wenn man in (76)  — 4, = %, & — 4, = v setzt und.Satz 10
auf W(u, v)=wu— v (4, — 1,) anwendet.

2. Es seien eine positive Zahl M und eine quadratfreie natiirliche
Zahl D > 1 gegeben. Es sei z, y eine Losung der Pellschen Gleichung
2® — Dy®=4. Dann gibt es eine positive Zahl N = N (M, D) derart,
daB fir zy > N ein Primteiler von zy grofer als M ist.

Literaturverzeichnis.

Bachmann, P., Vorlesungen iiber die Natur der Irrationalzahlen. Leipzig
(Teubner); 1892.

Borel, E., Legons sur la théorie de la croissance. Paris (Gauthisr- Villars); 1910.

Cahen, E., Eléments de la théoric des nombres, Paris (Gauthier- Villars); 1900,

Delaunay, B., La solution générale de I’équation X?¢+¥*=1. Comptes rendus
hebdomadaires des séances de I’ Académie des Sciences, Paris, 162 (1916), 8. 150/151.

Hayashi, T., Le produit de cing nombres entiers consécutifs n’est pas le carré d’un
nombre entier. Nouvelles Annales de Mathématiques, Ser. 4, 18 (1918).

Hill, G. W., Solution of & Problem in the Theory of Numbers. a) The Analyst,
1 (1874), 8. 27/28. b) The collected Mathematical Works, 1, Washington; 1905,

Liouville, J., Sur des classes trés-étendues de quantités dont la valeur n'est ni
algébrique, ni méme réductible 3 des irrationnelles algébriques. Journal de
Mathématiques pures et appliquées, Ser. 1, 16 (1851), S. 133 —142.

Maillet, E., Introduction & la théorie des nombres transcendants et des propriétés
arithmétiques des fonctions. Paris (Gauthier- Villars); 1906.

-— Sur un théoréme de M. Axel Thue. Nouvelles Annales de Mathématiques, Ser. 4,
16 (1916), 8. 338—345.

— Détermination des points entiers des courbes algébriques unicursales & coeffi-
cients entiers. Comptes rendus hebdomadaires des séances de FAcadémis des
Sciences, Paris, 168 (1919), S. 217-220.

Perron, 0., Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig und Berlin (Teubner); 1913,

Pélya, G., Sur les propriétés arithmétiques des séries entidres, qui représentent des
fonctions rationnelles. L’enseignement mathématique, 18 (1917), 8. 323.

— Zur arithmetischen Untersuchung der Polynome. Mathematische Zeitschrift,
1 (1918), 8. 143—148.



Approximation algebraischer Zahlen. 213

Stermer, C., Quelques théorémes sur T'équation de Pell 22— Dy?= +1 et leurs
applications. Skrifter udgivne af Videnskabs-Selskabet i Christiania; 1897.

— Sur une équation indéterminée. Comptes rendus hebdomadaires des séances de
PAcadémie des Sciences, Paris, 127 (1898), S. 752—754.

Thue, A., Bemerkungen iiber gewisse Niherungsbriiche algebraischer Zahlen.
Skrifter udgivne af Videnskabs-Selskabet i Christiania; 1908,

—~ Uber rationale Anndherungswertc der recllen Wurzel der ganzen Funktion dritten
Grades x®—ax—b. Skrifter udgivne af Videnskabs-Selskabet i Christiania; 1908.

— Om en generel i store hele tal ulesbar ligning. Skrifter udgivne af Videnskabs-
Selskabet i Christiania; 1908.

— Uber Anniherungswerte algebraischer Zahlen. Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik, 135 (1909), S. 284—305.

- Eine Lésung der Gleichung g P(z) — @ (%) = (z—0)" R (x) in ganzen Funktionen
P, @ und R fiir jede belichige ganze Zahl n, wenn ¢ eine Wurzel einer be-
liebigen ganzen Funktion bedeutet. Skriftsr udgivne af Videnskabs-Selskabet
i Christiania; 1909.

— Ein Fundamentaltheorem zur Bestimmung von Anniherungswerten aller Wurzeln
gewisser ganzer Funktionen, Journal fiir die reine und sngewandte Mathematik,
138 (1910), S. 96—108.

— Uber einige in ganzen Zahlen x und y unmégliche Gleichungen F(z, y) =0.
Skrifter udgit av Videnskabsselskapet i Kristiania; 1911.

— Berechnung aller Lisungen gewisser Gleichungen von der Form aqar — byr={.
Skrifter udgit av Videnskabgselskapet i Kristiania; 1918,

(Eingegangen am 10, Juni 1920.)



