
Summationsmethoden und ])Iomentfblgen. 
Won 

Felix Hausdorff in Greifswald. 

II. 

In der vorangehenden, gleichbetiteltea irbeit, die wir als Note I,, 
zitieren, haben wit das. System vertau, schbarer linearer Substitutionen 

A~ ~ 2p,,,, a,,, oder A == i a 
m 

betraehtet, derea Matrix 

dutch eine numerisch feste, aus Binomialkoeffizienten gebildete Matrix 
(~ in eine willkiirliehe Diagonalmatrix/~ iibefffihrbar ist. Wir ordnea jetz~ 
jeder (geeigneten) Folge. reeller Zahlen t~ eine l~Iatrix e und das ent- 
spreehende System S(t,~) der Matrizen 2 zu; das in Note I behandelt, e ist 
das System S(n). Wenn die Elemente ,u,, yon t ~ die Moraente 

1 

/,~,, = / , ( ~ , j ,  ~,,~(t) .... f u'dz (~ )  
o 

einer Funktion beschdinkter Schwankung sind, ist 2 eine C-Matrix, d.h. 
fiihrt jede konvergente Folge a,, in eine konvergente Folge A s fiber; and 
hiervon gilt unter gewissen Bedingungen auch die Umkehrung. [u vcr- 
schiedenen Systemen S(t~,) entspreehen einander die zu gleic}lem ;~(u) 
oder if(t) gehSrigen ~atrizen; es gibt z. B. in jedem System Oesirosche 
und HSldersehe Matrizen, die bei gleieher Orduung iquivalent sind, nebst 
YIatrizen logarithmisehen uud expouentialen Chara~ers, die die H61dersehr 
Skala ausfiillen und verst~rken. 

(1) 

w 

Interpolationsformeln. 
Es ~sei t~ (p = 0, 1, 2~ ...) eine Folge paarweise verschiedener Zah!en, 
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ff~ eine beliebige Zahlenfolge, 
P 

( 2 )  / ; ( t l  .--, l ' ( t  ~,o~, , . . .  ~,,,~ _ 3~' '';~ % , c t )  
to t, t,, J - " ~ ;  ,p [, ( ~,, 3 t ----t~" 

das Polynom vom Grade < p, ([as an den Stellen t o , . . . ,  t~, die Werte 
~%, . . . ,  if, annimmt, and der Differenzenquotient 

(z) ~t,, t, t,,J , ~ G ( t , , , )  

sein hSchs6er Koeffizient. Da f~( t}- .  [ ) _ l ( t ) d u r c h  q ,p- l ( t )  teilbar, also 

gleich ( i f " ""  "';'~ \ ~,, tp J ~ - 1  (t) ist, folgt 
i0 

.... 3 ' ( ; ' o  " �9 " '~  ( t  - to) ( t  - t , )  ( t -  t , ~ _ , )  
m ~ t) 

fo 

wobei q, x ( t )= -1 ,  fo(t)=,/Zo, (fit:)=-/Zo za setzen ist. 'Verwende~ man 

die Wertpaare t .... /z,,~ in umgekehrter Reihenfolge, so wird 

P 

(51) t ; ( t )  = \ ' ( "  ...... ",,'l(t-t10)(t-.~_~)...(t-t,,§ 
- -  3 " (  ~' . . . .  ,",'1 .~','(t.) 

m.,~O 

Wir setzen nm3 dauernd, far m ~ p, 

. (,, . . . .  ff~')(to__t~)(to__t,,_~) (to--t..~) ( t~ ) x10, ,~ .... x ~,, . t ,  "'" 

. . . .  (~, . . . . .  ; , , , ~  G (to) 

. . . . . . . .  \ t,. t~/ ' . . . . .  ' 

speziell 

hingegen, fiir m > p ,  2p, .~ .... O; die ~atr ix .  

' 2o, ~ 0 0 . . . .  

"2~,o 21,1 0 . , .  

=o ( ~ , . , , ) =  Z. ,o  ~ ~ , ~  ~ ,~  . . . .  , 

a ~  der'en Be~raehtung w~ hindus wollen, h~ngt aul~er v0n den #~ nm: 
19"  
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voa den Differenzenverh~iltnissen d e r t  v a b  und bleibt unge~ndert; wenn 
man" t~ dutch at~ -~ b (a=~ 0) ersetzt. 

&us (5) folgt ffir t~,~ t o 
p 

\-~,~, ,. /%" (7)" .,~ , = 
m ~ O  

(2 erkl~irten Bedeutung. Aus 

f ~ + . ( t ) -  L , ( t ) = ( ~ ' , ' t ' . ' l ( t - t o ) ( t  .... t,) (t  ..... t;,) 
\ t o t / ,  + ~ / " " " 

( '"  ' ~"" ' ) ( t  --~,1) �9 Ct - t , , ) ( t -  t,,+~) ~ §  ~to t,,+,, " 
~olgt 

t ~ ( t ) - g , , ( t ) ~ : : ( " t ' ~ + ~ ) c t o - ~ . . ) ( t  .... t,) (t .... t,,} 
. \ t o  tl, l-1 " " ' "  " 

also f i i r  den Koeffizienten von t v 

t~ . t~, .~ ~ \ t o tp  t ~' 

mit andezer Bezeichnung 

t,., t~, J \ t , .  t,., ,r ~, \ t . ,  r 1 tl  i* * 

und mit (t o -- t,,,+~)... (t o --t~,)(t o -- t~+~) multipliz[ert: 

(8) (t~+a -- to) 2 ~, .. = ( t ~ + l - - t . . ) 2 v ~ - l  ~,-~'(t.,,,~.~-'to)2~ , , ,,, ,.1" 

Dies nennen wi~ die Bekursionaformel; sie gilt ~llgemein, aueh fi irm > p. 
Sind die t~ reell, a die kleins~e und b die grSltte unter den Zahlen 

to , . .  ., t~, und ist die reelle' Funktion ff (t) flit a _ ~ t ~ ( b stetig und flit 
a <I t -:: b p-m~l differenzierb~r, so ist 

(9) ( ~  (to),.(td...to ~ t~ ~, (t~)~t~ ~ = ~ l  ff(~ (t),. 

wie man dutch wiederholte Anwendung des Rol lesehen  Satzes auf 
f ~ t t ) -  # ( t )  e~kennt; t i s t  ein gewisser We~t zwisehen a, b. 

Wit hnben diese bekannten Dinge zur Bequemlichkeit 4es Lesers and 
zur Ei.nfiihrung unserer Bezeiehmmgea bier zusammengestellt. 

w 

Total monotone Folgen. 

Die reelle Folge #~ heil]e beziiglieh der reellen Folge t p  total monoton, 
wenn stets 

( o s  
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Dies wird mit 

(::) 4. ,,, ~ o 

gleiehbedeutena, falls tp >- t o (;p =- 1, 2, . . .) ,  wie wit ldinTtig voraussetzen; 
ohne Einbul3e an Allgemeinheit kann' 

(1~) ~o--= o, t~ > o (~ == : ,  ~ , . . )  

angenommen werden. Insbesonde~e ist 2 r =/t,~ ~ 0; mit Ausschlu~ des 
Falles /% = 0, wo alle 2r, ,~ naeh (7) versehwinclen, werde #o > 0 voraus- 
gesetzt. Wit behaupten nun: 

' Satz I. Wenn die Folge t~, den .Bedingungen (12) geniigt und #~ 
bezi~glich t~ total monoto~t iSt, '~so existieren die Grenzwerte 

~" t divergier~, isr l~ ~ 1., == = O. 

Dean aus der Rekursionsformel 

folgt mit 

( IS )  _a~, ,, = 4. , ; +  - "  + 4, ,. 
( : 6 )  A~, --.A~,+~, = t . , + , 4 +  , , , ,+ , : t~+~.  
~ffaeh (16) ist A ~ , * * ~ A , + ~ ,  ~ 0 ,  also existiert L ~ = l i m A ~ , ~  und 

~olglieh auch l,,-----L~- L,~-I (l o =23o). Ferner ist, ebenfalls nach (16), 
~ '4+~,- ,+~ konvergent, und wenn ~ t~7+~ divergiert, kann lim2~+ 1 .,+1 

tp+~ /~ ~ ' 

Ira+ 1 nieht yon 0 verschieden sein. 
Nehmen wir an, dal] t~ den Bedingungen 

{ t o ~ 0 ,  t p > 0  (~o >_ 1) 

(17) % 1 divergent, tp--*-co 

geniigt (yon denen die letzte an verschiedenen Stellen des Folgendea ge- 
mildert worden kSnate, vgl. Aam.1)). Naeh I ist dann in einer be- 
Ziiglich tp total monotonen Folge ~edes Glied /,~ "(~ 3> l) sowie tto ~ l o durvh 
die ]olgenden eindeutig bestimmt, natiirlich bei gegebenen t~. ~ Dema man 
hat bei He~vorhebung des AnMngsgliedes in' (6) 

4, ( 1 - , t .  
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also fiir ~o --* 

was die Behauptung. beweist. 

F. Kausdorff. 

0 = lim [#~ J r . . . ]  

l o = lira [#o "~ . . . .  ] 

( ~ "  1) 

w 3. 

Total monotone  Funktionen.  

.Die  fiir t > 0 definierte reelle Funktion it(t)heifJe total monoton, 
wenn fiir irgend ~o q-1  versehiedene Werte to, t , , . . . ,  t~, ( ~  O) 

oder, was dasselbe ist, wenn jede Fo[ge t~(t~,) beziiglioh t~ total mono- 
ton ist. 

Sa tz  II. Wenn die Folge t• den Bedingungen (17 7 genis und t~ 
bezi~glich t~ total monoton ist, so gibt es eine und nut eine total mono- 
tone _FunCtion t~ ( t ) , ]iir die ,, (t~,)=~-#v" 

Zungchst kann es nut eine einzige solche geben. Denn ist t :> 0 ein 
yon den t~ verschiedener Wer~ mit  # ( t ) ~  #,  so ist die Folge H0, /z , /q ,  
]x.~ . . . .  total monoton beziiglich der Folge to, t, t~, t~, . . . .  die ebenfalls 
den Bedingungen (17) geniigt, also # d u t c h / q ,  #.~ . . . .  eindeutig bestimmt 
(natiirlich als Funktion yon t). 

Um andererseits eine Funktion / , ( t )  wizklich nachzuweisen, zeigen 
wit zuerst, dab die Interpolationsformel (4) sieh auf atle Wertpaare der 
Folge ausdehnen 1/iBt, d.h.  dab 

(18) f ( t l~-=l imf~, ($)='~(~ '~  (t-.. t~_ ) . . .  , 

fiir t ~ 0 konvergiert J). Man hat ffir ~o ~ n >- 0 

1) Solche Reihen sind mehrfaeh untersuoht worden, z .B .J .  Bendixson,  Sur 
une extension R l'infini de l~ forInule d'interpolation de Gauss,  Aott~ math., 9 (]887), 
S. 1-34; E. Landau,  Uber die Grundh~g~m der Theorie der F~kultgtenreihen, Miineh, 
Ber. 3{1, (1906), S. 151-221. Unser f(t) ist iJbrJgen~ fiJr .~Rt>0 konvergent unfl 
regulgr, wie aus leichter Umformung des obigen Konvergenzbeweises hervorgeht. 
Ersetzt man die letgte Beding u ng ( 17 ) dutch !i~ tj, ~ ~ > 0, so liefert (18) eine ~r  
0 < t ~ v  total monotone, ffir I t -v l -~(  v regulRre Fu~ktion; vgl. dt~zu S. Berns~ein, 
Sur 1~ ~16finition e~ les propri6t6s des fone~ions analytiques d' une vt~ri~ble r6elle, 
M~th. Ann.', 75 (1914), S. 449-468. 
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\ to t~ " ' "  
Z q , = ~ - b  1 

(to--t) . . .  (t,,_~--t) 
1 2 m .  o t t . . . t , .  

, p 

t 2 _ .. t - - - -  i )  -. .  (' - 2 7  o.o(  
~ = n , +  1 

Ist t > 0 und n so grog gewghlt, dab t ~.. t , ,  t ~ + l , . . . ,  so hat die 
legzte Summe lauter nichtnegative Glieder und ist mit 

t 
r , , , ----(1--~,,) . . .  (1- -  ~,~L1) (1 -- t:  ) ( m ~ e )  

gleieh 

~=n+l m = n + l  

= / ~ o  ( ~  - ~) 

womit ihre Konvergenz Iiir T - "  ec und die yon ~,(t) naehgewiesen ist; 
iiberdies ist; 

/ ol L !-_<,,o 
( f t i r  t < t.,  t . ,1 . . . .  ). 

Um sodann f(t)  als total monoton nachzaweisen, vezwenden wir die 
zweite Darstellung (5) 

Zerlegen wir Z '  in . ~  + ~ ; bei festem n > 1 konvergiert ~-r fiir 

T - ' * c ~  nach 0 oder lo, je naehdem t > O  oder t = O ,  oder naeh /o.0 t, 
wie wit mit  ersiehtlicher Verabredung sagen wollen. Demnaeh hat auch 

ffir T ~ co einen yon n unabhiingigen Grenzwert g ( t ) =  l imgr( t  ). Is$ 

nun a > 0 und n so groin, dab a < tn+~, t~+~,. . . ,  so ist offenbar g~(t) 
ein Polynom in a - - t  mit  niehtnegativen Koeffizienten, woraus fiir 
k =  O, 1, 2, . . .  

d ~ (-- 1) ~ i ~  ~,(t) ~_ 0 (t < a) 
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folgt; mit Erinnerung an (9) ist also fiir k q - 1  verschiedene Werte 
%, . . . ,  % des Intervalls 0 <_ t <: a 

u n d  fiir p -.- ~z 

�9 o ,  

d.h.  g( t )  ist total monoton (Iiir ( ) K t K a ,  d.h.  flit t ~ O ) ,  Da auch 
0 t total monoton un'd /o2>~(t, so ist f ( t )=  lo.O~-t,g(t) total monoton. 
Damit ist I I  bewiesen, die ffagliehe total monotone Funktion ist chtrcl~ 
(18)  gegeben. 

w 

Momentfunktionen. 

Mit einer fiir 0 _< u __< 1 monotonen, fiir wachsendes u nicht ab- 
nehmenden Funktion Z(u)  bilden wir das S t i e l t j e s s e h e  Integral 

i 

U 

und nennea dies eine Moment/unktion. u ~ ist hierbe[ als stetige Funk~ion 
yon u gedacht, auch fiir t = O, also u~ 1 auch ffir u ~.-: O, so dal~ wie 
vothin O r =  ol flit t :>  0 zu setzen ist. 

F i i r t  ~ 0 ist tt (t) unbeschr~nkt differenzierbar mit  

1 

(2~) t, (~ (t) = / ~'(log ~)~ dz (~), 
0 

so da~ (--1)kt~(~(t) :> 0; an det Stelle t=--0 ist die eveniuelle Unstetig- 
keit yon ~ ( t )  dieselbe wie die yon ;~(u) an der Stelle u ....... 0, n~mlieh ~) 

(es) t, (o) - s ( +  0) = z ( +  0) - z (o). 
Fiir die Ir~tegralwerte shad die Werte von Z(.u.) an den Sprungstelle n 

zwisehen 0 and 1 und die ttinzufiigurLg einer additiven Konstanten belanglos; 
wit pr~izisieren daher Z (u) dutch die Anfangsbedingung 2 (0) .~= 0 und die 
Forderung des arithmetischen M ittels 

z ( ~ ) = ~ z ( ~ +  0 ) + � 8 9  0) ( o < ~ < 1 )  

und wit wotlen sagen, dal] Z (u )  dureh isgendwelche Vo~schriften ~eindeutig 
bestimmt ist, wenn sic dutch diese Vorschriften unter Hinzunahme der 
eben genannten ehldeutig best immt ist. 

~.! Vgl. N'ote I, Formel (45), Aueh d~s 'Integral (21) ist of~ untersuch~ worden; 
es existiert und ist regulgr jedenfalls fiir ~ t :> 0. 
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Sa tz  III .  Jede Moment/unktion ist total ~nonoton, und ~ede total 
monotone Funktio~ ist Moment/unktion einer eiszleutig bestimmten mono- 
tonen Fun/orion 7~ ( u ). 

Ist  die Homentfunktion # ( t )  b e i t  ~= 0 stetig, so ergibt sich ihre 
tota le .~onotonie  unmittelbar aus dem Vorzeiehen der Ableitungen' (22)i 
ist sie unstetig, so ist' sie gleich einer stetigen ~[omentfunktion plus lo.0t; 
we 1 o ..... 0 der Sprung (23) ist, also ebenfal]s total monoton. 

Sei umgekehrt f ( t )  total monoton; dann ist die Folge f(n)beziiglieh" 
n total  monoton, d .h .  im Sinne der vorangehenden Note I schlechthin 
total monoton, denn flit t , ~  n ist 

p ~ m  

lJ 

Nach den dortigen Entwieklungen w 10, 11 gibt es also eine, ein- 
deutig bestimmte, monotone Funktion Z(u)  mi t  

1 

f(n) =fu"dZ(u). 
U 

Bilden wir mit ihr die Momentfunktion (21), so sind f(t) und #(t)  beide 
total  monoton und i ~ ( n ) =  f ( n ) ,  und da die Folge t , ~ - n  yon der Art 
(17) ist, so muir nach Satz I I  # ( t ) - ~ f ( t )  sein, womit I I I  bewiesen i st.' 

Aus II  und I I I  folgt nun unmitt~lbar: 

Sa tz  IV. Wenn die _Folge t,, den Bedingungen (17) geni~gt und /~., 
bezi~glich t, total monoton ist, so ist 

1 

(24) ,%= f u;"dz(u) 
0 

die Moment/olge (mit den Exponenten t,~) einer eindeutig bestimmten 
monotonen Funktion g ( u ). 

Umgekehrt  ist 'natiirlioh jede Homentfolge (24) bezfiglieh der Ex- 
ponente~ffolge total monoton, aueh wenn diese nut  den Bedingungen .(121 
geniigt, 

Fiir den mit (24) gebildeten Grenzwert l o ~ lira 2~:o folg~ 

( 2 5 )  = - # ( +  o)  = z ( +  0) - z ( o )  

Denn nennt man den Sprung (23) zuniiehst.2 o, so kann man so sehliellen: 

Einereeits ist tZo --  lo, tt~,/%, �9 .. nooh eine total monotone Fo!ge (die 
~ugehSrigen 2 sind 2~,o --  lo~ 2~,~ flit m ~ '1, also nichtnegativ); slc gehSrt 
zu einer monotone n Funktion Z(u)  -- losgu und diese macht an der SteIie 
u == 0 den Sprung ~o ~ lo :> 0, oder aueh:~ sie gehSrt ~ zu einer total mono- 
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torten Funktion i t ( t ) - - l o . O  t u n d  diese macht an der Stelle t =  t) den 
Sprung 2 0 -~: l o ~. 0. 

Anderersei ts  ist Z (u) ~ 2osgu noch eine monotone (hei u = 0 stetige) 
Funktion; ihr entsprieht eine total monotone Folge / ~ o  2o,/,q,,,,, . . . .  
und fiir diese is~t der dem 1 o entspreehende Grenzwert I n .... 2~ ~ 0. Zu- 
sammen ergibt dies: l o =~ 2 o. 

w  

Umformungen; Bestimmung yon X,('u). 

t,~ ge~i~ge den Bedingungen (17) und /z,, sei bezfiglich t,, total mono- 
ton, so dal~ (18) die zugehSrige Momentfanktion darstellt. Betrachten wit 
insbesondere, bei ~estemu (0 ~ u ~ 1), die Momentfunktion/.~ (~) .... u ~ (das 
zugehSrige Z(u)  maeht an der Stel]e u den Sprung 1 und ist sonst ~:on- 
stant); die zugehSrigen 2~,,~ and fp( t )  seien 

I ' t l  Lr;~t , , , (26) 2~ .... (~ )=.~( - -  1 ) r ' - - ~ t , , + ~ . . . t  , t,,, 

(27) 
p 

m ~ 0  

P 

to t,,  / ( t  �9 t~,) . . ,  ( t  

Es ist also lim f~,(t,u)--=- u t', und ~aus (1!~) 
P 

lu'-. (a-. . . .  I ,  

was fiir hinreiehend gro[~es p (t < ~,, tp+~,.2.) gilt, schliel3en wit, dab 
diese Konverge~,  fiir gegebenes t .~. t), in 0 ~ u ~ 1 gleiehmii[~ig ist, oder 
dal3 die Reihe 

( t  ...... to) + ("'~ ""1 (t-  + '/4~ ~: ?~t~ \ t0 t~ / $0 tt Q / ' " ' "  

bei gegebenem t > 0 in 0 =< u <: 1 gleiehmgl~ig konvergiert (flit t ~, 0 er-" 
hglt man 1 = 1 + 0 + 0 + . . . ) .  Es l~/~t sich &lso u ~, insbesondere 
1, u , u ~ , . . ,  und daher jede in [0, 1] stetige Funk~ion g ( u )  durch lineare 
Aggregate yon uto ( =  1 ), u t, , u t,, . . .  gleiehm~i~ig approximieren'~). 

8) Ch. H. MiJn tz ,  Uber den Approximationssatz yon W e i e r s t r a B ,  ~ath .  
Abh., H. A. S e h w a r z  gewidmet, Berlin 1914, S. 808-312; O. Szs  Ube r  die 
Approximation stetiger Funktionen dureh l ineare Aggregate von Potenzen, ~iath. Anla., 

.77(1916'), S. 482--496.- -Ff ir t , ,=n w i r d u t = l - ( 1 - - u )  1 + ( 1 - - u ) ~  -- 

einfar~h die Binomialreihe fiir [ 1 -- ( 1 -- u)  ] t. 
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Wir wollen noeh die naeh I s ( t )  konvergierenden Funktionen fv(t)  
dureh andere, teilweise bequemere ersetzen. Sei zun~ehs$ (nur in diesem 
Parag~'aphen, abweiehend yon (])) 

_~ ( . .2._ + , , .  + ) 

"m=0 

Bei festem t > 0 sind diese Funktionett fiir alle 79 i n  g le ichem Grade 

s te t ig  (6galement continues); denn f i i r t  > h > 0, c~ ~- 0 ist 

h 
0 ~ ~ - ~  - -  e - " ( t + h ~  <2 ~ - a t ~ / ~  <2. 

t ' 
h 

0 "~ e - a ( t - ~ )  ~ e -t~t <2. t - ~ ,  

also 
~h 

Hieraus folgt, da~ 

(die, wie q)v(t), zwischen O und/% liegen), fiir t >  0 ste~ig s[nd. 

Allgemeiner sei 
19 

r ~ Z 2 p ,  mC~m+l . . .  ep~ 
~tl~O 

worin e v = e -~p:t~' (wenigstens schlieBlieh, so dal] endlich viele ~ ~ 0 za- 
gelassen werden) und ~ ~ t > 0. Dann ist 

Denn wihlen wit, t > h > 0 gegeben, n so groin, dab fiir p > n ~ = e-~:~r 
ist und ~v zwisehen t :t: h liegt. 8ei 

P P t 1 ~tlo 

r  r  und ~ ( t ) -  9o~(t)konvergieren naeh 0, Ierner ist 

?;(t+h)< C_*Nf;(t-h), 
also 

+ �9 < 

und, fiir h--~0, y/~ =:. ~(t), ebenso ~ =~ ~(t) .  

Wit. bemerken noeh folgende Abseh~tzung: 
~t--l. 

I ~  r - ~ *  . . .  
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n - , 1  o. 1 t , . i ) ,  ) 

h 
i r  ..... 

Wenn die e.~ nicht yon den. /% abh~ngen (sondcrn mlr yon den t,, and t), 
so kann man also, yon den /.~,, unabhdr~gig, erst, h so kle, in, dann das zu- 
~h.Srige n ' ufid dann p, so groB w~ihlen, dM] bei vorges('hrieben(:m e 0 

UnCer den ~ befindet sich, nach (20), insbesondere/'v (t) mit ~'v .... 1 ~ t 
t p  '~ 

und da bier lira fr (t) .---:#(t) existiert, so existiert allgemein q)~: lim q~, and 
g~(t) == lira q~, (t), immer gleich/.t (t). Eir, anderes, fiir ans zweckm~Biger~s 
~ wird durch 

% .- ..... 1-}-  t ' 

also mi~ Einffihrung de, r Bezeichnung 

) 1 "t t,, ) ( 1)o 1), (29) D , , = d o + . . .  + d , = .  (1-[-. q . . .  

t,, = D~, ..~ : d~, (D_ ~ = O) 

aus der umgekehrt 

(30) 

folgt, durch 
I j 

(8i) %(t) ...... ".Z..I ~ , m \ Dp ] 
m 0 

erbalten; indessen kSnnte man allgemeiner 

ep== 1 "I tl ' 

u. dgl., also in (31) 

u. dgl. setzen. 
auch ffir t ~= 0. 

(32) 

(#>o) 

(#,, :> o, #p-* I) 

Nimrnt man wieder die Momentfuaktion u t, so wird ~ aus '(31) 
P 

m ~ 0  

1 

i l l e  diese c/~,(t) konvergieren nach # ( t ) f i i r  t : .  0, abet 
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and dies konvergiert nachu~; aus (2~)folgt, dab q~ , , ( t ,u ) - - f~( t ,u ) ,  bei 
gegebenem t > 0, gleichm~t]ig in u nach Null und daher ~ ,  (t, u) gleichm~i~ig 
naeh u ~ konvergiert. (Fiir t =~ 0 wird ep ( t , u )  = 1.) Itieraus erh/ilt man, 
mit  Durchgang tiber Polynome in qz, fiir jede in [0> 1] stetige Funktion 
g(u) die g]eiehm~l]ig giiltige Darstellung 

/ D,, k 

P m - - 0  

und daher dutch Integration 
t y 

(:~4) g(~) dx (~) ..... ~ f . ~ ~ , , - ,  g t J),, )- 
0 m--~ 0 

Das gibt 6ine, zu I w 11 analoge, Darstellung yon Z(u)  bei gegebenen 
Momenten (24). Sei 

W:,~hlen wir, 0 ~ ~ ~ ~ ~ 1 angenommen, die Funktion g(u) gleieh 

1, ~ _ ~, 0 in den Intervallen [ 0, ~ ], [ ~, V ], [ ~Y, 1 j, 

so liegt die linke Seite yon (34)zwischen Z ( ~ ) u n d  g(V), die Summe 
rechts zwischen ,,?~($) and ',t,~(~), also ihr Grenzwert zwischen ~p(~) und 
y~ ( ,~y ), so dai~ wit 

z(~) _-<.~:(,~), z (~)__  e(.~) 
erhalten. Hieratts leiOet man leioht ab, dal~ alle drei monotonen ]~unktionen 
X(u), J/!(~), ~ (u )  dieselbea Stetigkeitsstellen zwischen 0,1 und ~n ihnen 
gleiche W e r e  

z ( ~ )  - lim,,i,~ ( ~ )  = V' (~) 
haben. 

w162 

C-Matrizen und C-Folgen. 

Zwischen zwei Zahler~olgen a~, b~ nehmen wit die ~Beziehung an -- 
indem wit zur Bezeiehnung (1) zuriickkehren -- 

, (bo..- ~ 1 Vz, ~,, ' (O ( s s )  a~ .... m. (to) ,~o t,~, = ~ ~,,~o'(t~) 
~b~O 

Da ddnn nach (4) 
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ist, so folgt 

(36) b~ S~a ,/,,,-z r ) 
'" ( toT  

Dieses Gleichur~gssystem s6hreiben wit in Matrize)fform (vgl. hier and 
zum Folgenden den w 1 der vorigen Note) 

b --= o a  , a . :  ~ - t  b; 

die Matrix e hiingt nut yon den t .... genauer yon ihrea Dif~erenzenq.uotienten 
ab. Mit dieser fasten Matrix 9 und einer wi]lkiirlichen Diagona]matrix /, 
bilden wit 

2 ' . ,  t~ l ,.,(~, 

so dab die lineare Substitution A --. 2 a verm6ge der Hilfsmatrizen b -, e a ,  
B = oA die rein multiplikative Form B ..... /zb (B~ -----/,tnb,,) ann immt .  

�9 Diese Matrix 2 ist nun mit  der bisher betraehteten gleichen Namens 
identiseh. Denn die Rechnung ergibt: 

p n 

A v ~ ' % , ' ( t o )  "~ q,,,,..~ (t,,) _ 

P 

Ti';:J <" % :It'> 

wo nun die innate Summa =- ( t ' " " / ' a ~  also 
\ t,, t~,/' 

2~ ,,. = .%/ (to) ( , . , . . .  ~,p'~ 
' ':'g (to,) t ...... tj, / 

ist, mit (6) iibereiastimmend. 

Ist ,~ eine (reine, normierte) 6'-Matrix, so heiBe die Folge/q~ beziigli~b 
der Folge t,  eine (reine, normierte) C-Folge. Far t,~ ,.-, ~ haben wit den in 
der vorangehenden Note ausffihrlieh behandelten Spezialfall. Die To ep li tz- 

. sehen Bedingungen ffir eine C-Matrix sind 

~,-~- 0 

(~) l,, ,~,, lim,~,,~ existiert. 

Die dritte Bedingung lira ~ 2 ~ , , ~  ,~ l i s t  wagon (7) yon selbst err 

fiillt. Den Bedingungen (a) (fl) geniigt nun, falls wieder (12) angenommea 
wird, naoh Satz I jade beztiglieh t,, total monotone Folge #,,, insbesondere 
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jede Momentfolge (24.) einer monotonen Funktion Z(u ) ;  wenn 'iiberdies 
oo 

27' y,:. divergiert, ist l, :-. l~. . . . . . .  0. Aus a,,-~t~ folgt dann 
[ 

A,  " ~- (fro -- lo ') ~ -]- lo ao 

und wit erhalten eine reine C-Folge fiir 1 o ..... 0, d .h .  wenn 7~(u) an der 
Stelle u - - - 0  stetig ist; eine normierte C-Folge, wenn iiberdies fro == 1. 
Das ffbertr~gt sich unmitte]bar auf Funktionen Z(u)  von besehr~nkte~ 
Sehwankung und gibt den 

Sa tz  V. Wenn die Folge t,, den Bedingungen (12) geni~gt, so ist 
die Moment]olge (24) einer Funktion Z ( u ) yon beschri~nkter Schwankung 

stets eine C-.Folge; /alls ~ t: divergiert und z (u)  bei u =.~ 0 stetig ist, 
1 

ist sie eine reine, /alls fro.== 1, eine normierte C-2o~ge. 
Bei festen t~, also fester Matrix ~: haben wit das System S(t,~) der 

paarweise vertausehbaren Matrizen ). ..... ~)-1 ,u ~), wo ft. alle Diagonalmatrizen 
durchl~uft; in ihm werden dutch 

1 

/~, ,  =~ I ,  (t,,), ,. (t) = f ~,d z ('~) 
O 

gewJsse (unter Ums~i~nden alle, vg]. Satz VII) O-~atrizen gelie~ert. Anderer- 
seits werden dutch gleiche Z (u )  oder ff (t) diese C-Matrizen versehiedener 
Systeme S(t,~) einander zugeordnet, und wit kSnnen sie, genauere B~- 
zeiehnung im Bedarfsfalle vorbehalten, so wie die C-Matrizen des speziellen 
Systems S ( n )  bezeiehnen, also als Ces~rosche,  H S l d e r s c h e  Yfatrizen usw. 

Nehmen wit die Momentfunktion in der~Form 

1 

,. (t) ..... f u~r(:u,)du 
0 

an. '  Der Ammhme 

r ( ~ + ~ )  ufj_, (1 - u )  "-~ (~,/~ :> O) 

mit Spezialisierungeff (~ .... 1 oder ~ =--- 1 oder ~ -~ fl =~ 1) entspreehen die 
folgenden Moment~unktionen und normierten C-3/Iatrizen: 

_r'(o~ ~ i ) / ' ( t + l )  Cj 
l ' ( t + ~  ~-1) 

i 
~ j i  I'~ - -  C~ = C 
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C<, ist die Ces~,rosche Matrix der Ordnuug c~ des ~ystems S(t,,); die 
Ordnung kann iibrigens 7.-" - -  I angeaommeli werden, abet mlr ~ ~ 0 gibt 
eine C-Matrix. 

Fiir die Matrix )~ ..... I)~ (fl >. 0) ist, wie man leieht finder, 

oder, wem~ man" 
P 

2.). 1) 
m -0 

setzt: 
x., ~, - d . , (B)  : D .  ( f ) .  

Ira Fall / 7 : 1  erhs man flit die IV[affix t C 

mit der Bezeiehnul~g (29), die Substitut[oil A '  Oa laUtOt also 

(37 )  A~, = (d,, a,, t . . .  + d,, % ~: D~. 
Auf den hierdureh hergestellten Zusammenhang unserer C, mit (len ,,ty. 
pischen Mitteln" des t terrn ~I. R i e s z  4) werde ich bei anderer Ge]egenheit 
zuriiekkommen. S (t~) ist alas System dermit  C verta,~zchbaren Matrizen, 

Will man eine gegebene Substitution (37) als A .-<. Ca in das zuge- 
hSrige System einreihen, so hat  man aus gegebener divergenter Reihe 
2"d,~ die t~ ..... /:l~_l:d~ zu bestimmen; dal3 diese, wie bisher vorausgesetzt 
(vgl. abet w 8), paarweise versehieden ausiallen, kann mau erreichen, 
indem ~aan nStigenfalls (37)  dutch eine s ,,.ubstitution gleieher 
Form ersetzt~). 

Die Annahme 
I / <r 

B<' ( l o g - j  

sodann mit /7 =~ 1 gibt die Momentfunktionen uild normierten C-Matrizen 

H 
fg 

wobei r~ die Rolle eines Exponenten spielD u nd beliebig sein ],:ann, abet 
nut  a 7:> 0 eine C-Matr ix  liefert. H ~ ist die HSldersche Matrix der 
Ordnung ~ im System S(t~). 

4) M. Riesz, Sur 1~ somm~tioil des sltries de Dirichlet, Compt. rend. 5. J'uli 1909; 
Sur les s6ries de Diriehle~ et les s6ries enti~res, lb. 22. ]Nov, 1909. 

5) G.H. tt ardy,  On certain oscillating series, Quar~. Jourm, 38(1907), S.~69-~88; 
I. Schur, Uber die ~quivalenz der Ceskrosehcn and H01dersehen Mittelwerte, 
Math. Ann., 74 (1913), S. 447--458, w 4. 
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Der Aquivalenzsatz C, ~ H "  ((r > -- 1), darauf beruhend, daB, 

und 
. r ( t +  _ (t + i )  # ( t )  .... 

flit ~, fl > 0 l~Iomentfunktionen sind (Note I, w 5, (i), iibertrggt sick ua- 
ver~ndert veto System S ( n )  auf jedes andere, ebenso die Ausfiillung der 
HSlderschen  Skala zu einer logarithmisehen und ihr Ubetbau dureh 
sthrkere Exponentialskaletl entspreehend den total monotonen Ftmktionen 

# ( t ) = e  -a('+a)" ( A > O , a > O , O < . ' < l ) .  

Man hat in, allen zum Spezialfall gekSrigen Multiplikatorenfolgen #~ ein- 
f ~ h  n dureh t,, zu erse'tzen. 

Sa t z  V[. 
d i ngung  

Identitiit yon C-Folgen und Homentfolgen. 

W e n n  0 ~ t o <: t~ . " t,, < . . . .  so is t  jede reelle, der Be- 

geniige~de •olge #. D i / / e r e n z  zweier total monotoner  J~'olgen. 

Beweis.  Die Rekursionslormel 

hat hier ( m ~  79) positive Koeffizienten. Driicken wit mittels wiederkolter 
Anwendung 2p,,~ dureh ~p+~,,~, 2~+,,,..+~, 2p+~,..+~ aus usw., so kommt 
allgemein 

"~ p m) 

we n die Werte m, . . . ,  m - ~ - q - - p  dureM~uft and die Koefi%ienten 
P positiv sind, oder n die Werte 0 , . . . ,  q durehl~uf~ uad qn 

Die aus (20) fiir t = t,,, n ~ T hervorgehende Formel 

wo man ~ 4ureh Z ersetzen kann, ist ein spezieller FMI dieser verall- 

gemeinerten Reku.rsionsformel u n d  zeigt iiberdies: da 2~, o . . .  2~.~ dureh 
Mathematfaehe Zettschrift. IX. 20 



296 F. H~usdorff. 

#o " �9 ir und diese wieder dutch jene linear homogen ausdri~ekbar sifid, so 
I I  

sind ;~p,0 " "" "~,~ lineai* unabhdingig,  d. h. in jeder Relation . ~  c,~2~,, ,, ~ O, 

wo die o,,~ Konstar~en (yon 4en t~,~ u nabh/ingig) sind, mu/~ r . . .  o~ 0 
sein, und es kSnnen also clarin die ~ , ~  dutch beliebige GrSiSen, insbe. 
sondere durcii ihre absolu~en Betr/ige ersetzt werden. 

Fiir T i~ q ~ s ~olgt nun 

and demnach wegen, der lineure.n Unabifiingigkeit; der 2~.,. (r  o, 1 . . . .  , s) 

(~8) )7(~)  I,~,, t = ~  ,~<,,~ 
t ~ ,  r 

"---*' \ q t i  iAq, " 
n n 

d.h.  die Ausdriicke 

haben die Eigenschaft 

q t ~;-" ".':~ \ q n !  '~ 

ffir q <: 8. 
Ferner war 

~= V 2 ,, /% ~ j , ,  

woraus wit wieder auf 

v CPm 1 

oder 

:.~.d \G #, I n 

n 

\ q J  

s chlie6en. Aus (a) folgt also, da6 die mit waohseuclom q ~ p, p -b I, i," 

,,.. ( " 7 )  = ! r  I 
haben; aus (3t~) oder 

f o l ~  d&m~ f i i r s  .,* 

,,!~'~'= '--.J \ q ~ )  ,u, 
li 
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also bestehen zwischen den/~ ..... dieselben Rek~lrsionsformeln wie zwisehen 
den )o,,,~, und es muB sich l~ ..... aus den l,.,, ~= m~, ebenso bilden, wie 
~,,,,, ~us den 2.,,~=;/~,, (Gleiehungen (6)). Nun war l~,,.:>l~.~,,. 1, also 
bei ree]len /,t,~ ., 

" ~ l~,, -~ 2 > 0 
f tl r 

lind Ap, m A~, m - -  2z,,,, d.h. es !st # n =  / t~--  pn Differenz total mono- 
' , "  die kleinsten total monotonen Folgen toner Folgea. Beils sind /,~,, 

dieser Art, d.h. jedes ~ndere P ~ r  entsteht hieraus dutch Addition einer 
und derselben willkiirlichen, total monotonen Folge. 

Aus IV und VI ergibt sich schlieBlich: 
Satz  v i i .  Wenn die Folqe t,.~ den Bedingungen (1.7) und t,~ < t,,+ ~ 

genihyt, so isr ]ede zugeh6rige C-Folge die Moment/olge (24) einex ein- 
deutig bestimmten JFunktion Z ( u ) yon besdw(ink, ter Schwankung.  

Im Fall reeller /~e~ lie~ert die zu /,,, ~= # ~ - / ~ '  gehSrige Darstelhng 
g (u) ~ ~'(u) -- Z" (u) die kleins~en monotonen Funktionen dieser Art, 
d.h.  jedes andere Paar entsteht aus g ' (u ) ,  Z"(u)  dutch Addition einer 
und derselben, wiIlkiirlicheu~, hqonotonen Funktion; demnaeh ist 

14 

z'(u)-t-- z" (u) = f ]dz (u) i 
o 

die totale Variation yon Z.(u) im Irttervall I0, u]. 

w 
Verallgemeinerung. 

Bisher hutten, wit die t, als paarweise ve~'schiede~ angenommen; die 
Modifikationea, die bei Preisgabe dieser Voraussetzung eintreten, m6gen 
noeh kurz etw~hn~ und zwar dutch Grenz~bergang hergeleitet we~den. 
Wit ~assen diejenigen Indizes i - k < l- " . . . ,  deren zugehSrige t zasam- 
menfallen sollen, mSgen es endlieh viele (eventuell nut eiaer) oder unend- 
lich viele sein, zu einer Gruppe zusammen, die wLr naeh ihrem kleinsten 
Element die Gruppe G~ nennen. Die Vorausse~zung (12) bleibe bestehen; 
so dal] G O nut den einen Index 0 enths 

Start der Zahlenfolgen #.,o b,~, B~ fiihren wit .aette r,~, c,,, O~ ein~ in- 
dem wit fib' jede Gruppe G~ setzen 

v~ ~ / %  r k =~ lim ~t~ %/ '  

C~ == B~, O k = lira \t~ t~/ '  

\t~ t~ tz / ' "'" 
~. Ib~ bk bz~ 

B~ 
C~ = lira (B~ ti tr~ tl / '  "" 

wobei sich das Limeszei6hen auf tk--* t~, tT--~ tl, . . .  bezieht. 
20* 
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Die Fo~meln (36), worir~ wir m alle ganzen Zah[en <4.; 0 durchlaufen 
lassen k6anen, da %,,~,~ (t , ,)  fiir m > n verschwindet, gcben darm 

) ,  v~_ 1 (t,) 
Cl~ - : ~  am .... q~m(' t0) 

~b 

( ~  " Diese, ~iir jede Gruppe G i a t f f zu s t e l l enden ,  flemhungen drficken 
die c~, dutch die a m (und zwar c,, dutch a o, a t . . . . .  %) aus; wit sckreiben 

welche Ma~rizengleichung als0 an Stelle yon b ~a tritt. 
Die Umkehmng 

05~:  0""1 0 

kann durch direkte AuflSsuug, oder durctLGrenziibergang aus (;35), ge- 
( bo . . .b ,~  resp. ist nut wonnen werden. Das Polynom f ~t,.. t~/ sein,Grenzwcrt 

jetzt nicht mete' dutch ,die Lagraflgesche,  sondern durct~ die H e r m i t e -  
sche I11terpolationsformel, u~mlich dutch (tie Fordcrung zu bestimmen, an 
vorgeschriebenen Stellen vorgeschriebeue Werte und Ableitungen his zu 
einer gewissen Ordnung zu besitzen. Wenn sich z. B, unter den Zifferr~ 
0, . . . ,  n die ersten drei indizes i, k, l der Gruppe G~ befinden, so ist 

to \ t, tk I , ~ t, t~ t, ) ('t -~ t~) ( t  ts,) 

m o d ( t -  t~ ) ( t  , -  t l , ) ( t -  t t ) ,  also 

tim f ( t bo . . . b,,~ ~ ,, to t . :  '~~ f ~,,(t ....... t~) t c , , ( t  ....... t~)" 

rood(t--t~);*, d.h. unser Polynom hat a~l der Stelle t~ den Weft o~ und 
die ersten beidea Ableitu~gen c~, 2! % Dutch diese fiir jedc Gruppe an- 
zusetzenden Bedingungen ist das Polynom und sein h6ehster Koeffizient 
lira (bo...b,) to. t, = a-:q~'~(to) bestimmt, 

Ebeaso ist 
C .... o A ,  A ....... ~ - ~ C .  

Um nun die Beziehungeu B~ .... /~b,~ umzuformen, benutzen wir, etwa 
wieder fiir die ersten drei Indizes yon G~, die mod(t ...... t~)(t ~ t ~ ) ( t -  t~) 
giiltige Kongruenz 
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und erhalten dutch Grenziibergang die Kongruenz m o d ( t -  t+) '~ 

r  o,,(t  - t,.I + c , ( t  - -  t ~ ) " -  L~'~ ~,~ . , , ,+ ( t -  t ,) + , , , ( t  - t~) ~] 
[ c~ + c~ i t - t ,) + ~ (  t - .  ty+'] ,  

also 
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C k+ r kc~++-v icl~ 

O I --.+ v~ ei + vk el, + v+. ct 

�9 + ,  

Diese, fiir jedes G.,: anzusetzenden Gleiclmngen drficken die C++ dureh 
die c,, aus; wit haben damit an Stelle "r B := #b die Matrizeugleichung 

G ~ 7P~ 

wo v abet keine Diagoaalmatrix mehr ist, sondern in der angegebenen 
Weise, den Indexgruppen oder versvhiedenen t~ entsprechend, in Teil- 
matrizen zerf~llt. 

Nunmehr ist A = 2a mit 

wobei die 2~, m auch aus (6) dutch Grenziibergang (It e r m i t e sehe Interpola- 
tionsforrael) erhalten werden kSnnen. Bei festen t~, variablen v, (oder 
fester Matrix o, variabler ~) durchl~uft 2'ein System S(t,,) ver~auschb~er 
Matrizen. 

I st Z (u) yon beschr~nkter Schwankung, it (t) die zugehSrige Moment- 
funktion (21) und setzt man fiir jede Gruppe G i 

] tt 
v+ = # (tg,  ~ = / t '  (tg, ~ = ~i # (ty,  . . , ,  

2, so wird 2 eine C-~Iatrix, insbesondere eine reine, fails t,i divergier~ 
L 

und Z (u) an. aer Stelle u = 0 stetig ist. 

( E i n g e g a n g e n  am 8. S e p t e m b e r  192D.) 

Zusa t z  bei der  K o r r e k t u r .  Dem im Text gegebenen Beweise ~=Qn 
(25), dessert ersteH~lfte auf (17) beruht, ist ein anderer vorzuziehen, der 
ohne die Annahme t~-+c~ auskommt Und die aus (26) fiir u >  0 folgende 
Formel 

benutzt. Die Fassung des Satzes V, .ohne die Voraussetzung t~--* co, erh~lt 
erst hierdu~eh ihre Rechtfertigung (d. 26.11, 20). 


