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Uber eine Verallgemeinerung der Riemannschen 
Integraldefinition. 

Von Hans  Hahn in Czernowitz. 

Es wurde vor kurzem yon 1~. B o r  e l  eine Verallgemeinerung 
der Riemannsehen Integraldefinition angegeben~ 1) die einerseits bei 
gesehranktem Integranden in manehen Fallen zum Ziele ftihrt, in 
denen die Riemannsche Definition selbst versagt (sie liefert dann 
denselben Integralwert, wie die Lebesguesehe Definition)~ ander- 
seits aueh in Fi~llen von nicht geschrankten Integranden anwendbar 
bleibt~ and dan K, im Gegensatze zur Lebesguesehen Definition~ auch 
auf bedingt konvergente Integrale ftihrt~ ahnlieh wie H a r n a c k s  
Definition der uneigent]ichen Integral% yon der sie eine gltickliehe 
Varallgemeinerung darstellt. Da es mir seheint~ dal3 in der vor- 
liegenden Literatur, soweit sie mir bekannt wurd% die Frage nach 
der Tragweite diesar Borelschen Definition noah nicht hinlanglieh 
geklart ist~ warden die folgenden Bemerkungen tiber diesen Gegen- 
stand vielleieht nieht tiberfltissig sein. 

w  

Zuniichst sei B o r e 1 s Erweiterung der Riemannschen Integral- 
definition~ und zwar gldch in etwas verallgemeinerter Form 2) wieder- 
gegeben. Sie lautet : 

Sei im Intervalle ~ a~ b > eine Funktion f (x)  und eine 
Punktmenge ~ des Inhaltes 0 gegeben (sie werde kurz als die 
S i n g u l a r i t i ~ t e n m e n g e  bezeichnet) yon folgender Eigenschaft: 
wird die Menge ~ irgendwie in eine Mange sich nieht tiberdeckender 
Intervalle J eingeschlossen~ a) so ist au~erhalb der Intervalle 3" die 
Funktion f (x)  definiert and geschrankt. Bei jeder beliebigen Wahl 

1) c. R. 150 (1910) S. 375, 508; Journal de math. (6) 8, (1912), S. 201. 
2) B orel setzt die gleich einzufiihrende 8inffulaxit~tenmenge als abzahlbar 

voraus, wahrend hier nur angenommen wird, sie habe den Inhalt 0. Der Begriff 
des Inhaltes ist stets im Sinne yon Lebesgue zu verstehen. 

3) Wir sagen, eine Menge R sei in eino Int'ervallmeng.e J eingeschlossen, 
wean jeder Punkt yon ~ im Innern eines Intervalles'Jliogt und jedes  Inter-  
vail  J mlndestens  einen Punkt  von ~ enthal t .  Die Intervalle J be- 
trachten wit als sogenannte o ffene Intervall% d. h. wit rechnen die Endpunkte 
nicht zum Intervalle. 



4 Hans Hahn. 

der die Menge ~ einsehllegenden Intervallmenge J gelte folgendes: 
teilt man das Intervall < c~ b > dureh Einschalten endlieh vieler 
Zwischenpunkte 

~ = x o . <  x t  .-.1" . . . < x , ,  _ ~ < x,~ = b~ 

deren keiner einem Intervalle J angeh~r% in n Teile und bezeiehnet 
mit hi die L~.nge des Teilintervalls < x~._ ~, xi > ,  vermindert um 
die Gesamtl/tnge 1) der in dieses Teilintervall fallenden Stticke der 
Intervalle J-, so mSge, wie immer auch der Punkt  ~. im Teilinter- 
valle < x~._ ~ ~ xi > augerhalb der lntervalle 3" gew~.hlt werden mag~ 
die Summe 

x(J)  = f~ h, /(~,) (1) 

einen Grenzwert haben~ wenn die Anzahl der eingesehalteten Teil- 
punkte xr so tiber alle Grenzen w~chst~ dal~ die grS~Ite der Zahlen 
he gegen Null geht. Hat nun dieser Grenzwert selbst einen Grenz- 
wert~ wenn man die Gesamtl/inge der die Singularitatenmenge ein- 
schlielgenden Intervalle J in beliebiger Weise gegen Null gehen 

b 

1/tl~t~ so wird dieser letztere Grenzwert als das Integral ( f ( x ) d x  

bezeichnet. 
So definierte Integrale werden wit kurz als I n t e g r a le  i m S in  n e 

v o n B o r e 1 bezeiehnen und fttr si% wo sie yon anders definierten In- 
b 

tegralen zu unterseheiden sind, sehreiben ( B ) / f  d x. Ebenso wird das 
~t 

Zeichen (R) f Integrale im Sinne yon R i e m a n n, das Zeiehen (L)f 
IntegraIe im Sinne yon L e b e s g u e bedeuten. 

Wi t  werden nun die eben mitgeteilte Borelsche Definition 
etwas n~her betrachten. Sei J eine die Singularit/ttenmenge ~ ein- 
schliel~ende Intervallmeng% und sei 2 die beztiglieh des Intervalles 

a~ b ~ zur Intervallmenge o r komplement/~re Punktmeng% also 
jene in ~ a ~  b ~  liegende abgescblossene Punktmenge. deren 
punktfreie Intervalle . . . . .  ' dm Intervalle J stud. Die m d e r  Summe (1) 
auftretende Zahl h~. ist dann niehts anderes, Ms der Inhalt des ins 
Intervall ~ x i _ ~  xi ~ fallenden Teiles yon Io. 

1) Unter der G e s a m ~ l l ~ n g e  einer Meng'e sich nicht tiberdeckender Inter- 
valle verstehen wir die Sumrae der L~ngen aller dieser Intervalle. Zu jeder be- 
Heb]gen Intervallmenge gibt es elne ~quivalente (d. h. dieselben Punkte bedeckende) 
Menge sich nicht iiberdeckender Intervalle. Unter der Gesamtl~,nge einer beliebigen 
Intervallmenge werde die Gesamtl~tnge der itquivalenten Menge sich nicht iiber- 
deckender lntervalle verstanden. 
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Existiert~ wie es in der Borelschen Definition verlangt wird, 
der'Grenzwert yon S (J)~ wenn die grS~te der in S (J)  auftretenden 
Zahlen hi gegen 0 geht, so wollen wir diesen Grenzwert als das 
tiber die Menge 2~ erstreckte Riemannsche Integral yon f bezeichnen: 1) 

(l~) f f~ d x =- lira S (J). (2) 
P 

Diese Definition ist gleiehbedeutend mit folgender: ist ~ ~ 0 
beliebig gegeben~ so gibt es (bd festgehaltener Intervallmenge J )  
ein 9 ~ 0 derart~ dal~., sobald in S (J) alle hi ~ O sind, die Un- 
gleiehung gilt : 

S(J)- - (R) f fdx  <7" 
P 

Existiert nun ffir jede die Singularitiitenmenge ~ einschliel~ende 
Intervallmenge J das fiber die komplementare Menge p erstreekte 

ffdx~ so ist das Borelsehe Integral~ wenn vorhanden, Integral 
f 

P 
in folgender Weise eharakterisiert: ist ~ ~ 0 beliebig gegeben~ so 
existiert ein ~ ~ 0 derart~ daI~ sobald die Gesamtlange yon J kleiner 
als a ist~ die Ungleichung gilt: 

b 

< 
7; << 

W i t  kiSnnen leieht zeigen~ da, l$ so wie bei den gewiShnlichen 

Integralen im 8inne R i e m a n n s anch fur  die Exlstenz yon (/7), f i d  x 
P 

notwendig ~) ist~ dad  f t i r j e d e s / ~ ) 0  d ie  M e n g e  ~Jl a l l e r j e n e r  
P u n k t e v o n p ~ i n  d e n e n  d e r U n s t e t i g k e i t s g r a d  v o n f b e -  
z t i g l i c h  p e i n e n  W e r t  ~1~ hat~ den  I n h a l t  0 habe .  
Bezeichnet in der Tatp~ den ins lntervall ~ Xi-l~ xi ~ fallenden Teil 
yon io nnd sind M, und me obere und untere Grenze yon f auf 2~'~ 

muB im Falle der Existenz yon (-/7)ff d* die Gleichung bestehen : 80 

P 

(Si)f[dx lim'~hif(!,.)=-lin~hxMx=lim~hvm,, (3) 
i ~ l  i - -1  i = 1  P 

as muI~ also: 

lim ~ .  hi (Ms - -  m~) ~-- 0 (4) 
5=1 

1) Diese schon you W. FI. Y o u n g  (PMI. Trans .  Royal  Soc. Set. A, 2 0 4  
(1905), S. 221) diskutierte Definition deckt  sich, wio m a n  leicht sieht~ mit  der yon 
J. P i e r p o n t  gegebenen:  T h e  t h e o r y  o f  f u n c t i o n s  o f  r e a l  v a r i a b l e s ,  
Vol. I, S. 506 ft. 

~) Die Bedingung ist auch hinreichend. 
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sein. Angenommen nun 7 as sei der lnhalt ,u. von ~)? nieht Null. 
Da ftir jede Menge 2% die einen Punkt yon ~ enthalt~ M,:- m, ~ k 
ist~ h~ttte man also stets: = 

im Gegensatze zu (4). 
Es folgt daraus in bekannter Weise weiter~ dal] f u r  d ie  

E x i s t e n z  y o n  (R)f fdx  n o t w e n d i g  1) ist~ dal~ d i e  M a n g e  
P 

a l l e r  P u n k t e  v o n p ,  in  d e n e n  f u n s t e t i g  i s t  b e z t i g l i c h  
1)7 d e n  I n h a l t  0 h a b e .  

Daraus aber folgt leicht~ dal~ wenn (~)j?dx existiert 7 f mels 
P 

bar aufp ist: in der Tat 7 sehlie~en wir die Menge der Unstetigkeits- 
punkte yon f bezuglich p in eine Mange yon lntervallen A ein 7 so 
ist f auf der Komplement~trmenge ~ der A beztiglich io stetig und 
daher megbar. Li~[~t man die Intervallmenge he ine  Folge A17 A s T . . .  ~ 
h,~,.. ,  durehlaufen 7 so da~ die Gesamtlange yon h,~ gegen 0 geht~ 
so ist 7 abgesehen yon einer Menge des Inhaltes 0 7 die Menge p 
Vereinigungsmenge der Komplementarmengen ~Rn yon h .  beztiglich T. 
Da aber f auf jader Menge ~,, mef~bar ist~ folgt hieraug dag f aueh 
auf p me$bar ist. 

Beschranken wir uns nun in w 1 weiterhin auf g e s e h r a n k t e  

Funktionen f7 so folgt also ans der Existenz yon (R)j?dx aueh die 
P / .  

yon (L) j fdx  7 und zwar ist: 
P 

P P 

In der Tag w e n d ~  wir wieder die eben beniitzten Bezeichnungen 
Pr ~i~ mi an~ so ist: 

(L)ff dx= ~ (L)f f d. 
und somit" 

hi mr  (L) / < h,. M,., 
P 

es folgt also aus (3) die Behauptung. 

1) Auch  diese Bedingung ist hinrelchend. 
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Daft auch bei gesehranktem f die Borelsche Definition anwend- 
bar bleibt in Fallen~ in denen die Riemannsehe Definition versagt, 
zeigt die Funktion f ,  die in allen irrationalen Punkten yon < a~ b > 
den Wert 0~ i n  allen rationalen den Weft 1 hat. Versteht man 
hier unter der Singularitatenmenge ~ die Menze der rationalen Punkte~ 
so ist bei beliebiger Wahl der Intervalle J auf der zu den Inter- 
vallen J komplementaren abgesehlossenen Menge 2 durchweg f =  0~ 
die Summen S (J )  haben also stets den Wert 0 und es ist somit 

b 
naeh der Borelsehen Definition .] d x - -  O. 

a 

Weiter ist bei gesehriinktem f klar~ d a g a u s d e r E x i s t e n z 
b b 

(B)ffdx__ a u e h  d ie  E x i s t e n z  y o n  (L).ffdx: u n a  das  v o n  

a a 

B e s t e h e n  d e r  G l e i e h u n g :  

b b 

(B) f . f  d x = ( L )  f f dx (5) 
a a 

f o l g t .  
In der Tat, bezeichne ~1, %,..-~ ~ . . . . .  eine Folge positiver 

Zahlen mit lira ~ ~ 0. Zu jeder dieser Zahlen gibt es eine die 

Singularit~tenmenge einschliel3ende Intervallmenge 3"~ deren Gesamt- 
lange < ~, ist. Die zu J'~ komplementare abgeschlossene Menge 
p(~) hat einen Inhalt > b --:a - -  s~ undes ist auf ihr, wie wir sehon 
gesehen ha,ben, f megbar. Das Intervall < a, b > ist Vereinigungs- 
menge der Mengen p('), p(2).. .~ p(~),.., und einer Menge des 
Inhaltes 0, woraus man sofort folgert~ dal~ f in < a~ b > mei~bar, 
und daher integrierbar im Sinne yon L e b e s g u e  ist. Naeh einem 
bekannten Satze gilt nun aber, well der Inhalt yon/9(~) gegen den 
des Intervalles < a~ b > konvergiert~ 

b 

(L>f+ x = (L) x (6) 
r - -  c o  p(V'} ~t 

Nun ist aber~ wie wir sahen: 

(i) ff dx=(R) ( f~  (7) 

und zufolge der Borelsehen Definition ist: 

b 

= ) s  ( ' ) f /d  x (s) 
a p(V) 
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Aus (6), (7) und (8) aber s sofort die behauptete Gleiehung (5). 
Gleichung (5)lehrt  nun aueh (zun~tchst bei geschr~nktem f )  

sofort~ dal3 der Wert eines dureh die Borelsche Definition gelieferten 
Integr'fles yon der Wahl der Singularitatenmenge ~ unabhangig ist 
in dem Sinne, daI3 wen n bei verschiedener Wahl der Singularit~ten- 
menge der das Borelsehe Integral definierende Grenzwert vorhanden 
ist, er ftir alIe diese Wahlen der Sinffularitatenmenge denselben 
Wert hat. 

Anderseits ist aber auch bei gesehrankten Integranden die 
Borelsche Definition keineswegs mit der Lebesguesehen aquivalent: 
es k a n n i m S i n n e v o n L e b e s g u e e i n ] [ n t e f f r a l v o r h a n d e n  
se in ,  o h n e  dal3 a u f  G r u n d  d e r  B o r e l s c h e n  D e f i n i t i o n  
e in  I n t e g r a l  v o r h a n d e n  ist. Wir zeigen dies an folg'endem 
Belspiele : 

Sei im Intervalle < a, b > eine nirg'ends dichte perfekte Menge 
~I ffegeben, deren Inhalt =V 0 ist und es babe f in allen Punkten 

b 

yon ~[ den Wert 1, sonst den Weft 0. Dann exis~ert ( L ) f f d x  
~t 

und ist gleich dem Inhalt yon ~. Wir wenden nun die Borelsehe 
Definition a u f f  an Da die Singu]arit~ttelmlenge ~ den Inhalt 0 
haben mul3, ist der Inhalt der Menge 9~* der nieht zu ~ gehSrigen 
Punkte yon 9~ nieht 0; da aber der Inha]t einer Menge die obere 
Grenze der Inhalte der abgeschlossenen Teiie dieser Menge ist, gibt 
es in ~++ einen abgeschlossenen Tell ~-, dessen Inhalt =4= 0 ist. Seien 
(x':, x;;) (~ ~-- 1, 2 , . . . )  die beziiglieh des Intervalles < a, b > zu 

komplement~ren Intervalle (die punktfreien Intervalle yon ~). Die 
L~tnge des Interva]les (x'~, x;') werde abktirzend mit 2 ~ bezeichnet; 
wir betraehten in (x;, x;') die Punkte 

x: ,  ~ = x'~ - , x : '  , ~ x ; ;  . . . . .  (~,, = 1 ,  2 , . . . ) .  

Da ~ nirgends dicht ist, so ist der Inhalt des ins ]ntervall 
(x',,,~+~x~,z) oder (x~',~,,x~+l) fallenden Teiles yon ~ kleiner als 
die L~tnge des betreffenden Intervalles und da R den Inhalt 0 hat, 
so gibt es also in jedem Intervalle (x'~,~+l, x;,,~) einen Punkt [~,f,, 
in jedem Intervalle (x~,t~, x'.,i~+l) einen Punkt ~ ,  der weder zu 
9~ noeh zu R gehSrt. Ftiffen wir zu ~ noch die Menge aller Punkte 
~,,~, ~'~i~('~, y. ~ 1~ 2 , . . . )  hinzu~ so entsteht eine abgeschlossene 
Menge ~ die mit ~ keinen Punk~ gemein hat. Da abet ~--~ ab- 
geschlossen ist, liegt nun jeder Punkt Yon R i m  Inneren eines 
Intervalle% das keinen Punkt yon ~enthi~]t. Es kann also eine die 
Menge ~ einschliei~ende__ Intervallmenge J so gew~thlt werden, dab 
alle Punkte yon ~ au~erhalb J liegen. Ftir die mit Bezug auf 
eine solche Intervallmenge J gebildeten Summen S ( J )  kann aber 
der beim Borelschen Verfahren verlangte Grenzwert nicht existieren. 
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Denn bezeiehnet 19 die zur Intervallmenge J komplementare ab- 
gesehlossene Menge, so existlert, wle wir gesehen haben, dieser 
Grenzwert (das Riemannsche Integral tiber 1)) nur dann, wenn die 
Menge der Punkt% in denen der Unstetigkeitsgrad v o n f  beztiglieh 
p einen Wert ~ k  hat~ ftir jedes k ~ 0  vom Inhalte 0 ist. Hier 
nun ist ~ Te i l~on  2. Ferner war ~ Teil yon ~ und jeder Punkt  

- -  rt  

yon 92 ist Haufungspunkt yon Punkten %" ~ oder ~,~,, In allen 
- -  r:  

Punkten von 9.[ nun ist f -~-1:  in allen Punkten ~;,~, oder ~,~ aber 
ist f = 0 .  In jedem Punkt yon 9.1 ist also der Unstetigkeitsgrad 
yon f beztiglich t) gleieh 1~ und da 92 nieht den Inhalt 0 hat, ist 
unsere Behauptung erwiesen. 

Wir  sehen als% dal3 die Borelsche und die Lebesguesehe 
Integraldefinition aueh bei geschr~nktem Integranden nicht/iquivalent 
sind : existiert das Integral im Sinne yon B o r e l, so auch im Sinne yon 
L e b e s g u e und beide Definitionen ergeben denselben Wert. Doeh 
kann sehr wohl ein Integral im Sinne yon L e b e s g u  e vorhanden 
sein, ohne dag ein Integral im Sinne yon B o r e l  vorhanden ware. 

D o e h  k a n n  man ,  be i  g e s e h r / ~ n k t e m  I n t e g r a n d e n ~  
d i e  B o r e l s e h e  D e f i n i t i o n  so m o d i f i z i e r e n ,  d a g  s ie  m i t  
d e r  L e b e s g u e s e h e n  v S l l i g  a q u i v a l e n t  w i r d .  Diese modi- 
fizierte Definition lautet so: 

Sei die Funktion f so besehaffen, dal3, wie klein s > 0 auch 
sein mag, es in < a, b > eine abgesehlossene Mengep gibt, deren 

Inhalt > b --  ce - -  e ist und ftir die das Integral (R) ffdz existiert. 

Es gibt dann eine Zahl J derart~ dal3, sobald ~ hinl~nglieh klein 
ist, ftir jede abgeschlossene Menge 1), deren Inhalt > b -  c ~ -  

ist und auf der ( R ) ; f d x  existiert, die Ungleiehung gilt: 
d 

(R) f f  d x - -  J <~ ~l (~l ~ 0 beliebig gegeben) ; 
I 1 .). 

b 
/. 

diese Zahl J wird als das Integral (B*)[ f d x  bezeichnet. 
(t  

In der Tat folgt hier~ wo wir f als geschrankt vorausgesetzt 
haben (etwa lfl < F ) ,  yon selbst, dag  wenn es abgesehlossene 
5Iengen 2 gibt~ deren Inhalt beliebig nahe an b -  a liegt, und auf 

denen ( R ) f f d x  existier L diese Integrale sigh einem bestimmten 
P 

Grenzwerte J n~hern~ wenn der Inhalt yon_/) gegen b -  a geht. 
Denn ist sowohl der Inhalt von pa l s  der von lJ-grSl~er als b--a--a,  
so hat die Menge der night zu~ gehSrigen Punkte yon ~, und ebenso 
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die Menge der nicht zu p geh(}rigen Punkte yon ~ h(iehstens den 
�9 Inhalt ~, es ist daher: 

(l~)ffdx--(R)ffdx < 2 e F  
p 

und da 2~ eine feste endliehe Zahl ist i so ist dies gleiehbedeutend 
mit der Existenz des behaupteten Grenzwertes J.  

b b 

Dag welter  aus der  Exis tenz  yon (B*)ffdx die yon (L)ffdx 
g a 

folgt~ und dag diese beiden Werte gleieh sind~ zeigt man wie oben 
b b 

fur die Integrale (.B) f fdx .  Existiert aber umgekehrt (L)f fdx,  
c~ g 

d. h. ist f mel~bar, so gibt es bekanntlieh bei beliebigem a > 0 in 
< a, b > abgesehlossene Mengen p~ deren Inhalt > b - -  a - -  ~ ist, 

und beztiglieh derer fs te t ig  ist~ sodaf also sigher (R)ffdx und so- 
b 

mit naeh dem Gesagten aueh (B ~) f fdx existiert. 
a 

~2. 
Wir wenden uns nun dem Falle eines nicht geschrankten 

Integranden zu. Da die Borelsche Definition die nach der Methode 
yon H a r n a c k definierten uneigentlichen Integrale mit umfaft~ die 
auch bedingt konvergent sein k(innen~ wi~hrend alle Lebesgueschen 
Integrale absolut konvergieren~ folgt sofort~ dab nun auch ein 
Integral im Sinnc yon B o r e 1 existieren kann~ ohne daf ein solches 
im Sinne yon L e b e s g u e exlstiert. Hier gilt : 

E x i s t l e r t  e i n  I n t e g r a l  im  S i n n e  v o n  B o r e l  n i c h t  
n u r  f i i r  f ,  s o n d e r n  a u c h  f t i r  Ill, so e x i s t i e r t  d a s  I n t e -  
g r a l  a u c h  im  S i n n e  y o n  L e b e s g u e  u n d  h a t  d e n s e l b e n  
W e r t .  

In der Tat~ existiere das Integral von f u n d  I l l  im Sinne yon 
B o r e l .  Wie in w 1 folgt~ daft f jedenfalls mefbar ist. Wir geben 
eine abnehmende Folge positiver Zahlen a~ mit lira a ~ 0  vor. 

Es sei J~ eine ~ einschliefende Intervallmenge J ~  deren Gesamt- 
lance < z~ sei; wir kSnnen annehmen~ die Intervalle J~+ l  liegen 
im Innern der Intervalle J r .  Endlich sei p(~) die zu J r  beztiglich 
des Intervalles < a~ b > komplementZtre abgesehlossene Menge. 
Wir  haben sehon gesehen~ dab auf Grund der Borelschen Definition 

b 

(B) f lSiax--_)im(S ) flildxzli_R(S,) lilax (9) 
a pO') 
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ist. Sei nun f i  = f  in den Punkten yon 20') und aul~erhalb l)(~) sei 
f, = 0. Es ist dann Ifi +2 I ~ If,' rund abgesehen yon einer Punkt- 
menge des Inhaltes 0 ist f ~ - l i m f i .  Die If,,I nahern sich also 

wachsend dem Werte If!. Nun ist: 

b 

(L) j l/ i ,zx = (L) f  Ifi 
a p(r) 

b 

nach (9) wachsen also die Integrale (L)flf~ ]dx nicht tiber alle 
a 

b 

Grenzen und nach einem bekannten Satze existiert also (L)tlf I dx 
(t 

b 

und somit auch (L) ffdx, und gleiehfalls nach einem bekannten 
~t 

Satz% da der Inhalt yon p<~) den yon < a, b > zur Grenze hat, ist 

b 

lira (L) f l fdxm-(L)ffdx 

das aber ist, da die linke Seite aueh das Integral im Sinne yon 
B o r e 1 darstellt, die Behauptung. 

Nun aber wollen wir zeigen, dag die Borelsche Definition 
doch nur in sehr beschranktem Umfange zu bedingt konvergenten 
Integralen ftihrt. Es gilt namlich der Satz: 

E x i s t i e r t  n a c h  d e r  B o r e l s c h e n  D e f i n i t i o n  das  
I n t e g r a l  vonf~ u n d  w i r d  m i t  ~ d i e  1Vfenge b e z e i e h n e t ,  
d i e  a a s  ~ d u r e h  H i n z u f t i g u n g  a l l e r  H a u f u n g s p u n k t e  
e n t s t e h t :  so e x i s t i e r t  das  L e b e s g u e s e h e  I n t e g r a l  y o n  
f (und s o m i t  a a c h  y o n  I f  I) t i be r  d ie  M e n g e  ~.  

In dem interessantesten Fall% dag ~ in < a, b > uberall dicht 
angenommen werden mug, ergibt also die Borelsche Definition nur 
einen Spezialfall der Lebesguesehen. Wir gehen an den Beweis des 
aufgestellten Satzes. 

Nehmen wir an, es existiere ( L ) ] f d x  nicht~ d.h. es habe 

(L) j t f t d x  den Wert ~-cx~. Setzen wir g = f  f a r f ~ 0 ,  g~--0 

far f < 0 ;  h--~--0 ftir f>O, h : - - f  ftir f < 0 :  so hat dana auch 

mindestens eines der Integrale (L)]gdx und (L)]hdx den Wert 
J 

-~ -~ ,  nehmen wit etwa an, das erstere. Wie man dureh das 
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bekannte Zweiteilungsverfahren zeigt, existiert dann mindestens tin 
Punkt ~ in ~ a~ b ~ derart~ dal~ das Lebesguesehe Integral yon g 
erstreekt tiber den in irgend eine Umgebung yon ~ fallenden Teil 
yon ~ stets den Weft -d--oc hat. 

Sei a irgend eine positive Zahl; wir werden zeigen, dal~, wie 
grog aueh A gewahlt sei, es eine die Menge ~ einsehliel~ende 
Intervallmenge o r yon einer Gesamtl~tnge ~ e gibt~ derart, dag ftir 
ihre Komplementarmenge 2 bezuglieh des Intervalles < a~ b ~ gilt : 

(Ie)./f > 
P 

b 

Damit ist dann nachgewiesen~ da6 ein Integral f f d x  im Sinne 

yon B o r e l  nieht existieren kann. Wir schliel~en den Punkt ~ in 
ein Intervall 8 ein~ dessen Endpunkte nieht zu ~ geh(iren and dessen 

e 
L~inge ~ - ~  ist~ und den au6erhalb 8 liegenden Tell yon ~ in eine 

Intervallmenge J'~ deren Gesamtlgnge ~ y i~t. Sei 2/ d~e zu den 

Intervallen J '  and 8 beziiglieh ~ a ,  b ~  komplement~re abge- 

sehlossene Meng% so ist auf ihr f gesehr~tnkt und es hat (R) ffd. 
einen endlichen Wert. ~;/ 

Den ins Intervall 8 fallendeu Teil yon ~ sehliet]en wir in eine 
Folge yon Intervallmengen J',; ein ( v = l ,  2~...), so dal~ die 
Intervalle jeder dieser Mengen J :  samtliehe zu ~ beztiglich 
komplement~tren Intervalle bedeeken~ und dal~ die Gesamtl~tnge der 
Intervalle J~' ftir v ~ e~ gegen die Gesamtlgnge der zu ~ beztiglich 

komplement~tren Intervalle konvergiert; endlich miigen die 
Intervalle yon J'~'+~ ganz im Innern der yon J;; liegen. Ftir die 
Komp!ementgrmengen p:' der J~' beztiglich 8 gilt dann, dal~/s Teil 
yon p, + ~ ist, und dal~ die Vereinigungsmenge der p'~' bis auf eine 
Menge des Inhaltes 0 identiseh ist mit dem ins Intervall 8 fallenden 
Teil yon ~.  Es folgt daraus~ naeh der Definition des Punktes ~ 
unmittelbar, dal~ : 

- -  / !  

ist. Auf ieder der 5Iengen 2)~' ist .q gesehrankt~ etwa: 

,q ~ G~ auf p~'. (10) 

Sei gO die Menge aller .jener naeh ~ fallenden Punkte yon ~,  
in denen h > 0, (d. h. f % 0) ist. Wir sehliegen die Pnnkte yon g~ 
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in eine Intervaltmenge J:" ein~ deren Gesamtlange sich vom Inhalte 

als 1;~- unterscheidet. Die ins Innere der Inter- v o n  u m  weniger 

valle J~?' fallenden Punkte yon p: gehsren als% abgesehen yon 

einer Punktmeng% deren Inhalt < 1 G~, ist, zu H~ und da g - - 0  ist 

in allen Punkten yon ~ ist also der Inhalt der ins Innere. der 
Intervalle J:" fallenden Teilmenge yon p~'~ auf der g > 0 ist~ kleiner 

als ~ Bezeiehnen wir mit p~' den Teil yon p~'~ der nieht im 

Innern der Intervalle J " '  liegt~ so haben wir also wegen (10): 

und daher auch: 

t i t  ~! 

/t r 

Nach Konstruktion enth~tlt jedes der Intervalle J '  und J "  einen 
Punkt v0n ~;  da aber jeder Punkt yon ~ auch Punkt oder 
Haufungspunkt yon ~ ist, so enth~It auch jedes Intervall J ;"  einen 
Punkt yon ~}. Die Intervallmenge J ~  die alle ]ntervalle yon J'~ 
J; '  und J ;"  enthalt, ist also eine die Menge ~ einschliel3ende 
Intervallmeng% deren Gesamtlange offenbar < ~ ist. Ihre Komple- 
mentarmenge io, beztiglleh < a~ b > ist die Verelnigungsmenge 
der beiden Mengen T' und io',"~ die hSchstens die beiden Endpunkte 
des Intervalles g gemein haben. Es ist also 

da p"' keinen Punkt yon g2 enth~lt, ist weiter 

P~, 2 v  

und somit, da, wie schon erw*thnt, ( L ) f f d ~  endlich ist, und da 
p '  

wegen der vorausgesetzten Existenz yon (B)ffdx atteh (B)ffclx 
existiert und = ( L ) [ f d x  ist. G ~ ,  
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womit die Behauptung erwiesen ist. 
Wir bezeiehnen wieder die abgesehlossene Menge, die aus der 

Singularit~ttenmenge ~ durch Hinzuftigung aller Haufungspunkte 
entsteht~ mit ~ .  Seien (a~, b~) die punkffreien Intervalle yon ~.  

b 

Existiert ( B ) j f d x  nach der Borelschen Definition~ so existiert often- 
ct 

bar flit jedes im Innern yon (a~, b~.) gelegene Intervall (a'~ b:,) ein 
eigenttiehes Riemannsches Integral trod es existiert 

~' 
^ 

lira ( R)[ /' d x, 
<~: . . . .  ,,, t,:,=t,~ J 

Wit  bezeichnen mit r die obere Grenze yon i f d x  fur 
d 

ap 

alle Teilintervalle < ct'~, b" > yon (a~, b~) und beweisenl):  
b 

E x i s t i e r t  d a s  I n t e g r a l  (B) f fdx ,  so k o n v e r g i e r t  ~r 

I a n der Tat, existiert dieses Integral, so gilt fo]gendes: zu jedem 
positiven ~ gehtirt ein positives ~ s% dal~ wenn J '  and J "  zwei 
einschliel~ende Intervallmengen sind~ deren jede eine Gesamtl~inge 
< ~  hat, und p' unr ip"  die bezuglieh < a ,  b >  zu J '  and J "  
komplementaren abgesehlossenen Mengen bezeiehnen, die Un- 
gleiehung besteht : 

p' 1/r 

Wir werden aber zeigen, dal~ im Falle der Divergenz yon 
~o), bei beliebig gegebenem s > 0 stats J '  und J "  so gew~thlt 
werden kiinnen~ dal3: 

I > 
p' 1W 

Wir wi~hlen zun~chst v 0 so groin, dal3 

0 3  

1) Fiir die Haraackschon Iateg'rale wardo diese Tatsache z~ierst bewiesen 
yon E. H. Moore, Amer. Trans. 2, S. 324. 
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dag 
Im Innern von (a~, b~) kann < a~,, b~,> so gefunden werden~ 

t 
b~, 

"dx > o)~ 2"" 

Ferner gibt es wegen der Divergenz yon ~ m,, endlieh viele 
v > v 0 (sie miigen mit ~1, re , . . . ,  vl, bezeiehnet werden) derart, dag 

P 

i ~ l  

C 
und da$ f fax ftir i ~  1~ 2~. . . ,  p elnerlei Zeichen, z .B .  das 

J 
p 

positiv% hat. Nun k0nnen offenbar die zwei die Menge ~ ein- 
schliegenden Intervallmengen J '  und J "  so gefunden werden, daf3 
jede yon beiden eine Gesamtl~nge < e hat, und dab J '  die Inter- 
valle < a~ o b~; > (i ~ 1, 2 , . . . ,  2) vollst~tndig bedeckt, wi~hrend 
J"" yon jedem dieser Intervalle gerade das Teilintervall < a'~i, hi, i > 
freili~gt~ wahrend sonst J '  und J "  v(illig ubereinstimmen. Dann ist 

p , ,  ~;; i = i  "~ i = 1  

b 

wie behauptet. Damit ist ftir den Fall der Existenz yon ( B ) ( f d x  
a 

die Konvergenz yon ~ (~ nachgewiesen; wie angektindigt. 
Wir erkennen nun auch unmittelbar daB, wenn wieder ~ die 

Menge ist~ die aus der Singularitatenmenge ~ dureh Hinzuftigung 
aller H/~ufungspunkte entsteht und mit (a~, b~) die punktfreien 
Intervalle yon ~ bezeichnet werden, f i i r  das  B o r e l s c h e  
I n t e g r a l  d i e  G l e i c h u n g  g i l t :  

b b~ 

(B).f f dx + (L).f f (11) 

Die in der Summe rechts auftretenden Integrale sind definiert 
durch 

b~, b~, - -  k 

"f d x =  lim (R) f f dx 
.... z~=+o, 7,-=+o ., ,,,, % + h  
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we diese Gronzwert% wie schon bemerkt, existieren; and dm 
Summe aller dieser Integrale koavergiert absolut~ da die oben mit 

~ bezeichnete Summe konvergiert. Um die Formol ( l l )  nach- 

zuweise% gehen wir so vor : Ist s > 0 beliebig g'egebe% so schliel3en 
wit ~} in eine Intervalhnenge J e i n ,  doren Gesamtlange < a ist~ 
und die yon boiden Enden jedos Intervalles < a , ,  b ~ >  ein so 
kleines Sttiek absehneidet~ daI5 ftir das tibrigbleibonde Intervall 
< a' ,  b; > gilt : 

b' v b v 

< , , )  
oI, al, 

Die zu J beztiglich ~ a, b ~ komplementi~r% abgeschlossene 
Menge p sotzt sieh zusammon aus den abz~thlbar unendlieh vielen 
Intorvallen ~ a~',~ b:, ~ und einer Menge 29"~ die Toil yon ~ ist; 
es ist daher: 

r 

(#), l ~* 

Geht ~ gegen 0~ so geht per definitionem die linke Seite diosor 
Gleichung in die linko Seite yon (11) tiber, und beaehtet man 
Ungleichung (12), sowio die Tatsaohe, dag p~ ein Toil yon ~ ist i 
dessert Inhalt sioh vom Inhalte yon ~ um weniger als a unter- 

scheidet~ so sieht man~ da ja die Existenz yon (L).ffdx_ boreits 

bewiesen ist, dal~ auch die rechto Soite yon (13) in die rechte 8eite 
yon (11) tiborgeht, womit (11) bowieson ist. 

Wir kiinnon nun unschwer zeigen, dal~ der Wert eines Borel- 
schen Integrales yon der Wahl der Singularitatenmenge in folgondom 
Sinne unabhangig ist; e x i s t i o r t  das  I n t e g r a l  f t i r  z w e i  ve r -  
s e h i e d e n e  S i n g u l a r i t a t e n m e n g e %  so h a t  es in b e i d e n  
F a l l e n  d o n s e l b e n  Wer t .  Es existiere also das Integral sowohl, 
wenn ftir die Singularit~tenmenge dlo Menge ~ als aueh worm ftir 
die Singularit~tenmonge die Monge ~ gewahlt wird, und habe die 
Werte B bezw. B. Solon ~ und ~ die Monge% die aus ~ und.~ 
durch Hinzuftigung der H~.ufungspunkte entstehe% und seien (a~,, b~) 
und (a~ b~) die punktfroien Intervalle yon ~ and ~ in < % b > .  
Es ist dann nach FormeI (11): 

v a v  
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Naeh einer bekannten Eigensehaft der Lebesguesehen Integrale 
ist~ wenn mit ~ der naeh (c% by) fallende Tell yon ~ und mit 

der Durehsehnitt yon ~ und ~ bezeichnet wird: 

w0 die reehts auftretende Reihe absolut konvergiert. Bezeichnen 
wir noeh mit ~ den naeh (ay, b~) fallenden Tell yon ~ mit 
(a~,~ b~,~)(i~ = 1, 2~...) die punktfreien Intervalle von ~,. in (a~ b~), 
so ist 

b~, ~Y, ~u 

dies folgt in der Tat unmittelbar daraus, daft f in jedem ganz im 
Inneren yon (a~b~) liegenden Intervalle (a.'~b'~) eln eigentliches 
Integral im Riemannsehen Sinne besitzt; man hat nut die Formel 
(14) zun~ehst fiir das Intervall (a~ b'~) anzusetzen und daraus s 
(a~ b~)dureh Grenztibergang herzuleiten~ wobei zu beachten ist~ 

daft (L)ffdx sieher existlert, da (L)ffc~x existiert~ und dat~ 
J 

~, 

l, 

; f  d x absolut konvergiert, da dies fur 2 jfd x gilt, und 
/ z  - -  

cry: r %' 

jedes Intervall @t,,,~,by,/~)- abgesehen hlSehstens yon den beiden 
an die Endpunkte yon (a~ b~) grenzenden --  zugleieh eines der 
Intervalle (ay~ by) ist. 

Wir haben also nun die Formel erhalten: 

in der, wegen der Existenz von (L) iTdx , die Summe der (L ) f f dx  
~ J  

absolut konvergiert. Wir kSnnen aber aueh leieht die absolute 

Konvergenz der Doppelreihe ~ ffdx einsehen. Bezeiehnen wir 

%,, t:t 

IY[onaish. ft ir  M a t h e m a l i k  u.  P h y s i k .  X X V I .  JM~rg.  2 
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mit (~'~, ~, bT~,.) ein beli_ebiges, ganz im Innern yon (~.,., ~7~,~.) ge- 
legenes Intervall~ mit o~,~ die obere Grenze aller Werte yon 

- r  

j br, t~ 

ar~ ~t 

so geat~gt es, die Konvergenz yon ~ ~z, ~ naehzuweisen, was ganz 

~hnlich zu gesehehen hat, wie oben die Konvergenz yon 2 ~o~ 
naehgewiesen wurde. 

Die absolute Konvergenz aller in (15) auftretenden Reihen 
ermSglieht es nun, diese Gleichung auch in anderer Gestalt zu 
schreiben: Man bezeiehne die punktfreien Intervalle yon ~ ,  in 
(a, ,  b,) mit (a,,~, b~,~) ( ~ =  1, 2 , . . . )  and beaehte, da[~ die Ge- 
s~mtheit aller Intervalle (a~,,, b,,~) @, v~--- 1, 2, . ,  ~) mit der 
allot Intervalle (a.,/,, b~,~) (~, v = 1, 2 , . . . )  tibereinstimmt, da 
jede dieser beiden Intervallmengen niehts anderes ist als die Menge 
aller punktfreien Intervalle der Vereinigungsmenge yon ~ und ~ ;  
man hat also: 

by, ?~ 

f/a + + j  = 

and die Behauptung ist erwiesen. 


