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5. Die Beugung endlicher Wellenziige an einer
Halbebene;

von A. Landé.

Inhalt: § 1. Sommerfelds YLosung. — § 2. Identische Um-
formung. — § 3. Grenzbedingungen, Eindeutigkeit. — § 4. Unendlich
lange Wellenziige. — § 5. Chronologische Schilderung des Beugungs-
vorganges. — § 8. Ab- und Anklingung. — § 7. Photographische Ge-
samtwirkung einzelner und sukzessiver Wellenziige.

In einer kiirzlich erschienenen Mitteilung: ,,Uberein Para-
doxon der Optik“1) wurde die Beugung endlicher Lichtwellen-
ziige von verschiedenen physikalischen Gesichtspunkten aus
behandelt, dabei aber die mathematische Lisung des Beugungs-
problems ohne Beweis vorausgesetzt. Im folgenden soll der
mathematische Teil der Unte suchung, die nach den Sommer-
feldschen Methoden durchgefiihrte exakte Losung der Licht-
beugung endlicher Wellenziige an einer spiegelnden Halbebene
mitgeteilt werden,

§ 1. Sommerfelds allgemeine Lisung.

Ein ebener Wellenzug komme urspringlich aus Rich-
tung der positiven z-Achse her; seine Wellenebenen seien
die Ebenen z = const. Der beugende Schirm sei eine einfache
Halbebene, mit der z-Achse als Kante. Aus Symmetrie-
griinden bleiben dann alle Vorginge von der z-Koordinate
unabhingig, und unsere Betrachtungen bewegen sich nur in
der zy-Ebene. Die Schirmkante durchsetzt die zy-Ebene im
Nullpunkt, die Spur des Schirmes schlieBe mit der Einfalls-
richtung z den Winkel ¢ =¢" ein (Fig. 1). Damit der ebene
Wellenzug nicht schon im Anfangszustand mit dem Schirm
kollidiert, darf ¢’ nur zwischen 7/2 und 85/2 liegen. Es

1) A. Landé, Physik. Zeitschr. 16, p. 201. 1915.
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18t bequem, dem Winkel ¢’ einen noch engeren Spielraum
(1) T <¢ <

zu geben, eine physikalisch bedeutungslose Einschrinkung.
Gesucht wird der raumazeitliche Verlauf der Lichterregung U
iz Avfpunkten P mit den Polarkoordinaten r und ¢

(1) 0 <@ <2n 0<r<oo.
Zm Abkiirzung fithren wir ein
(2) y=¢—¢ v=9¢+9q,
so dafl wegen (1) (1)
2') —n<1p<%ﬂ F<¥ <3
x

Der Halbstrahl ¢ =xn + ¢', d. h.

w = 7t moge die Schattengrenze, der Halb-

I strahl ¢ =n— ¢, d. h. ' =7 moge

die Reflexionsgrenze heiBen. Der Halb-

strahl @ = 0 bildet die Lichtseite, p = 2
die Schattenseite des Schirmes.

Durch Schirm, Schatten- und Re-

Fig. 1. flexionsgrenze wird die zy-Ebene in die

drei Gebiete (I) Reflexionsraum, (IT) un-

beschatteter Raum, (III) Schattenraum geteilt. Die Werte

von ¢, y', cos 9/2, cos ¢ [2 in den drei Gebieten I, II, III

sind in folgender Tabelle zusammengefalt:

Schirm

Tahelle 1.
1 l I i I

3n

Y ~al<yPy<o —a<y< +n n<1p<-—é—
e e - _ —_ _ e e

m&% } >0 | >0 \ <0

—__'7>‘—“-‘.: “ ’ i ’ l_- - - ’ o

P : —2—<1p<.'l } A<y <8n | 2a<yY <8n

cos i >0 1 <Y : <0
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Wir schreiben nun Sommerfelds Lisung des Beugungs-
problems sofort hin fiir einen beliebigen ebenen Impuls von
endlicher Breite, der, aus dem Unendlichen 2 = co kommend,
auf eine vollkommen spiegeinde Halbebene ¢ = 0 fillt. Sie
heit in komplexer Darstellung, von der man durch Bildung
des Imagindrtesles zur wirklichen Lichterregung gelangt?!):

U=uF v, wobei

(3) ‘ u(r, @, t; + ¢') = '41_,1 f/(r cos (g — o) + ct)
AT
we=u(rgt —¢).
Darin soll f({) in komplexer Darstellung fiir reelle Argu-

mente { den ankommenden Impuls vor der Beugung dar-
stellen.

In unserem Fall eines Zuges von N Sinuswellen ist daher:

d

@«
!
¥t

1—e ~

[(Q) = ei¥¢ fir reelle Argumente |¢| < 3,
%) . Ni
f(§)=0 » ” ” |§l>_2'2)

Der Imagindrteill von f(z 4 ¢t)=f(rcosy +c¢t) stellt
also den bei Abwesenheit des Schirmes ungestorten, in der
— z-Richtung fortschreitenden, aus N Peitoden der Wellen-
lainge 4 bestehenden ebenen Wellenzug dar. Dabei ist die
Zeit t so normiert, daB fiir { = 0 gerade die Hilfte des Wellen-
zuges, nimlich N/2 Wellen, den Nullpunkt z=0=y (die
Schirmkante) bereits tberstrichen hdtte, wenn der Schirm
keinen storenden KinfluB auf die Ausbreitung des Wellen-
zuges ausibte.

Die Integrationswege W, und W, in (8) sind nach Sommer-
feld in der komplexen a-Ebene so zu fithren, wie Fig. 2 zeigt:
auf zwei beiderseitig ins Unendliche auslaufenden Schlingen3),

1) A. Sommerfeld, Theoretisches iiber die Beugung der Rintgen-
strahlen, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 46. p. 25 Gl (10). 1901.

2) Die komplexe Funktion f({) hat also auf der reellen Achse der
{-Ebene bei { = + N 4 unstetige Ableitungen. Wieso die Losung (3)
trotzdem als stetige Losung der Wellengleichung AU — U/e* = 0 be-
trachtet werden daif, vgl. Sommerfeld . c.

3) Nehmen wir an, daBl f({) auch fir komplexe Argumente { wie
in (3°) die Form eik¢ bzw. 0 besitzt, so ist dadurch noch unbestimmt, wo
die Grenze zwischen den heiden Formen im Komplexen verlauft. Diese
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welche die Geraden (G) und (H)
a=¢@Frm+1ib (—co<b<+m)

| «-Ebne '

G : w ! . asymptotisch beriihren.

AN ' Von dem doppelten Vorzeichen T in (3)
4. i ist das obere (—) bzw. das untere (+) zu
apT  “m¥*® pehmen, je nachdem unter dem Imaginirteil

E m: von U die Komponente Ciang. 0der $norm.

, : bzw. Cnorm. 0der Diang. der elektromagne-

' Fig, 2 tischen Vektoren € und 9 verstanden

wird (vgl. § 3).

§ 2. Identische Umformung.

Zum Zwecke der spiteren Diskussion nehmen wir jetzt
mit der Sommerfeldschen Losung (3) eine identische Um-
formung vor. Zunichst filhren wir statt a eine neue Variable
f=a— ¢ ein und erhalten mit Hilfe der Abkiirzungen (2)

aus (3)
@) u={;ff'(rcosﬁ+ct)——dt%ﬁ, o« = u(y).

Wi W 1—e 2

Die Integrationswege W, und W, liegen jetzt in der

B-Ebene zwischen den Asymptoten
B=4+mnm—+1b(—0w0<b< + ).

Nun!) verzerren wir, unter Beriicksichtigung des auf der
reellen Achse liegenden Poles, § = — o von u (bzw. = — o'
von u’) die Wege W, und W, so, daB f durch-
weg ein reelles Argument 7 cos f -+ ¢t erhilt,
wodurch f nach (8') erst einen bestimmten
Sinn bekommt. Das wird erreicht, wenn
wir W, mit W, lings des Stiickes
el —n<pf<+nm
,:4 A der reellen Achse verschmelzen und im tbrigen
| i gegen die Asymptoten G und H anschmiegen
' Fig. 3. (Fig. 8). Man hat nun zwei Fille zu unter-

scheiden:

f~Ebne

R

’

cl

.
+
o

Unbestimmtheit wird uns aber nicht stéren, wenn wir die Schlingen in
der a-Ebene so verzerren, daB f nur reelle Argumente r cos (¢ —a) + ¢t
erhilt.

1) A. Sommerfeld, I. c.
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A) Liegt der Pol g = — y des Integranden (4) auferhalb
des reellen Stiickes — t < f <=, d. h. ist || > 7, so heben
sich die entgegengesetzt gefithrten Integrationen lings der
reellen Achse gegenseitig auf, und es bleiben nar die vier senk-
rechten Integrationsstiicke iibrig. Das Integral (4) lings dieser
Stiicke 1iBt sich schreiben als Integral tiber das linke obers

Stiick, nidnilich
1
o= o gldB
{ 'l/' i sin i’—;ﬁ}

ﬂ-—1+wo
(9)

B) Liegt aber der Pol = — y des Integranden (4) inner-
halb des reellen Stickes —m < g < 4=, d. h. ist |p| <=,
s0 bleibt beim Verschmelzen der Wege W, und W, eine Um-
laufung des Pols f= —vy iibrig (vgl. Fig. 8). Die Inte-
gration iiber diese Umlaufungskurve ist aber nach dem Cauchy-
schen Satze sofort auszufithren, falls f () auch noch in der
Umgebung der reellen Achse der {-Ebene die Form (8’) hat
(auBer an den Punkten { = -4 N ). Man erhilt als Residuum
an dev Stelle § = —vy

u, =/(r cos + L-t)___ e‘k(rco!‘[l+01)‘
wenn |7 co8y + ct| <&;

ﬂ——1

(%)

, L
u, =0, wenn[rcosw+ct|>1—\;—;

das ist, beim Ubergang zum Imaginirteil, ein aus N Perioden 4
bestehender Sinuswellenzug.
Man hat also nach (5) (5")

U= U, falls |y | >,
U=1u+ %, , |p|<=m.
Daher schlieBlich nach Tab. 1 im

Reflexionsraum 1 (u + u) F (u + u,)
cos - ¥>o0, cos—_z— > 0.
o Unbeschatteten Roum 11 U = (u + %) F u,
W cos >0, cos ‘<0,
Schattenraum 111 U=u,Fu
os% <0, cos—"g < 0.
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In (5) geht die Integrationsvariable .

( g von —m bis —7+i00, also
(7) {l COSﬂ » 1 »w — OO
|l —i cosg g 0 ,, + oo (positiv reell).

Nach (3’) ist aber f(rcos 8 +ct) nur dann von Null
verschieden und gleich ei¥¢cf+<H  wonn auBer (7) gleich-
zeitig

rcos 3+ ct liegt zwischen — ‘— und + , also
cos ” ” -—f\—z—l—-r//1 und
() + —ZE —ctfr
—i cosg— " ” + —“-:T—r/zr und
I/ - —— +ect—r/2r,

Die in (5) angeschriebenen Integrationsgrenzen sind daher
durch (7) (7') zu ersetzen. Wir formen nun (5) weiter um.
Es ist

) v+p

sin * - - — sin
" = 1 fcak(rcoa#+rt) -z 2 dﬂ
* T dunm w ﬂ +5 ’

Bln 2

cos -_-"gsin(- g’) a8,

,ws')—wsw 2

1 eik(roosu-+cl)f :Lr(cosﬁ‘—cosw;

l ”,= _%_eik(rcosw-l'ct)

® 2ikr(— i* cos® 5= cost i)-

8 2
®) -cosl_y)— ¢ Z -—d(—icos;)
-/ 2 (— 72 cos"?—cos’u—:-) =

mit den durch (7) (7") bestimmten Integrationsgrenzen.
Durch Einfiihrung der Abkiirzungen

8) 6=—i 2krcos£, r=V2krcos ¥, 72 = kr(l 4cos y)
) 2 2

wird aus (8) mit den Grenzen (7) (7')
Q) " o= — 1 giklremsyten r. ’ ﬂd:ud’—i(.e.”:) ’

s b g
n=m
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wobei nach (7) (7')

( o = ‘/ k (ct —7 - l?) , falls diese Wurzel reell,

() o B "~ andernfalls 6, =0,
oy = l/ k (c t—r+ ?) , falls diese Wurzel reell,
| andernfalls ¢, = 0.

Die endgiitige Losung U setzt sich nach (6) aus (5') und
(9) zusammen, worin u, = u, (y"), u, = 4, (¢') definiert war.

§ 3. Grenszbedingungen und Eindeutigkeit.

DaBl unsere Lgsung (6) wirklich den Beugungsvorgang
eines aus dem Unendlichen kommenden, N Perioden der
Wellenlinge A = 27:t/k enthaltenden ebenen Wellenzuges an
einer spiegelnden Halbebene beschreibt, geht erst aus den jetzt
zu diskutierenden Grenz- und Anfangsbedingungen fiir U hervor.

A) Auf dem Schirm ist

auf der Lichtseite =0, alsoy=—9y und
» s Schattenseite ¢ =2x, ,, py=4nm—1y’

’

dy=—dy'.
Also wird nach (5) und (5') auf beiden Schirmseiten
Uy = uo' und u, = u.', %’: = — % und -g——gﬁ = — aai(:,
(differentiiert bei konstantem r).

Bei Annahme des oberen bzw. unteren Vorzeichens in (6)
wird also auf dem Schirm U = 0 bzw. 9U/d¢p = 0.

Durch das obere Vorzeichen (—) erfiillt also U die be-
kannten Grenzbedingungen der Elektrodynamik am voll-
kommenen Spiegel, wenn unter U die zur Schirmkante tan-
gentialen bzw. normalen Komponenten Eiang. 0der Haorm. der
Vektoren € und $ verstanden werden. Entsprechend €qporm.
oder tang. bei Annahme des unteren Vorzeichens (+).

B) Ferner untersuchen wir U in einem Zeitpunkt (— T),
welcher so weit zuriickliegt gegen die Zeit t =0, daB zur
Zeit — T bei ungestorter Ausbreitung des Wellenzuges u,
(5") seine Front noch nicht die Schirmkante erreicht hat,
d. h. wir nehmen

NA

—xx L —=cl< ——. also —cTi£¥<0.
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Dann wird fiir jedes 0 <<r << oo die obere und untere Inte-

grationsgrenze
5= ‘/k(-— el —r+ 2—2—")

in (9) imaginar, so daf8 der Integrationsbereich fir ¢ auf Null
zusammenschrumpft und u, = 0 wird; desgleichen auch u,’.
Da im Reflexionsraum 1 7=/2 <<y’ <7, also cosy’ <0, wird
res y—cT < — NA/2, so daB nach (58') w)/ =
f (r cos ' —cT) verschwindet. Es bleibt also in allen drei
Gebieten I, II, III nach (6) nur ibrig

L‘ = Uy

als Anfangsbedingung zur Zeit ct = — ¢ T << — NA/2 fiir jedes .
Der Anfangszustand des Imaginirteiles von U stellt also wirk-
lich einen aus N Perioden der Wellenlinge A= 2x/k be-
stehenden ebenen Wellenzug dar, der bei den Argumenten
4+ NA/2 von wu, stetig in den Wert Null ibergeht, dort aber
unstetige Ableitungen besitzt.

C) Endlich unterguchen wir U wihrend des ganzen Zeit-
intervalls — ¢T < ¢t << 4 ¢T auf der Peripherie eines Kreises
um die Schirmkante vom Radius r = R, wobel

R>+c1+%~l und, wie oben, cT>1—\-;—£'

sein soll. Dann wird die obere und die untere Integrations-

grenze
o‘=l/k(ct-—R—i_— %i')

in (9) wihrend des ganzen Zeitintervalles —c¢T <ct < +¢T
imaginir, also u, und %, beide gleich Null. Daher bleibt im
Gebiet T bzw. in IT und III nach (6) nur ibrig

U= uyFu baw. U=y,

als Randbedingung auf
R>eT+ T2,
withrend

Ni
-—9;—%< —eT<ct<eT<+=5 -
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Der Beweis der Eindeutigkest der Losung mit den Grenz-,
Anfangs- und Randbedingungen 4 BC wird analog dem
SommerfeldschenEindeutigkeitsbeweis beim Rechteckimpuls?)
gefihrt.

§ 4. Grensfall unendlich langer Wellenziige.

Die Diskussion unserer Losung (6) (5') (8) beginnen wir
mit der Betrachtung eines aus Wellen bestehenden Zuges
des Breite N - A, dessen Mitte zur Zeit t= 0 die Schirm-
kante iiberstreicht, und gehen zur Gremze lim N = co iiber.
Dann wird in (8) wegen (7°) die wuntere Integrationsgrenze

l/ct—r—l—?—'ﬂr

fiir jedes endliche 7 und ¢ imagindr, ist also wegen (7) durch 0
zu ersetzen. Die obere Grenze

‘/ct—r+‘l;l'/2r

wird reell positiv co. Daher wird aus (8)
-
. ? +2ikr(coa=%—cosf%)
(10) A =2eik(rcoup+ct) ¢
i 2%k (cos2 % — cos? 2)

2
: ]/Tcos%d(— iVTcos%) ,

w
. . B8 "
.8 [u, - e—ikeosy +c0)] = 2¢ e‘.’.kr(cos'?—cou-%)
dr' ¢ 7
R T cos B
. Yal—: £
]/kcos2d( szcos2)

- o B\
. - 2ikr | —-icon
_ 2% et VE (i) (_-]/’— _5).
= e 'Hgﬁ e d i 2krc032
0 .

1) A. Sommerfeld, 1 c.
Anpalen der Physik. IV, Folge. 48. 34
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Bei Einfithrung von (8’) wird daraus wegen

)
(10 fe"'"'drr—v——_g'_"_l/_"_e_"_,
0
L Vﬂcosl
___a__ [u .e-ils(_rcosw+ct)] — ? "'1'7"6_,',2 _2
9r - a 2yr

Durch Integration nach » wird wegen dr = 2y r-d(}r),

r
—_3ik 11/ —ta —-it?Y O} 4 —
uy - emireeonyren = V=07 ooty oF cos L (§7)
Vi=«
Dabei ist als untere Integrationsgrenze }r = oo genommen,
weil %, nur dann verschwindet, wenn in (8) die obere

und untere Integratiomsgrenze Null ist, d. h. nach (7) (79,
wenn

r>ct+1i_

in unserem Grenzfall also, wenn r = oc ist. Wegen

1

— 1

i
wird also schlieBlich

T=-cosy;2

) ) -1 o2 ” . ’
u, = eikircosy "‘C’)V/A __fe-”'dr und aus (5") mit (10"
-7 '
(ll) z—V?krcosvp,".’
+ >
ik g ) 1 i
l uo = gik(reosy +c‘)V;‘~._—‘fe—”' d‘l’,
-7
-

wobei jetzt fiir uy nicht mehr die in (5') angegebene Beschriin-
kung gilt. Daher wird, unter Beriicksichtigung des in (6)
angegebenen Vorzeichens von cos /2 und cos v’ /2.
nach (6) im
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I) Reflexionsraum

eik(reosw+ct) +oo . o t . e
U= " (—fe'”dt+fe'”dt)
V=in )

V2krcospi2 - -
gtk (reosy’ +ct) +°°_.~ 2 +°°-—i 2
$T—T (—fe tdf+ € td‘l’)
—-tn K
, V2xrcos /2 il
(IIH l’zkrcos 12
eik(’rcosw+ct) lf_lrd
= —————— e

Vein f '

— o0

(11)

(11)

—
eik(rcosw'-bct)l/?krcoswI.-,
- 1T
F _— ¢ fe dr.
V=in

II) Unbeschatteten Raum

. eik(rcosw+ct) +°°_“., +°°_,~,e
U=——__-_——(—fe dt+fe dT)
[

V—i=n
V?krcosap/‘.’. -
ik{reosy’ 4 ct) i . a
e —itr
FO (_ e dt)
V—"n ¢
V2kr cos y's2
2k ;2 .
eik(q-cow+ct)V“'°°“", . ik(reosy’ + ct)
-1 [
= . fe dr F —
V—'l’ﬂ —~1in
—oo o
V2krcos /2
e 'Tdr.
-0

IIT) Schattenraum

. V‘Zkr co8 y /2

ik (rcosy + ct) ” ‘e
U= e "% je *Ydr

V-ia

VZkr cos p'/ 2

eil;(rcoaw tect) i
é dr.

:F—

V-in A

Es 1aBt sich also U in allen drei Gebieten durch den

gleichen Ausdruck (11') darstellen, der iibrigens iibereinstimmt
mit der Sommerfeldschen Lisung der Schwingungsgleichung

AU

+ k2U =0 fir den stationiren Fall eines beiderseits

unendlich langen Wellenzuges.) Von den Folgerungen, die

Ann,

1) A. Sommerfeld, Mathematische Theorie der Diffraktion, Math.
47, p. 359. GL (5).

34°



532 A. Landé.

Sommerfeld aus seiner Losung zieht, fithren wir an, daB
sich u, in (11) nach der reziproken unteren Integralgrenze
durch partielle Integration semikonvergent entwickeln liBt zu

[ —2ikrcoo*%
lu _eik(rcos-/;+ct) -1 €
s V=i o;v55 7 Y
(12) 4 2{Vekr cos =
1 1 13 1
(b 5 )
l 2 2krcos’g’2— (247 (Zkrcos’ y)

Tst
2kr 0052% >an,

und lassen wir in der Reihenentwicklung alle Glieder auBer
dem ersten fort, so machen wir einen relativen

(12 ~ Fehler ¢ < 717-‘,

da sich von der Reihe nachweisen liBt, daB jedes Glied
absolat g168er als die Summe aller folgenden Glieder ist. Mit
dem Fehler e, der bei wachsendem n kleiner wird, ist dann
) —1 ik(ct—r)
(13) Y T - , solange

n 2¢V2kr cos %

2kr cos? "7’ =na=n, d h. solange
(13)
yzgnl[— z+ "T}'

Der Giltigkeitsbereich von (13) ist also die ganze xy-Ebene,
mit AusschluB des Innern einer Parabel, welche die Schatten-
grenze (cosyp =0, y=0 bel negativem =z [Fig. 1]) um-
schlieBt, die Schirmkante z =y =0 zum Brennpunkt hat
und den Parameter n(4/2) besitzt.

Die Erregung u, besteht also, wegen des Kxponenten
ik(ct—r), aus Kreiswellen bzw. bei Hinzunahme der z-Ko-
ordinate, aus Zylinderwellen, welche von der Schirmkante
radial mit Lichtgeschwindigkeit forteilen. Die wirkliche Licht-
erregung ‘ist nach (6)

II1) im Schattenraum eine Uberlagerung der Imaginir-
teile der beiden Zylinderwellen u, und u,, deren Intensitit,
wegen des in (18) auftretenden Nenners cos w/2 und cos ¢'/2,



Die Beugung endlicher Wellenzige an einer Halbebene. 533

von der Schirmriickseite bis zur Schattengrenze monoton zu-
nimmt, wihrend zugleich der Fehler (12") mit zunehmender
Anniherung an die Schattengrenze groBer wird. Im

IT) unbeschatteten Raum werden nach (6) die Kreiswellen
u, F u,’ tiberlagert von der ebenen Welle. u,, zu der im

I) Reflexionsraum mnoch u,’ tritt.

Im Gebiet II entsteht durch Interferenz der ebenen mit
den Zylinderwellen ein System von hellen und dunklen Streifen,
nimlich dort, wo die Summe

’
u, Fu 4y,

. .3a
=etk(¢t—f)+lT 1 ( 1 T 1 ')e+ik(ct+x),

2Yn Vekr cos% Vekr cos%

also auch ibr fiir die reale Lichteiregung maBgebender Ima-
ginirteil maximale und minimale Amplitude besitzt; bringt
man u, F u, + u, auf die Form e’*<* - 4 - e'®, so erhilt man
fir die Amplitude 4 den Ausdruck

A’=1+[ 1_( 1 :F 1 , 3
2y V2krcos% V2.Trcos%
+2[....]-cos[k(z+r)_3T”].

Dieser hat Extremalwerte auf den Parabeln

(14)

k(z+r)—§£-=n-n m=0, F1, F2,..)
oder anders geschrieben
, v _ 3
(14) 2krcos’—2——n(n+-;-)
oder anders geschrieben
3 A 3

und zwar Maxima fir gerades n, Minima fir ungerades n.
Diese Parabeln sind mit den Parabeln (18") koaxial und kon-
fokal.

Auf den Parabeln (14°) liegen iibrigens die Schnittpunkte
der Kreise

r=(e+ g @=01,2 )
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auf denen u, (18) die Phasen q * = 4 k ¢ ¢ hat, mit den Geraden
i )
rT=p-3 (p=0, £1, £2,..)

auf denen u, die Phasen p - @ + k¢t hat. Einige dieser Kreise
und Geraden sind in Fig. 4 ausgezogen, ebenso Stiicke der
Parabeln (14’), welche ihre Lage zu allen Zeiten beibe-
halten.

Fig. 4.

Im Schattenraum treten nach (6) keine Interferenzen von
e F u, mit u, auf.

Alle diese FErgebnisse der Sommerfeldschen Unter-
suchung werden hier angefithrt, damit wir die Verhiltnisse
bei endlich breiten Wellenziigen mit denen bei unendlichen
vergleichen kénnen.

3 5. Chronologische Schilderung der Beugung eines endlichen
Wellenzuges.

Mit dieser Beugungserscheinung im stationdren Grenzfall
vergleichen wir jetzt die Erscheinungen bei einem endlichen
ebenen Wellenzug (6) (5') (9). Je nachdem die Grenzen o, o, in
(9) (9) reell ausfallen oder imaginidr werden und daher durch 0
zu ersetzen sind, hat man die drei Fille zu unterscheiden:
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a) ct—r< — i,
2
Dann wird sowohl o, wie o, in (9) imaginir; beide sind
also durch 0 zu ersetzen. Daher wird
NB._

?
2

(15a) u =0,

b) —‘X—"<ct—r<+ﬁ

Damn wird nur ¢, imaginir, also aus (8') (9)

o=Vk(ct—7+ N1/2)

1 —lo
v, = — —eiklei= nY2kr cos—f do,

? 4 o?
0

(151)

falls |t —r| < 22

¢} ct—r>+iv—

Dann sind beide Grenzen o, und g, reell, also

o=Vik(et—r+ N2/2)

_— __1_ ik(ct =17 DL 1_I/_ e
(15c)| U= ——e VY 2k coszf,+t,da,
] o=Vk(ct=r=NA;2)
falls ct —r > NJ.

Die Gebiete (a) und (b) (vgl. Fig. 5) stoBen in der Grenz-
linie r=c¢t+ N1/2 zusammen, die Gebiete (b) und (c) in
der Grenzlinie r =c¢t —NA1/2.

Die beiden Grenzlinien sind Kreise, deren Peripherien
mit Lichtgeschwindigkeit ¢ von der Schirmkante radial fort-
eilen.

Mit Hilfe der Gleichungen (6) und (15a, b, c¢) koénnen
wir nun den zeitlichen Ablauf des Beugungsvorganges voll-
stindig beschreiben (Fig. 5).

In einem weit zuriickliegenden Zeitmoment

N1y

ct>< -y
haben wir nur den einfallenden ebenen Wellenzug u, (5').
Dieser schiebt sich mit der Geschwindigkeit ¢ in Richtung

1) Uber dic Normierung von ¢ vgl. §1.
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der negativen z-Achse (Fig. 1) gegen die Schirmkante = y = 0,
7 = 0 zu, ohne daB in den ibrigen Partien der zy-Ebene der
anfingliche Ruhezustand gestért wird. Im Moment

cl= — —

erreicht der ebene Wellenzug mit seiner Front die Schirm-
kante (im Moment et= + N 1/2 wire er gerade uber die
Schirmkante hinweggegangen, wenn keine Stérung eintriite).
Der Wellenzug %, wird nun, von ¢t = — NA4/2 an, durch die
Schattengrenze (cos¢/2=0, y =0 bei negativem z) in
zwei Teile zerschnitten. Der eine Teil wandert zur Linken
der Schattengrenze ungestért fort (Fig. 5), der andere Teil

wird vom Schirm vernichtet. Statt seiner tritt weiterhin
der ,reflektierte’ ebene Wellenzug u', auf. AuBerdem be-
ginnt aber im Moment ¢t = — NA/2 radial von der Schirm-
kante aus der Wellenzug u, &= u,” auszugehen, den man als
Kreisimpuls bzw. bei Hinzunahme der z-Koordinate als Zylinder-
mpuls bezeichnen kann. Die Lage der drei Gebiete (15 a, b, ¢)
hangt nimlich von der Zeit ab:

a) ct+%}<r<oo, b) ct—%’—'(r<ct+§}',
c) O<r<ct—A‘rT)’-

Solange ¢t << - NA/2 ist, nimmt das Gebiet (a) die
ganze Ebene 0 << r << 0o ein, so daBl u, und u, nach (15a)
iberall gleich Null sind.

Von ¢t= — N1/2 an wird das Gebiet (2) von der Schirm-
Lkante aus radial mit ILichtgeschwindigkeit zuriickgedringt
und 1laBt im Innern des Kreises r=ct 4+ N1/2 Raum fir
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das Gebiet (b), in welchem sich u, F u,” aus (15b) bestimmt.
Von ¢t== 4 NA/2 an beginnt von der Schirmkante aus das
Gebiet (c) sich auszubrejten, nach auflen begrenzt durch
einen Kreis r =c¢t— NA/2, in dessen Innern sich u, F u,
aus (15¢) bestimmt. Von ct= + N2/2 an bildet (b) ein
Ringgebiet, wie in Fig. 4 gezeichnet.

Es tritt also an kleiner Stelle des Raumes eine Licht-
erregung auf, bevor nicht die zur Ausbreitung mit gewodhn-
licher Lichtgeschwindigkeit um die Schirmkanfe herum nétige
Zeit abgelaufen ist. _

Wie in § 6 gezeigt werden soll, 1dft sich u, im Gebiet (b)
suffassen als Uberlagerung der stationdren Erregung (18) des
§ 4 und eines Anklingungsvorganges, welcher sich aber nur
nahe dem &duBleren Rand r=ct + Ni/2 des Gebietes (b)
wesentlich bemerkbar macht. In denjenigen Teilen von (b),
welche mehr als etwa eine Wellenlinge 1 zentral vom &duBeren
Rand entfernt liegen, findet sich in § 6 die wirkliche Er-
regung u, nur wenig von der stationdren Erregung (11') ver-
schieden.

Abwechselnde Maxima und Minima der Lichterregung
konnen nur dort vorkommen, wo sich das Kreisgebiet (b} mit
dem Gebiet des ebenen Wellenzuges u, bzw. u,” iiberdeckt, wo also
Interferenz von u, bzw. 4, mit u, F u," zustande kommt (Fig. 5).
In diesen Uberdeckungsgebieten sind dann aber die Lagen
und Intensitétsverhdltnisse der hellen und dunklen Streifen
die gleichen wie im stationiren Fall des § 4, wenn wir von
dem erwihnten Anklingungsvorgang dicht am Rand r=ct+ N 1/2
zunichst absehen. Die in Fig. 4 fur den stationiren Fall
eingezeichnete Lage der Maxima und Minima gilt dann ohne
weiteres auch beim abgebrochenen Wellenzug fiir das Uber-
deckungsgebiet. Da der Schmnittpunkt der Riickfront von u,
r=—ct+NA/2 mit dem &#uBeren Rand r=rct+ N2A/2
des Ringgebietes (b) auf der Parabel

(16) z+r=N2
wandert, welche mit den Parabeln (14')

z+r= (— 5 + p) 4 helle Streifen
1) °
l z4r= (—- % + p) . dunkle Streifen
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konfokal ist, liegen innerhalb der Grenzparabel (16) gerade
die N hellen und die N dunklen Streifen der niedrigsten
Ordnungen (p=1,2,...N). D.h.

Ein abgebrochener ebener Wellenzug von N Pertoden ¢ibt
nur die N hellen und N dunklen Streifen der N niedrigsten
Ordnungen.

Aus der Bedingung, daB die Streifen (16’) nur zwischen
der Geradenz = — ¢t 4+ Ni/2und dem Kreisr = + ¢t +N4;2
auftreten, ergibt sich die Beobachtungsdauer ™ bzw. T des
pten hellen bzw. dunklen Streifens zu

IZ h A 5 ) X 1
(16) &P =2 (N4 3 =p) baw P=L(N4f-p).

Von diesen Zeiten ist aber, wie in § 6 abgeleitet wird,
etwa eine Wellenperiode 4/¢-1 als Anklingungsdauer in Ab-
zug zu bringen. Daher wird der letzte helle und dunkle Streifen
nicht mehr deutlich zum Vorschein kommen.

Im Kreisgebiet (¢) spielt sich ein zum Anklingungsvorgang
reziproker Abklingungsprozefi ab (§ 6).

§ 6. Abklingung und Anklingung.

Wir wollen nun ein Bild iber das allmihliche Abklingen
der Zylindererregung u, im Gebiet (c), Fig. 5, gewinnen,
wenn ein Wellenzug auf seiner Riickseite abgebrochen wird,
der vorher schon seit unendlich langer Zeit gewirkt hat, der
also aus oo vielen Wellen 1 besteht. Fithren wir in jedem
Punkt (r, @) der zy-Ebene eine neue Zeitnormierung
(17 ct'=ct—r—%
ein, so iberstreicht der Grenzkreis der beiden Gebiete (b)
und (¢) (15b,¢) den Punkt (r,¢) im Moment ¢ = 0. Fur
t' >0 liegt (r,p) dauernd im Gebiet ¢. Bei endlichem r
und ¢ und unendlichem N wird dann

ct—r—-%‘—=ct’, ct—r-{--‘?\;l

-

Nl_oo
2 _— .

=00, ct-+
Also wird aus (15¢), da ei=¥ = 4 11),

1) +'1, falls N eine grade Zahl. Ist .V ungrade, so ist im Fol-
genden durchweg das Vorzeichen von v, umzukehren, d. h. die Phase um
a zu verschieben, und in der Darstellung Figg. 7, 8 eine Drehung um =
vorzunehmen, ohne daB sich physikalisch etwas #ndert als die Normierung
der Zeitrechnung.
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(18) u,=—%e“‘”']/?l;' cos%f:”_‘t,
Vier
wihrend fir t" << 0 der stationdre Wert (117} gilt.
Wir beschrinken uns auf Gebiete v =) 247 cosy /2> n.
Dapn konnen wir statt (11°) (18) schreiben

a
P

de fir ¢ >0,

iket ikCt’+iB—n
(18) w,=-—L ¢ =t fir £ <0.
V"“'h‘]/mcoslg- ZVZVWcos%
@ V ket
) 1 .., a—io* . , e—iﬂ‘ \
18) = (= Levrern [ Zdo) 4+ (Cetvers [ 5 da).
8] 0

Das erste Glied der Summe (18’) ist identisch mit dem Aus-
druck (10), § 4, und hat in unserer Annaherung den Wert (13).
Das zweite Glied von (18) behandeln wir in dem Falle,

daB die obere Grenze 6 =} ket <t = J2kr cos y/2ist. Es
wird dann mit Benutzung von (13) aus (18")

i(kc¢’+?Tn) .3_,,.,/76_”
19) wy=—2 " 14 LT [ emicdgy -
2Vn1/2krcos% Va by

Um den Veilauf von u, zu veranschaulichen, wollen wir
die komplexe GroBe wu, in einer komplexen Ebene als Fahr-
strahl mit den Polarkoordinaten g und e darstellen. Bis zum
Zeitpunkt ¢ = 0 Jiuft dann nach (13) der Vektor (¢, w) auf
einem Kreis vom Radius 1: 2 y24rcosy/2 mit der kon-
stanten Winkelgeschwindigkeit dw/dc¢t ==k und erieicht im
Moment t' = 0 die Phase w =8xn/4 (Fig. 7). Fir t' >0
gilt (19); das darin vorkommende Integral

Viev
J= | e~iddo
J
ist aus der Fresnelschen Beugungstheorie bekannt. In einer
komplexen J-Ebene liuft J im Moment ¢’ = 0 vom Nullpunkt
aus, berithrt dort die positive reelle Achse von unten und

lduft dann auf einer Cornuschen Spirale um den asymptotischen
Punkt
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Vgl. Fig. 6. Inden Zeitpunktenkct’' = 0,1n7/2,27/2,87/2...
hat J abwechselnd horizontale und vertikale Tangenten in
den markierten Punkten der Fig. 6. Fir sehr kleine ]/k_citj
hat J die Entwicklung

J = Vﬁ? (1 — zlﬂ‘i + . )
Dann wird also

i(kcl’+?—'—l) .

¢ iket’ I

VL S ——— +l— e Yket (1 —..)
2V= Vzlrcos— Vzl»rcos%

- (V—"-elT—l- cht (1-— )
rr]/mcos%

(19)

Der u, darstellende Fahrstrahl geht also fir ¢ >0 in
horizontaler Richtung von der Phase w=:8n/4 aus fort;
vel. Fig. 7

Far g'roﬁe Vked (die aber immer noch kleln gegen
V2%~ cos /2 sein miissen, damit (19) benutzbar bleibt) wird
durch partielle Integration:

J= f ’“”da'—fe—””do-

Vwer
_V=im_emi*r (1-g it )

Daher wird

1 1 . 1
SN

(19) =5
* ]/kct'V‘Alcrcos%

8

3l

Der u, darstellende Yahrstrahl (o, w) miindet also fiir
groBe k¢ t’, von links oben kommend, in die positiv imaginire
Achse im Nullpunkt ein. Die Lage des Fahrstrahles (o, o)
zu den Zeiten

. 1 1 2
ket =—-T~', 0, —51—', ?n-
ist in Fig. 7 markiert. Mit wachsender Zeit # nimmt die
&mplitude von u, wegen (19”) nach Ablauf einiger Perioden
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Ist aber ]/W grof, ohne gleichzeitig klain gegen Vﬁﬁ cos p/2
zu sein, so berechnen wir u, direkt durch eine Entwicklung
von (18), und finden durch partielle Integration von (18) als

erstes -Glied fir groBe VYkct’ und groBe V2kr cosy/2
1 1

Vet Vﬂ';eos%-+———ket
V‘zkrcos%

(19™) u

=t
s 2g

Der Unterschied zwischen u, in den beiden Fillen, welche
(19) und (19"") zugrunde liegen, kommt erst bei groBem
kct zum Vorschein, wo die Amplitude von u, sowieso bereits
klein gegen die urspriingliche Amplitude des stationdren Falles
geworden ist; Fig. 7 stellt also die Abklingung auch in dem
(19’”") zugrunde liegenden Fall praktisch genau dar.

0 e ’ 3,
J—{Ebne L
0 ul 00 []
%
n
T

*
Fig. 6. Fig. 7. Fig. 8.

Es ist jetzt leicht, den Vorgang dei Anklingung in einem
Punkt (r, @) der zy-Ebene zu behandeln, wenn derselbe aus
dem Gebiet (a) in das Gebiet (b) eintritt [Gl. (15a, b)], Fig. 5.
Fithren wir die neue Zeitrechnung

ct’'=ct—r+ N2

ein, so iiberstreicht die duBlere Kreisbegrenzung des Gebietes (b)
den Punkt (r, p) im Moment ¢’ = 0. Fur ¢ < 0 ist in (r, ¢)
nach (15a) u,= 0. Far ¢ > 0 gilt (15b)

Vku'
e—id?

(20) us=—-;1‘—e”‘°"tfo,

Gy ¥y
——ﬁdo-, wo 7 =)2kr cos -
0

Das ist aber nichts anderes als das zweite Glied der Summe
(18"), nur mit entgegengesetztem Vorzeichen. Das erste Glied
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jener Summe stellte die stationire Erregung bei unendlich
langen Wellenziigen dar. Die Beschreibung des Anklingungs-
vorganges erhilt man also durch Subtraktion der Abklingung von
der stationdren Erregung. Die Darstellung der Abklingung in der
komplexen Ebene erhdlt man durch vektorielle Subtraktion des
Fahrstrahles u;(kct’) der Fig. 7 von einem Fahrstrahl, der
mit der Amplitude 1:2) 7 Y2k cos /2 und mit der kon-
stanten Winkelgeschwindigkeit dw/dt = k ¢ im Moment ¢ = 0
die Phase w = 8x/4 erreicht. In Fig. 8 ist diese Subtraktion
ausgefithrt; man erkennt, daB wu, bereits nach einer halben
Periode sich nicht mehr wesentlich von der stationéren Er-
regung unterscheidet.

§ 7. Photographische Gesamtwirkung einzelner und sukzessiver
‘Woellenziige.

Neben dem chronologischen Verlauf des Beugungsvorganges
interessiert uns die Integralwirkung des abgebrochenen Wellen-
zuges auf eine in den Beugungsraum gestellte photographische
Platte. Eine bestimmte Stelle der Platte wird, wie nach Fig. 5
erkennbar, ecst eine Zeitlang von den reinen ebenen Wellen u,
iiberstrichen. Dann kommt eine Zeit, wo dieselbe Stelle de:
Platte gleichzeitig von den ebenen u, und den Zylinderwellen
u, F u, tberstrichen, also mit hellen und dunklen Interferenz-
streifen belichtet wird; baw. eine Zeit, wo die Stelle der Platte
im Dunklen liegt. SchlieBlich bleibt die Stelle unter der
alleinigen Wirkung der Zylindererregung u, F u,’ zuriick. Ist N
eine nicht gar zu kleine ganze Zahl, so diufen wicr den An-
und Abklingungsvorgang des § 6, der sich nur etwa eine
Periode lang bemerkbar macht, auBler Betracht lassen und
fiir u, die Formeln des stationiiren Falles § 4 benatzen. Nennt
man 4, 4,, 4,, die Amplituden am Plattenpunkt (r, ) in
der ebenen, Zylinder- und Interferenzerregung, so ist nach
(5') (18) (14)

4,

]

1,

2 __ 1 1 B 1 2
(21) 47 = 4n2kr(cos /2 + cos 1///2) !

A = A 4+ A2 4 24, 4, cos [k(a- +r)— 34’_‘] :

Ist 7 die Verweilzeit im Interferenzlicht, so wird der photo-
graphische Gesamteindruck (vgl. Fig. 5)
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Tereai e (B upran, (<2

[
@) J="taran 24,4, c08[.] 1.

Daneben schreiben wir die photographische Wirkung (14),
welche wihrend eines Zeitintervalles N1/¢ bei stationdrer
Erregung hervorgebracht wird:

(23) =424 a4 24,4,c0s[..]- TP

Der Unterschied zwischen abgebrochenen und stationidren
Wellenziigen besteht also darin, daB das zu Streifen Anlaf
gebende Kosinusglied im ersten Fall den mit wachsender
Ordnung abnehmenden Faktor 7, im zweiten Fall statt dessen
den konstanten Faktor NA/c hat. An der Stelle des pten
hellen bzw. dunklen Streifens, wo der cos sein Extremum
+1 bzw. — 1 hat und = nach (16”) durch ‘tg‘) bzw. r;'?) ge-
geben ist, wird fiir '

J
Jy) = 4}(402 + AN+ (N —p+ 5244,

0“s?

TP T g )~ LN —p+ 24,4
TP =Tl 4 4y,
" { 70 =2 4 4,
6P =Tt 4 a3y + 224, 4,
{ 60 = M+ ay - T2u 4,4,

Es wird also der Gegensatz zwischen hellen und dunklen
Streifen bei kurzen Wellenziigen mehr verbleichen als bei
stationirer Wellenerregung, derart, dafl ein Zug von N Wellen
in hoherer als Nter Ordnung iiberhaupt keine Streifen mehr
abgibt.

Hat man statt des betrachteten isolierten Wellenzuges
eine Reihe sukzessiver Wellenziige von je N Perioden, die
aber in keiner Phasenbeziehung zueinander stehen, so laBt
sich durch eine einfache Wahrscheinlichkeitsbetrachtung zeigen,
daB zwar nicht in jedem Augenblick, wohl aber im Durch-
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schnitt iber viele Phasenwechsel die photographische Wir-
kung pro Zeitintervall Ni/c ebenfalls durch obige Formeln
wiedergegeben wird. Wechselt dagegen die Phase nicht immer
genau nach N Perioden, sondern mit einer gewissen Wahy-
scheinlichkeit einmal nach N,, ein andermal nach N,, Ng,. ..
Perioden, so findet man die durchschnittliche photographische
Wirkung pro Zeiteinheit durch Summierung der zua N = N,,
N = N,... gehorigen Ausdriicke, nachdem man s mit
passenden Wahrscheinlichkeitsfaktoren multipliziert hat. In
diesem Fall hort der Gegensatz zwischen hellen und dunklen
Streifen nicht in einer bestimmten Ordnung ganz auf,
sondern er verblat nur viel schneller mit wachsender
Ordnung, 2ls es bei stationirer Wellenerregung der Fall ist:
je héufiger die Phasenwechsel, desto flacher werden in einer
bestimmten Plattengegend die Intensititsmaxima, — eine
Erscheinung, die eine gewisse, aber nur ganz &uBlerliche?)
Analogie zu der Abflachung des nach Wellenlingen oder
Schwingungszahlen aufgetragenen Fourterspektrums von Wellen-
zigen mit Phasenwechseln hat.

Resultate.?)

1. Bei der Beugung eines ebenen Wellenzuges an der
Halbebene gelangt an keine Stelle des Raumes eine Licht-
erregung, bevor nicht die zm Ausbreitung mit normaler Licht-
geschwindigkeit um die Schirmkante herum ndétige Zeit ab-
gelaufen ist,

2. Besteht der Wellenzug aus N Wellen 1, so zeigt er
im Beugungsbild nur die N hellen und N dunklen Streifen
der N ersten Ordnungen. Die Beobachtungsdauer des hellen
hzw. dunklen Streifens pter Ordnung ist

(16) W =2W_-p4+y baw. @=2W_p1y,

nimmt also mit wachsender Ordnung p linear gegen Null ab.

1) Der fehlende innere Zusammenhang geht schon daraus hervor,
daB das beobachtete Beugungsbild iiberall die gleiche Farbe 4 hat, withrend
das Fourierspektrum in seinen verschiedenen Teilen verschiedene Fre-
quenzen besitzt. '

2) Eine kurze Ablcitung dieser Resultate fiir den Spezialfall senk-
rechter Inzidenz, bei der die mathematischen Ergebnisse der vorliegenden
Untersuchung ohne Beweis mitgeteilt werden, findet sich bei A. Landé,
Uber ein Paradoxon der Optik, Physik. Zeitschr. 16. p. 201. 1915.
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8. Die Streifen stellen sich nicht plétzlich in ihver vollen
Intensitatsstirke her und verloschen nicht plotzlich, sondern
durchlaufen einen Anklingungs- bzw. einen Abklingungszustand.
Jedoch ist sowohl die An- wie die Abklingung innerhalb von
ein bis zwei Lichtperioden in groBer Anndherung abgeschlossen.

4. Ist also N eine nicht allza kleine ganze Zahl, so haben
die hellen und dunklen Streifen fast wihrend der ganzen Zeit
(16"") ihres Auftretens die gleiche zeitlich konstante Intensitit
und Schitfe, wie im Falle stationdrer Wellenervegung wihrend
der ganzen unendlichen Zeit (keine Streifenverbreiterung durch
Verkiirzung des Wellenzuges).

5. Die photographische Gesamtwirkung einer Wellen-
erregung mit Phasenwechseln zeigt dagegen eine bei ver-
mehrter Hiaufigkeit der Phasenwechsel zunehmende Verwischung
der Maxima und Minima, eine Erscheinung, die mit wachsender
Beobachtungsordnung an Stérke zunimmt.

Cholm, September 1915.

(Eingegangen 22. September 1915.)

Aunnalen der Physik. IV. Folge. 48. 35





