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Ab- und Anklingung. - Q 7. 

Jn einer kurzlich erschienenen Mitteilung: ,,Uberein Para- 
doxon der Optik" ') wurde die Beugung endlicher Lichtwellen- 
zuge von verschiedenen physikalischen Gesichtspunkten &us 
behandelt, dabei aber die mathematische Losung des Beugungs- 
problems ohne Beweis vorausgesetzt. Im folgenden sol1 der 
mathematische Teil der Untexuchung, die nach den Sommer-  
f eldschen Methoden durchgefiihrte exakte Losung der Licht- 
beugung endlicher Wellenziige an einer spiegelnden Halbebene 
mi tget eilt wer d en. 

9 1. Sommerfelde allgemeine Losung. 

Ein ebener Wellenzug komme UI spriinglich aus Rich- 
tung der positiven x-Achse her ; seine Wellenebenen seien 
die Ebenen x = const. Der beugende Schirm sei eine einfache 
Halbebene, mit dei z-Achse sls Kante. bus Symmetne- 
griinden bleiben dann alle Vorgange von der e-Koordinate 
unabhangig, und unsere Betrachtungen bewegen sich n u  in 
der xy-Ebene. Die Schirmkaiite dmchsetzt die sy-Ebene im 
Nullpunkt, die Spur des Schirmes schlieBe mit der Einfalls- 
richtung x den Winkel ~ = v '  ein (Fig. 1). Damit der ebene 
Wellenzug nicht schon im Anfangszustand mit dem Schirm 
kollidiert, darf 9' nur zwischen n l 2  und S n / 2  liegen. Es 

1) k Landb, Physik. Zeitschr. 16. p. 201. 1915. 
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1st bequem, dem Winkel cp' einen noch engeren Spielraum 
7 I  (1) - < < 2 n  2 

zu geben, eine physilralisch bedeutungslose Einschrankung. 
Gesucht wird der raumzeitliche Verlsuf der Lichterregung U 
ir. Aufpnnkten P mit den Polarlioordiiisten r und e, 

(1 '> O<cp<2n O < r < x ; .  

Xu1 Abkiirzung fiihren wii. ein 

( 9 )  ly = y-- cp' yj' = q2 + y' , 
so dafi wegea (1) (1') 

3 2') - It < ?p < 2 9l = 7 < $ < 3 ; 1 .  2 

1)er Halbstrahl p = n +I$, d. h. 
y = n moge die S'chatlengrenze, der Halb- 
strahl e, = n - e,', d. h. y' = z moge 
die Reflexionspenze heiDen. Der Halb- 
stiahl cp = 0 bildet die Lichtseite, e, = 2n 
die Schatteiueitc: des Schirmes. 

Dutch Schirm. Schatten- und Re- 
flexionsgrenze wird die x y-Ebene in die 
drei Gebiete (I) Reflexionsraum, (11) un- 

beschatteter Raum, (111) Schattenrsum geteilt. IXe Werte 
von ly, y', cos y/2, cos 9'12 in den drei Gebieten I, 11, I11 
sind in folgender Tabelle zusammongefafit : 

9- 2r 
7 c Schrrrn 

Fig. 1. 

Ill 
'p- 27-+ 

7!slwlle 1 .  
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Wir schreiben nun Sommerfelds Liisunq des Beugungs- 
problems sofort hin fur einen beliebigen ebenen Impuls von 
endlicher Breite, der, aus dem Unendlichen z = 00 kommend, 
suf eine vollkommen spiegelnde Halbebene q~ = 0 fallt. Sie 
heiBt in komplexer Darstellung, von der man durch Bildung 
des ImaginarteiZes zur wirklichen Lichterregung gelangt l) : 

U = u ti, wobei 

Dark  soll f (5) in komplexer Darstellung fiir reelle Argu- 
mente 5 den ankommenden Impuls DOT- der Reugung dar- 
6 tellen. 

In unserem Fall eines Zuges von N Sinuswellen ist daher: 

Der Imaginarteil von f ( r  + c t )  = f (r cos y + c t )  stellt 
also den bei Abwesenheit des Schirmes ungestorten, in der 
- z-Richtung fort,schreitenden, aus N Peiioden der Wellen- 
lange il bestehenden ebenen Wellenzug dar. Dabei ist die 
Zeit t so normiert, daB fiir t = 0 gerade die Halfte des Wellen- 
zuges, namlich N / 2  Wellen, den vullpunkt x = 0 = y (die 
Schirmkante) bereits iiberstrichen hatk, wenn der Schirm 
kemen storenden EinfluB auf die Ausbreitung des Wellen- 
zuges ausiibte. 

Die Inkpationswege W ,  und W ,  in (3) sind nach Sommer-  
feld in der komplexen a-Ebene so zu fiihren, wie Fig. 2 zeigt: 
auf zwei beiderseitig ins Unendliche auslaufenden Schlingens), 

1) A. Sommerfe ld ,  Theoretisches iiber die Bequng der Riintgen- 
stmhlen, Zeitschr. f. Math. u. Phye. 46. p. 25 GI. (10). 1901. 

2) Die komplexc Funktion f (5 )  hat  also auf der reellen Achse der 
5-Ebene h i  5 = f N 1 unstetige Ableitungen. Wieso die &sung (3) 
trotzdem sls stetige Liisung der Wellengleichung A U - V / c t  = 0 be- 
t rache t  werden daIf, vgl. Sommerfe ld  1. c. 

3) Nehmen wii an, daB f ( 5 )  nuch fiir kompkze Argumente 5 \vie 
in (3') die Form e W  bzw. 0 besit.zt, SO i R t  dadurch noch unbestimmt, wo 
die Grenze zwischen den lieiden Formen iin Komplexen verliiuft.. Diese 
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wolohe die Geraden (G) und ( H )  iu: a = q ~ : r r + i b  ( - m < b < + a )  
I asy mp to t isch ber uhren . 
: n  

I Von dem doppelten Vorzeichen in (3) ‘ :  
- - -;- - 9:2? - -1 ist das obeie (-) bzw. das untere (+) zu 

nehmen, je nachdem unter dem Imaginarteil 
von U die Komponente C L g .  oder @norm. 

bzw. Q,,,. oder @tang. der elektromagne- 
tischen Vektoren Q und 5, verstanden 
wird (vgl. 0 3). 

a - y - 7  amr--- 

Fig. 2. 

3 2. Identiaohe Umformung. 

Zum Zwecke der spateren Diskussion nehmen wir jetzt 
mit der Sommerfeldschen Losung (3) eine identische Um- 
formung vor. Zunachst fiihren wir statt a eine neue Variable 
8 = a -  rp ein und erhalten mit Hilfe der Abkurzungen (2) 
aus (3) 

(4) d B  .V’ + ( . u’ = u(q’). - ,-.- f’(t cos /!3 + c t) 

w, w; 1-6 

u - - J  1 
rln 

2 

Die Integrationswege W ,  und W2 liegen jetzt in der 
8-Ebene zwischen den Asymptoten 

p = f TZ + i b (- 03 < b < + 03). 

Nun1) verzerren wir, unter Beriicksichtigung des auf der 
reellen Achse liegenden Poles, p = - y von u (bzw. p = - y’ 

von u’) die Wege W ,  und W2  so, daB f durch- 
weg ein Teelles Armwent  1’ cos 8 + c t erhalt, !ui wodurch f nach (3‘) erst einen bestimmten 
Sinn bekommt. Das wird erreicht, wenn 

der reellen Achse verschmelzen und im ubrigen 
gegen die Asymptoten G und H anschmiegen 
(Fig. 3). Man hat nun zwei Falle zu unter- 
scheiden : 

1 
I wir W ,  mit TV, liings des Stuckes 

--’J--- - - + . r + l  

- -n<p<+n 

Fig. 3. 

Unbestimmtheit wird uns aber nicht storen, wenn air die Schlingen in 
der a-Ebene 80 verzerren, daB f nur tee& Argumente r cos (9 - a) + c t 
erhiilt. 

1 )  A. Sommerfeld, 1. c. 
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Reflerionnraum I 

A) Liegt der Pol = - y des Integranden (4) auperhaib 
des reellen Stuckes - z < < n, d. h. ist lyl > n! so heben 
sich die entgegengesetxt gefuhrten Integrationen langs der 
reellen Achse gegenseitig auf, uiid es bleiben nur die vier senk- 
rechten Integrationsstucke iibrig. Das Integral (4) langs dieser 
Stucke l&Bt sich schreiben als 1nt)egtal uber das Iinke obere 
Stuck, nanilich 

&9= - z f i m  
f'(r cos p + c 1) ___ 1 - . ;--p 

(5) u = ?I = - ' 4 i s r  lS . y ' + - i  { sin7- sin-- 
2 @=-I 

B) Liegt aber der Pol /? = - y des Integranden (4) inner- 
halb des reellen Stiickes -n < p < +n, d. h. ist lyl < n, 
so bleibt beim Verschmelzen der Wege W ,  und W 2  eine Um- 
laufung des Pols p = --y ubrig (vgl. Fig. 3). Die Inte- 
gration uber diese Umlaufungskurve ist aber nach dem Cauchy-  
schen Satze sofort rtuszufiihren, falls f (0 auch noch in der 
Umgebung der reellen Achse der C-Ebene die Form (3') hat 
(auBer an den Punkten 5 = f Ni l ) .  Man erhalt als Residuum 
an der Stelle p = --y 

des ist, beim Ubergang zum Imaginarteil, ein &us N Perioden il 
bestehender Sinuswellenzug. 

Man hat also nach (5 )  (5') 
u = us, falls I ?+ 1 > n ,  
u =  us +%J, 9 ,  IY  I < n .  

Ihher schlieI3lich nsch Tab. 1 im 
li = (24, + u,) r (?I,' + UJ * ry ' C O S T  > 0 ,  cos- 

I1 I; = (71. + uo) U#' 

I; = 11* 7 u,' 

2 

COST * > 0, cos- v' 
P 

II, u/ cos-<  0, cos- 
2 2 

> 0. 

4 0. 

< 0 .  
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In (6 )  geht die Integrationsvariable 

I ,4 von - n big - il + im, also 
(7) c09P ,- - 1 77 - 

[ - i cos - B ,; 

I cosp 

o ,, + 03 (positiv reell). 2 

Xach (3') ist aber f (7 cos B + e t )  nur danp von Kull 
@ + f), wenn au6er f7) gleich- verschieden und gleich e (+ 

seitig 

f AT I 

- -- - c t / 7 *  und 

r c o s p  + c t liegt zwischen - '2 und + 7, also 
2 - 

A- 1 
2 J. 9 )  

1 

~ - 
s 1. 

7 ,, r/ + + c t  - r / 2 T  uud r /  I - i cos- 
1 

._____ I 
+ c t -  r / 2 r .  I/- = 2 

Die in (5) angeschriebenen Integrationsgremen sind daher 
durch (7) (7') zu ersetzen. Wir formen nun (5) weiter urn. 
Es ist 

7L = 

mit den durch (7) (7') bestimmten Integrationsgrenzen. 
Durcth Einfiihrung dor Abkursungen 

(g) d = - if% C O S T ,  P r = f i % t c o S ~ ,  7' = hr(1 +'coSw) 

wird ~ U B  (8) mit den Grenzen (7) (7') 
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wobei nach (7) (7') 
. -  

falls diese Wurzel reell, 

r + T) , falls diese Wurzel reell? 

2 

11- r( 

andernfalls c1 = 0: 

I andernfalls o2 = 0.  
Die endghltige Losung U setzt sich nach (6) aus (5') und 

ng = 1/ R-(c t - 

(9) zusammen, worin u,'= u, (y'), q,'= uo (y') clefiniert war. 

5 3. Qrenabedingungen nnd Eindeutigkeit. 

Dal3 unsere Losung (6) wirklich den Beugungsvorgang 
,eines aus dem Unendlichen kommenden, N Perioden der 
Wellenhge A = 2 n J k  enthaltenden ebenen Wellenzuges an 
einer spiegelnden Halbebcne beschreibt, geht erst aus den jetzt 
zu diskutierenden Grenz- und Anfangsbedingungen fur U hervor. 

,, ,, Schattenseite Q, = 2n, ,, y = 4n - y' I d y  = und - dy'. 
auf der Lichtseite 

Also wird nach (5) und (5') auf beiden Schirmseiten 

A) Auf dem Schirm ist 

Q, = 0, also ly = - y' 

a u; 
acp acp acp acp 

=-- a%' und a U. uo = uo' und u, = u~', a.3 - - - - 
(differentiiert bei konstantem T ) .  

Bei Annahme des oberen bzw. unteren Vorzeichens in (6) 
wird also auf dem Schirm U = 0 bzw. a Ulap, = 0. 

Durch das obere Vorzeichen (-) erffdt also U die be- 
kannten Grenzbedingungen der Elektrodynamjk am voll- 
kommenen Spiegel, wenn unter U die zur Schirmkante tan- 
gentialen bzw. normalen Komponenten Etang. oder der 
Vektoren 0. und 8 verstanden werden. Entsprechend Enom. 
oder @tsng. bei Annahme des unteren Vorzeichens (+). 

B) Ferner untersuchen wir U in einem Zeitpunkt (- T), 
welcher so weit zuriickliegt gegen die Zeit t = 0, daB zur 
Zeit - T bei ungestorter Ausbreitung des Wellenzuges u,, 
(5') seine Front noch nicht die Schirmkante erreicht hat, 
d. h. wir nehmen 
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Uann wird fur jedes 0 < r < M die obere und untere Intee- 
gra tionsgrenze 

0- c 1 / A  (- c2’-  T + -- 
- 2 

in (9) imaginar, so daB der Integrationsbereich fur u auf Null 
zusammenschrumpft und u, = 0 wird; desgleichen auch u~’. 
Dit im Reflexionsraum I 32’2 < y’ < n , also cosy’ < 0, wird 
r cos y - c T < - N 1 / 2 ,  so daB nach (5 ’ )  u,,’ = 
f (r  cos y’ - c 2‘) verschmindet. Es bleibt also in allen drei 
Crebieten I, 11, 111 nnch (6) nur iibrig 

0 tr = u 

als Anfangsbedinguwg zur Zeit c t = - c T < - N 4 2  fur jedes r. 
Der Anfangszustand des Imaginarteiles von U stellt also wirk- 
lich einen aus N Perioden der Wellenlange A = 2 n / k  be- 
stehenden ebenen Wellenzug dar, der bei den Argumenten 
f N1/2 von u,, stetig in den Wert Null ubergeht, dort aber 
unstetige Ableitungen besitzt. 

C) Endlich untersuchen wir U wghrend des ganzen Zeit- 
intervslls - c T < c t < + c T auf der Peripherie eines Kreises 
urn die Schirmliante vom Radius r = R ,  wobei 

NA NA 
c T > - R > + c I + und, wie oben, 

2 

scin soll. Dann wirtl die obere und die untere Integration+ 
grenze 

n = 1 / k ( c 6 - B R T )  11‘1 

in (9) wlhrend des ganzen Zeitintervalles - c 1’ < c t < + c T 
imaginlr, also us und us‘ beide gleich Null. Daher bleibt im 
Gebiet I bzw. in I1 und 111 nach (6) nur iibrig 

U =  U,,F z+,’ bzw. U =  UO 

als Randbedingung auf 

NA - -. *’< - - c T < c t < c T < + - ; i - .  
2 
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Der Beweis der Eindeutigkeit der Losung lnit den Grenz-, 
Bnfangs- und Randbedhgungen A B C wird analog den1 
S ommerf eld schenEindeutigkeitsbeweis beimRechteckimpulsl) 
gefiihr t . 

8 4. Grensfall unendlich langer Wellensuge. 

Die Diskussion unserer Losung (6) (5’) (8) beginnen wir 
mit der Betxachtung eines aus Wellen bestehenden Zuges 
des Breite N - 1, dessen Mitte zur Zeit t = 0 die Schirm- 
kante ubedreicht, und gehen aur Grenze lim N = 00 uber. 
Dam wird in (8) wegen (7’) die untere Integrationsgrenze 

fiir jedes endliche r und t irna.g%ir, ist also wegen (7) durch 0 
zu erseteen. Die obere Grenze 

N F  
c t  - r + / / 2 r  

wird reel1 posibiv 00. Deher wird &US (8) 

1) A. Sommerfeld,  1. c. 
Annalen der Phyaik. IV. Folge. 4s. 34 
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Bei Einfuhrung ron  (8') wird darnus wegen 

Dabei ist als untere Integrationsgrenze f-; = CG genoiiiiiien, 
weil u, nur dann verschwindet, wenn in (8) die obere 
und untere Integationsgrenze Null ist, d. 11. iiach (7) (7'), 
wenn 

in unserem Grenzfall also, wenn T =  cr; ist. Wegen 

j1 /- -i=-- ' 
I/-i 

wird also schlie8lich 

r = a. c o s y ,  2 ' u8 = e ik (rcos l / '+Ct )  --'.. J e - " ' d r  und aus (5') mit (10) 1/x ;; 
z = Vakscos t,,/? 

I 

-a 

wobei jetzt fur uo nicht inehr die in (5') angegebene Beschrain- 
kung gilt. Daher wird, unter Beriicksichtigung des in (6) 
sngegebenen Vorzeichens \-on cos y ! 2  und cos y ' / 2 .  
nach (6) in1 
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I) Reflexionsraum 

(1 1') I 
I 
I 
I 

v21is co3 , i 1. !r COB v' + c 1)  se F-- v -  t n  
--Do 

Unbeschatteten Raum 

- rz 4 

y'j I! 

- d T . 

,i k (r eos Sp' + c t j  
- 

- cm 

(- s e  - 
1/2kr c o s y ' / ~ !  

r' d T) V - i n  7 

,iL (v cog y + c t )  VaLr con tp, 2 ,iK(rcoa$+ c t )  
(1 1') { 

- w  $ e - " ' J r ~  vrZG- 
Yakr ~ O S  qp'/ a . J e - " ' d r .  

- w  

I 
I 
111) Schattenraum 

VakrfAsy12 
- i z ' d z  , ik(r.cosyi + ct) 

VTG cos p ' ,  2 
, i L ( r c o a y ' + c t )  - i z? 

- J  -00 

- l e  d r .  T 

Es lafit sich also U in allen drei Gebieten durch den 
yleichen Ausdruck (11') darstellen, der ubrigens ubereinstimmt 
init der S om m e r f e 1 d schen Losung der Schwingungsgleichung 
A U + k2U = 0 fur den stationaren Fell eines beiderseitb 
unendlich langen Wellenzuges. ') Von den Folgerungen, die 

- O D  
y z  I 

1)  A Sommerfeld,  Mathemetische Theorie der Diffraktion, Math. 
Ann. 47. p. 359. GI. (6). 

34 
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Sommerfeld aus seiner Losung zieht, fiihren \vir an, ditB 
sich us in (11) nach dei reziproken unteren Integralgrenze 
rlurcli yart,iello Integcation semikonvergent entaickeln l%Bt zu 

- a  i I; 7 eosfy  a 
i 1. ( r  cos 11) + e t )  e 

2 

- I 
vz7c 2.i v/2kr w 

1st  

z i r  COS’? > n n ,  
und lassen wir in der Reihenentwicklung nlle Glieder auBer 
den1 ersten fort, so machen wir einen relativen 

2 

da sich von der Reihe nachweisen liiBt, daW jedes Gliecl 
absolut pol3er nls die Summe aller folgenden Gliedw ist. Nit 
dem Fehlei E ,  der bei wachssndem n kleiner wird, ist dann 

i13) 
- 1 e i I ; ( c t - r )  

I,= -- solange 
V - i n  2 i  1/2Lr COB’ - I ’  

2 

Iler Giiltigkeitsbereich von (13) ist also die ganze s y-Ebenr, 
init AusschluB des Innern einer Parabel, welche die Schatten- 
grenze (COS p = 0 ,  y = 0 bei negativem s [Fig. 11) um- 
schlieflt, die Schirmkante z = y = 0 zum Brennpunkt hrkt 
iind den Parameter n(1/2)  besitat. 

Die Erregung us besteht also, wegen des Exponenteii 
1: k (c t - r )  , ails Kreiswellen bzw. bei Hinzunahme der z-KO- 
ordinate, &us Zylinderwellen, welche von der Schirmkante 
radial mit Lichtgeschwindigkeit forteilen. Die wirkliche Jicht- 
erregung ist nach (6) 

111) im Schattenraum eine Uberlagerung der Imaginal.- 
teile der beiden Zylinderwellen u, und us’, deren Intensitat, 
wegen des in (13) auftretenden Nenners cos y / Z  und cos y ’ / 2 ,  
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ron der Schirmriickseite bis zur Schattengrenze monoton zu- 
nimmt, wiihrend zugleich der Fehler (12') mit zunehmender 
Annaherung an die Schattengrenze grijBer wird. Im 

11) unbeschatteten Raum werden nach (6 )  die Kreiswellen 
9, 

I) Reflezionmaum noch u,,' tritt. 
Im Gebiet I1 entsteht durch Intcrferenz der ebenen mit 

den Zylinderwellen ein System von heZZen und dunkkn Streifen, 
namlich dort, wo die Summe 

u,' uberlagert von der ebenen Welle u,, zu der im 

also auch ihr fur die reale Lichtelregung maBgebender Inia- 
ginarteil maximale und minimale Amplitude besit.zt ; bringt, 
man u, 7 u,' + u, auf die Form e ikc t  - A * e i d :  so erhalt man 
fur die -4mplitude A den Ausdruck 

1 a 

+2[ . . . . ]  - 
1)ieser hat Ext,remalwerte auf den Parabeln 

3 n  
4 

k ( z + r )  - -= n - z  

oder anders geschrieben 

( n = O ,  7 1, T2, ...) 

(14') 2 k r   COB^? = n I 2 

und zwar Malcima fur gerades n ,  Minima fur ungerades n .  
Diese Parabeln sind mit den Parabeln (13') koaxial und kon- 
folial. 

Auf den Parabeln (14') liegen ubrigens die Schnittpunkte 
der Iireise 

r = ( q C T ) %  3 1  ( 9 - 0 ,  I, 2, ...) 



auf denen us (13) die Phasen q - n + k c t hat, mit den Geraden 
I " ' p ' y  ( p - 0 ,  f l ,  * 2 , . . . )  

nuf denen u, die Phasen p - rt + k c t hat. Einige dieser Kreise 
iind Geraden sind in Fig. 4 ausgezogen, ebenso Stiicke der 
Yarabeln (14'), welche ihre Lage zu allen Zeiten beihe- 
halten. 

Fig. 4. 

Im S'ckattenraunt treten nach (6 )  L i n e  Interferenzen von 
t i ,  7 u,' mit u, auf. 

Alle diese Ergebnisse tler Sommerfeldschen Unter- 
suchung werden hier angefuhrt, damit wir die Verhiiltnisse 
bei endlich breiten Wellenzugen mit denen bei unendlichen 
v-crgleichen konnen. 

$ 5. Chronologirrche lohilderung der Beugung einee endliohen 
Wellenaugee. 

]lit dieser Beugungserscheinung im stationiiren Grenzfall 
vergleichen wir jetzt, die Erscheinungen bei einem endlichen 
ebenen Welleneug (6) (5') (9). Je nachdem die Grenzen 0, a, in 
(9) (9') reell ausfallen oder imaginiir werden und daher durch 0 
zu er.set.sen sind, hat, man die drei Fglle x u  unterscheiden: 
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NA 
2 

c t - r <  --. 
1)ann wird sowohl o1 wie o2 in (9) imaginiir; beide sind 

also durch 0 zu ersetzen. Daher wird 

N A N A -- < c t - - r <  + T .  
2 

N A c t - r >  f,. 
Pann sind beide Chenzen ul und u2 reell, also 

e = V/C/K(et - c + S1/2 )  

7 l  2 s L72 e - i o z  + 22 do, I us=  - - e i k ( c t - r ) ~ = .  1 - 
a = v k ( c l -  r - N1: 3) 

( l 5 I  

falls c t  - r > N A .  

Die Gebiete (a) und (b) (vgl. Fig. 5 )  stoSen in der Grenz- 
linie r = c t + N1/2 ausammen, die Gebiete (b) und (c) in 
der Grenslinie r = c t --Ni2/2. 

Die beiden Grenzlinien sind Kreise, deren Peripherien 
mit Lichtgeschwindigkeit c von der Schirmkante radial fort- 
eilen. 

Mit Hilfe der Gleichungen (6) und (15a, b, c)  konnen 
wir nun den witlichen Ablauf des Beugungsvorganges voll- 
stiindig beschreiben (Fig. 5). 

In einem wei t zuriickliegenden Zei tmomeii t 
c t <  - x a  1) 

2 

haben mir nur den einfallenden ebenen Wellensug u, (5’). 
Dieser schiebt sich mit der Geschwindigkeit c in Richtung 
._ . - ___ - 

1) mer die Xormierung von t vgl. f 1. 
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der negativen x-Achse (Fig. 1) gegen die Schirmliante .2: = y = 0, 
r = 0 zu, ohne daD in den ubrigen Partien der xy-Ebene der 
anfangliche Ruhexustand gestort wird. Im Moment, 

.Lv I c t = - -  
2 

erreicht der ehene Wellensug illit seiner Front die Scliirni- 
kante (im Moment c t = + N 1 / 2  ware ev gerade uber die 
Schirmkante hinweggegangen, wenn keine Stiirung eintrlte). 
Der Wellenzug u, wird nun, von c 1 = - $7212 an, durch die 
Schattengrenxe (cos y / 2  = 0, y = 0 bei negativem x) in 
zwei Teile zerschnitten. Der eine Teil wandert zur Linken 
der Schattengrenze ungestort fort (Fig. 5 ) ,  des andere Teil 

Fig. 5. 

wird voni Schirm vernichtet. Statt seiner tritt weiterhiii 
der ,,reflektierte" ebene Wellenzug ur0 auf. AuBerdeln be- 
ginnt aber im Moment c t = - N1/2 radial von der Schirm- 
kante aus der WeIIenxug us u,' auszugehen, den man als 
Kreisimpuls baw. bei Hinsunahme der z-Koordinate als Zyliader- 
in tpds  bezeichnen kann. Die Lage der drei Gebiete (15 a, by c) 
hangt namlich von der Zeit ab: 

N A N 1 A- 1 a) ~ t + - ~ - < r < o o ,  b) c t - - - - < ~ < c t + ~ ,  2 

N 1 c) O < r < c t - - - - .  2 

Solange c t < - N1/2 ist, iiimnit das Gebiet (ti) die 
ganze Ebene 0 < r < co ein, so doD 11, und us' mch (15a) 
iiberall gleich Xu11 sind. 

Von c t = - N A / 2  an wird das Gebiet (a) \"on der Schirni- 
kante aus radial mit Lichtgesch~~indigkeit zuruckgedringt 
iind larjt im Innern des Kreiws T = c f  + N1,/2 Raum fiir 
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clas Gebiet (b), in welchem sich us F 16; aus (15b) bestimmt. 
Von c t == + N A l 2  an heginnt von der Schirmkante aus das 
Gebiet (c) sich auszubreiten, nach suBen begrenzt durch 
einen Kreis r = c t - Ni2 /2 ,  in dessen Innern sich u, F u,‘ 
aus (15c) bestimmt. Von c t = + N R / 2  ari bildet (b) ein 
Ringgebiet, wie in Fig. 4 gexeichnet,. 

Es tritt also an kleiner Stelle des Raumes eine Licht- 
erregung auf, bevor nicht die zur Ausbreitung mit gewohn- 
licher Lichtgeschwindigkeit um die Schirmkante herum niitige 
Zeit a bgelaufen is t. 

Wie in Q 6 gezeigt werden soll, liiflt, sich us im Gebiet (b) 
suffassen sls Uberlagerung der statiomiren Erreyung (1 3) des 
3 4 und eines Anklingungsvorganges, welcher sich aber nur 
nahe dem iiuBeren Rand r =  c t + N A / 2  des Gebietes (b) 
wesentlich bemerkbar macht. In denjenigen Teilen von (b), 
welche mehr als etwa eine Wellenlange 3, zentral vom iiufieren 
Rand entiernt liegen, findet sich in $ 6 die wirkliche Er- 
regung us nur menig von der stationiiren Erregung (11’) ver- 
schieden. 

Abwechselnde Maxima und Minima der Lichterregung 
kiinnen nur dort vorkommen, wo sich das Kreisgebiet (b) mit. 
clem Gebiet des ebenen Wellenzuges u, bzw. u,’ iiberdeckt, wo also 
Interferenz von u, bzw. u,,’ mit us u,I zustande kommt (Fig.5). 
In diesen Uberdeckungsgebieten sind dann aber die Lager] 
und Intensitiitsverhaltnisse der hellen und dunklen Streifen 
die gleichen wie im stationaren Fall des 9 4, wenn wir von 
dem erwahnten Anklingungsvorgang dicht am R,and r = ct+  N3,,’2 
zunachst absehen. Die in Fig. 4 fur den stationaren Fall 
eingezeichnete Lage der Maxima und Minima gilt dann ohne 
weiteres auch beim abgebrochenen Wellenzug fur das Uber- 
deckungsgebiet. Da der Schnittpunkt der Riickfront von u, 
x = - c t + N A / 2  mit dem auBeren Rand r = c t + N3.12 
des R.inggebietes (b) auf der Parabel 

(1 6) x + r = N l  

wandert, welche mit den Parabeln (14’) 
5 r + T = (- 

1 2 + r = (- 
+ p )  I helle Streifen 

+ p )  I& dunkle Streifen 
( p  = 1, 2, . . .) 

1 (16’) 



konfokal ist,, liegen innerhalb der Cfrenzparabel (16) gerlttle 
die N hellen und die N dunklen Streifen der niedrigsten 
Ordnungen ( p  = 1, 2, . . . N ) .  I). h. 

Ein abgebrochener ebener Wellenzug Ton N Perwden gi.bt 
nur die N hellen und N dunklen  Streifen der N niedrigsten 
Ordnungen. 

Sus der Bedingung, daS die Streifen (16') nur zwischen 
der Geraden x = - c t + N A / 2  und dem Kreis r = + c t +N1/S 
auftret.en, ergibt sich die Beobachtungsdauer ~ $ 1  bzw. t(p1 des 
pten hellen bzw. dunklen Streifens zu 

(1 6") #') = - 1 (N+ 8 - p )  5 bzw. d ? = L ( N +  8 - p ) .  1 
p c  C 

Von diesen Zeiten ist aber, wie in 9 6 abgeleitet. wird, 
et'wa eine Wellenperiode I l c  * 1 als Anklingungsdauer in Ab- 
zug zu bringen. Daher wird der letzte helle und dunkle Streifen 
nicht mehr deutlich zum Vorschein kommen. 

Im Kreisgebiet (c) spielt sich ein zum Anklingungsvorgang 
resiproker Abklingungsprozep ab (3 6).  

8 6. Abklingung und Anklingung. 

Wir wollen nun ein Bild uber das allmiihliche Abklingeu 
der Zylindererregung u,, im Gebiet (c), Fig. 5,  gewinnen, 
wenn ein Wellenzug auf seiner Riickseite abgebrochen wird, 
der vorher schon seit unendlich 1a.nger Zeit gewirkt hat, der 
also aus 00 vielen Wellen 1 besteht,. Fuhren wir in jedeni 
Punkt ( r ,  'p) der sy-Ebene eine neue Zeitnormierung 

NL c t ' =  c t -  r - - 
ein, so uberstmicht der Grenzkreis der beiden Gebieta (b)  
nnd (c) (15 by c) den Punkt ( r ,  'p) im Moment t' = 0. Fiir 
1' > 0 liegt ( r ,  'p) dauernd im Gebiet c .  Bei endlichem r 
und t und unendlichem N wird dann 

(17) 2 

3- 1 X l  N 1 c t -  r f-- = OC), Y 2 2 c t -  r - - = c t ' ,  c t +  - = CO. 

Also wird aus (15c), da e i z N  = + 1 I), 

1) f . 1 ,  falls N eine grade Zahl. 1st A- ungrade, so ist in1 Fol- 
genden durchweg das Vorzeichen von u, umzukehren, d. h. die Phase uiii 

n zu verschieben, und in der Darstellung Figg. 7, 8 eine Drehung um n 
vorzunehmen, ohne daO sich physikalisch etwas iindert als die Normierung 
tler Zeitrechnung. 
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wahrend fur t’ < 0 der stationare Wert (11‘) gilt. 

1)ann konnen wir st.at,t (11’) (18) schreiben 
Wir beschriinken uns auf Gebiete z = 1/% cos W / 2  > n. 

3 
i k c  t‘ + i 3 

4 
fiir t’ < 0 .  - 1  , i k c t ’  e (13) us = -- - =- 

2 

I 1  0 

llas erste Glied der Summe (18’) ist identisch mit dem Aus- 
druck (lo), $4, und hat in unserer Annaherung den Wert (13). 

nas  xzueite Glied von (18’) behandeln wir in dem Falle, 
da% die obere Grenze u = v< r = 1/ 2 k r cos y/2 ist. Es 
wird dann mit Benutzung von (13) aus (18’) 

-- 

Uni den Veilauf yon u, zu veranschaulichen, w d e n  wir 
die komplexe GroBe u, in einer komplexen Ebene als Frthr- 
strahl mit den Polarkoordinaten e und o darstellen. Bis Zuni 
Zeitpunkt t’ = 0 lauft dann nach (13) der Vektor ( e ,  o) auf 
einem Kreis vom Radius 1 : 2 I/n 1/ 2 R r cos y / 2  mit der kon- 
stanten Winkelgeschwindigkeit d cold c.t -- k und erreicht ini 
Moment t’ = 0 die Phase o = 3n/4 (Fig. 7). Fiir t’ > 0 
gilt (19); das c h i n  vorkommende Integral 

-~ 

ist aus der Fresnelschen Beugungstheorie bekannt. In einer 
komplexen J-Ebene lauft. J imMoment t’ = 0 vom Nullpunkt 
aus, beruhrt dort die positive reelle Achse von unten und 
lauft dann auf einer Cornuschen Spirale um den asymptotischen 
Punkt V L X  ~ . r f  

== - e - ’ T .  
2 2 
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Ygl.Fig. 6. IndenZeitpunktenlict '  = O,ln/2,2n/2,3n/2 ... 
hat J abwechselnd horizontale und vert,ikale Tangenten in 
den markierten Punkten der Fig. fi. Fur sehr kZeine fzt' 
hat J die Entwicklung 

.kc t '  -- 
J =  l n c t t ( 1  - z 3  + ... 

h n n  wird d s o  

Der us darstellende Fshrstrahl geht also fiir t' > 0 in 
horizontaler Richtung von der Phase w = 3n/4 ails fort; 
vgl. Fig. '7. 

Fur grope VRcf  (die aber imnier noch klein gegen 
f2z cos 9 / 2  sein mussen, damit (19) beniitzhar bleibt) wird 
11 urch part ielle Integration : 

Daher w i d  

1)er u, daistellende k'ahrstrahl ( e ,  w )  miindet also fiir 
groBe k c t', von links oben kommencl, in die positiv imaginare 
Achse im Nullpunkt ein. TXe I ~ g e  des Fuhrstrahles (p: w )  
zu den Zeiteii 

1Z I n  271 A c t '  = - - 2 9 0 ,  2' 7 

ist in Fig. 7 marltiert. Mit wachsender Zeit t' ninirnt die 
;5mplitude von us wegen (19") nach Ablauf einiger Perioden 
proportional I / l k  c t' a\). 

. 
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1st aber fkct’ gros, ohne gleichzeitig Irlsin gegen f%krcos  4 2  
zu sein, so berechnen wir us direkt durch eine Entwicklung 
von (18), nnd finden durch psrtielle Integration von (18) als 
erstes Glied fiir groBe und groBe V 2 k r  cos y1.2 

i l  1 
U d  = - * - I k c 1’ (1 9”‘) 

2 n  vm v x ;  + - 
y/’Lkr c o e W  2 

Der Unterschied zwischen us in den beiden Fallen, welche 
(19”) und (19”’) zugrunde liegen, kommt erst bei groBem 
k c t’ zum Voischein, wo die Amplitude von u, sowieso bereits 
klein gegen die urspriingliche Amplitude des ststionarm Falles 
geworden ist; Fig. 7 stellt also die Abklinpng such in dem 
(19’”) zugrunde liegenden Fall praktisch genau dar. 

Fig. 6. Fig.. 7. Fig. 8. 

Es ist jetzt leicht, den Vorgang dei Anklingung in einem 
Punkt ( r ,  cp) der zy-Ebene zu behandeln, wenn derselbe aus 
dem Gebiet (a) in das Gebiet (b )  eintritt [Gl. (158, b)], Fig. 5. 
Fuhren wir die neue Zeitrechnung 

c t ” = c t - r  + N 1  

ein, so uberstreicht die SiuBere Kreisbegrenzung des Gebietes (b) 
den Punkt ( r ,  cp) im Moment t” = 0. Fiir t” < 0 ist in ( r ,  9) 
nach (15a) u, = 0. Fiir t” > 0 gilt (15b) 

Vkel‘ 

0 

Das ist aber nichts anderes als rles zweite Glied der Summe 
(1 8’)$ nur mit entgegengesetztem Vorzeichen. Das erste Glied 
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jener Sumnie stellte die stationare Erregung bei unendlich 
langen Wellenzugen dar. Die Beschreibung des Anklingungs- 
vorganges erhdt man also durch Subtraktion der Abklingung von 
der stalioniiren Erregung. Die Darst,ellung der Abklingung in der 
komplexen Ebene erhalt man durch vektorielle Subtraktion deu 
Fahrstrahles u,(k c t') der Fig. 7 von einem Fahrst,rahl, der 
mit der Amplitude 1 : 2f i  V2kr cos , y / 2  und niit der kon- 
stanten Winkelgeschwindigkeit d o j d  t = k c im Moment t"= 0 
die Phase w = 3n/4 erreicht. In Fig. 8 ist diese Subtraktion 
ausgefuhrt; man erkennt, dal3 u, bereits nach einer halben 
Periode sich nicht mehr wesent,lich von der stationaren Er- 
regung unterscheidet. 

9 7. Photographisohe Ctesamtwirkung einzelner und sukzeeeiver 
Wellenzuge. 

Neben dem chronologischen Verlauf des Beugungsvorganges 
interessiert uns die Integralwirkung des nbgebrochenen Wellen- 
auges auf eine in den Beugungsraum gestellte photographische 
Platte. Eine bestimmte Stelle der P1att.e wild, wie nach Fig. 5 
erkennbar, erst eine Zeitlaq von den reinen ebenen Wellen uo 
iiberstrichen. Dann kommt eine Zeit, wo dieselbe Stelle dei 
Platte gZeichxeitig von den ebenen u, und den Zylinderwellen 
u, 'f u,' uberstrichen, also mit hellen und dunklen Interferenz- 
streifen belichtet wird; bzw. eine Zeit, wo die Stelle der Platt,e 
im l3unklen liegt. SchlieSlich bleibt die Stelle unter der 
alleinigen Wirkung der Zylindererregung u, u,' zuruck. 1st hT 
eine nicht gar zu kleine ganze Za.111, so diiifen wit den An- 
und Abklingungsvorgttng des Q 6,  der sich nur et.wa e h e  
Periode lang bemerkbar macht, aul3er Betracht lassen und 
fur u, die Formeln des stationken F d e s  4 benutzen. Nennt. 
man A,, A,, A,, die Amplit.uden an1 Plabtenpnnkt ( r ,  sp) in 
der ebenen, Zylinder- nnd Interferenzerregung , s9 ist nach 
(5') (18) (14) 

AO2 = 1, 

1st T die Verweilzeit, im Intcrferenzlicht, so wird der photo- 
graphische Gesamt,eindruck (@. Fig. 5) 
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J = S * A , , ~ +  ( T - r ) ( A o z + A : ) ,  (T <?) 
AT 1 

(22) J =  - ( d  o z  + A,a) + 2 A, A, cos [. . .] T . 
C 

Daneben schreiben wir die photographische Whkung (14): 
welche wahrend eines Zeitintervalles NAlc  bei shtioniirer 
Erregung hervorgebracht wkd: 

s 1. x i  G = -- (A,’ + Aa2) + 2 A, A, cos [. . .] * - * (23) C 

Der Unterschied zwischen abgebrochenen und stationaren 
Wellenzugen besteht also darin, daS das zu Streifen -4nlal3 
gebende Kosinusglied im ersten Fall den mit wachsender 
Ordnung abnehmenden Faktor r, im zweiten Fell statt dessen 
den konstanten Fektor N l l c  hat. An der Stelle des pten 
hellen bzw. dunklen Streifens, wo der cos sein Extremum 
+ 1 bzw. - 1 hat und 7 nach (16”) durch 7;) bzw. 7;) ge- 
geben ist, wird fur 

Es d r d  also der Gegensatz zwischen hellen und dunlilen 
Streifen bei kurzen Wellenaugen mehr verbleichen als bci 
stationarer Wellenerregung, derart, da8 ein Zug von N Wellen 
in hoherer als Nt,er Ordnung uberhaapt keine Streifen mehr 
abgibt. 

Hat man statt des betrachteten isolierten Wellenzuges 
eine Reihe snkzessiver Wellenzuge von je N Petioden, die 
aber in keiner Phasenbeziehung zueinander stehen, so l&St 
sich dmch eiue einfache Wahrscheinlichkeitsbetrachtung zeigen, 
cleB zwar nicht in jedem Augenblick, wohl aber im D u d -  



schnitt uber viele Phasenwechsel die photographische Wir- 
Lung pro Zeitintervall N l l c  ebenfalls durch obige Formeln 
wiedergegeben wird. Wechselt dagegen die Phase nicht immer 
genau nach N Perioden, sondern mit einer gewissen Wahr- 
scheinlichkeit einmal nach N , ,  ein andermal nach N , ,  N , ,  . . . 
Peiioden, so findet man die dtwchschnittliche photographische 
Wirkung pro Zeiteinheit durch Sumnzierung der zu N = N , ,  
X = N ,  . . . gehorigen Ausdrucke, nachdem man sie mit 
passenden Wahrscheinlichkeitsfaktoren multipliziert hat. In 
diesem Fall hort der Gegensatz zwischen hellen und dunlrlen 
Streifen iiicht in einer bestimmten Ordnung ganz auf, 
qondern cr verblafit nur vie1 schneller mit, wachsender 
Ordnung, als es bei stationgrer U’ellenerregung der Fall ist : 
je hiiufiger die Phasenwechsel, desto flacher werden in einer 
bestimrnten Plattengegend die Intensitatsmaxima, - eine 
Erscheinung, die eine gewisse, aber nur ganz Bufierliche I) 

-1nalogie zu der hbflachung des nach U’ellenliingen oder 
Schwingungszahlen aufgetragenen Fourierspr.ktrunts von Wellen- 
zugen mit Phasenwechsdn hat. 

Resultate.*) 

1.  Bei der Beugung eines ebenen Wellenzuges an der 
Halbebene gelangt an keine Stelle des Raumes eine Licht- 
erregung, bevor nicht die zm Ausbreitung mit normaler Licht- 
geschwindigkeit um die Schirmkante herum nijtige Xeit ab- 
gelaufen ist. 

2. Resteht der Rellenzug aus N Welleri 2, so zeigt er 
im Heugungsbild riur die N hellen und N dunklen Streifen 
der N ersten Ordnungen. Die Beobachtungsdauer des hellen 
hzw. dunklen Streifens ptcr Ordnung j s t  

nimmt, also mit wachsender Ordnung p linear gegen Xu11 nb. 

1) Der fehlende innere Zusammenhang geht schon daraus Iiervor, 
dill3 das beobachtete Beugungsbild iiberall die gleiche Forbe I. hat, wiihrend 
das Fourierspektrum in seinen verwhiedenen Teilen veischiedene Fre- 
quenzen besitzt. 

2) Eine kurze Ablcitung dieser Resultate fur den Spezialfall senk- 
rechter Inzidenz, bei der die mathomatischen Ergebnisse der vorliegenden 
Untersuchung o h m  Beweis mitgeteilt werden, findet sich bei A. Land&, 
Uber ein Parndoxon der Optik, Physik. Zeitschr. 16. p. 201. 1916. 
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3. Die Streifen stellen sich nicht plotzlich in ihrer vollen 
Intensitatsstarke her und verloschen nicht plotzlich, sondern 
durchlaufen einen Anklingwngs- bzw. einen Abklingungszustand. 
Jedoch ist sowohl die An- wie die Abklingung innerhalb von 
ein bis zwei Lichtperioden in groI3er Annaherung abgeschlossen. 

4. 1st also N eine nicht allzu kleine ganze Zahl, so haben 
die hellen und dunklen stleifen fast wkhrend der ganzen !hit, 
(16") ihres Auftretens die gleiche zeitlich konstante Intensitat 
und Schar fe, wie im Falle statjonarer Wellenercegung wahrencl 
dei ganzen unendlichen Zeit (keine Slreifenverbreiterung dtirch 
Ver kurzung des Wellenzuges). 

5. Die photographische Gesamtwirkung einer Wellen- 
erregung mit Phasenmechseln zeigt dagegen eine bei ver- 
mehrter Haiufigkeit der Phasenwechsel zunehmende Verwischung 
der Maxima und Minima. eine Erscheinung, die mit wachsender 
Beohachtungsordnung an StLrke zunimmt. 

C'holni, September 1915. 

(Eingegangen 22. September 1915.) 

Aooalen der PLpslL. IV. Folge. 46. 




