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5. D i e  Gesetxe d e r  Nolekularstrornung 
urn& d e r  6nnePen Reibungsstromun y der Gase  

durcii  Rohren;  
v o n  M a r t i n  E n u d s e n .  

1 Einleitung. 

Fur die Stromung der Gase durch lange, enge Rohren 
ist es! wie bekannt, miiglich, Po i s seu i l l e s  Gesetz zu ver- 
wenden, wenn die mittlere Weglange der Gasmolekule im 
Vergleich mit dem Durchmesser der Rohre verschwindend 
klein ist. Aus den Versuchen, welche K u n d t  und Warburg l )  
und spater Warburg2)  ausgefuhrt haben, geht hervor, daB 
Po i s seu i l l e s  Qesetz nicht mit voller Genauigkeit gilt, wenn 
die Rohre so eng ist, daB die mittlere Weglange der Gas- 
molekiile im Vergleich mit dem Durchmesser der Rohre nicht 
als verschwindend klein betrachtet werden kann. Die Ab- 
weichungen vom Gesetze gaben AnlaB zur Uberfuhrung der 
Begriffe von auBerer Reibung und Gleitung auf die Bewegung 
eines Gases langs einer festen Wand ; die Gleitungserscheinung 
ist aber doch nicht so eingehend untersucht worden, daB diese 
Untersuchungen zu vie1 mehr als zu Korrektionen gefuhrt 
hahen, wenn man aus Striimungsversuchen oder Versuchen 
mit schwingenden Platten den Koeffizienten der inneren Rei- 
bung berechnete. Der einzige, der soviel mir bekannt, in 
bezug auf die Striimung von Gasen durch sehr enge Kanale 
entscheidende Versuche ausgefuhrt hat, ist C. C h r i ~ t i a n s e n ~ ) ,  
welcher zeigte, daB Po i s seu i l l e s  Gesetz, fur die Stromung 
zwischen parallelen Wanden modifiziert , seine Giiltigkeit ver- 
liert, wenn der Abstand der Wande sehr klein gemacht wird. 
Chr i s t i ansen  wies auBerdem nach, daB das Gesetz fir die 
Stromung dann mit G r a h a m s  Gesetz fur die Diffusion von 
Gasen durch Korper wie kiinstlichen Graphit stimmt, indem 

1) A. K u n d t  u. E. Warburg, Pogg. Ann. 166. p.337, 525. 1875. 
2) E. Warburg ,  Pogg. Ann. 169. p. 399. 1876. 
3) C. Chr i s t ianeen ,  Wied. Ann. 41. p. 565. 1890. 
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es sich zeigte, daB die Volumina von verschiedenen Gasen, 
die in gleich langen Zeiten zwischen den Wanden passieren, 
sich umgekehrt wie die Quadratwurzel vom spezifischen Oe- 
wicht der Gase verhalten. Aus seinen Versuchen zieht 
Chr i s t i ansen  den SchluB, da8 die Atmolyse durch porose 
Korper wesentlich als eine rein mechanische Erscheinung zu 
deuten ist, daS es einen kontinuierlichen Ubergang von Tran- 
spiration zur Diffusion gibt und daS gemischte Gase sich teil- 
weise scheiden, wenn sie durch recht enge Spalten oder Rohren 
stromen. 

Es sol1 nun meine Aufgabe sein, zu finden, wie die atmo- 
lytische oder molekulare Stromung von den Dimensionen der 
Rohre und den physikalischen Eigenschaften der Gase ab- 
hangt, ferner die Gesetze zu finden fur den Ubergang von 
der Strijmung, wo die innere Reibung vorherrschend ist 
(Poisseui l les  Gesetz), zur molekularen Stromung. 

2. Zusammenfassung der Resultate. 

Als Resultat der Untersuchungen kann hervorgehoben 
werden, daS man bei Stromung durch einen Kanal, dessen 
Weite oder Breite im Vergleich mit der Lange des Kanales 
und mit der mittleren Weglange der Gasmolekiile verschwin- 
dend klein ist, eine molekulare Stromung hat ,  fur welche 
folgendes Gesetz gilt: 

Hier bedeutet Qt die in der Zeiteinheit durchstromende 
Gasmenge, durch das Produkt von Volumen und Druck bei 
der Temperatur der Rohrenwande gemessen, das spezifische 
Gewicht des Gases bei dem Druck 1 Dyn/cm2 und bei der 
Temperatur der RGhre. Die Stromung geht vom Druck p ,  
bis zum Druck p ,  vor sich. Absolute Einheiten werden be- 
nutzt. Die GroBe W (der Widerstand des Stromungskanales) 
hangt allein von den Dimensionen der Rohre ab und kann so 
ausgedriickt werden 

L 
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wo L die Lange der Rohre ist; o ist der Umkreis und A das 
Areal eines Normalschnittes in der Entfernung I vom einen 
Ende des Kanales. Dieser Ausdruck des Widerstandes gilt fur 
zylindrische Rohren mit beliebiger Querschnittsform und kann 
unter gewissen Voraussetzungen auch bei anderen Rohren- 
formen verwendet werden. Auf eine zylindrische Rshre mit 
kreisformigem Querschnitt mit Radius R verwendet, gibt diese 

3 L  w=-- 
41/% RS 

Formel, indern 

ist. 

Wo a der Ausdehnungskoeffizient des Gases und go das spezi- 
fische Gewicht des Gases bei O o  und 1 Dyn/cmZ ist. 

Das Gesetz ist durch eine einfache theoretische Betrach- 
tung gefunden, die von Maxwells  Geschwindigkeitsverteilungs- 
gesetz samt einer Theorie von der Wechselwirkung zwischen 
Gasmolekulen und einer festen Wand ausgeht. Diese neue 
Theorie, die im folgenden begriindet werden sol1 und vielleicht 
fur kunftige Untersuchungen von Bedeutung werden wird, sagt, 
dab ein Gasmolekiil, wenn es eine feste Wand trifft, in einer 
Richtung zuruckfliegt, die vollstandig unabhangig von der Rich- 
tung ist, in welcher es sich der Wand nahert, samt daB eine groBe 
Anzahl von Molekulen, wenn sie ein Flachenelement einer festen 
Wand treffen, nach dem fiir die Ausstrahlung gluhender fester 
Korper bekannten Cos - Gesetz wieder herausgesendet werden. 

Das theoretisch gefundeiie Gesetz fur die Gasmenge, die 
durch eine Rohre hindurchstromt, ist durch Versuche mit 
kreisformigen zylindrischen Rohren vollkommen bestatigt worden. 
Bei den Versuchen wurde die mittlere Weglange der Molekiile 
von GriiBen ca. 225mal so klein bis zu GroBen ca. 6000mal so 
groB als der Radius der Rohre variiert. 

Man sieht, daB das gefundene Gesetz fur die molekulare 
Stromung ein ganz anderes als Po i s seu i l l e s  Gesetz ist. So 
ergibt es beim niedrigsten mittleren Druck, bei welchem Mes- 
sungen vorgenommen sind, fur Kohlensaure einen etwa 50 000mal 
groBeren Wert fur die durchstromende Gasmenge, a13 man 
durch Verwendung von Po i s seu i l l e s  Gesetz ohne Gleitungs- 
korrektion finden wiirde. 
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1st die mittlere Weglange der Gasmolekule im Vergleich 
mit dem Verhaltnis zwischen dem Areal und dem Umkreis 
des Querschnittes der Rohre nicht sehr grog oder sehr klein, 
gilt ein komplizierteres Gesetz, das sowohl Po i s seu i l l e s  Gesetz 
wie das Gesetz fur die molekulare Strijmung in sich einschliegt. 
Es sol1 gezeigt werden, daS die durchstromende Gasmenge, wenn 
bei kreisforlnigen Rohren durch Steigeruug des Druckes die 
mittlere Weglange verkleinert wird, fur einen gegebenen Druckfall 
abnimmt bis zu einem Minimum, welches fur jedes Gas und jede 
Rohre erreicht wird, wenn die mittlere WeglHnge 5,Omal so gro6 
als der Rohrenradius geworden ist. Die durchstromende Gas- 
menge ist fur die rein molekulare Stromung 5 Proz. groRer als 
fur dieses Minimum. Bei weiterer Steigerung des Druckes 
nimmt die durchstromende Gasmenge wieder zu. Es zeigt 
sich, da6, wenn die Stromung beim mittleren Druck p Dyn/cm2 
vor sich geht, fiir jeden Wert von p mit hinlanglicher An- 
naherung folgende allgemeine Formel fur kreisfirmige zylin- 
drische Rohren gilt, indem man absolute Einheiten benutzt: 

wo a der Poisseui l lesche Ausdruck 

ist, worin 77 den Koeffizient cler inneren Reibung bei der gegen- 
wlirtigen Temperatur, b den Koeffizient der molekularen Stro- 

4 1 R3 mung bedeuten. 
b = -p----, 

V& L 

Man wird sehen, daB die ausgefuhrten Versuche nebenbei 
eine experimentelle Bestatigung, und zwar so weit ich sehen 
kann , die einzige des Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes 
Maxwells  und meiner oben angefuhrten Theorie von der 
Wechselwirkung zwischen Luftmolekulen und einer festen Wand 
abgeben. Die Messungen beweisen die Brauchbarkeit von 
Me Leods  Manometer, sowie die Gultiglreit von Mar io t t e s  
und G a y - L u s s a c s  Gesetzen bei niedrigen Drucken. Es kann 
bemerkt werden, daB die molekulare Stromung zur Bestim- 
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mung sehr kleiner Druckunterschiede brauehbar ist (z. B. der 
Dampfdruck des Quecksilbers und anderer Korper bei njedrigen 
Temperaturen), und wird auch uber Dissoziationserscheinungen 
Aufschliisse geben konnen. 

3. Die MeBapparate und ihre Anwendung. 

Fur  die Stromungsversuche wurden ausschliefllich enge 
Glasrohren benutzt, deren Dimensionen rnit ziemlich groBer 
Oenauigkeit bestimmt werden konnten. Zwei Glasbehalter, 
in welchen die Drucke, jeder fur sich, durch Mc Leods  Gauge 
bestimmt werden konnten, wurden mit der zu untersuchenden 
Rohre miteinander verbunden. Besteht ein Druckunterschied 
in den beiden Behaltern, so stromt das Gas durch die Ver- 
bindungsrohre hindurch, und man hat dann nur zu messen, 
wie sich der Unterschied des Druckes waihrend der Strornung 
verandert, urn daraus zu berechnen, wieviel Gas in einer 
gewissen Zeit bei einem gegebenen konstanten Unlerschied 
des Druckes durch die Rohre hindurchstromen wurde , wenn 
das Volumen jeden Behalters bekannt ist. 

Es wurde zunaehst ein Apparat benutzt, worauf die 
StrijmungsrBhre durch Kautschukschlauche und Quecksilber- 
verschliisse angebracht werden konnte. Es zeigte sich, daB 
diese Verbindung nicht dicht genug war, und da der Apparat 
mit mehreren Hahnen versehen war, die auch Undichtigkeit 
veranlassen konnten , wurde ein neuer Apparat konstruiert, 
welcher nur mit einem Hahn versehen war, und dessen Dif- 
fusionsrohre durch Anblasung befestigt wurde. 

Da ich nie etwas davon gehort hatte, daB Mc L e o d s  
Gauge zu genauen Druckbestimmungen verwendet worden ist, 
und da aus der Literatur hervorgeht, daB M a r i o t t e s  Qesetz 
bei kleinen Drucken seine Giiltigkeit verliert , hatte ich nicht 
mehr, als eine ziemlich grobe Annaherung an die gesuchte 
GesetzmaBigkeit der Stromung des Gases bei niedrigen Drucken 
zu finden erwartet. Im Laufe der Arbeit zeigte es sich in- 
dessen, daB der Gaugeapparat sehr wohl zu genauen Bestim- 
mungen benutzt werden kann, indem die Messungen nicht die 
geringste Andeutung von Abweichungen von Mar io t t c s  Go- 
setz gaben, weder fur Wasserstoff, noch Sauerstoff, noch Kohlen- 
saure bis zu einem Druck von l/lOOOOmm, dem niedrigsten, 
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mit der Genauigkeit von einigen Prozent im Apparate me8- 
baren Drucke. Es findet sich auch nicht die geringste An- 
deutung von Unsicherheit wegen etwaiger Gaskondensation 
am Glase. Die Fehler meiner Gaugemessungen ruhren haupt- 
sachlich von der Unsicherheit der Kapillardepression des Queck- 
silbers in der engen Gaugerohre und von Unreinheiten der 
Gase her. Da ich nur allmahlich dariiber klar wurde, dab 
der Gaugeapparat genaue Druckbestimmungen gestattete, habe 
ich bei den Versuchen mit dem ersten Apparat und bei den 
ersten Versuchen mit dem zweiten Apparat nicht vie1 Gewicht 
darauf gelegt, die Temperaturen der Stromungsrohre oder der 
Gasbehalter konstant zu halten, und kleinere Fehler konnen 
auch dadurch entstanden sein, da6 das Volumen der beiden 
Behalter wahrend den ersten Versuchen nicht genau unver- 
andert gehalten wurde. 

Eine Reihe von Bestimmungen, die mit dem ersten 
Apparat rnit Rohren von verschiedener Lange und verschie- 
denem Radius und rnit verschiedenen Gasen bei ungleichen 
Temperaturen unternommen wurden, ergaben eine so gute 
Ubereinstimmung mit dem theoretisch aufgestellten Gesetze, 
da6 die Abweichungen durch Beobachtungsfehler erklart werden 
konnten. Da die Beobachtungen mit dem zweiten Apparat 
mit etwas gro6erer Genauigkeit gemacht werden konnten, und 
da der Apparat dazu eingerichtet war, weit groBere Urucke 
zu messen als der erate Apparat, sol1 dessen Einrichtung nicht 
naher beschrieben werden. Die mitgeteilten Versuchsresultate 
sind, rnit Ausnahme der Versuche uber den EinfluB der Tem- 
peratur auf die molekulare Stromung, mit dem zweiten Apparat 
gewonnen. 

Die Fig. 1 zeigt eine schematische DarsteIlung des Me& 
apparates. Die Glasbehalter und V, waren jeder mit seiner 
Gauge G, und GB verbunden. Die zu untersuchende Rohre 
wurde dem Apparate bei a, und a2 angeblasen. Die Rohren 
9, , g2, g3 und ga waren uber einen Barometerstand lang und 
durch Kautschukschlauche mit QueckdberbeKal tern verbunden, 
die gehoben und gesenkt werden konnten. In  den obersten 
Teil dieser vier Rohren waren Luftfallen eingeblasen. Durch 
Hebung des mit g, in Verbindung stehenden Quecksilber- 
behalters kann der gmze Apparat von der Pumpe abgesperrt 



MvEekularstrGmung und innere Reibungsstromung der Gase. 81 

werden. Durch Hebung des mit g3 in Verbindung stehenden 
Quecksilberbehalters, so daB das Quecksilber bis a, und a2 
steigt, kann man jede Gasstromung von einer Seite des Apparates 
zur anderen unterbrechen. Wird das Quecksilber etwas ge- 
senkt, kann man durch die 
Stromungsrijhre allein Ver- 
bindung herbeischaffen, und 
wird es noch mehr gesenkt, 
so daB es nicht in die beiden 
Zweige der U .formigen Rohre 
hinaufreicht, in die der obere 
Teil yon g, sich fortsetzt, so 
kann man die beiden Seiten 
des Apparates in direkte Ver- 
bindung miteinander bringen. 
Alle Verbindungsrohren des 
Apparates waren zusammen- 
geblasen und hatten uberall 
10- 12 mm lichte Weite. 

Das Volumen jedes der 
Behalter und Pz war ca. 
500 ccm und das Volumen 
jedes Gaugebehalters ca. 
400ccm. I n  5 und V, wurde 
etwas Phosphorsaureanhydrid 
eingebracht , worauf diese 
Behalter durch Schliff und 

,- - m e  I 
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Fig. 1. 

Quecksilberdichtung verschlossen wurden. Die Steigrohren und 
die Kapillarrohren der Gaugen waren mit eingeatzter Zenti- 
meterskala versehen, die beiden Zweige der U-formigen €%hre 
ebenso. 

Vor der Zusammenblasung des ganzen Apparates wurde 
das Volumen der Gaugenbehalter und die Einteilung der Gaugen- 
rohren bestimmt. Jede der Gaugenrohren war aus drei Stucken 
zusammengesetzt, wovon jedes ca. 15 cm lang war. Das oberste 
Stuck hatte eine lichte Weite von ca. 0,s mm, das mittlere 
ca. 2 mm und das nnterste ca. 5 mm. Diese Abstufung der 
Gaugenrohren sollte es ermoglichen, mittels der Gauge ziem- 
lich grof3e Drucke (bis 5 mm Quecksilberdruck) und ziemlich 
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kleine Drucke ohne zu groBe Veranderung der prozentischen 
Genauigkeit zu messen. 

Nach der Zusammenstellung des Apparates und dem Auf- 
fullen von Phosphorsaureanhydrid und Quecksilber wurden 
die Volumina der beiden Seiten fiir sich durch Messung der 
Steigerung des Druckes bestimmt, die das Auffiullen einer be- 
kannten Luftmenge hervorbrachte. Das Volumen des Be- 
halters mit Gauge und Rohre ergab sich zu 942,O em2, 
das des Behalters 7, rnit Gauge und Rohre zu 1019,O ccm. 

Nachdem der Apparat luftleer gepumpt war, wurden die 
Korrektionen bestimmt, die von dem Umstande, daS die Null- 
punkte der zusammengehorigen Einteilungen nicht in gleicher 
Hiihe angebracht waren, sowie von der Kapillardepression des 
Quecksilbers in den Gaugenrohren herriihrten. 

Die drei Gase Wasserstoff, Sauerstoff und Kohlensaure 
wurden untersucht. Der Wasserstoff wurde in K i p p s  Apparat 
aus Zink und verdiinnter Schwefelsaure entwickelt. Fur  die 
Kohlensaure wurde gleichfalls ein Kipp  scher Apparat mit 
Marmor und verdiinnter Salzsaure benutzt. Der Sauerstoff 
wurde einem kauflichen Behalter mit komprimiertem Sauer- 
stoff entnommen. Der Sauerstoff und der Wasserstoff wurden 
mit konzentrierter Schwefelsaure und in U-Rohren rnit Phos- 
phorsaureanhydrid getrocknet. Die Kohlensaure wurde durch 
Wasser geleitet und dann auf dieselbe Weise wie die anderen 
Luftarten getrocknet. 

Fu r  das Auspumpen des Apparates wurde eine Gaedesche 
Pumpe benutzt. 

Die Stromungsrijhre war wiihrend der Versuche in einem 
Wasserbad angebracht, das durch elektrische Aufwarmung um 
3--4O warmer als der ubrige Apparat gehalten wurde, urn 
zu verhindern, daB sich Quecksilbertropfen in der Rohre ver- 
dichteten und die Stromung der Luft teilweise versperrten. 

Eine Reihe von Versuchen wurde auf folgende Weise 
ausgefuhrt. Die zu untersuchende Luftart wurde durch den 
Hahn H in den Apparat hineigebracht. Es  wurde zur Pumpe 
abgesperrt und der Stand des Quecksilbers in den beiden 
Zweigen der Rohe U. dann abgelesen, indem gleichzeitig ein 
Sekundenzahler in Gang gesetzt ward. Dadurch wurde der 
Unterschied des Druckes p1  - pa bestimmt. Wenn der Druck- 
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unterschied durch die Stromung des Gases durch die Rohre bis 
auf die Ealfte oder ein Drittel des urspriinglichen Wertes ge- 
sunken war, wurde der Druckunterschied wieder bestimmt, 
indem gleichzeitig die Zeit aufgezeichnet ward. Dann wurde 
das Quecksilber in der RShre U, gesenkt, so dab die beiden 
Seiten des Apparates in direkte Verbindung miteinander ge- 
bracht und der Druckunterschied ausgeglichen wurde. Der 
mittlere Druck p im- Apparate, so wie er wahrend des Ver- 
suches gewesen , wurde dann dadurch bestimmt, daS man 
mit einem Katbetometer den Stand des Quecksilbers in den 
beiden Zweigen der Rohre U, ablas, nachdem die Pumpe so 
lange gearbeitet hatte, daB der Raum zwischen dern Queck- 
silber in Uz und der Pumpe als luftleer betrachtet werden 
konnte. Die Temperatur der Stromungsrohre wurde mit samt 
dem Stand eines Thermometers abgelesen, welcher auf dem 
Apparate selbst aufgehangt war, damit man wissen kbnne, 
bei welcher Temperatur die Druckmessungen vorgenommcn sind. 

Obgleich die Stromung des Gases durch die Rohre nicht 
wahrend der ganzen Zeit eines Versuches stationar ist, kann 
sie doch in jedem einzelnen Zeitelement als stationar be- 
trachtet werden, da die Luftmenge, die in kurzer Zeit durch 
die Rohre hindurchstromt , keine merkbare Veranderung des 
Druckunterschiedes p ,  - p ,  erzeugt. 

Vorausgesetzt, dal3 die durch das Produkt Q von Volumen 
und Druck gemessene Gasmenge, die im Zeitelement d t  bei 
stationarer Stromung durch die Robre passiert , dem Druck- 
unterschied p1 - pa proportional ist, kann man 

setzen, indem - d ( p ,  7,) die Luftmenge bezeichnet, die von 
einer Seite des Apparates verschwindet, und d ( p ,  T2) die Luft- 
menge, die in die anderc Seite hineinkommt. Man hat also 

Q d r  T b ,  - Pa) d r = - d (PI P,) = d (P, 7 2 )  
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A log nat (p, - p2) bezeichnet die Differenz zwischen den 
riaturlichen Logarithmen von zwei Druckunterschieden , die 
in dem Zeitintervall von z Sekunden gemessen sind. T be- 
zeichnet die durch das Produkt von Volumen und Druck ge- 
messene Gasmenge, die in einer Sekunde vom Druckunter- 
schied 1 durch die Rijhre getrieben wird. Die Druckeinheit 
ist hier eine beliebige, wenn nur dieselbe Einheit bei der Be- 
stimmung des Druckunterschiedes wie bei der Angabe von T 
benutzt wird. 

Die Voraussetzung, daB die in einem Zeitelement durch- 
striimende Gasmenge dem treibenden Druckunterschied pro- 
portianal ist , ist nach der theoretischen Untersuchung 
voraussetzlich kaum ganz richtig, was sich dadurch zu er- 
kennen gabe, daB man verschiedene Werte von T finden 
wiirde, wenn man in obenstehende Gleichung eine Reihe ver- 
schiedener, wghrend derselben Stromungsversuche bestimmter 
Druckunterschiede einsetzen sollte. Von solchen Reihen sind 
viele bei den verschiedensten mittleren Drucken ausgefiihrt 
worden; die gefundenen Verschiedenheiten von T in jeder 
einzelnen Reihe sind aber nicht groBer und gesetzma0iger 
gewesen, als daB sie durch die Beobachtungsfehler erklart 
und jedenfalls gedeckt werden konnen. 

Alle mittleren Drucke, groBer als 5mm Quecksilber, so- 
wie deren Druckunterschiede wurden in der erwahnten Weise 
ohne Benutzung der Gaugen bestimmt. E'iir alle Drucke, 
unter 5 mm Quecksilber, wurden die Gaugep benutzt, durch 
welche die Gro0en von p ,  und p ,  selbst gefunden wurden. 
Der mittlere Druck p wurde dann aus der Gleichung 

P(P,+Yz)=P,P,+P,P, 
bestimmt. Bei jeder einzelnen Bestimmung von 27 erhalt man 
zwei voneinander unabhangige Bestimmungen von p , namlich 
eine zu Anfang des Versuches und eine bei dem SchluI3 des- 
selben. Diese beiden GroBen sollen naturlich gleich sein; und 
wenn sie es nicht sind, muB ein Fehler irgend einer Art be- 
gangen sein. 

Wenn der Apparat rein und trocken war, stimmten die 
beiden Bestimmungen des mittleren Druckes so gut mit- 
einander , da0 die Abweichungen Beobachtungsfehlern , bis- 
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weilen in Verbindung mit einer verschwindend kleinen Un- 
dichtigkeit oder Unreinheit des Gases oder des Glases zu- 
geschrieben werden konnten. 

Die Zeit z zwischen zwei aufeinander folgenden Paaren 
von Druckbestimmungen wurde nach der Gasart und dem 
Widerstand der Rohre gerichtet, indem man so vie1 wie mog- 
lich dafur sorgte, daE der Druckunterschied bis zwischen 
Halfte und Drittel der ursprunglichen GrijBe sank. Eine Be- 
rechnung zeigt namlich, daB man in dem Falle die genaueste 
Bestimmung von T mittels der Gleichung (1) erhalt. Die Dauer 
jedes Versuches war bei den groEten mittleren Drucken einige 
Minuten, und bei allen Gaugenmessungen zwischen s/lc Stunden 
und 12 Stunden. 

Da die Stromungsrohre um einige Grad warmer als die 
Gaugen gehalten wurde, mufiten die gefundenen Werte T alle 
auf die Temperatur der Rohre reduziert werden. 

Der groEte mittlere Druck, bei welchem T bestimmt 
wurde, war ca. 23 cm Quecksilberdruck, wogegen der kleinste 
ca. 0,000014 cm Quecksilberdruck, also ca. um 1 '1% Millionen 
ma1 so klein als der grollte war. 

Es sind vier verschiedene Riihren untersucht worden. Die 
Rohre Nr. 1 hatte eine Lange von ca. 6 cm und einen Radius 
von ca. 0,Ol cm. Die Rohre Nr. 2 hatte denselben Radius, war 
aber doppelt so lang wie die Rohre No. 1. Die Rohre Nr. 3 
hatte dieselbe Lange wie die Riihre Nr. 1, aber einen 1,4mal 
groDeren Radius. Die Rohre Nr. 4 bestand aus 24 parallelen, 
2cm langen Rohren mit einem Radius von ca. 0,003cm. Die 
genaue Bestimmung der Dimensionen dieser Rohren ging auf 
folgende Weise vor sich. 

Die RGhren 1 und 2 wurden von demselben Rohrenstuck 
genommen, das, unter d e n  Mikroskop betrachtet, einen einiger- 
maBen kreisfijrmigen Querschnitt hatte. Die Rohre wurde 
durch Quecksilberfaden verschiedener Lange kalibriert , ,und 
das Volumen eines Rohrenstuckes wurde durch Wagung mit 
Quecksilber bestimmt. Die beiden zu untersuchenden Rohren- 
stucke, 1 und 2, wurden von der Rohre abgeschnitten, 
und etwa 5 mm weite Rohrenstucke an jedem Ende an- 
geblasen. Bei dieser Anblasung wurde dafiir gesorgt , daE 
die Kapillarrohre ihren Querschnitt , so weit moglich, un- 
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verandert behielt ; ee konnte aber natiirlich nicht vermieden 
werden, daB die Kapillarrohre auf einer kurzen Strecke durch 
kegelfijrmige Erweiterung dieselbe Weite erhalt, wie die an- 
geschmolzene Rohre. Die Dimensionen der kegelformigen 
Teile wurden auf folgende Weise bestimmt. Nahe an jedem 
Ende der Rohre wurde ein Strich geatzt und der Abstand 
zwischen den Strichmarken gemessen. Dann wurde der 
Durchmesser des kegelformigen Teiles der Rohre in ver- 
schiedener Entfernung von den geatzten Marken durch Aus- 
messung mit Mikroskop mit Okularmikrometer bestimmt, indem 
Messungen fur eine jedesmalige Entfernung von 0,2 mm von den 
Marken vorgenommen wurden. Bei diesen Messungen wurde 
die Oberflache der Glasrohre durch Deckglas und Immersionsol 
optisch plan gemacht. Messungen, die auf dieselbe Weise auf 
dem fast zylindrischen, kalibrierten Teil der Rohre ausgefuhrt 
wurden, ergaben die Einheit der gefundenen Masse. Durch 
diese mikroskopischen Messungen in Verbindung mit der 
Kalibrierung und der Quecksilberwagung wurde der Wider- 
stand der Rohren bestimmt: 

I, L 

0 0 

ebenso der mittlere Wert R des kalibrierten Teiles des Rohren- 
radius. Bei der Berechnung des Widerstandes zeigte es sich, 
daB man bei den gewahlten Dimensionen von dem Wider- 
stande der etwa 5 mm weiten Zuleitungsrohren absehen konnte. 
Der Widerstand der Rohre 3 wurde auf ahnliche Weise wie 
der der Rohren 1 und 2 bestimmt. 

Die Rohre Nr. 4 wurde auf folgende Weise hergestellt. 
Eine enge und ziemlich dunnwandige Kapillarrohre wurde ge- 
zogen, und ein einigermafien kalibrisches Stiick von reichlich 
50 cm Lange abgeschnitten. Dieses Rohrenstuck wurde kali- 
briert und mit Quecksilber ausgewagt, worauf eine Lange 
von genau 48 cm abgeschnitten wurde. Diese Lange wurde 
in 24 moglichst gleiche Teile geteilt, die rnit Siegellack in ein 
Bund gesammelt wurden, das in eine weitere Glasrohre ein- 
gelackt wurde, welche dem Apparat angeblasen werden konnte. 
Der Widerstand dieses Rohrenbundes konnte dann leicht rnit 
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ziemlich groBer Genauigkeit berechnet werden, indem der grijBte 
Fehler, der in diese Bestimmung eingeht, von E’ehlern bei der 
Wagung des Quecksilberfadens herruhrt, welcher, obgleich er 
50 cm lang ist ,  nur ein paar Zentigramm wiegt. Die ge- 
naueren Angaben der Widerstande und der Dimensionen der 
Rijhren finden sich in den Tabellen iiber die Stromungsresultate. 

4. Die rein molekulare Stromung. Versuchsreaultate. 

Aus dem ganzen ’Beobachtungsmaterial sollen hier nur 
einzelne Beobachtungen zur Bestatigung des im folgenden 
theoretischen Teile gefundenen Gesetzes hervorgezogen werden: 

wo T die in der Zeiteinheit vom Druckfall 1 durchgetriebene 
Gasmenge, durch das Produkt von Volumen und Druck ge- 
messen, bezeichnet. el ist das spezifische Gewicht der Luftart 
bei der Temperatur der Rohre und dem Druck 1 ,  R ist der 
Radius der Rohre, I; deren Lange. 

Zur Untersuchung des Einflusses der Lango werden die 
Versuche mit der Stromung des Wasserstoffs bei niedrigen 
mittleren Drucken durch die Rohren 1 und 2 gewahlt, die 
nahezu denselben Radius haben, wahrend die Rohre 2 un- 
gefahr doppelt so lang ist wie die Rohre 1. 

Das Verhaltnis zwischen den ausgemessenen Widerstanden 
ergab sich als 2,05, dau Verhaltnis zwischen entsprechenden 
Werten von T als 1,95. Die Nichtiibereinstimmung kann sehr 
wohl durch Beobachtungsfehler erklart werden, da die Messungen 
mit Wasserstoff, besonders in der Rohre 1, wie wir spater 
sehen werden, ziemlich ungenau sind, weshalb man annehmen 
kann, daB die durchgestromte Gasmenge der von der Theorie 
erforderten Lange umgekehrt proportional ist. 

Zur Untersuchung des Einflusses des Radius der Rohre 
konnen Versuche mit Kohtensaure in der Rohre 1 und der 
Rohre 3 gewahlt werden. Die Riihre 3 war ca. doppelt so lang 
und hatte einen ca. 1,4 ma1 groBeren Radius als die Rohre 1. 

Das Verhaltnis zwischen den ausgemessenen Widerstanden 
ergab sich als 1,15, das zwischen entsprechenden Werten von 2’ 
als 1,20, woraus man schliebt, daB die durchstrijmende Gas- 
menge dem Radius in dritter Potenz direkt proportional ist. 
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Zur Untersuchung des Einflusses der Gasart kijnnen die 
Messungen mit der Rohre 4 benutzt werden. In  der folgen- 
den Tabelle sind die Werte von T angegeben, sowie die Quadrat- 
wurzel des spezifischen Gewichtes 4 der Gase mit Wasserstoff 
als Einheit, ferner das Produkt von 1’ nnd 

T fi T x V i  
Wssserstoff . . . . . .  0,168 1 0,168 
Sauerstoff . . . . . .  0,0409 4 0,164 
Kohlensaure . . . . .  0,0348 4,69 0,163 

Man sieht also, daI3 die durchstromende Gaumenge, durch 
das Produkt von Volumen und Druck gemessen, der Quadrat- 
wurzel des spezifischen Gewichtes umgekehrt proportional ist. 

Zur Untersuchung des Eindusses der Temperatur habe 
ich einige mit der RShre 1 im ersten Apparat ausgefuhrte 
Messungen vorgenommen ; die Messiingen wurden bei einem 
mittleren Druck von ca. 0,03 cm Quecksilber ,mit Wasserstoff 
ausgefuhrt. Obgleich die gegenseitigen ZusammenstoBe der 
Molekeln noch bei diesem Druck einen merkbaren EinfluB auf 
die Stromung haben, wird die Theorie doch auch hier be- 
statigt. Versuche wurden angestellt bei einer Zimmertemperatur 
von 22O; dann wurde die Rohre in einem Wasserbad bis auf 
looo  und danach in einem Glyzerinbad bis auf 196O erwarmt. 
In  der folgenden Tabelle sind unter T die direkt gefundenen 
Werte ohne Reduktion auf die Temperatur der Rohre auf- 
gefuhrt , weshalb die angefiihrten Werte den durchgestrornten 
Gewichtmengen proportional sind. Man sieht, daB je hoher 
die Temperatur wird, je geringer ist die Gewichtmenge Gas, 
die hindurchstromt. In der nachsten Kolonne sind unter 

die auf die Temperatur der Rohre reduzierten 
Werte von T angefiihrt. Man sieht, daI3 sie bei wachsender 
Temperatur wachsen. In  der letzten Kolonne sind unter 

die Grof3en angefuhrt, die, wenn das Gesetz 

273 -F ‘ 
273 + 22 

~. +--- 273 + t 
273 f 22 

richtig ist, gleich sein sollten. 

1 T I ’ X  

220 0,0713 0,0713 0,0713 
100 0,0641 0,08 11 0,0721 
196 0,0588 0,0935 0,0741 

273 + t T p L $ t L  
273 + 22 273 + 22 
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Die Abweichungen vom Gesetze von der Abhangigkeit der 
Durchstriimung von der Temperatur sind nicht grober, als daB 
sie durch Beobachtungsfehler erklart werden ktinnen, weshslb 
man annehmen kann, da6 die Gewichtsmenge Gas, die durch 
die Rohre hindurchstromt, der Quadratwurzel der absoluten 
Temperatur umgekehrt proportional ist, wahrend die Gasmenge, 
durch das Produkt von Volumen und Druck bei der Tem- 
peratur der Rohre angegeben, der absoluten Temperatur direkt 
proportional ist. 

Wird dieses Resultat mit dem fur verschiedene Gase ge- 
fundenen kombiniert, kann man also sagen, daB die durch- 
gestriimte Luftmenge (Volumen x Druck) der Quadratwurzel 
des spezifischen Gewichtes des Gases bei dem Druck 1 und 
bei der Temperatur der Riihre umgekehrt proportional ist. 

Als Beweis fur die Richtigkeit der Konstante +fi in 
der Formel fur 17 konnen Messungen mit allen Rohren an- 
gefuhrt werden. In folgender Tabelle sind die aus der F'ormel 
berechneten Werte neben den experimental gefundenen fur 
die drei ersten Rohren aufgefuhrt. 

T beobachtet T berechnet 
Rohre 1: Wssserstoff . . . . 0,073 0,080 

,, 1: Sauerstoff . . . . 0,0187 0,0202 

,, 3: Kohlensiiure . . . 0,019'3 0,019s 

,, 1: Kohlenslure . . . 0,0166 0,0172 
,, 2: Wasserstoff . . . . 0,0375 0,0392 

Man wird bemerken, daB die beobachteten Werte in den 
meisten Fallen niedriger sind als die berechneten. Da ich 
nach dem ersten Versuch mit Wasserstoff in der Rohre 1 ver- 
mutete, daB die Ursache darin gesucht werden durfte, daB 
die in der RBhre mutmaBlich enthaltenen gesattigten Queck- 
silberdampfe auf die Stromung der Luft hemmend wirken 
ktinnten, unternahm ich einen vorlaufigen Versuch zur Be- 
stimmung der Spannung gesattigter Quecksilberdampfe bei 25 O. 

Die Methode, die sich als beaonders brauchbar ergab, bestand 
darin, gesattigten Quecksilberdampf bei 25 O molekular durch 
ein Rohrenbund mit bekanntem Widerstand in einen Raum 
hineinstrijmen zu lassen, wo die Temperatur auf - 80° ge- 
halten wurde, und wo das Quecksilber nach Reendigung des 

Annalen der Physik. IV. Folge. 28. 7 
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Versuches gesammelt und gemessen werden konnte. Der Ver- 
such gab ein Resultat, das rnit dem von H e r t z  durch Extra- 
polation gefundenen Wert gut stimmte. Wenn der Druck der 
Quecksilberdampfe bekannt ist, la6t sich ihr Widerstand gegen 
die Stromung des Gases durch die Rohre leicht berechnen, 
und er ergibt sich als zu gering, um die gefundenen Ab- 
weichungen zu erklaren. Es zeigte sich iibrigens spater, da8 
bei dem Versuche rnit der Stramung des Wasserstoffs durch 
die R6hre 1 Fehler begangen worden waren, die sich nicht 
spater berichtigen lieBen. AuBerdem kann man mit den be- 
nutzten Dimensionen des Apparates bei diesen verhaltnisma6ig 
weiten Rohren geiiaue Druckmessungen nicht unternehmen, 
wenn der Druck so klein ist, daB der Radius der Rohre im 
Vergleich rnit der mittleren Weglange verschwindend klein ist. 

Die Versuche mit der Rohre 4 wurden zuletzt ausgefuhrt 
und sind daher wahrscheinlich auch die besten, Es ergab sich 

T beobachtet T bcrechnet 
Rbhre 4: Wssserstoff , . . . 0,168 0,161 

,, 4: Sauerstoff . . . . 0,0409 0,0404 
,, 4: KohlensBurc . . . 0,0348 0,0344 

Man sieht, daB die berechneten Werte hier etwas kleiner 
sind als die beobachteten, was wahrscheinlich dadurch ver- 
anlafit ist, daB sich der Widerstand der Riihre durch die 
Wiigung mit Quecksilber als zu groB ergeben hat. Die Un- 
sicherheit in bezug auf die Widerstandsbestimmung ist jeden- 
falls geniigend, um die Abweichungen zu erklaren; wir kijnnen 
also annehmen, da6 die in theoretischer Weise aufgestellte 
Formel mit der Konstante +dG richtig ist. 

Die oben angefuhrten Werte von T beobachtet sind die 
mittleren Zahlen der bei so niedrigen Drucken angestellten 
Beobachtungen, daB eine Druckverminderung keine meBbare 
Veranderung von T hervorbrachte. Obgleich man hier eigent- 
lich den Wert benutzen sollte , gegen welchen T konvergiert, 
wenn der mittlere Druck sich Null nahert, ist doch die Bildung 
der Mittelwerte benutzt worden, weil sie brauchbar ist, und 
um nicht andere theoretische Voraussetzungen als hochst not- 
wendig einzufuhren. 
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5. Gemischte molekulare Str6mung und innere Reibungs- 
strtimung. Versuchsrasultate. 

Um zu untersuchen, wie die Durchstromung vor sich geht, 
wenn die mittleren Weglangen der Molekule im Vergleich mit 
den Rohrendimensionen, worauf es hier ankommt, nicht be- 
sonders grog oder verschwindend klein sind, werden die voll- 
standigen Reihen von Versuchsresultaten mit verschiedenen 
Rohren in der Ordnung angefuhrt werden, in welcher sie aus- 
gefuhrt worden sind. 

In  der folgenden Tab. I bezeichnet 1; die Lange der Rohre, 
B ihren Radius, beide GroEen in Zentimetern ungefahr an- 
gegeben. W bezeichnet den durch Kalibrierung und Aus- 
messung gefundenen genaueren Wert des Widerstandes, indem 

0 0 

Unter t ist die Temperatur der Stromungsrohre aufgefuhrt, 
unter p die beiden voneinander unabhangigen Bestimmungen 
des mittleren Druckes, in Zentimetern Quecksilberhohe an- 
gegeben; beide Bestimmungen sind aufgefuhrt, um die Ver- 
wendbarkeit des Gaugenapparates zu beweisen, und eine Vor- 
stellung von der Genauigkeit der einzelnen Bestimmungen zu 
geben. Endlich ist unter T, observiert der aus der Formel (I), 
p. 83, berechnete Wert der durchgestromteii Gasmenge an- 
gefuhrt. Ein wagerechter Strich in einer Messungsreihe be- 
zeichnet, daO der Apparat mit frischem Gas gefullt worden ist. 
Unter T, sind angefuhrt die aus der Formel (13) (Einleitung, 
p. 78) aus den gemessenen Dimensionen der Rohre und den 
bekannten Werten der inneren Reibung und des spezifischen 
Gewichtes berechneten Werte von T = &,/(PI - p2) ,  und in 
der letzten Kolonne sind die Abweichungen zwischen den 
beobachteten und den berechneten Werten von T angegeben. 

Da die Ubereinstimmung zwischen To und T, nicht so 
vollkommen ist, dal3 man unmittelbar sehen kann, daB To 
durch eine Punktion derselben Form wie 2'' ausgedruckt werden 
kann, ist fur jede Versuchsreihe auch eine spezielle rein 
empirische Formel bestimmt worden, die im folgenden (Ab- 
schnitt 7) niiher besprochen werden wird. Die aus diesen 

7 *  
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Formeln berechneten Werte von T finden sich unter Tg, und 
die folgende Kolonne gibt die Abweichung zwischen dieseii 
Werten und den beobachteten Werten von T an. 

T a b e l l e  I. 
Riihre Nr. 1. 

R = ca. 0,01084 em. L = ca. 6 cm. W = 1379000. 
Wasserstoff. - 

t 

__ 
~ 

25,7 

25,l 

24,8 

21,4 

24,2 

23,7 

23,9 

23,8 

- 23,8 

23,7 

22,9 

23,3 

2 1-,8 

24,s 

24,9 

[itteldrucl 
P 

cm Hg 

0,000369 
373 

0,3612 
3617 

0,2248 
2254 

0,1475 
1483 

0,0966 
970 

0,0913 
947 

0,0665 
665 

0,04750 
4743 

0,02322 
2334 

0,01154 
1189 

0,01834 
1843 

0,00397 
401 

0,02685 
2871 

0,OO 1030 
1031 

0,000103 
109 

T O  

bserviert 

0,0732 

0,1067 

0,0900 

0,0815 

0,0756 

0,0753 

0,0732 

0,0715 

0,0700 

0,0703 

0,0708 

O,Oi24 

0,0720 

0,0749 

0,0720 

T, 
nach 

ipezicller 
Formel 
berechnet 

0,0731 

0,1058 

0,0902 

0,0817 

0,0761 

0,0759 

0,0731 

0,07 15 

0,0702 

0,0706 

0,0702 

0,0719 

0,0703 

0,0729 

O , O i 3 1  

- -__ 

To i T, 

+0,0001 

+0,0009 

- 0,0002 

- 0,0002 

- 0,0005 

- 0,0006 

+0,0001 

0,0000 

- 0,0002 

- 0,0003 

+ 0,0006 

+0,0005 

+ 0,0017 

+ 0,0020 

- 0,0005 

-- 
Ta 

iach all- 
;em e i n e r 
Formel 
ierechnet 

0,0803 

0,1146 

0,0970 

0,0874 

0,0816 

0,0814 

0,0787 

0,0773 

0,0767 

0,0776 

0,0769 

0,0791 

0,0767 

_ _ ~  - _ _ ~ ~  . ~ 

0,OSOl 

0,0804 

To - Ta 

- ~~ . -- __ 

a0,0071 

+0,0079 

- 0,0070 

- 0,0059 

-0,0060 

-0,0061 

- 0,0055 

- 0,0058 

- 0,0067 

- 0,0073 

-0,0061 

- 0,0067 

- 0,0047 

- 0,0052 

- 0,0075 
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R6hrc Nr. 1. 
Ssuerstoff. 

Manometermessungen. 

t 
Mitteldruck 

P 
cm Hg 

25,4 

25,4 

25,2 

25,O 

24,8 

- 25,O 

24,8 

24,5 

24,6 

24,7 

24,7 

24,9 

24,8 

24,9 

0,4853 
4843 

0,2415 
2413 

0,1162 
1161 

0,056 11 
5592 

0,02723 
2684 

0,01313 
1308 

0,006317 
6314 

0,003046 
3023 

0,001452 
1442 

0,000812 
815 

0,000400 
402 

0,000197 
194 

0,0000420 
421 

0,000370 
369 

~. _. 

T o  nach 
bserviert spezieller To + T, I Formel 1 

Iiberechnet 1 
____ 

I I 
0,846 
0,439 
0,212 
0,1064 
0,0579 

0,883 
0,438 
0,216 
0,1061 
0,0581 

~0,037 
+0,001 
- 0,004 
+ 0,003 
- 0,002 

Gaugenmessuogen. 

0,0461 

0,03009 

0,02281 

0,09948 

0,01847 

0,01804 

0,01813 

0,01834 

0,01867 

0,01847 

0,01861 

0,01868 

0,01874 

0,0190 

0,0452 

0,03032 

0,02281 

0,01949 

0,01826 

0,01803 

0,O 18 17 

0,01837 

0,01851 

0,01858 

0,01863 

0,01866 

0,01868 

0,0186 

+ 0,0009 
- 0,00023 
0,ooooa 

- 0,00001 
+ 0,00021 

+0,00001 

- 0,00004 
- 0,00003 

+0,00016 

- 0,0001 1 

- 0,00002 

+ 0,00002 
+ 0,00006 
4- 0,0004 

Ta 
iach all- 
Tcmeiner 
Formel 
ierechnc t 

0,875 
0,434 
0,215 
0,1062 
0,0589 

0,0461 

0,0314 

0,0238 

0,0206 

0,0194 

0,0193 

0,0195 

0,0198 

0,0200 

0,0201 

0,0201 

0,0202 

0,0202 

0,0201 

T' - Ta 

__ -__- 

-0,029 
4- 0,005 
- 0,003 
+0,0002 
-0,0010 

0,000 

-0,0013 

-0,0011 

- 0,0011 
- 0,0009 
-0,0012 

- 0,0014 

-0,0015 

-0,0013 

-0,0016 

-0,0015 

- 0,0015 

-0,0015 

-0,0011 
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1,183 
0,526 
0,242 
0,115 
0,064 

M. Knudsen. 

1,212 -0,029 
0,525 +0,001 
0,237 +0,005 
0,116 -0,001 
0,060 +0,004 

Rohre Nr. 1. 
Sauerstoff (Fortsetzung). 
Manometermessungen. 

t 

25,3 O 

25,3 

25,O O 

26,6 
26,7 
26,5 
25,3 

25,2 

24,7 

23,8 

25,l 

25,3 

25,2 

25,2 

25,l 

24,9 

55,2 

25,2 

25,l 

T O  

observiert 

Mitteldruck 
P 

cm Hg 

0,380 

14,?0 
6,07 
%,66 

0,57 
1,22 

0,4742 
4742 

0,2282 
2280 

0,2472 
2459 

0,1186 
1187 

0,05686 
5699 

0,02733 
2718 

0,01339 
1335 

0,006 6 3 1 
6660 

0,003447 
3466 

0,001678 
1707 

0,000826 
845 

0,000413 
413 

nach all- 

Formel Formcl 
berechne t berechncl 

0,374 1 ,0,006 I 0,371 
0,868 -0,023 0,859 

D,0522 

0,03204 

0,03310 

0,02256 

0,01766 

0,O 1584 

0,01510 

0,01498 

0,01517 

0,01510 

0,O I 550 

0,01550 

0,0523 

0,03 165 

0,03319 

0,02256 

0,01768 

0,01565 

0,01506 

0,01503 

0,01517 

0,01530 

0,01539 

0,0154 4 

- 0,0001 

+ 0,00039 

- 0,00009 

0,00000 

-0,00002 

+ 0,0001 9 

+ 0,00004 

- 0,00005 

0,00000 

- 0,00020 

+ 0,0001 1 

+ 0,00006 

1,148 
0,498 
0,227 

0,059 
0,112 

0,0519 

0,0323 

0,0338 

0,0237 

0,0190 

0,0170 

0,0164 

0,0164 

0,0166 

0,0168 

0,0170 

0,0171 

To - T a  

-0,014 
+ 0,009 

+ 0,035 
+ 0,028 
+0,015 
+ 0,003 
+ 0,005 

-k 0,0003 

- 0,0003 

- 0,0007 

-0,0011 

-0,0013 

-0,0012 

-0,0013 

-0,0014 

- 0,0014 

- 0,001 7 

- 0,001 5 

- 0,001 6 
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T, 
nach 

speaieller 
Formel 

berechnet 

Rohre Nr. 1. 

Kohlenslure (Fortsetzung). 

To - T, 
Mitteldruck ’ 

cm Hg 
t 

26,O I/ 0,0000:: I 0,0175 

To 
observicrt 

0,0172 

0,0172 

0,0155 

0,0155 

0,0155 

-0,0014 

-0,0012 

+0,0003 

+ 0,0005 

+ 0,0020 

1,300 

0,563 
0,275 
0,1432 

Rijhre Nr. 2. 

L = ctl. 12 cm. R = cs. 0,01078 cm. W = 2833000. 

1,327 -0,027 

0,563 0,000 
0,276 -0,001 

0,1443 -0,0011 

25,5 

24,7 

25,5 

25,3 

25,l 

25,5 

26,3 

26,l 

25,4 

23,B0 
23,s 

24,O 
24,7 

m l  

19,lO 
7,85 

3,63 
1,684 

iach all- 

0,0172 1 +0,0003 

0,3172 
3128 

0,1506 
1504 

0,0731 
726 

0,03469 
3482 

0,O 1641 
1643 

0,00789 
795 

0,003826 
3828 

0,001832 
1848 

0,000886 
828 

0,051 1 

0,0408 

0,0366 

0,0352 

0,0356 

0,0356 

0,0372 

0,0371 

0,0358 

0,0515 

0,04 11 

0,0366 

0,0354 

0,0354 

0,0361 

0,0367 

0,0371 

0,0373 

- 0,0007 

- 0,0003 

0,0000 

- 0,0002 

+ 0,0002 

+ 0,0005 

+0,0005 

0,0000 

- 0,0015 

1,268 
0,540 

0,266 
0,1408 

0,0527 

0,0427 

0,0386 

0,0374 

0,0376 

0,0881 

0,0386 

0,0389 

0,0390 

+ 0,032 
+ 0,023 

+ 0,009 
+ 0,0024 

-0,0016 

- 0,0019 

-0,0020 

- 0,0022 

- 0,0020 

-0,0025 

- 0,0014 

-0,0018 

- 0,0032 
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1,245 
0,449 
0,220 

M. KnurEsen. 

1,271 -0,026 
0,441 +0,008 
0,213 +0,007 

R6hre Nr. 2. 
Wasserstoff (Forteetzung). - 

t 

24,7 

24,8 

24,9 

24,7 

24,8 

24,8 

25,7 

25,8 

25,7 

24,90 

24,4 

24,4 

24,5 

24,5 

ditteldruch 
P 

cm Hg 

0,000476 
492 

0,000238 
258 

0,000309 
324 

0,O 15526 
15535 

0,007432 
7409 

0,003534 
3583 

0,001713 
1735 

0,000820 
831 

0,000475 
484 

____ 

To 
bserviert 

0,0333 

0,0317 

0,0379 

0,0355 

0,0364 

0,0371 

0,0367 

0,0364 

0,0371 

T? 
nach 

ipeziellrr 
Formel 
mechnet 

0,0375 

0,0376 

0,0375 

0,0355 

0,0362 

0,0363 

0,0371 

0,0374 

0,0375 

-0,0042 

- 0,0059 

+ 0,0004 

0,0000 

+ 0,0002 

+ 0,0003 

- 0,0004 

-0,0010 

- 0,0004 

Ta 
iach all 
qemeiner 
Formel 
lerechnet 

0,0391 

0,0392 

0,039 1 

0,0376 

0,0382 

0,0386 

0,0339 

0,0390 

0,0391 

Riihre Nr. 3. 

R = ca. 0,01415. L = ca. 12 cm. W = 1196000. 

10,284 

3,490 
1,624 

0,3848 
3840 

0,2385 
2381 

0,1667 
1663 

0,12784 
12771 

0,06224 

0,04429 

0,03679 

0,03109 

0,06213 

0,04435 

0,03567 

0,03101 

+ 0,000 11 

- 0,00006 

+0,00012 

+ 0,00008 

1,252 
0,436 
0,211 

0,0623 

0,0448 

0,0362 

0,0316 

T o  - T, 

-0,0053 

-0,0075 

-0,0012 

- 0,002 1 

-0,0018 

-0,0015 

-0,0022 

- 0,0026 

- 0,0020 

- 0,007 
-0,013 
+0,009 

- 0,0001 

- 0,0005 

- 0,0004 

- 0,0005 
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Rijhre Nr. 3. 

Kohlensliure (Fortsetzung). - 
t 

25,6 O 

26,O 

25,3 

25,7 

26,2 

25,5 

25,5 

25,5 

24,7 

24,7 

24,6 

24,6 

2416 

24,6 

24,5 

24,6 

24,5 

24,8 

littcldruck 
P 

cm Hg 

0,06387 
6381 

0,04988 
4933 

0,03657 
3677 

0,01912 
1912 

0,01490 
1480 

0,01159 
1155 

0,008994 
8996 

0,006694 
6689 

0,00401 0 
4015 

0,002699 
2738 

0,001702 
1717 

0,001060 
1076 

0,000735 
748 

0,000549 
558 

0,00041 1 
422 

0,000300 
311 

222 
0,0001 66 

175 

0,00021 1 

- 
T O  

beerviert 

0,02345 

0,02223 

0,02036 

0,01901 

0,01888 

0,01861 

0,01853 

0,01857 

0,O 1856 

0,01852 

0,01887 

0,01906 

0,01599 

0,01900 

0,01926 

0,01959 

0,01974 

0,02017 

- 
T, 

nach 
ipedeller 
Formel 
berechnet 

0,02349 

0,02 190 

0,02052 

0,01895 

0,01868 

0,01853 

0,01848 

0,01849 

0,01861 

0,01878 

0,01886 

0,01896 

0,01903 

0,01906 

0,01909 

0,0191 1 

0,01913 

0,01914 

To - '& 

- 0,00004 

+ 0,00033 
- 0,0001 6 

+ 0,00006 
+ 0,00030 
+ 0,00008 
+0,00007 

+ 0,00008 
- 0,00003 

- 0,00021 

+0,00001 

+0,00010 

- 0,00004 

-0,00006 

+ 0,0001'7 
+ 0,00048 
+ 0,00061 
+ 0,00103 

- 
Ta 

iaeh all- 
Cemeiner 
Formel 
ierechnet 

0,0241 

0,0225 

0,02 11 

0,0194 

0,0192 

0,0190 

0,0189 

0,0189 

0,0190 

0,0192 

0,0193 

0,0195 

0,0196 

0,0196 

0,0197 

0,0197 

0,0197 

0,0197 

T O  - T, 

- 0,0006 

- 0,0003 
- 0,0007 

- 0,0004 

- 0,0002 

- 0,0004 

- 0,0003 

- 0,0003 
-0,0004 

- 0,0007 

- 0,0004 

- 0,0004 

- 0,0006 

-0,0006 

- 0,0001. 

- 0,0001 
0,0000 

+ 0,0001 
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- 
t 

24,5 

24,6 

24,4 

25,O 

24,6 

24,O 

24,3O 

24,O 
24,9 

24,s 

24,6 O 

24,5 

24,6 

24,7 

24,7 

24,s 

0,0206 

0,0212 

0,01899 

0,01952 

0,02000 

0,0181 

Iitteldrucl 
P 

cm Hg 

0,01915 

0,01916 

0,01909 

0,01913 

0,01914 

0,0192 

0,000 119 

0,000092 

132 

98 

0,000427 
452 

0,595 0,594 

0,294 0,284 

0,1509 0,1505 

0,0886 0,0892 

0,000225 
238 

0,000 168 
175 

$0,001 

+0,010 

+0,0004 
- 0,0006 

0,000097 
110 

M. Knudsen. 

Rijhre Nr. 3. 
Kohlenssure (Fortsetzung). 

I I: 
nach 

1 bereehnei 

rr, - T, 

+0,0014 

+ 0,0020 

-0,00010 

+ 0,00039 

+0,00086 

-0,0011 

- 
T, 

nach all- 
gerneiner 
Forinel 

mechnei 

0,0197 

0,0198 

0,0197 

0,0197 

0,0197 

0,0198 

Rijhre Nr.,,4 (Biindel aus 24 Rohren). 
R = 0,00333. L = ca. 2 cm. W = 689400. 

15,79 

7,05 
3,282 

1,554 

0,41 13 
4106 

0,23909 
23912 

0,16307 
16304 

0,11208 
11230 

0,07232 
7243 

0,04996 
5014 

G 

0,04830 

0,04311 

0,04 10 1 

0,03975 

0,03884 

0,03821 

igenrnessi 

0,04907 

0,04335 

0,04101 

0,03966 

0,03889 

0,03872 

gen. 

- 0,00077 

- 0,00024 

0,00000 

+ 0,00009 

- 0,00005 

- 0,00051 

0,626 

0,298 
0,1561 

0,0914 

0,0490 

0,0431 

0,0407 

0,0394 

0,0386 

0,0385 

To - Ta 

4- 0,0009 

-t 0,0014 

- 0,0007 

- 0,0002 

+ 0,0003 

-0,0017 

- 0,031 

- 0,004 
- 0,0052 

- 0,0028 

- 0,0007 

0,0000 

-I- 0,0003 

+- 0,0003 

-t 0,0002 

- 0,0003 



Molekularstriirnlmg und innere Reibungsstriimuny der Gase. 99 

Rijhre Nr. 4. 

SauerstoE (Fortsetzung). 
= 

t 

24,7 

24,7 

25,5 

25,2 

24,6 

25,7 

26,l 

25,7 

25,6 

25,6 

25,2 

24,7 

24,7 

24,6 

25,5 

23,7 

[itteldruck 
P 

cm Hg 

0,03356 
3343 

0,02350 
2333 

0,01586 
1578 

0,01059 
1055 

0,00740 
751 

0,004935 
4967 

0,003375 
3361 

0,002185 
2201 

0,001423 
1424 

0,000939 
947 

0,000593 
603 

0,000397 
397 

0,000263 
267 

0,000168 
173 

3 7,60 
6,OO 

2,69 

- 
To 

iserviert 

1,03869 

),03916 

1,03920 

1,03981 

1,03924 

3,03990 

0,04071 

0,04076 

0,0414 

0,0414 

0,0403 

0,041 2 

0,0410 

0,0407 

T, 
naeh 1 

sezieller To - T. 
Formel 
erechnet 

),03883 

1,03908 

3,03942 

3,03977 

0,04002 

0,04028 

0,04045 

0,04060 

0,0407 

0,0408 

0,0408 

0,0408 

0,0409 

0,0409 

-0,00014 

t 0,00008 

- 0,00022 

t 0,00004 

-0,00078 

- 0,00038 

+ 0,00026 

+ 0,00016 

+ 0,0007 

+ 0,0006 

- 0,0005 

+ 0,0004 
+0,0001 

-0,0002 

Wasserstoff. 
Manornetermessungen. 

1,583 
0,625 
0,353 

1,535 

0,6 19 
0,358 

+ 0,048 

+ 0,006 
-0,005 

Ta 
rich all- 
emeiner 
Formel 
xechnet 

0,0386 

0,0389 

0,0392 

0,0395 

0,0397 

0,0399 

0,0401 

0,0402 

0,0403 

0,0403 

0,0404 

0,0404 

0,0404 

0,0404 

1,576 
0,624 
0,353 

t 0,0001 

+0,0003 

0,0000 

+ 0,0003 

- 0,0005 

0,0000 

+0,0006 

+ 0,0006 

+ 0,0011 

+ 0,0011 

- 0~0001 

+ 0,0008 

+ 0,0006 

+0,0003 

+0,007 
+ 0,001 

0,000 
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7 __ 

t 

- - 

24,s 

25,O 

25,2 

25,s 

25,s 

25,O 

24,9 

25,4 

24,5 

24,4 

24,4 

24,4 

24,4 

24,4 

24,4 

24,4 

24,3 

24,2 

bfitteldruc 
P 

cm Hg 

0,4437 
4449 

0,2625 
2620 

0,1794 
1794 

0,1273 
1270 

0,08832 
8808 

0,06881 
6860 

0,04753 
4143 

0,04913 
4883 

0,02686 
2683 

1795 
0,01226 

1222 

__.- 

0,01800 

0,008218 
8238 

0,011773 
11789 

0,005763 
5777 

0,001 146 
1152 

0,000564 
567 

0,005575 
5589 

0,002720 
2735 

M. Knudsen. 

Riihre Nr. 4. 
Wasserstoff (Fortsetzung). 

Gaugenmessungen. - 
TO 

ibservie! 

0,1720 

0,1647 

0,1606 

0,1593 

0,1566 

0,1578 

0,1560 

0,1567 

0,1579 

0,1581 

0,1576 

0,1560 

0,1598 

0,1622 

0,1687 

0,1638 

0,1709 

0,1697 

-__ 

T, 
nach 

~peziellei 
Formel 

3erechne 

0,1811 

0,1674 

0,1616 

0,1583 

0,1565 

0,1559 

0,1561 

0,1560 

0,1576 

0,1594 

0,1614 

0,1633 

0,1615 

0,1649 

0,1689 

0,1695 

0,1650 

0,1673 

- ____ 

To - 2, 

- 0,0091 

- 0,0027 

- 0,001 0 

+0,0010 

+0,0001 

+0,0019 

- 0,000 1 

+ 0,0007 

+ 0,0003 

-0,0013 

-0,0058 

- 0,0075 

-010017 

- 0,0027 

- 0,0002 

- 0,0057 

+ 0,0059 

+ 0,0024 

T a  
iach nll- 
;emeinei 
Formel 
ierecbne 

0,172 

0,160 

0,156 

0,154 

0,153 

0,154 

0,154 

0,154 

0,156 

0,157 

0,158 

0,159 

0,158 

0,160 

0,161 

0,161 

0,160 

0,160 

To - T, 

0,000 

+0,005 

+ 0,005 

f0,005 

$. 0,004 

+ 0,004 

f 0,002 

+ 0,003 

f 0,002 

+0,001 

0,000 

- 0,003 

+0,002 

+ 0,002 

+ 0,008 

+0,003 

+0,011 

+0,010 
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Rahre Nr. 4. 
Wasserstoff (Fortsetzung). 

t 
MitteldrncE 

P 
cm Hg 

0,OO 13 17 
24120 11 1328 

To 

ibaerviert 

0,000975 
2412 11 983 

T, 
nsch 

spezie~er 
~~~~~l 

berechnet 

0,000197 
24,2 11 202 

Kcmeiner 
Formel 

Ierechnet 

To - T, 

24,5O 
24,4 
24,4 

24,5 
?4,6 
24,6 
?4,6 
24,6 

24,5 

22,92 
11,64 

5,51 
2,56 
1,214 - -~ 

16,21 
6,6S 
2,93 
1,352 
0,640 

1,140 

0,605 
0,307 
0,155 

0,0877 
0,797 
0,362 

0,176 
0,0948 
0,0589 

Kohlenshre. 
Manometermessungen. 

1,143 

0,595 
0,297 
0,153 
0,0875 
0,817 
0,353 
0,171 
0,0942 
0,0597 

0,04076 

0,03774 

0,03547 

0,03385 

0,03300 

0,03245 

- 0,003 
+0,010 

+ 0,010 
+ 0,002 

+ 0,0002 
- 0,020 
+ 0,009 
+ 0,005 
-f- 0,0006 
- 0,0008 

0,04101 

0,03736 

0,03551 

0,03390 

0,03290 

0,03244 

Gaugenmessungen. 

24,5 

24,4 

24,4 1 
1 

0,09112 
9117 

0,06244 
6243 

4354 
0,04345 

- 0,00136 

- 0,0002t 

C0,0003E 

- 0,00004 

- 0,00001 

+ 0,0001~ 

4- 0,00001 

24,5 

24,4 

24,4 1 
1 

Ta 1 
nach all- 

0,09112 
9117 

0,06244 
6243 

4354 
0,04345 

0,161 

0,161 

+0,010 

+0,008 

0,161 I +0,009 

1,153 
0,599 
0,298 

0,154 
0,0877 
0,823 
0,356 
0,172 
0,0945 
0,0597 

0,0498 

0,0410 

0,0374 

0,0357 

0,0342 

0,0333 

0,0329 

- 0,013 

t0,006 
f 0,009 
t0,001 

0,0000 
- 0,026 
+ 0,006 
t 0,004 
f0,0003 
- 0,0008 

-0,0013 

- 0,0002 

+ 0,0003 

- 0,0002 

- 0,0003 

- 0,0003 

- 0,0004 
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t 

~ 

25,l O 

25,O 

25,2 

25,O 

25,O 

25,3 

24,5 

24,5 

24,4 

24,4 

24,4 

24,5 

24,4 

24,4 

24,6 

24,3 

25,4 

25,O 

litteldrucl 
P 

cm Hg 

0,03 157 
3144 

0,01747 
1737 

0,01595 
1588 

0,011080 
11068 

0,007911 
7927 

0,003799 
5869 

0,003911 
3912 

0,002661 
2683 

0,001 781 
1799 

0,001 196 
1206 

0,001 153 
1164 

0,000843 
851 

0,000602 
609 

0,000425 
429 

0,016583 
16543 

0,000277 
287 

0,000046 
52 

18 
0,00001 1 

M. Knudsen. 

Riihre Nr. 4. 

Rohlensaure (Fortsetzung). 

To 
bserviert 

0,03237 

0,03282 

0,03274 

0,03293 

0,03313 

0,03354 

0,03381 

0,03401 

0,03419 

0,034F2 

0,03495 

0,0349 

0,0345 

0,0353 

0,03330 

0,0347 

0,0379 

0,0312 

T, 
nach 

ipezieller 
Formel 
)erechnet 

0,03233 

0,03259 

0,03267 

0,03301 

0,03334 

0,03363 

0,03395 

0,03 42 1 

0,03441 

0,03455 

0,03456 

0,0347 

0,0347 

0,0348 

0,03264 

0,0348 

0,0349 

0,0349 

+ 0,00004 

+0,00023 

+ 0,00007 

- 0,00008 

- 0,00021 

- 0,00009 

- 0,00014 

- 0,06020 

- 0,00022 

+o,oooo'i 

f0,00039 

+0,0002 

- 0,0002 

+ 0,0005 

+0,00066 

- 0,0001 

+ 0,0030 

- 0,0037 

Ta 
iach all- 
remeiner 
Formei 
ierechnet 

0,0326 

0,0331 

0,0332 

0,0334 

0,0336 

0,0338 

0,0340 

0,0341 

0,0342 

0,0343 

0,0343 

0,0344 

0,0344 

0,0344 

0,0332 

0,0344 

0,0345 

0,034.5 

T" - II:, 

- 0,0004 

- 0,0003 

- 0,0005 

- 0,0005 

- 0,0005 

- 0,0003 

- 0,0002 

-0,0001 

0,0000 

+ 0,0003 

+ 0,0006 

+0,0005 

+ 0,0001 

+0,0009 

+0,0001 

+ 0,0003 

+ 0,0034 

- 0,0033 
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6. Theorie der molekularen StrBmung. 

Bei der Anwendung der kinetischen Theorie auf ein ruhen- 
des Gas setzt man u. a. voraus, da6 die Qeschwindigkeits- 
richtungen aller einzelnen Molekule gleich haufig sind, und 
da8 die Anzahl von Molekulen des einheitlichen Volumens 
dieselbe ist, wo in der Luft die Volumeneinheit auch gelegen 
sei. Nehmen wir an, daB diese Voraussetzungen auch in der 
unmittelbaren Nghe einer festen Wand in dem Gas richtig 
sind, so kann man leicht berechnen, wie viele Molekiilsto6e 
j ede Flacheneinheit der Wand 
in einer gegebenen Richtung 
empfangt. 

Gibt es in der Volumen- 
einheit N Molekule, und ist die 
mittlere Geschwindigkeit i2 
und die mittlere Weglainge I ,  
werden diese Molekiile NSZII- 

werden. Ton denMolekiilen des 
Volumenelementes La d L 6 o 
(Fig. 2) gehen folglich N S/ (I )  LB d 1; d o Molekule in der Se- 
kunde Bus, die direkt von ZusammenstSBen kommen. Von 
diesen ist ein Bruchteil - __ gegen die betrachtete Flachen- 
einheit der Wand P gerichtet, also im ganzen eine Anzahl von 

ma1 in der Sekunde gestoBen v 
Fig. 2. 

1 C 0 8 5  

4 n  

___ N J Z  c o s x d L 6 o .  
i n  1 

Von diesen legt nur ein Bruchteil e-L/A den Weg L zuriick, 
ohne gegen andere Molekiile zu sto3en, so da6 die ganze An- 
zahl, die die betrachtete Flacheneinheit erreicht, 

L - -  
- N F c o s x e  2 d L d w  
i n  

ausmacht. Vom ganzen Raumwinkel do, der den Winkel x 
mit der Normale der Wand bildet, empflngt die Wand folglich 

L=m 

L=O 

StiiBe in der Sekunde. 
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Wird die Integration ausgefiihrt,, erhalt man 
1 

4 n  
--Nn cos x d w  . 

Wird diese GrbBe uber den ganzen Raumwinkel 2 s  
integriert, erhalt man den bekannten Ausdruck - $ N S  als die 
Anzahl von StbBen, die jede Flacheneinheit in der Sekunde 
von allen Seiten empfangt. Eine notwendige Bedingung fiir 
die Realitat der oben angefuhrten Voraussetzungen ist es nun, 
daB die Flacheneinheit in jeder Sekunde ebenso viele Molekule 
in der Richtung x aussendet, wie sie in derselben Richtung 
empfing, also die Anzahl 

1 
4 n  
- N S  cos x 60 ; 

ware namlich dies nicht der Fall, wurden die Geschwindigkeits- 
richtungen + x  und -x in einem Raumelement nahe an der Wand 
nicht gleich haufig sein konnen. Das angefuhrte Kosinusgesetz 
mu8 folglich gelten sowohl fir die Anzahl von Molekulen, die 
eine Flacheneinheit der Wand empfangt, als auch fur die An- 
zahl, die sie in der Zeiteinheit in einer gegebenen Richtung 
aussendet. 

Diese Forderung wird erfullt werden, wenn die Molekiile, 
indem sie an die Wand anprallen, nach dem Gesetz der 
spiegelnden Zuriickwerfung zuruckgeworfen wurden, oder wenn 
sie in genau derselben Richtung zuruckgeworfen werden, in 
welcher sie die Wand treffen. 

Die Erfahrung zeigt aber, daB keiner von diesen beiden 
Fallen stattfindet ; denn bei spiegelnder Zuruckwerfung kiinnten 
die Molekule keine der Wand parallele BewegungsgroBe an 
diese abgeben, und die Stromung der Luft durch eine enge 
Rohre miiBte dann mit derselben Geschwindigkeit ganz dicht 
bei der Wand, wie weiter von derselben entfernt, vor sich 
gehen, und umgekehrt wiirde ein bewegter Korper, z. B. eine 
in ihrem eigenen Plan schwingende Platte, der Luft keine 
Bewegung mitteilen konnen. 

Wenn ein anprsllendes Molekiil immer von der Wand in 
derselben Richtung zuruckgeworfen wiirde, in welcher es die 
Wand trifft, so miiJ3te das Gesetz Poisseui l les ,  wie eng die 
Stromungsrohre auch gemacht wird , mit voller Genauigkeit 
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gelten; wir wissen aber aus den Versuchen K u n d t s  und 
W'arburgs, sowie aus denen Chr is t iansens ,  da8 dies nicht 
der Fall ist, was anch aus meinen Versuchen hervorgeht. 

Falls die Richtung, in welcher ein Molekiil von einer 
festen Wand zuruckgeworfen wird , durch die Einfallsrichtung 
bestimmt ist, muB also die GesetzmaiBigkeit von einer me&- 
wiirdig verwickelten Natur sein, weshalb mir die Annahme 
vie1 einfacher und mit der Vorstellung von der GrijBe der 
Gasmolekiile im Vergleich mit den Molekularabstanden eines 
festen Korpers besser ubereinstimmend scheint, da6 die Ricli- 
tung, in welcher ein Molekul aus der Wand ausgeht, von 
der Richtung vollstandig unabhangig ist, in welcher es die- 
selbe trifft. 

Wir wollen also amehmen, dab jedes Molekiil mit  gleicher 
Wahrscheinlichkeit in jedem beliebigen Azimut zuruckgeworfen 
werden kann, und daB die Wahrscheinlichkeit eines gegebenen 
Ausfallswinkels durch das Kosinusgesetz gegeben ist. Hieraus 
folgt, daB ein gegen die Wand anprallendes Molekiil mit der 
gleichen Wahrscheinlichkeit vor wie hinter der Ebene zuriick- 
geworfen wird, welcher durch die Normale des getroffenen 
Punktes rechtwinkelig auf die Einfallsebene gelegt wird ; hat 
nun eine gro6e Anzahl (n) von Molekiilen, jedes rnit der Masse m, 
dieselbe Einfallsrichtung und Geschwindigkeit c , deren Kom- 
posant, mit der Wand parallel, 20 ist, so empfangt also die 
Wand durch den StoU dieser Molekule die BewegungsgroBe n m w  
in der Richtung der Wand; denn nach den StoBen gegen die 
Wand wird die gesamte BewegungsgraBe langs cler Wand 
infolge des obenstehenden Null sein. Hierbei nimmt man an, 
dab die absolute Geschwindigkeit der Molekiile in keiner 
anderen gesetzma8igen Weise als in der durch das Maxwellsche 
Geschwindigkeitsverteilungsgesetz gegebenen verandert wird, 
indem die Temperntur als konstant gedacht wird. 1st das Gas 
als Gesamtheit in Ruhe, gleichen sich die von der Wand von 
allen Seiten empfangenen Komposanten der BewegungsgroBe 
mit der Wand parall.el aus. 1st das Gas in Stromung, bleibt 
der angefubrte Komposant der BewegungsgroBe in der Richtung 
des Stromes als Rest iibrig. 

Finden sich N Molekiile in der Volumeneinheit, so wird 
eine Anzahl d N ,  dem Maxwell schen Geschwindigkeitsver- 

Annalen der Physik. IV. Folge. 28. 8 
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teilungsgesetz gema6, eine Geschwindigkeit zwischen c und 
c + d'c haben, wo 

Hier bedeutet IX die wahrscheinlichste Geschwindigkeit. Die 
Anzahl von Molekiilen, die mit, der Geschwindigkeit c eine 
Flacheneinheit der Wand in der Zeiteinheit trifft, ist wie be- 
kannt : c d N.  Diese Anzahl von StiiBen gibt der Wand einen 
Komposanten der Bewegungsgr6Be von + c m w d N ,  wo w die 
translatorische mittlere Qeschwindigkeit dieser Molekiile ist; 
w kann auch als die mittlere Geschwindigkeit aller d N Mole- 
kiile, mit der Wand parallel, bezeichnet werden und muU 
folglich c proportional, also k c  gleich sein, wo k eine Kon- 
stante ist. Die iibertragene BewegungsgrSBe wird folglich 

Die bei allen StoBen in der Richtung der Wand 
beigebrachte BewegungsgrBBe (B) wird also fur jeden Quadrat- 
zentimeter und fur jede Sekunde 

R cam dN. 

m 

3 
4 4 n  4 2 

CZ 
1 -~ B = - N i r - m J $ - e  1 4 a 2 d c =  - - - N k m - a Z .  

0 

Nennen wir den arithmetischen Mittelwert der Geschwindig- 
keiten aller anprallenden Molekule Q, hat man bekanntlich 

2 N  Q = -  

Q ist gleich 2 c l N  

Diese Griil3e wird v 

3 n  
32 

und also B = - f l m  Qa . 
infolge der Definition von Q, und also 

2 l c c  H w  
N - N  

Q = ~ - __-. 
genannt und ist der geometrische Mittel- 

wert, der Geschwindigkeiten aller Molekiile, muB folglich a19 
die Geschwindigkeit der ganzen Luftmasse betrachtet werden, 
weshalb man die obengenannte BewegungsgroBe (B) findet 

B = - N m Q v .  

Dies unter der Voraussetzung, dal3 die Grol3e v in jeder Ent- 
fernung von der Wand dieselbe ist, was, wie bekannt, nicht 
der Fall ist, wenn die Dimensionen des Qnerschnittes im Ver- 
gleich mit der mittleren Weglange nicht mehr verschwindend 
klein sind. 

3 n  
32 
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Stromt das Gas durch eine annaherungsweise zylindrische 
Rohre, deren Querschnitt eine beliebige Form hat, und ist 
eine der Querschnittsdimensionen der RGhre im Vergleich mit 
der mittleren Weglange der Gasmolekiile verschwindend klein, 
wollen wir ein Rohrenstuck von der Lange d l  betrachten und 
den Umkreis eines Normalschnittes an dieser Stelle mit o und 
das Areal desselben mit A bezeichnen. Die von einem solchen 
RGhrenstiick in der Zeit d t empfangene BewegungsgroBe in 
der Richtung der Oberflache wird dann sein 

Rn 
32 --Nm Q v o d l d t .  

In diesem Ausdruck wird das spezifische Gewicht der Luft 
N m  = Q gesetzt, und die mittlere Geschwindigkeit $2 kann 
infolge des Max w el 1 schen Gescbwindigkeitsverteilungsgesetzes 
aus der Gleichung p = nG/(8) N m  Sa bestimmt werden, wo p 
den Druck bezeichnet. Man erhalt dann die BewegungsgrGBe 

_. 
- - N m S v o d l d t  3 n  = : - d : p f i v o d l d t .  
32 

Vorausgesetzt, dal3 die Rohrenwand o d l  die game Be- 
wegungsgrobe empfangt, die vom Druckfall - ( d p l d l )  d l  
hervorgebracht wird, d. h. die BewegungsgroBe - A  ( d p l d l )  dl d t ,  
erhalt man also 

Fiir die Gewichtmenge Gas G, die in der Zeiteinheit durch 
einen Querschnitt der Rohre stromt, hat man G = A p v ,  wes- 
halb man aus obenstehender Gleichung findet 

Wird die Giiltigkeit von Mar io t tes  Gesetz vorausgesetzt und 
das spezifische Gewicht des Gases bei der gegenwartigen Tem- 
peratur und dem Druck 1 Dyn/cma p, genannt, hat man 
~ / p  = p1 und also 

Bezeichnet man die durchstromende Gasmenge nicht durch 
8* 
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ihr Gewicht, sondern durch das Produkt Qt von Volumen (ccm) 
nnd Druck (Dyn/cm2), hat man Q, = G/p,  und also 

Bei stationarer Stromung mu8 Qt uberall in der Pore oder der 
Bohre denselben Wert haben. Wenn die Lange der Rohre L 
und die Drucke an ihren Enden p1 und p z ( p ,  > p 2 )  sind, er- 
halt man 

woraus durch Integration 

indem die GrijBe 
L 

W genannt wird. Diese Grofje, die nur von der Form und 
den Dimensionen der Rohre abhangig ist, kann dem Sprach- 
gebrauch der Elektrizitatslehre gema6 ale der Widerstand der 
Rohre bezeichnet werden. Der Umkreis einer kreisformigen 
zylindrischen Rohre mit dem Radius R ist 0 = 2 7g R und das 
Querschnittsareal A = n Rz; d.ieses gibt 

I j ,  = - 
8 2 n R S  

und folglich 
4 - - 1 R 3  

Qt = 3 p n - r ( P 1  -PJ. YG 
Fur Striimung zwischen zwei planparallelen Wanden mit 

dem Abstand a, der Breite b und der Lange 1; erhalt man, 
wenn a im Vergleich mit b als verschwindend klein gerechnet 

wird, daB der Widerstand W = -~ I/ ist, und also 3 1 / n  2 b  

8 1/2 
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Hat der Stromungskanal andere Formen, muB man bei 
dem experimentalen Versuch durch Kalibrierung und Aus- 
messung die GrSBen bestimmen, auf die es hier ankommt. 

Es bedarf kaum einer naheren Begrundung, daB man bei 
stntionarer Stromung durch Rijhrensysteme oder Rijhren- 
verzweigungen ein dem aus der Elektrizitatslehre bekannten 
Kirchhoffschen Gesetze ganz analoges verwenden kann. 

Bei der Berechnung der Anzahl von StoBen +Nn, die 
eine Flacheneinheit in der Sekunde empfiingt , wurde voraus- 
gesetzt, dab sowohl N wie R in jeder Entfernung von der 
Wand gleich waren. Gegen die Richtigkeit dieser Voraus- 
setzung konnte die Adsorptionserscheinung angefuhrt werden, 
durch deren Wirkung man annehmen mu6, da6 N gegen die 
Wand hin zunimmt. Die Ubereinstimmung der Versuche und 
der Theorie zeigen aber, da6 es wahrscheinlich keine Ad- 
sorption hier gibt. 

Ferner wurde bei der Berechnung von + N Q  vorausgesetzt, 
da6 die Flacheneinheit sich in einer ausgedehnten Gasmasse 
befindet, was aber bei der Verwendung der Formel im vorher- 
gehenden gerade nicht der Fall war. Unter der Voraussetzung 
von der Giiltigkeit des gefundenen Kosinusgesetzes verandert 
aber eine feste Wand nichts in der Verteilung der Geschwin- 
djgkeitsrichtungen und der GeschwindigkeitsgroBen, woraus folgt, 
da6 die Anzahl der St6Be unverandert bleibt, wie klein man 
auch den Raum macht, worin das Gas sich befindet, wenn 
nur der Druck konstant gehalten wird. Dieses kann iibrigens 
leicht verifiziert werden durch eine direkte Berechnung der 
Anzahl von StoBen gegen die Wande eines Raumes mit ein- 
fachen geometrischen Formen, z. B. einer Kugel oder einer 
zylindrischen kreisformigen Rohre. 

Es wurde vorausgesetzt, da6 die durch den Druckfall 
( d p  I d  1 )  d I hervorgebrachte BewegungsgroBe ganz und gar auf 
das Rbhrenstuck d l  ubergehe. Wie bei Effusion erhalt die 
Gesamtgasmasse auch hier eine lebendige Kraft durch den 
Druckfall hervorgebracht, so daB wir statt die dritte Qleichung 
p. 107 folgende Bewegungsgleichung erhalten 
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oder, da G = A Q V  

woraus durch Integration iiber die ganze Rohre 
.L 

woraus, indem 
L 

im Vergleich mit 1 verschwindend klein ist, hat man 
. ,- 

und also 

Da eine kreisformige zylindrische Rohre von allen zylin- 
drischen Rohren diejenige ist, die bei einer gegebenen Lange 
bnd einem gegebenen Querschnitt den geringsten Widerstand W 
hat, wollen wir spezieli die GroBe yon U bei einer soichen 
Rohre mit dem Radius R untersuchen. Man findet 

Da der groSte bei den Messungen verwendete Wert von B/L  
1/600 ist, sieht man also, daB U, wenn p ,  auch viele hundertmal 
so gro6 als p ,  ist, gegen 1 als verschwindend klein betrachtet 
werden mu6. Da U bei einer kreisfiirmigen zylindrischen Riihre 
von gegebenem Querschnittsareal im Vergleich mit 1 verschwin- 
dend klein, und da W fur eine solche Rohre das Minimum ist, 
so ist also - unter sonst gleichen Verhaltnissen - in zylin- 
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drischen Rohren von irgend einer anderen Querschnittsform U 
im Vergleich mit 1 um so mehr verschwindend klein. 

1st der Druckunterschied p ,  -p ,  nur ein geringer Bruch- 
teil von p , ,  so zeigt die Gleichung, daB die Lange der Rohre 
im Verhaltnis zum Radius nicht gro6 zu sein braucht, damit 
man von der Geschwindigkeitsveranderung der Luftmasse ab - 
sehen kann, und da0 man dann auch die Theorie auf Rohren, 
die vom zylindrischen etwas abweichen, anwenden kann. 

Endlich wurde bei der Berechnung vorausgesetzt, daB die 
Anzahl von gegenseitigen ZusammenstG0en der Molekule in 
der Rohre im Vergleich mit den StoBen gegen die Wand als 
verschwindend klein betrachtet werden kann. 1st dies nicht 
der Fall, werden die Verhaltnisse komplizierter, weshalb dieser 
Fall spater besprochen werden wird. 

Im folgenden wird eine andere und mehr direkte Berech- 
nung von der Gasmenge angefiihrt werden, die in der Zeit- 
einheit durch eine kreisformige zylindrische Rohre mit dem 
Radius R und der Lange 1T/ durchstriimt, wenn R im Vergleich 
rnit L und der mittlercn Weglange verschwindend ist. Wir 
wollen hier von der Annahme ausgehen, die durch die vorige 
Berechnung beetatigt wurde, da0 der Druck bei stationarer 
Stromung gleicbmaSig durch die Rohre abnimmt. (Dies ist, 
wie bekannt, nicht der Fal! hei Stromungen nach Po i s seu i l l e s  
Gesetz.) Wird ein Querschnitt der Rbhre gewahlt, worin die 
Anzahl von Molekiilen im einheitlichen Volumen No ist, wird 
man also in der Entfernung I davon die Anzahl N von Mole- 
kiilen im einheitlichen Volumen durch N = No + q 1 bestimmt 
haben. Wir wollen auBerdem davon, ausgehen, da8 die Mole- 
kiile, bei StiiBen gegea die Wand, nach dem fruher angefuhrten 
Kosinusgesetz zuruckgeworfen werden. 

Betrachtet man einen Querschnitt der Rohre in der Ent- 
fernung I voin Anfwgsquerschnitt, wird die Wahrscheinlich- 
keit dafiir, dab ein Molekiil ohne ZusammenstoB mit anderen 
Molekulen den Weg lI zwischen den beiden Querschnitten, 
eventuell in schrager Richtung, durchlauft, auf folgende Weise 
berechnet. 

ist, wie 
bekannt, e - d b l n i ,  wo I ,  die mittlere Weglange ist, und die 
Wahrscheinlichkeit dafiir, daS die iibrigen Strecken d 11, die 

Die Wahrscheinlichkeit fur die kleine Strecke d 
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siimtlich I ,  betragen, auch ohrie ZusammenstoB durchgelaufen 
werden, wird dann 

- - d 6 - d - 1, - _- d I >  -j-T 

-[A!-. I cosy  

L, 
e '1 . e ).* . e  . . .  = e  

Bildet mit der Rohrenachse den Winkel y, hat m:m 
I ,  cosy = I ,  und die gesuchte Wahrscheinlichkeit wird folglich 

e 0  

Die mittlere Weglange il ist aber dem A' umgekehrt propor- 
tional, so da6 man il = k/N, und mit leicht verstandlicher Be- 
zeichnung Lo = k/i'V0 setzen kann. Man hat also die Wahr- 
scheinlichkeit 

wo das obere Vorzeichen fur die Seite des Querschnittes gilt, 
wo N am groBten ist. 

Die Anzahl von Molekulen, die von StoSen gegen die 
Wand ausgehen, verhiilt sich zu der Atizahl, die von gegen- 
seitigen ZusammenstOBen kommen, wie 

Der Durchmesser 2 R wurde im Vefgleich mit 1 als ver- 
schwindend klein vorausgesetzt, weshalb wir von den Molekulen 

Fig. 3. 

absehen kiinnen, die direkt von ZusammenstOBen kommen, im 
Vergleich mit denjenigen, die yon StOBen gegen die Wand 
ausgehen. Die Anzahl yon Molekillen, die von der Wand des 
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RGhrenstiickes dl kommen, und deren Bewegungsrichtung den 
Winkel x mit dem Radius bildet, ist infolge des Kosinus- 
gesetzes 

2- 2 w RdlN 'c ' 2  cos x --, d w  
2 m  

indem N' die Anzahl von Molekiilen im einheitlichen Volumen 
rnit der Geschwindigkeit c' bezeichnet und d m  der Raum- 
winkel ist, in welchem ihre Bewegungsrichtungen liegen. Aus 
der Figur sieht man, daB 

r d r d v c o s y  d w  = 
1: 

ist, weshalb die Anzahl yon Molekiilen d nl', die von der Wand 
des Rohrenstiickes dl kommen, und in der Zeiteinheit das 
Flachenelement r d r  d v  Dassieren, 

wird. Wird hier N'= N , +  y l  eingesetzt und wird von d n ,  
der Wert d na' der Anzahl von Molekiilen subtrahiert, die vom 
Rohrenstuck d l  in der Entfernung --I vom betrachteten Quer- 
schnitt kommen, erhalt man die gesuchte Restanzahl d n'. 

1; 
d n' = + IZ c' cos x cos y T- dr dl d v  

( & e - j E ( , - E -  2 '1 1' 

Werden die Parenthesen in Reihe entwickelt und wird nur 

der Ote Grad benutzt und wird ferner e I C O ~ Y  = 1 gesetzt, er- 
halt man 

1 -__ 

r l  dn'= p R c'cos xcos y- d r  dldv. 
1: 

und cos x = cos v cosy = -- 

Wird 
1 
4 1, 

eingesetzt, erhilt man 
d n'= q R c' cos v dv T~ dr P(r2 + la)-% dl. 

Durch Integration erhillt man die Anzahl von Molekiilen, die 
in der Zeiteinheit den betrachteten Querschnitt passieren. 
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+ die Anzahl, die den entgegengesetzten Weg passieren, 
n am1 i ch j n/a 2 RJco8v Jm 

n'= (I R c cos v dv r2 d r  la (r2 + la)-= d l  = j- n R3 q c'. 
- 4 2  0 0 

Wird (I = dN'ld 1 eingesetzt, erhalt man 

F u r  die Molekiile mit den Geschwindigkeiten c" und c"' 
erhalt man entsprechende Ausdriicke, woraus durch Addition 

n = n'+ n"+ n"' . . . = --7c R3-(N'c '+  W c " +  N"'c"+ . . .). 
Die GrijBe in der Parenthese bezeichnet die Anzahl N 

von Molekulen in Volumeneinheit , mit dem arithmetischen 
mittleren Wert 9 von samtlichen Molekiilgeschwindigkeiten 
multipliziert, also 

2 d 
3 d l  

woraus die in einer Sekunde durchstromende Gewichtmenge 

Wird 

eingesetzt, erhalt man fur stationare Stromung 

worms 

welcher Ausdruck dem friiher gefundenen identisch ist. 

7. Diekuesion der Meseungereeultate bei kombinierter 
molekularer Stromung und Reibungeatromung. 

Aus den Tabellen iiber die fur verschiedene Rijhren und 
Gase gefundenen Werte von I', T = Q , / ( p l - p z )  sieht man, da8 
T eine Funktion des mittleren Druckes p ist, wenn man den 
schon behandelten Fall ausnimmt, wo man fiir sehr kleine 
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Werte von p bei Veranderung desselben keine erkennbare 
Variation von T findet. Man sieht unmittelbar aus den 
Tabellen, daB T zunilchst bei wachsendem p abnimmt, ein 

0) a 

Minimum erreicht, urn dann zuzunehmen. Die Funktions- 
abhiingigkeit ist in den Figg. 4a und 4b graphisch dargestellt, 
wo der mittlere Druck p als Abszisse, die bei einheitlichem 
Druckucterschied durchstrijmende (Jasmenge T als Ordinate 
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abgesetzt ist. Die Fignren stellen die Versuche mit der 
Stromung der Kohlensaure durch die Rohre 4 dar. I n  Fig. 4 a  
sind die durch Versuche gefundenen Werte von 1' bei grofien 
Werten von p durch Punkte angegeben, in Fig. 4b, die nacli 
lOOmal groBerem MaBstab a19 Fig. 1 gezeichnet ist ,  sind die 
Versuchsresultate fur kleine Werte des mittleren Druckes auf 
ahnliche Weise eingefuhrt. Die gezeichneteri Kurven, die, wie 
man sieht, die Versuchsresultate mit aller erwunscliten Ge- 
nauigkeit wiedergeben, stellen die empirische Formel 

dar ,  wo die Konstanten a,  It, c1 und c2 durch Ausgleichung 
nach der Methode der kleinsten Quadraten gefunden sind. 

Die Versuche mit den anderen RGhren und anderen Gasen 
werden durch Kurven ganz Bhnlicher Form dargestellt , und 
es zeigt sich, da6 die Gleichung (2) bei passender Wahl von 
Konstanten alle Beobachtungen darstellen ksnn. In der folgen- 
den Tab. I1 sind die verschiedenen Werte der Konstanten fur 
die verschiedenen Rohren und Gase aufgefiihrt. Fur  die 
Rohre 3 Kohlensaure und die Rohre 4 Kohlensaure sind die 
Konstanten durch Ausgleichung nach der Methode der kleinsten 
Quadrate gefunden, f i r  die iibrigen sind sie durch graphische 
Ausgleichung bestimmt. Die aufgefiihrten Werte yon b sind 
unabhangig von der gewahlten Einheit des mittleren Druckes p ,  
die Werte von a, c1 und cz setzen voraus, dafi p in Dyn/cm2 
angegeben wird. 

T a b e l l e  11. 
Rohro a b 01 C2 

Kr. 10-5 x 10-4 x 10-4 x 
1 Wasserstoff 8,72 0,0734 41,34 47,81 
1 Sauerstoff 4,65 0,01868 32,35 39,92 
1 Kohlensaure 6,35 0,01550 39,32 50,08 
2 Wasserstoff 5,11 0,03760 27,05 34,OZ 
3 Kohlensiiure 9,18&0,10 0,01918f0,00014 51,17&8,3 65,18*9,0 
4 Wasserstoff 5,94 0,1702 33,47 39,29 
4 Sauerstoff 2,67 0,O 4 0 9 0 16,12 19,47 
4 Kohlenallure 3,66 &0,02 0,03489 f0,00016 32,35 f 1,85 39,83 & 2,31 

Fur groBe Werte von p geht die Formel (2) uber in 
C I f =  a p  + b'. (3) (iy 
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Das erste Glied auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 
ist der Poisseuillesche Ausdruck, das zweite Clied die Glei- 
tungskorrektion. 

Bei Stromung durch kreisformige, zylindrische Rohren 
gibt Poisseui l les  Gesetz ohne Gleitungskorrektion 

Aus dieser Gleichung wird a fur die verschiedenen Rohren 
und die verschiedenen Gase berechnet, indem der Koeffizient q 
der inneren Reibung bei 25O nach den Tabellen Lando l t s  
und B o r n s t e i n s  folgende Werte gegeben wird. q fur 
Wasserstoff lo-' x 919, fur Sauerstoff lo-' x 2009 und fiir 
Kohlensaure lO-'x 1538. Bei der Berechnung wird R3/L  durch 
den durch Kalibrierung und Ausmessung gefundenen Wert von 

I 
L 
rcli 

J R S  
0 

ersetzt, so da6 die Formel (4) in 

0 

iibergeht, wo R im Zahler leichtigkeitshalber dem mittIeren 
Wert des RShrenradius gleichgesetzt wird. Die so gefundenen 
Werte von a werden mit ,,a berechnet" bezeic.hnet, und zum 
Vergieich mit ihnen sollen hiernach die Werte von a, ,,a beob- 
achtet", aus der Tab. I1 iiber die Konstanten angefuhrt werden. 

Rohre 1 : Waeserstoff 
Sauerstoff . 
Kohlenslure 

,, 2 :  Wasserstoff 
,, 3: Kohlenshre 
,, 4:  Wasseratoff 

Sauerstoff . 
Kohlensiiure 

a x lo6 
beobachtet 

. . . . 8,72 

. . . . 4,65 

. . . . 6,35 

. . . . 9,18 f 0,lO 

. . . . 2,67 . . . . 3,658 & 0,016 

. . . . 5,11 

. . . 5,94 

a x  106 
berechne t 

10,05 
4,60 
6,OO 
4,87 
9,04 
6,18 
2,025 
3,690 
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Aus dieser Zusammenstellung sieht man, da6 eine ziem- 
lich gute Ubereinstimmung herrscht zwischen den beobachteten 
und den aus Poisseui l les  Gesetz berechneten Werten. Zu 
bemerken ist jedoch, da6 die bei hoherem Druck ausgefuhrten 
Manometermessungen nicht mit sehr groBer Qenauigkeit vor- 
genommen werden konnten, da die Durchstromung bei grofien 
Drucken so geschwind vor sich ging, da6 die Zeit zum Ab- 
lesen sehr gering wurde. AuBerdem wurde nur bei den Mes- 
sungen mit der Rohre 4 fur die bestmogliche Bestimmung 
Sorge getragen. Die Abweichung zwischen den beiden Werten 
der Stromung des Wasserstoffs durch die RShre 1 wird da- 
durch erklart , da6 hier keine Manometermessungen, sondern 
nur Beobachtungen bei niedrigen Drucken vorgenommen sind, 
so da6 die Beobachtungen eine unsiehere Bestimmung von n 
ergeben. 

DaB die GroBe a der Poisseui l lesche Ausdruck sein 
mufi, kann man a priori annehmen, und die obenstehende 
Zusammenstellung hat denn auch keine andere wesentliche 
Bedeutung, als zu bestatigen, da6 der Widerstand der Rohren 
durch Kalibrierung und Ausmessung richtig bestimmt worden 
ist, was besonders fiir die aufierst enge Rohre 4 eine ziemlich 
notwendige Probe ist. 

Fur sehr kleine Werte von p geht die Formel (2) in T =  b 
iiber, wo b der Wert ist, den 1’ bei der rein molekularen 
Stromung hat. Infolge des vorhergehenden hat man 

oder fur kreisformige, zylindrische Riihren 

5)  

Wir wollen danach zu der Untersuchung der Bedeutung 
der Konstanten el und cz in der Formel (2) ubergehen. Fur  
diese Untersuchung wollen wir zunachst die Verhaltnisse be- 
trachten,. wenn die mittlere Wegliinge der Luftmolekule im 
Vergleich mit dem. Radius der Rohre zwar gering, aber nicht 
verschwindend ist. Diese Betrachtung wird zu einer Be- 
stimmung der GroSe cl/ca fuhren. Dann wollen wir die Ver- 
haltnisse betrachten, wenn der Radius der Rohre im Vergleich 
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mit der mittleren Weglange gering, aber nicht verschwindend 
ist, durch welche Betrachtung wir eine Bestimmung der 
Funktionsform und eine Schatzung der GroBe cz - c1 erhalten 
werden. 

Den ersteren dieser Falle hat man, wenn p in der 
Formel (2) so gro6 ist, da6 (1 + clp)/(l  + c ,p)  mit genugender 
Annaherung durch c1 / c ,  ersetzt werden kann. Die Formel (2) 
ergibt dann 

Werden hier die fur kreisformige, zylindrische Riihren geltenden 
Werte von a und b aus den Gleichungen (4) und (5) eingefuhrt, 
erhalt man 

Nehmen wir nun an, was nur annaherungsweise richtig 
ist,, da6 man bei dieser Strbmung mit geniigender Annaherung 
die Bewegung des Gases als eine solche betrachten kann, wie 
sie es sein muBte, wenn in jeder Entfernung von der Rohren- 
wand den bekannten konstanten Wert hatte, wiibrend sich die 
Gasschicht unmittelbar bei der Wand mit einer gewissen (38- 
schwindigkeit bewegt, so erhalt man den bekannten Ausdruck 
fur die Stromung, namlich Poisseui l les  Gesetz mit Gleitungs- 
korrektion. 1st 5 der Gleitungskoeffizient = q/&, wo 8 der 
Koeffizient der iiu6eren Reibung ist, so hat man’ den Ausdruck 

Werden die beiden Ausdriicke von T verglichen, erhalt 

Aus den Versuchen Kundts  und W a r b u r g s  hat 

man 

man 
den Schlu6 gezogen, da6 der Gleitungskoeffizient 5 der mittleren 
WeglLnge Z fast ahnlich , vielleicht etwas kleiner als dieselbe 
ist. Ersetzen wir deshalb in obenstehender Formel 5 durch 
R I ,  wo k ein echter Bruch, ungefahr = 1, ist, und er- 
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innern wir uns, daS das Maxwellsche Verteilungsgesetz die 
folgende Relation zwischen il und q ergibt 

.- 

A=-- 
0,30967 p f i  

so erhalten wir 

oder 
c1 3 n  IG 
- ~. = 0,95 k .  
cq 0,30967 x 32 

Da K etwas kleiner als 1 ist, sieht man also, daB c1 /c2 auch 
kleiner ist als 1 und nach den Versuchen K u n d t s  und 
W a r b u r g s  als eine QroBe betrachtet werden muB, die von 
der Natur des Gases, dem Abstand der schwingenden Platten 
oder dem Radius der Stromungsrohre unabhangig ist. Das- 
selbe Resultat geht auch aus meinen Versuchen hervor; denn 
wenn man aus der Tab. I1 iiber die gefundenen Konstanten 
das Verhiiltnis cI/c2 bildet, erhalt man die folgende Reihe 

Wasserstoff . . . . . .  
Sauerstoff . . . . . . .  
Kohlensaure . . . . . .  
Wasserstoff . . . . . .  
Kohlensfiure . . . . . .  
Wasserstoff . . , , . . 
Sauerstoff . . . . . . .  
Kohlensaure . . . . . .  

C I I C P  

0,865 
0,81 
0,785 
0,795 
0,785 & 0,016 
0,85 
0,83 
0,812 =t 0,006 

Man sieht, da8 diese GroBen siimtlich kleiner sind als 1, 
und daI3 es keine nachweisbare gesetzliche Abhangigkeit 
zwischen diesen GriiSen und dem spezifischen Bewicht oder 
der inneren Reibung der Gase gibt. Die Dimensionen der 
Rohren scheinen auch keinen EinfluB auf c1 / c ,  zu haben, was 
man ubrigens auch nicht erwarten wiirde. Die Robre 3 hat 
doch einen Radius, welcher mehr als viermal grofier ist als 
der Radius der Rohre 4. 

Wie fruher erwahnt, sind die mit der Rohre 4 aus- 
gefuhrten Beobachtungen die zuverlassigsten, und von diesen 
sind wiederum die Wasserstoff beobachtungen die am wenigsten 
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guteD, da der WasserstofT durch die Atmolyse immer unreiner 
wurde, so da8 , wenn mehrere Stromungsversuche ohne neues 
Auffullen nacheinander ausgefiihrt wurden, die letzten Ver- 
suche zu geringe Werte von 1’ ergaben. Dies geht deutlich 
aus der Tabellenreihe (Tab. I) uber die Versuche mit Wasser- 
stoff hervor. Aus obenstehender Tabelle uber cl/ca wollen 
wir deshalb den SchluB ziehen, daB cl/ca fur groBe Werte 
vom Verhaltnis zwischen dem Rohrenradius und der mittleren 
Weglange eine reine Zahl ist, und wir wollen 

(6) _ -  el - 0,81 
c2 

setzen. 
1st der Radius der Rohre im Vergleich mit der mittleren 

Weglange klein, aber nicht verschwindend, wollen wir eine 
Betrachtung benutzen , die an die Berechnung der rein mole- 
kularen Stromung anschlieBt , indem Korrektionen eingefiihrt 
werden, die davon herriihren, daB die gegenseitigen Zusammen- 
stol3e der Molekule im Vergleich mit den StoBen gegen die 
Wand nicht verschwindend wenig sind. 

Wir betrachten einen Normalquerschnitt der Rohre mit 
dem Areal A und dem Umkreis o. Man sieht leicht, daB die 
Formel )NSZ fur die Anzahl von StoBen, die die Flachen- 
einheit der Wand in der Sekunde empfangt, ihre Giiltigkeit 
behalt, auch wenn auBer der Molekulanzahl N in jeder 
Volumeneinheit noch eine Anzahl Nl von Molekiilen eines 
andern Gases angebracht wurde; denn hierdurch wiirde nur 
die mittlere Weglange h verandert werden, und diese fallt, 
wie man sehen wird, durch die Integration weg, wodurch 

Wir wollen uns eine Stromungsrohre 
vorstellen, in welcher N oder der Partialdruck des ersteren 
Gases von einem Ende bis zum anderen abnimmt, wahrend 
8, oder der Partialdruck des letzteren Gases iiberall in der 
Rijhre und in beiden Behaltern konstant ist. Die vom Druck- 
fall hervorgebrachte BewegungsgroBe wird dann auf die Rohren- 
wand iibertragen , teils direkt dadurch, daB Molekule des 
ersteren Gases gegen die Wand stoBen, teils indirekt dadurch, 
da6 Nolekiile des ersteren Gases gegen Molekule des letzteren 
Gases stoBen und diese dann wieder die empfangene Be- 
wegungsgr6Be auf die Rohrenwand iibertragen. Man kann 

N 9 gefunden wird. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 28. 9 
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also annehmen, daB die Gegenwart des letzteren Gases so 
wirken wird , als ob die Wandflache der Stromungsrohre ver- 
groBert worden ware, was zur Folge hat, dab eine kleinere 
Menge des ersteren Gases in der Zeiteinheit durchschliipft. 
Wir denken uns sodann, daB jedes der Molekiile des letzteren 
Gases dieselbe Masse, Geschwindigkeit und GroBe wie die 
Molekiile des ersteren Gases hat. Die Meinung hiermit ist 
mit andern Worten, daB wir im betrachteten Stuck der Rohre 
einen Druckfall haben, welcher bewirkt , da8 die geometriache 
Summe der Geschwindigkeiten aller Molekule von Null ver- 
schieden ist. Aus der ganzen Anzahl von Molekiilen N +  Nl 
in jedem ccm wollen wir eine geringe Anzahl N mit Ge- 
schwindigkeiten hauptsachlich in der Richtung des Druckfalles 
auswahlen. Wir konnen nun diese Wahl so treffen, daB die 
ubrigen Molekiile uber den ganzen Raum gleichmabig verteilt 
sind, und daB die geometrische Summe ihrer Geschwindigkeiten 
Null ist. Die gesamte BewegungsgroBe in der Richtung der 
Rahre, in welche die Molekiile, von denen lV1 in jedem ccm 
sind, der Rohre geben, ist dann Null, und wir brauchen im 
betrachteten kleinen Zeitelement nur zu untersuchen , welche 
BewegungsgroSe. die Molekiile, von denen N in jedem ccm 
sind, auf die Wand iibertragen, teils direkt durch YtoBe gegen 
dieselbe , teils indirekt nach StoBen gegen andere Molekule. 
Nach dem Verlauf des betrachteten kleinen Zeitelementes 
konnen wir wieder auf ahnliche Weise wie vorhin N Molekiile 
auswahlen, so daS wir stets in jedem ccm N Molekule haben, 
die zusammen eine bewegte Gasmasse bilden, welche mit den 
Nl Molekiilen einer ruhenden Gasmasse derselben Art gleich- 
mBDig vermischt ist. Wenn das letztere Gas die empfangene 
BewegungsgroDe momentan auf die Rohre ubertragen konnte, 
so daB es nicht selbst hindurchgetrieben wiirde, so leuchtet es 
ein, daB eine Steigerung des mittleren Druckes des ruhenden 
Gases eine Verkleinerung der durchstromenden Ga,smenge zur 
Folge haben muB. 

Im Rohrenstuck dE werden die Molekule des ersteren 
Gases in der Zeit d t  + N S  o d l d t  ma1 gegen die Rohrenwand 
stoBen, und ist N im Vergleich mit Nl klein, werden sie an- 
naherungsweise NAT d l d t  ma1 gegen Molekiile des letzteren f;! 
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Gases stoBen. Haben die Molekule des ersteren Gases die 
gemeinsame Geschwindigkeit v in der Richtung der Rohre, 
wird also die Bewegungsgrofle + Ns2 o m v d I d t durch die 
direkten StoBe gegen die Rohrenwand auf dieselbe ilbertragen. 
Da man keine gemeinsame Geschwindigkeit v voraussetzen 
kann, aber das Maxwellsche Verteilungsgesetz zu beriick- 
sichtigen hat, mu6 der Faktor + in Analogie mit der Ent- 
wickelung unter der Theorie der molekularen Stromung hier 
durch 3 n / 3 2  ersetzt werden, so dafl die ubertragene Be- 
wegungsgrS6e 5 Xi2 o rn v d E d t wird. Haben die Molekule 
des ersteren Gases bei StoBen’ gegen das andere Gas die 
durchschnittliche Geschwindigkeit v1 in der Richtung der 
Rohre, empfangt also die ganze Gasmenge die Bewegungs- 
groBe N A  T m v ,  d l d t ,  oder wenn das Maxwellsche Ver- 
teilungsgesetz berucksichtigt wird, N A  m vl d I d t. 1st 
der Rohrendurchmesser im Vergleich mit der mittleren Weg- 
lange sehr klein, mussen v und v1 gleich sein, da in dem 
Fall von verschiedenen Gasschichten mit verschiedenen Ge- 
schwindigkeiten nicht die Rede sein kmn. 1st der Rohren- 
durchmesser im Vergleich mit der mittleren Weglange dagegen 
so groB, dafl wegen der inneren Reibung in verschiedenen Ent- 
fernungen von der Rohrenwand verschiedene Geschwindigkeiten 
entstehen, so mufl v1 groBer als v sein. Wir wollen aber hier 
diesen Fall au6er Betracht lassen. 

Denken wir uns nun, dafl die von der Gasmasse empfangene 
BewegungsgrbBe momentan auf die Wand ubertragen wird, wird 
die ganze BewegungsgroBe, die das Rohrenstuck d l  in der 
Zeit d t  empfangt, folglich 

32 

$2 

3 n  n 

3 n  3 n  n - N S o m v d l d t  + T N B T m v d l d t ,  
32 

welche Bewegungsgrofle der vom Druckfall + ( d p l d  I )  hervor- 
gebrachten, also t A d 1 d t,  gleich sein 8011. Wir erhalten 
also: 
(7) 

Das Verhaltpis ist also so zu betrachten, als ob die Gro6e 
der Oberfliiche o d l  wegen Unebenheiten um 4 A / ( i l ) d l  ge- 

9* 
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steigert worden ware , welches mit grober Annaherung die 
Summe der Gasmolekuloberflachen in dem betrachteten Rohr- 
stuck ist, indem jedes Molekul als eine Kugel mit einem 
Radius doppelt so grog als der wirkliche betrachtet wird. 

Wenn die von der Gasmasse empfangene BewegungsgroBe 
momentan auf die Rohrenwand ubertragen werden konnte, 
wurde die Gewichtsmenge Gas , die in der Zeiteinheit durch 
einen Querschnitt der Rijhre stromt, AiVmv werden. In  der 
Wirklichkeit verlauft einige Zeit, nachdem ein ZusammenstoB 
zwischon zwei Molekiilen stattgefunden hat, bis sie die Wand 
treffen, und wahrend dieser Zeit haben sie zusammen die Be- 
wegungsgroBe m u  in der Richtung der Rijhre. Die Gasmasse 
in der Langeneinheit der Rohre empfing in der Zeiteinheit 
die BewegungsgroBe N A  (G)/(;l) m v ,  und man kann deshalb an- 
nehmen, da6 sich die Masse NA(G)/(A) m mit einer Geschwindig- 
keit v in der Zeit bewegt, die durchschnittlich innerhalb der 
beiden Zeitpunkte verlauft, wo ein Molekul des ersteren Gases 
ein anderes trifft und wo seine BewegungsgrbBe auf die Wand 
iibertragen wird. 

Da N +  3, Molekiile in jedem Kubikzentimeter sind, 
empfangt die Rijhrenlange E +(A7 + N,) 90 1 StoBe ic der 
Sekunde, und da sich im ganzen ( N +  Nl) A I Molekiile in 
dieseni Rohrenstiick finden, wird also jedes Molekul in jeder 
Sekunde +(Go)/Amal  gegen die Wand stoBen, oder es wird 
durchschnittlich eine Zeit 4 A /  $2 o zwischen zwei aufeinander 
folgenden StijBen gegen die Wand von jedem einzelnen Molekul 
verlaufen. DaB dieses richtig ist, sieht man leicht, wenn 1! 
im Vergleich mit den Dimensionen des Querschnittes , grog 
gewahlt wird. Auf seinem Wege von einem StoB gegen die 
Wand bis zum folgenden StoB gegen die Wand wird jedes 
der betrachteten Molekiile eine gewisse Wahrscheinlichkeit 
dafur haben, gegen ein anderes Molekul zu stofien, und diese 
Wahrscheinlichkeit ist in jedem Punkte der Bahn gleich gro8. 
1st die Molekiilanzahl deshalb im ganzen so gering, daB man 
von den Fallen absehen kann, wo ein Molekul auf seinem 
Wege von Wand zu Wand zwei oder mehrere andere Molekule 
trifft, wird die Zeit, die durchschnittlich von einem Zusarnmen- 
stoB bis zu einem StoB gegen die Wand verlauft, k ( 4 A ) / Q o  
werden, wo k eine Zahl ist, die von +. nicht sehr verschieden ist. 
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I n  der Zeit k (4 A)/  9 o hat die Gasrnasse N A  (L? /A)  m die 
Geschwindigkeit v gehabt und also den Weg k (4 A /  51 o)  v zuruck- 
gelegt, was also der Weg ist, den die erwiihnte Masse in jeder 
Sekunde zuriicklegt , oder die mittlere Geschwindigkeit dieser 
Masse. Die Gasmasse, die in jeder Sekunde durch die Rijhre 
stromt, weil das Gas iiicht augenblicklich die empfangene Be- 
wegungsgrobe abgibt, wird also 

w 4 8  4 A  
l JC 0 1. 0 

N A - - m  k - - v  = A N m v k - .  

Die ganze Gasmasse, die in der Zeiteinheit durch die 
Rohre stromt, wird folglich 

G 

Wird hierin der 
gesetzt, erhalt man 

G = -  

Wert von N m v  aus der Gleichung (7) ein- 

4 8  
l o  

1 + - k  32 _____ 
3 n  o d l  bC 4 8  ’ I f -  

2.0 

)5K 
V el 

woraus durch Einsetzen von 9 = 

Ao 

Da wir hier voraussetzen, da0 4 A / o  im Vergleich mit 1 
eine kleine Grobe ist, wird die Formel so umgeschrieben: 

G = - + f i V ( , l T ( l  2 . - A 2  - (1  - A ) - ) - .  4 8  d p  
l o  d l  

Und dieses ergibt, auf eine kreisfiirmige zylindrische Rohre 
angewendet, wo A = n K 2  und o = 2 n 3, 

1 R3 2 R  

Im Vergleich hiermit ergibt die Gleichung (2) fur kleine 
Werte w n  p 

T = a p  + b (1 - (ca - c l ) p )  = b 
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und folglich muB man haben 
2 R  / 

L 
4 
3 

1 - ( 1  - = 6 [ 1 - (cz - c1 

Werden hier die Werte a und 6 aus den Gleichungen (4) und (5) 
eingesetzt, erhalt man: 

2 R  (1 - A)'= (.. - c 

und da 

was, wenn k = 4, ergibt 

oder 
li' c - c l = -  3 n  ) = 1,2378 - 

0,30967 + 128 P i  2 

Zur Untersuchung der Ubereinstimmung dieser Gleichungen 
mit der Beobachtung sind in der folgenden Zusammenfassung die 
Werte von cz - c1 aufgefiihrt, der Tab. I1 iiber die empirisch 
gefundenen Konstanten entnommen, sowie der Wert van 

fi 2 ,  0,6117 ~ 

7 

aus den bekannten Werten von und 9 und den durch 
Kalibrierung und Ausmessung gefundenen Werten yon B be- 
rechnet. 

VG c2 - c1 0,6117 __ K 
'I 

Rijhre 1 Wasserstoff 
Sauerstoff . 
Kohlensaure 

,, 2 Wasserstoff 
,, 3 Kohlensaure 
,, 4 Wasserstoff 

Sauerstoff . 
Kohlensaure 

. . . . 0,00065 

. . . . 0,00016 

. . . . 0,00108 

. . . . 0,00070 

. . . . 0,00140 j, 0,00016 . . . . 0,00058 

. . . . 0,00034 
. . . . 0,00075 0,00006 

0,0006.5 
0,00120 
0,00181 
0,00065 
0,00237 
0,80020 
0,00036 
0,00056 



Molekularstriimwng und innere Beibungsstriirnung der Gase. 12 7 

Die beiden Reihen weisen so vie1 Ubereinstimmung auf, 
daB man hierin eine Bestatigung der Theorie findet, daB man 
fiir kleine Drucke cB - c1 und damit jede dieser GroBen dem 
G / ( q ) B  proportional haben mug. Ob die Konstante 0,6117 
dagegen die rechte ist, wenn die Formel hinlangliche An- 
naherung, auch bei groBeren Drucken, ergeben soll, ist zweifel- 
haft und mu8 genauer untersucht werden; wir wollen deshalb 
vorliiufig 

setzen, und also infolge von (6) 

c1 = 0,810- d V i i  3, 
71 

wo d konstant ist. Mit den gefundenen Konstanten und mit 
Benutzung von (C.G.S.-)Einheiten kann die Formel (2) also ge- 
schrieben werden 

Durch Differentiation findet man fur den Druck p,, fur welchen T 
das Minimum ist, 

d .  0,190 

wo m 3 f i / 3 2  12 bedeutet. Wird 7 aus (9) und (10) eliminiert, 
erhdt  man 

Hieraus sieht man, daB daa Verhaltnis zwischen den Werten 
von T ,  die p = p ,  und p = 0 entsprechen, dasselbe fur alle 
Riihren und Gase ist. Aus (10) kiinnen noch hergeleitet 
werden ein paar Eigenschaften, den Minimumwert von T be- 
treffend. Erstens zeigt (lo), daB p ,  . c2 fur alle Versuchsreihen 
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konstant ist, und fiihrt man in die Gleichung Am ein, der 
Formel 

n 1 '1 

8 0,30967 2; 
entnommen, erhalt man 
f l 9 \  R 0.30967 /- / 0.190d ' _ -  

1, 
- \v imp - 1) , 

1 

was, in Worten ausgedriickt, besagt, dat3 das Verhaltnis 
zwischen dern Rohrenradius und der mittleren Weglange, bei 
welcher fur denselben Druckunterschied am wenigsten Gas 
durch die Rijhre geht, fur alle Rohren und alle Gase kon- 
stant ist. 

Zum Nachweis der Richtigkeit dieser Gesetze dient die 
Tab. 111, die auf Grund der rein empirischen Formelkonstanten 
der Tab. I1 berechnet ist. Sie gibt in der ersten Kolonne 
das Verhaltnis l k / T 0  zwischen dem Minimalwert von T und 
dern Wert von T, der dem Druck Null entspricht, an. 

Tabe l l e  111. 

Hohre I Wasserstoff . . . 0,95 1,3 0,15 
Sauerstoff . . . . 0,96 0,7 0,18 
Kohlenslure . . . 0,97 0,6 0,18 

,, 2 Wasserstoff . . . 0,93 1,3 0,19 
,, 3 Kohlenslure . . . 0,96 0,7 0,21 
,, 4 Waseerstoff . . . 0,92 3,l 0,13 

Sauerstoff . . . . 0,95 1,3 0,19 
Kohlenellure . . . 0,93 1,7 0,19 

Man sieht, daB die Zahlen jeder Kolonne als konstant zu 
betrachten sind, ausgenommen die Werte von Wasserstoff 
(RBhre 4); daR dieselben abweichen, kann nicht wundern, da 
die Beobachtungen bei kleinen Drucken in dieser Versuchs- 
reihe grofle, wahrscheinlich durch Atrnolyse verursachte gegen- 
seitige Abweichungen aufweisen, die die Formelkonstanten fur 
diese Rohre in der Tab. I1 ziemlich unsicher machen. 

Es erubrigt noch, die Konstante d in der Formel (9) zu 
bestimmen; dies kann dadurch geschehen, dab man einer der 
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Kolonnen der Tab. I11 einen konstanten Wert beilegt, wo- 
nach d mit Verwendung von (ll),  (10) oder (12) berechnet 
werden kann. Wegen der Funktionsform gibt sowohl 't",/Z', 
a1s 31% eine unsichere Bestimmung von d, go daB die Uber- 
einstimmung innerhalb jeder dieser Kolonnen einer ahnlichen 
Sicherheit fur d nicht entspricht. Wir wollen es deshalb vor- 
ziehen, p ,  c2 zur Bestimmung dieser Konstante zu verwenden; 
diese GroBe ist von 1 nicht sehr verschieden, und da p ,  c2 = 1 
gerade besonders einfache Relationen ergibt, wollen wir pm c2 = 1 
setzen. Wird dies in (10) eingesetzt, erhllt man 

p = - 4 6% -R, 
3 V K L  

1 + 0,810- - 

1 + -  
0,0475 __ P + ---&L 

Pm 

oder mit Einfiihrung der mittleren Weglange il 
5 R  1 + 0,810 4 i - R S  1 i n---- Zl/< R4 1 

8l/8 x 0,30967 + y I / d  5 R ' T=---..-- 
kv/c,, 

woraus Qt durvh Multiplikation mit dem Druckunterschied 

Es: sol1 jedoch ausdriicklich hervorgehoben werden, da0 
diese allgemeine Pormel nur eine empirische ist und wahr- 
scheinlich systematische Abweichungen von wirklichen Be- 
obachtungsreihen aufweisen wurde, die mit bedeutend gr60erer 
Genauigkeit ausgefuhrt wurden, als ich es getan habe. 

Als Probe der Genauigkeit, womit die Formel fur T lneine 
Versuchsreihen wiedergibt, sind die aus der Gleichung (13) be- 
rechneten Werte von 1' in der Tab. I uber die Versuchs- 
resultate unter der Rubrik T, aufgefiihrt. Fur diese Berechnung 

(PI -Pa). 
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sind die fruher angefiihrten Werte der inneren Reibung be- 
nutzt. Die GrOBe R8/1; ist mit dem durch Kalibrierung und 
Ausmessung gefundenen Wert von 

1 
~~ 

0 jg 
ersetzt. Da6 systematische, Ab’weichungen vorkommen , kann 
natiirlich nicht wundern, da Unreinheiten der benutzten Gase, 
Fehler der Bestimmungen der Rohrendimensionen und viele 
verschiedene andere Beobachtungsfehler solche hervorrufen 
konnen. 

Die recht bedeutende Arbeit der Berechnung der einzelnen 
Werte von T aus den Manometerablesungen ist von Frl. cand. 
mag. K i r s t ine  S m i t h  ausgefiihrt, die auch die erwahnten 
Ausgleichungen nach der Methode der kleinsten Quadrate be- 
sorgt und die ubrigen stattgefundenen Rerechnungen kontrolliert 
hat. Fur  die so geleistete Hilfe sage ich meinen verbindlichsten 
Dank. 

Kobenhavns Universitet, Oktober 1908. 

(Eingegangen 29. Oktober 1908.) 




