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5. Die Gesetze der Molekularstromung
und der inneren Reibungsstrimung der Gase
durch Réhren;
von Martin Knudsen.

1 REinleitung.

Fiir die Stromung der Gase durch lange, enge Rohren
ist es, wie bekannt, moglich, Poisseuilles Gesetz zu ver-
wenden, wenn die mittlere Weglinge der Gasmolekiile im
Vergleich mit dem Durchmesser der Roéhre verschwindend
klein ist. Aus den Versuchen, welche Kundt und Warburg)
und spater Warburg? ausgefithrt haben, geht hervor, da8
Poisseuilles Gesetz nicht mit voller Genauigkeit gilt, wenn
die Rohre so eng ist, daB die mittlere Weglinge der Gas-
molekiile im Vergleich mit dem Durchmesser der Rohre nicht
als verschwindend klein betrachtet werden kann, Die Ab-
weichungen vom Gesetze gaben AnlaB zur Uberfihrung der
Begriffe von suberer Reibung und Gleitung auf die Bewegung
eines Gases lings einer festen Wand; die Gleitungserscheinung
ist aber doch nicht so eingehend untersucht worden, daB diese
Untersuchungen zu viel mehr als zu Korrektionen gefiihrt
hahen, wenn man aus Stromungsversuchen oder Versuchen
mit schwingenden Platten den Koeffizienten der inneren Rei-
bung berechnete. Der einzige, der soviel mir bekannt, in
bezug auf die Strémung von Gasen durch sehr enge Kanile
entscheidende Versuche ausgefiihrt hat, ist C. Christiansen?),
welcher zeigte, daB Poisseuilles Gesetz, fir die Stromung
zwischen parallelen Wianden modifiziert, seine Giiltigkeit ver-
liert, wenn der Abstand der Winde sehr klein gemacht wird.
Christiansen wies auflerdem nach, daB das Gesetz fiir die
Stromung dann mit Grahams Gesetz fir die Diffusion von
Gasen durch Koérper wie kiinstlichen Graphit stimmt, indem

1) A. Kundt u. E. Warburg, Pogg. Ann. 15b. p. 837, 525, 1875.
2) E. Warburg, Pogg. Ann. 159. p. 399. 1876.
8) C. Christiansen, Wied. Ann. 41. p. 565. 1890.
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es sich zeigte, daB die Volumina von verschiedenen Gasen,
die in gleich langen Zeiten zwischen den Wanden passieren,
sich umgekehrt wie die Quadratwurzel vom spezifischen Ge-
wicht der Gase verhalten. Aus seinen Versuchen zieht
Christiansen den SchiuB, daB die Atmolyse durch pordse
Korper wesentlich als eine rein mechanische Erscheinung zu
deuten ist, daB es einen kontinuierlichen Ubergang von Tran-
spiration zur Diffusion gibt und daB gemischte Gase sich teil-
weise scheiden, wenn sie durch recht enge Spalten oder Réhren
stromen.

Es soll nun meine Aufgabe sein, zu finden, wie die atmo-
lytische oder molekulare Stromung von den Dimensionen der
Rohre und den physikalischen Eigenschaften der Gase ab-
héngt, ferner die Gesetze zu finden fiir den Ubergang von
der Strémung, wo die innere Reibung vorherrschend ist
(Poisseuilles Gesetz), zur molekularen Strémung.

2. Zusammenfassung der Resultate.

Als Resultat der Untersuchungen kann hervorgehoben
werden, daB man bei Strdmung durch einen Kanal, dessen
Weite oder Breite im Vergleich mit der Linge des Kanales
und mit der mittleren Weglinge der Gasmolekiile verschwin-
dend klein ist, eine molekulare Stromung hat, fiir welche
folgendes Gesetz gilt:

Qt 1 p—p

Voo W

Hier bedeutet @, die in der Zeiteinheit durchstrémende
Gasmenge, durch das Produkt von Volumen und Druck bei
der Temperatur der Rohrenwinde gemessen, ¢, das spezifische
Gewicht des Gases bei dem Druck 1 Dynjem® und bei der
Temperatur der Rohre. Die Stromung geht vom Druck p,
bis zum Druck p, vor sich. Absolute Kinheiten werden be-
nutzt. Die GroBe # (der Widerstand des Strémungskanales)
hingt allein von den Dimensionen der Réhre ab und kann so
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wo L die Lénge der Rohre ist; o ist der Umkreis und 4 das
Areal eines Normalschnittes in der Entfernung 7 vom einen
Ende des Kanales. Dieser Ausdruck des Widerstandes gilt fiir
zylindrische Réhren mit beliebiger Querschnittsform und kann
unter gewissen Voraussetzungen auch bei anderen Réhren-
formen verwendet werden. Auf eine zylindrische Réhre mit
kreisformigem Querschnitt mit Radius R verwendet, gibt diese

Formel, indem s L

4Y2n R®

Qt = ’§VZWR3‘/MI —;oat —‘“plL L )
wo « der Ausdehnungskoeffizient des Gases und g, das spezi-
fische Gewicht des Gases bei 0° und 1 Dyn/em? ist.

Das (esetz ist durch eine einfache theoretische Betrach-
tung gefunden, die von Maxwells Geschwindigkeitsverteilungs-
gesetz samt einer Theorie von der Wechselwirkung zwischen
Gasmolekillen und einer festen Wand ausgeht. Diese neue
Theorie, die im folgenden begriindet werden soll und vielleicht
fir kiinftige Untersuchungen von Bedeutung werden wird, sagt,
daB ein Gasmolekiil, wenn es eine feste Wand trifft, in einer
Richtung zuriickfliegt, die vollstindig unabhingig von der Rich-
tung ist, in welcher es sich der Wand n#hert, samt daB eine groBe
Anzahl von Molekiilen, wenn sie ein Flichenelement einer festen
Wand treffen, nach dem fiir die Ausstrahlung glithender fester
Korper bekannten Cos-Gesetz wieder herausgesendet werden.

Das theoretisch gefundene Gesetz fiir die Gasmenge, die
durch eine Robre hindurchstromt, ist durch Versuche mit
kreisférmigen zylindrischen Réhren vollkommen bestitigt worden.
Bei den Versuchen wurde die mittlere Weglinge der Molekiile
von GrioBen ca. 225mal so klein bis zu GrioBen ca. 6000mal so
groB als der Radius der Réhre variiert.

Man sieht, daB das gefundene Gesetz fiir die molekulare
Stromung ein ganz anderes als Poisseuilles Gesetz ist. So
ergibt es beim niedrigsten mittleren Druck, bei welchem Mes-
sungen vorgenomien sind, fiir Kohlenséure einen etwa 50000 mal
groBeren Wert fiir die durchstrdmende Gasmenge, als man
durch Verwendung von Poisseuilles Gesetz ohne Gleitungs-
korrektion finden wiirde.

ist,
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Ist die mittlere Weglinge der Gasmolekille im Vergleich
mit dem Verhaltnis zwischen dem Areal und dem Umkreis
des Querschnittes der Rohre nicht sehr groB oder sehr klein,
gilt ein komplizierteres Gesetz, das sowohl Poisseuilles Gesetz
wie das Gesetz fiir die molekulare Stromung in sich einschlieBt.
Es soll gezeigt werden, daB die durchstrdmende Gasmenge, wenn
bei kreisformigen Rohren durch Steigerung des Druckes die
mittlere Weglinge verkleinert wird, fiir einen gegebenen Druckfall
abnimmt bis zu einem Minimum, welches fiir jedes Gas und jede
Rohre erreicht wird, wenn die mittlere Weglinge 5,0mal so groB
als der Rohrenradius geworden ist. Die durchstrémende Gas-
menge ist fiir die rein molekulare Strémung 5 Proz. grofer als
fiir dieses Minimum., Bei weiterer Steigerung des Druckes
nimmt die durchstrémende Gasmenge wieder zu. Es zeigt
sich, daB, wenn die Stromung beim mittleren Druck p Dyn/cm?
vor sich geht, fiir jeden Wert von p mit hinlanglicher An-
niherung folgende allgemeine Formel fir kreisfdrmige zylin-
drische Rohren gilt, indem man absolute Einheiten benutzt:

14
(19 Q= (e + 0 1 T20) (0 =),
wo a der Poisseuillesche Ausdruck
= 1 Rt
T 8 q L

ist, worin # den Koeffizient der inneren Reibung bei der gegen-
wartigen Temperatur, & den Koeffizient der molekularen Strs-

mung bedeuten. ,_ 4 VIx .
=27 —-=,
8 VQx L

¢ = 2,00 Ve z, ¢ = 9470 p.
7 7

Man wird sehen, daB die ausgefiihrten Versuche nebenbei
eine experimentelle Bestitigung, und zwar so weit ich sehen
kann, die einzige des Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes
Maxwells und meiner oben angefithrten Theorie von der
‘Wechselwirkung zwischen Luftmolekiilen und einer festen Wand
abgeben. Die Messungen beweisen die Brauchbarkeit von
Mec Leods Manometer, sowie die Giiltigkeit von Mariottes
und Gay-Lussacs Gesetzen bei niedrigen Drucken. Es kann
bemerkt werden, daf die molekulare Stréomung zur Bestim-
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mung sehr kleiner Druckunterschiede brauchbar ist (z. B. der
Dampfdruck des Quecksilbers und anderer Kérper bei niedrigen
Temperaturen), und wird auch iiber Dissoziationserscheinungen
Aufschliisse geben konnen.

3. Die MefBapparate und ihre Anwendung.

Fir die Stromungsversuche wurden ausschlieBlich enge
Glasrohren benutzt, deren Dimensionen mit ziemlich groBer
Genauigkeit bestimmt werden konnten. Zwei Glasbehalter,
in welchen die Drucke, jeder fiir sich, durch Mc Leods Gauge
bestimmt werden konnten, wurden mit der zu untersuchenden
Rohre miteinander verbunden. Besteht ein Druckunterschied
in den beiden Behiltern, so stromt das Gas durch die Ver-
bindungsréhre hindurch, und man hat dann nur zo messen,
wie sich der Unterschied des Druckes wihrend der Strémung
verindert, wm daraus zu berechnen, wieviel Gas in einer
gewissen Zeit bei einem gegebenen konstanten Unterschied
des Druckes durch die Rohre hindurchstromen wiirde, wenn
das Volumen jeden Behilters bekannt ist.

Es wurde zunichst ein Apparat benutzt, worauf die
Stromungsrohre durch Kautschukschliuche und Quecksilber-
verschliisse angebracht werden konnte. Ks zeigte sich, daB
diese Verbindung nicht dicht genug war, und da der Apparat
mit mehreren Hihnen versehen war, die auch Undichtigkeit
veranlassen konnten, wurde ein neuer Apparat konstruiert,
welcher nur mit einem Hahn versehen war, und dessen Dif-
fusionsréhre durch Anblasung befestigt wurde.

Da ich nie etwas davon gehort hatte, daB Mc Leods
Gauge zu genauen Druckbestimmungen verwendet worden ist,
und da aus der Literatur hervorgeht, dafl Mariottes Gesetz
bei kleinen Drucken seine Giiltigkeit verliert, hatte ich nicht
mehr, als eine ziemlich grobe Anniherung an die gesuchte
GresetzmiBigkeit der Stromung des Gases bei niedrigen Drucken
zu finden erwartet. Im Laufe der Arbeit zeigte es sich in-
dessen, daB der GGaugeapparat sehr wohl zu genauen Bestim-
mungen benutzt werden kann, indem die Messungen nicht die
geringste Andeutung von Abweichungen von Mariottes Ge-
setz gaben, weder fiir Wasserstoff, noch Sauerstoff, noch Kohlen-
siure bis zu einem Druck von !/, ., mm, dem niedrigsten,
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mit der Genauigkeit von einigen Prozent im Apparate meB-
baren Drucke. Es findet sich auch nicht die geringste An-
deutung von Unsicherheit wegen etwaiger (Gaskondensation
am Glase. Die Fehler meiner Gaugemessungen rithren haupt-
siichlich von der Unsicherheit der Kapillardepression des Queck-
silbers in der engen Gaugerdhre und von Unreinheiten der
Gase her. Da ich nur allmihlich dariber klar wurde, daB
der Gaugeapparat genaue Druckbestimmungen gestattete, habe
ich bei den Versuchen mit dem ersten Apparat und bei den
ersten Versuchen mit dem zweiten Apparat nicht viel Gewicht
darauf gelegt, die Temperaturen der Stromungsrohre oder der
Gasbehalter konstant zu halten, und kleinere Fehler konnen
auch dadurch entstanden sein, daB das Volumen der beiden
Behalter wihrend den ersten Versuchen nicht genau unver-
indert gehalten wurde.

Eine Reihe von Bestimmungen, die mit dem ersten
Apparat mit Réhren von verschiedener Linge und verschie-
denem Radius und mit verschiedenen Gasen bei ungleichen
Temperaturen unternommen wurden, ergaben eine so gute
Ubereinstimmung mit dem theoretisch aufgestellten Gesetze,
daB die Abweichungen durch Beobachtungsfehler erklirt werden
konnten. Da die Beobachtungen mit dem zweiten Apparat
mit etwas grdBerer Gtenauigkeit gemacht werden konnten, und
da der Apparat dazu eingerichtet war, weit grioBere Drucke
zu messen als der erste Apparat, soll dessen Einrichtung nicht
niher beschrieben werden. Die mitgeteilten Versuchsresultate
sind, mit Ausnahme der Versuche iiber den EinfluB der Tem-
peratur auf die molekulare Strdmung, mit dem zweiten Apparat
gewonnen. .

Die Fig. 1 zeigt eine schematische Darstellung des Mefi-
apparates. Die Glasbehilter 7, und 7, waren jeder mit seiner
Gauge G, und @, verbunden. Die zu untersuchende R¢hre
wurde dem Apparate bei @, und o, angeblasen. Die Rohren
911 94y 95 und g, waren iiber einen Barometerstand lang und
durch Kautschukschliiuche mit Quecksilberbehiltern verbunden,
die gehoben und gesenkt werden konnten. In den obersten
Teil dieser vier Rohren waren Luftfallen eingeblasen. Durch
Hebung des mit g, in Verbindung stehenden Quecksilber-
behilters kann der ganze Apparat von der Pumpe abgesperrt
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werden. Durch Hebung des mit g, in Verbindung stehenden
Quecksilberbehilters, so da das Quecksilber bis e, und a,
steigt, kann man jede Gasstromung von einer Seite des Apparates
zur anderen unterbrechen. Wird das Quecksilber etwas ge-
senkt, kann man durch die
Strémungsréhre allein Ver-
bindung herbeischaffen, und
wird es noch mehr gesenkt,

so daB es nicht in die beiden ] h—:—
Zweige der U-formigen Rohre ¥
hinaufreicht, in die der obere -
Teil von g, sich fortsetat, so f i
kann man die beiden Seiten 4T e
des Apparates in direkte Ver- f 1
bindung miteinander bringen. ,

Alle- Verbindungsrohren des
Apparates waren zusammen-
geblasen und hatten tiberall
10—12 mm lichte Weite.

Das Volumen jedes der
Behiilter 7, und 7, war ca.
500 ccm und das Volumen a0 | 6
jedes  Gaugebehilters ca. lkb L5
400cem. In 7, und 7, wurde i
etwas Phosphorsdureanhydrid 7, Uz Ugr Us
eingebracht, worauf diese Fig. 1.
Behiilter durch Schliff und
Quecksilberdichtung verschlossen wurden. Die Steigréhren und
die Kapillarrohren der Gaugen waren mit eingeitzter Zenti-
meterskala versehen, die beiden Zweige der U-formigen Rohre
ebenso,

Vor der Zusammenblasung des ganzen Apparates wurde
das Volumen der Gaugenbehilter und die Einteijlung der Gaugen-
rhren bestimmt. Jede der Gaugenréhren war aus drei Stiicken
zusammengesetzt, wovon jedes ca. 15 cm lang war. Das oberste
Stiick hatte eine lichte Weite von ca. 0,8 mm, das mittlere
ca. 2mm und das anterste ca. 5 mm. Diese Abstufung der
(Gaugenréhren sollte es ermoglichen, mittels der Gauge ziem-
lich groBe Drucke (bis 5 mm Quecksilberdruck) und ziemlich
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kleine Drucke ohne zu groBe Verinderung der prozentischen
Genauigkeit zu messen.

Nach der Zusammenstellung des Apparates und dem Auf-
filllen von Phosphorsiureanhydrid und Quecksilber wurden
die Volumina der beiden Seiten fir sich durch Messung der
Steigerung des Druckes bestimmt, die das Auffillen einer be-
kannten Luftmenge hervorbrachte. Das Volumen des Be-
hilters 7, mit Gauge und Rohre ergab sich zu 942,0 cm?,
das des Behilters 7, mit Gauge und Rohre zu 1019,0 ccm.

Nachdem der Apparat luftleer gepumpt war, wurden die
Korrektionen bestimmt, die von dem Umstande, daB die Null-
punkte der zusammengehdrigen Einteilungen nicht in gleicher
Hohe angebracht waren, sowie von der Kapillardepression des
Quecksilbers in den Gaugenrdhren herrithrten.

Die drei Gase Wasserstoff, Sauerstoff und Kohlensiure
wurden untersucht. Der Wasserstoff wurde in Kipps Apparat
aus Zink und verdiinnter Schwefelsiure entwickelt, Fiir die
Kohlensiure wurde gleichfalls ein Kippscher Apparat mit
Marmor und verdiinnter Salzsiiure benutzt. Der Sauerstoff
wurde einem kiuflichen Behilter mit komprimiertem Sauer-
stoff entnommen. Der Sauerstoff und der Wasserstoff wurden
mit konzentrierter Schwefelsjure und in U-Réhren mit Phos-
phorsdureanhydrid getrocknet. Die Kohlensiure wurde durch
Wasser geleitet und dann auf dieselbe Weise wie die anderen
Luftarten getrocknet.

Fiir das Auspumpen des Apparates wurde eine Gaedesche
Pumpe benutzt.

Die Stromungsrohre war wihrend der Versuche in einem
Wasserbad angebracht, das durch elektrische Aufwirmung um
8—4° wirmer als der iibrige Apparat gehalten wurde, um
zu verhindern, daB sich Quecksilbertropfen in der Rohre ver-
dichteten und die Stromung der Luft teilweise versperrten.

Eine Reihe von Versuchen wurde auf folgende Weise
ausgefihrt. Die zu untersuchende Luftart wurde durch den
Hahn H in den Apparat hineigebracht. Es wurde zur Pumpe
abgesperrt und der Stand des Quecksilbers in den beiden
Zweigen der Rohe U, dann abgelesen, indem gleichzeitig ein
Sekundenzéihler in Gang gesetzt ward. Dadurch wurde der
Unterschied des Druckes p, — p, bestimmt. Wenn der Druck-



Molekularstromung und innere Reibungsstromung der Gase. 83

unterschied durch die Strémung des Gases durch die Rohre bis
auf die Halfte oder ein Drittel des urspriinglichen Wertes ge-
sunken war, wurde der Druckunterschied wieder bestimmt,
indem gleichzeitig die Zeit aufgezeichnet ward. Dann wurde
das Quecksilber in der Rohre U, gesenkt, so daB die beiden
Seiten des Apparates in direkte Verbindung miteinander ge-
bracht und der Druckunterschied ausgeglichen wurde. Der
mittlere Druck p im. Apparate, so wie er wihrend des Ver-
suches gewesen, wurde dann dadurch bestimmt, daf man
mit einem Kathetometer den Stand des Quecksilbers in den
beiden Zweigen der Rohre U, ablas, nachdem die Pumpe so
lange gearbeitet hatte, daB der Raum zwischen dem Queck-
silber in U, und der Pumpe als luftleer betrachtet werden
konnte. Die Temperatur der Stromungsréhre wurde mit samt
dem Stand eines Thermometers abgelesen, welcher auf dem
Apparate selbst aufgehéingt war, damit man wissen konne,
bei welcher Temperatur die Druckmessungen vorgenommen sind,

Obgleich die Stromung des Gases durch die Rohre nicht
withrend der ganzen Zeit eines Versuches stationar ist, kann
sie doch in jedem einzelnen Zeitelement als stationdr be-
trachtet werden, da die Luftmenge, die in kurzer Zeit durch
die Rohre hindurchstrémt, keine merkbare Verinderung des
Druckunterschiedes p, — p, erzeugt.

Vorausgesetzt, dall die durch das Produkt @ von Volumen
und Druck gemessene (Gasmenge, die im Zeitelement dz bei
stationirer Stromung durch die Rohre passiert, dem Druck-
unterschied p, — p, proportional ist, kann man

Qdz=T(p, —pldr=—d(p 7)) =d(p, 7))

setzen, indem — d(p, 7,) die Luftmenge bezeichnet, die von
einer Seite des Apparates verschwindet, und d(p, 7,;) die Luft-
menge, die in die andere Seite hineinkommt. Man hat also

Tdz - dp, und Tdz __d&__,
Vi P — D2 Vs D — P
woraus folgt
d(py = py) T(l 1)d
el el — R —_— T
P — P " t Vy !
woraus man findet:
M T — _ Alogmat(p, ~p)) WV Wy

T V., + ¥,



84 M. Knudsen.

dlognat (p, — p,) bezeichnet die Differenz zwischen den
patiirlichen Logarithmen von zwei Druckunterschieden, die
in dem Zeitintervall von 7 Sekunden gemessen sind. 7 be-
zeichnet die durch das Produkt von Volumen und Druck ge-
messene (Gasmenge, die in einer Sekunde vom Druckunter-
schied 1 durch die Roéhre getrieben wird. Die Druckeinheit
ist hier eine beliebige, wenn nur dieselbe Kinheit bei der Be-
stimmung des Druckunterschiedes wie bei der Angabe von T
benutzt wird.

Die Voraussetzung, daB die in einem Zeitelement durch-
strdmende Gasmenge dem treibenden Druckunterschied pro-
portional ist, ist nach der theoretischen Untersuchung
voraussetzlich kaum ganz richtig, was sich dadurch zu er-
kennen gibe, daB man verschiedene Werte von 7 finden
wiirde, wenn man in obenstehende Gleichung eine Reihe ver-
schiedener, wihrend derselben Stromungsversuche bestimmter
Druckunterschiede einsetzen sollte. Von solchen Reihen sind
viele bei den verschiedensten mittleren Drucken ausgefithrt
worden; die gefundenen Verschiedenheiten von 7 in jeder
einzelnen Reihe sind aber nicht groBer und gesetzmiBiger
gewesen, als daB sie durch die Beobachtungsfehler erklirt
und jedenfalls gedeckt werden konnen.

Alle mittleren Drucke, groBer als 5 mm Quecksilber, so-
wie deren Druckunterschiede wurden in der erwihnten Weise
ohne Benutzung der Gaugen bestimmt, Fiir alle Drucke,
unter 5 mm Quecksilber, wurden die Gaugen benutzt, durch
welche die GroBen von p, und p, selbst gefunden wurden.
Der mittlere Druck p wurde dann aus der Gleichung

pAL+)=p Vi +p 7,

bestimmt. Bei jeder einzelnen Bestimmung von 7' erhélt man
zweli voneinander unabhingige Bestimmungen von p, nimlich
eine zu Anfang des Versuches und eine bei dem SchluB des-
selben. Diese beiden GroBen sollen natiirlich gleich sein; und
wenn sie es nicht sind, muB ein Fehler irgend einer Art be-
gangen sein.

Wenn der Apparat rein und trocken war, stimmten die
beiden Bestimmungen des mittleren Druckes so gut mit-
einander, daB die Abweichungen Beobachtungsfehlern, bis-
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weilen in Verbindung mit einer verschwindend kleinen Un-
dichtigkeit oder Unreinheit des Gases oder des Glases zu-
geschrieben werden konnten.

Die Zeit z zwischen zwei aufeinander folgenden Paaren
von Druckbestimmungen wurde nach der Gasart und dem
Widerstand der Rohre gerichtet, indem man so viel wie mog-
lich dafir sorgte, daB der Druckunterschied bis zwischen
Halfte und Drittel der urspriinglichen GrioBe sank., Eine Be-
rechnung zeigt nimlich, daB man in dem Falle die genaueste
Bestimmung von 7 mittels der Gleichung (1) erhélt. Die Dauer
jedes Versuches war bei den gréBten mittleren Drucken einige
Minuten, und bei allen Gaugenmessungen zwischen 3/, Stunden
und 12 Stunden.

Da die Stromungsréhre um einige Grad wirmer als die
Gaugen gehalten wurde, muBten die gefundenen Werte 7 alle
auf die Temperatur der Rohre reduziert werden.

Der grioBte mittlere Druck, bei welchem 7 bestimmt
wurde, war ca. 23 cm Quecksilberdruck, wogegen der kleinste
ca. 0,000014cm Quecksilberdruck, also ca. um 1!/, Millionen
mal so klein als der groBte war,

Es sind vier verschiedene Rohren untersucht worden. Die
Roéhre Nr. 1 hatte eine Linge von ca. 6 cm und einen Radius
von ca. 0,01 cm. Die Rohre Nr. 2 hatte denselben Radius, war
aber doppelt so lang wie die Rohre No. 1. Die Rohre Nr. 3
hatte dieselbe Linge wie die Rohre Nr. 1, aber einen 1,4 mal
griBeren Radius. Die Rohre Nr. 4 bestand aus 24 parallelen,
2 cm langen Rohren mit einem Radius von ca. 0,003 cm. Die
genaue Bestimmung der Dimensionen dieser Rohren ging auf
folgende Weise vor sich.

Die Robren 1 und 2 wurden von demselben Rohrenstiick
genommen, das, unter dem Mikroskop betrachtet, einen einiger-
maBen kreisférmigen Querschnitt hatte, Die Rohre wurde
durch Quecksilberfiden verschiedener Li#nge kalibriert, und
das Volumen eines Rohrenstiickes wurde durch Wigung mit
Quecksilber bestimmt. Die beiden zu untersuchenden Réhren-
sticke, 1 und 2, wurden von der Rohre abgeschnitten,
und etwa 5 mm weite Rohrenstiicke an jedem KEnde an-
geblasen. Bei dieser Anblasung wurde dafiir gesorgt, daB
die Kapillarréhre ihren Querschnitt, so weit moglich, un-
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verindert behielt; es konnte aber natiirlich nicht vermieden
werden, daB die Kapillarrohre auf einer kurzen Strecke durch
kegelférmige Erweiterung dieselbe Weite erbalt, wie die an-
geschmolzene Rohre. Die Dimensionen der kegelformigen
Teile wurden auf folgende Weise bestimmt. Nahe an jedem
Ende der Rohre wurde ein Strich gedtzt und der Abstand
zwischen den Strichmarken gemessen. Dann wurde der
Durchmesser des kegelfsrmigen Teiles der Rohre in ver-
schiedener Entfernung von den geditzten Marken durch Aus-
messung mit Mikroskop mit Okularmikrometer bestimmt, indem
Messungen fiir eine jedesmalige Entfernung von 0,2 mm von den
Marken vorgenommen wurden. Bei diesen Messungen wurde
die Oberfliche der Glasréhre durch Deckglas und Immersionsél
optisch plan gemacht. Messungen, die auf dieselbe Weise auf
dem fast zylindrischen, kalibrierten Teil der Rohre ausgefithrt
wurden, ergaben die Einheit der gefundenen Masse. Durch
diese mikroskopischen Messungen in Verbindung mit der
Kalibrierung und der Quecksilberwigung wurde der Wider-
stand der Rohren bestimmt:
L

1 dl
f—~(ll — anRa,

0

ebenso der mittlere Wert B des kalibrierten Teiles des Rohren-
radius. Bei der Berechnung des Widerstandes zeigte es sich,
daB man bei den gewihlten Dimensionen von dem Wider-
stande der etwa 5 mm weiten Zuleitungsréhren absehen konnte.
Der Widerstand der Rohre 3 wurde auf shnliche Weise wie
der der Rohren 1 und 2 bestimmt.

Die Rohre Nr. 4 wurde auf folgende Weise hergestellt.
Fine enge und ziemlich dinnwandige Kapillarréhre wurde ge-
zogen, und ein einigermaflen kalibrisches Stiick von reichlich
50 cm L#nge abgeschnitten. Dieses Rohrenstiick wurde kali-
briert und mit Quecksilber ausgewigt, worauf eine L#nge
von genau 48 cm abgeschnitten wurde. Diese Linge wurde
in 24 moglichst gleiche Teile geteilt, die mit Siegellack in ein
Bund gesammelt wurden, das in eine weitere (Flasrdhre ein-
gelackt wurde, welche dem Apparat angeblasen werden konnte.
Der Widerstand dieses Rohrenbundes konnte dann leicht mit
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ziemlich groBer Genauigkeit berechnet werden, indem der groBte
Fehler, der in diese Bestimmung eingeht, von Fehlern bei der
Wigung des Quecksilberfadens herrithrt, welcher, obgleich er
50 em lang ist, nur ein paar Zentigramm wiegt. Die ge-
naueren Angaben der Widerstinde und der Dimensionen der
Réhren finden sich in den Tabellen iiber die Strémungsresultate,

4. Die rein molekulare Stromung. Versuchsresultate.

Aus dem ganzen Beobachtungsmaterial sollen hier nur
einzelne Beobachtungen zur Bestatigung des im folgenden
theoretischen Teile gefundenen Gesetzes hervorgezogen werden:

m 4 1 R 1

T Ty
wo T die in der Zeiteinheit vom Druckfall 1 durchgetriebene
Gasmenge, durch das Produkt von Volumen und Druck ge-
messen, bezeichnet. p, ist das spezifische Gewicht der Luftart
bei der Temperatur der Rohre und dem Druck 1, R ist der
Radius der Rohre, I deren Linge.

Zur Untersuchung des Einflusses der Linge werden die
Versuche mit der Strémung des Wasserstoffs bei niedrigen
mittleren Drucken durch die Rohren 1 und 2 gewihlt, die
nahezu denselben Radius haben, wihrend die Rohre 2 un-
gefshr doppelt so lang ist wie die Rohre 1.

Das Verhiltnis zwischen den ausgemessenen Widerstinden
ergab sich als 2,05, das Verhiltnis zwischen entsprechenden
Werten von T als 1,95. Die Nichtiibereinstimmung kann sehr
wohl durch Beobachtungsfehler erklirt werden, da die Messungen
mit Wasserstoff, besonders in der Rohre 1, wie wir spiter
sehen werden, ziemlich ungenau sind, weshalb man annehmen
kann, daB die durchgestrdmte Gasmenge der von der Theorie
erforderten Linge umgekehrt proportional ist.

Zur Untersuchung des Einflusses des Radius der Rohre
konnen Versuche mit Kohlensiure in der Rohre 1 und der
Rohre 8 gewihlt werden. Die Réhre 8 war ca. doppelt so lang
und hatte einen ca. 1,4 mal grofleren Radius als die Rébre 1.

Das Verhiltnis zwischen den ausgemessenen Widerstdnden
ergab sich als 1,15, das zwischen entsprechenden Werten von 7'
als 1,20, woraus man schlieBt, daB die durchstromende Gas-
menge dem Radius in dritter Potenz direkt proportional ist.
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Zur Untersuchung des Kinflusses der Gasart konnen die
Messungen mit der Rohre 4 benutzt werden. In der folgen-
den Tabelle sind die Werte von 7' angegeben, sowie die Quadrat-
wurzel des spezifischen Gewichtes ¢ der Gase mit Wasserstoff
als Einheit, ferner das Produkt von 7' und Vg

T Ve  TxVe

Wasserstof . . . . . . 0,168 1 0,168
Sauerstoff . . . . . . 0,0409 4 0,164
Kohlenstiure . . . . . 0,0348 4,69 0,168

Man sieht also, daB die durchstromende Gasmenge, durch
das Produkt von Volumen und Druck gemessen, der Quadrat-
wurzel des spezifischen Gewichtes umgekehrt proportional ist.

Zur Untersuchung des Einflusses der Temperatur habe
ich einige mit der Rohre 1 im ersten Apparat ausgefiihrte
Messungen vorgenommen; die Messungen wurden bei einem
mittleren Druck von ca. 0,08 cm Quecksilber mit Wasserstoff
ausgefiihrt. Obgleich die gegenseitigen ZusammenstéBe der
Molekeln noch bei diesem Druck einen merkbaren EinfluB auf
die Stréomung haben, wird die Theorie doch auch hier be-
statigt. Versuche wurden angestellt bei einer Zimmertemperatur
von 22°; dann wurde die Rohre in einem Wasserbad bis auf
100° und danach in einem Glyzerinbad bis auf 196° erwirmt.
In der folgenden Tabelle sind unter 7' die direkt gefundenen
Werte ohne Reduktion auf die Temperatur der Rohre auf-
gefithrt, weshalb die angefiihrten Werte den durchgestrémten
(Gewichtmengen proportional sind. Man sieht, daB je hoher
die Temperatur wird, je geringer ist die Gewichtmenge Gas,

die "hindurchstromt. In der nachsten Kolonne sind unter
7 28 + ¢

TN
Werte von 7' angefithrt. Man sieht, daB sie bei wachsender

Temperatur wachsen. In der letzten Kolonne sind unter

; 278 4+ ¢ 1. . " .
j’l/m- die Groflen angefithrt, die, wenn das Gesetz

richtig ist, gleich sein sollten.

die auf die Temperatur der Rohre reduzierten

. 218 4 ¢ 313 5 ¢

t T X3 ram T]/273+22
220 0,0713 0,0713 0,0713

100 0,0641 0,0811 0,0721

196 0,0588 0,0935 0,0741
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Die Abweichungen vom Gesetze von der Abhingigkeit der
Durchstromung von der Temperatur sind nicht gréBer, als daB
sie durch Beobachtungsfehler erkliart werden konnen, weshalb
man annehmen kann, daB die Gewichtsmenge Gas, die durch
die Rohre hindurchstromt, der Quadratwurzel der absoluten
Temperatur umgekehrt proportional ist, wihrend die Gasmenge,
durch das Produkt von Volumen und Druck bei der Tem-
peratur der Rohre angegeben, der absoluten Temperatur direkt
proportional ist.

Wird dieses Resultat mit dem fiir verschiedene Gase ge-
fundenen kombiniert, kann man also sagen, daB die durch-
gestromte Luftmenge (Volumen X Druck) der Quadratwurzel
des spezifischen Gewichtes des Gases bei dem Druck 1 und
bei der Temperatur der Rohre umgekehrt proportional ist.

Als Beweis fiir die Richtigkeit der Konstante ¢}2x in
der Formel fiir 77 konnen Messungen mit allen Réhren an-
gefiuhrt werden. In folgender Tabelle sind die aus der Formel
berechneten Werte neben den experimental gefundenen fiir
die drei ersten Rohren aufgefiihrt.

T beobachtet 7' berechnet

Rohre 1: Wasserstoff . . . . 0,073 0,080
» 1: Sauerstoff . . . . 0,0187 0,0202
» 1: Koblensiiure . . . 0,0166 0,0172
» 2 Wasserstoff . . . . 0,0375 0,0392
» 8: Kohlensdiure . . . 0,0199 0,0198

Man wird bemerken, daB die beobachteten Werte in den
meisten Fillen niedriger sind als die berechneten. Da ich
nach dem ersten Versuch mit Wasserstoff in der Rohre 1 ver-
mutete, daB die Ursache darin gesucht werden diirfte, da8
die in der Rghre mutmaBlich enthaltenen gesittigten Queck-
silberdampfe auf die Stromung der Luft hemmend wirken
konnten, unternahm ich einen vorlaufigen Versuch zur Be-
stimmung der Spannung gesittigter Quecksilberdimpfe bei 25°.
Die Methode, die sich als besonders brauchbar ergab, bestand
darin, gesattigten Quecksilberdampf bei 25° molekular durch
ein Rohrenbund mit bekanntem Widerstand in einen Raum
hineinstromen zu lassen, wo die Temperatur auf —80° ge-
halten wurde, und wo das Quecksilber nach Beendigung des

Annslen der Physik. IV. Folge, 28. 7
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Versuches gesammelt und gemessen werden konnte. Der Ver-
such gab ein Resultat, das mit dem von Hertz durch Extra-
polation gefundenen Wert gut stimmte. Wenn der Druck der
Quecksilberdimpfe bekannt ist, 1aBt sich ihr Widerstand gegen
die Stromung des Gases durch die Ro6hre leicht berechnen,
und er ergibt sich als zu gering, um die gefundenen Ab-
weichungen zu erkliaren. Es zeigte sich iibrigens spiter, daB
bei dem Versuche mit der Stromung des Wasserstoffs durch
die Rohre 1 Fehler begangen worden waren, die sich nicht
spiter berichtigen lieBen. AuBerdem kann man mit den be-
nutzten Dimensionen des Apparates hei diesen verhaltnismiBig
weiten Rohren genaue Druckmessungen nicht unternehmen,
wenn der Druck so klein ist, daB der Radius der Rohre im
Vergleich mit der mittleren Weglinge verschwindend klein ist.

Die Versuche mit der Rohre 4 wurden zuletzt ausgefithrt
und sind daher wahrscheinlich auch die besten, KEs ergab sich

T beobachtet T berechnet

Rohre 4: Wasserstoff . . . . 0,168 0,161
5  4: Sauerstof . . . . 0,0409 0,0404
» 4: Kohlenstiure . . . 0,0348 0,0344

Man sieht, daB die berechneten Werte bier etwas kleiner
sind als die beobachteten, was wahrscheinlich dadurch ver-
anlaBt ist, daB sich der Widerstand der Rohre durch die
Wagung mit Quecksilber als zu groB ergeben hat. Die Un-
sicherheit in bezug auf die Widerstandsbestimmung ist jeden-
falls geniigend, um die Abweichungen zu erkliren; wir kénnen
also annehmen, daB die in . theoretischer Weise aufgestelite
Formel mit der Konstante 42 richtig ist.

Die oben angefiihrten Werte von 7 beobachtet sind die
nittleren Zahlen der bei so niedrigen Drucken angestellten
Beobachtungen, daB eine Druckverminderung keine meBbare
Veranderung von 7' hervorbrachte. Obgleich man hier eigent-
lich den Wert benutzen sollte, gegen welchen 7' konvergiert,
wenn der mittlere Druck sich Null néhert, ist doch die Bildung
der Mittelwerte benutzt worden, weil sie brauchbar ist, und
um nicht andere theoretische Voraussetzungen als hochst not-
wendig einzufiihren.
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5. Gremischte molekulare Stromung und innere Reibungs-
stromung. Versuchsrasultate.

Um zu untersuchen, wie die Durchstrémung vor sich geht,
wenn die mittleren Weglingen der Molekiile im Vergleich mit
den Rohrendimensionen, worauf es hier ankommt, nicht be-
sonders grof oder verschwindend klein sind, werden die voll-
staindigen Reihen von Versuchsresultaten mit verschiedenen
Réhren in der Ordnung angefithrt werden, in welcher sie aus-
gefithrt worden sind.

In der folgenden Tab. I bezeichnet Z die Linge der Rohre,
R ihren Radius, beide GroBen in Zentimetern ungefihr an-
gegeben. ¥ bezeichnet den durch Kalibrierung und Aus-
mesgsung gefundenen genaueren Wert des Widerstandes, indem

L

L
_ 3Vn O a1=3_1 fﬂ

T osyz ) 4 4 Yoo | B
0

o
Unter ¢ ist die Temperatur der Strémungsrohre aufgefiihrt,
unter p die beiden voneinander unabhingigen Bestimmungen
des mittleren Druckes, in Zentimetern Quecksilberhthe an-
gegeben; beide Bestimmungen sind aufgefithrt, um die Ver-
wendbarkeit des Gaugenapparates zu beweisen, und eine Vor-
stellung von der Genauigkeit der einzelnen Bestimmungen zu
geben. Endlich ist unter 7 observiert der aus der Formel (1),
p. 83, berechnete Wert der durchgestromten Gasmenge an-
gefithrt. Kin wagerechter Strich in einer Messungsreihe be-
zeichnet, daB der Apparat mit frischem Gas gefiillt worden ist.
Unter 7, sind angefiihrt die aus der Formel (13) (Einleitung,
p. 18) aus den gemessenen Dimensionen der Réhre und den
bekannten Werten der inneren Reibung und des spezifischen
Gewichtes berechneten Werte von 7'= @,/(p, — p,), und in
der letzten Kolonne sind die Abweichungen zwischen den
beobachteten und den berechneten Werten von 7' angegeben.
Da die Ubereinstimmung zwischen T, und 7T, nicht so
vollkommen ist, daB man unmittelbar sehen kann, daB 7|
durch eine Funktion derselben Form wie 7 ausgedriickt werden
kann, ist fir jede Versuchsreihe auch eine spezielle rein
empirische Formel bestimmt worden, die im folgenden (Ab-
schnitt 7) naher besprochen werden wird. Die aus diesen
7*
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Formeln berechneten Werte von 7' finden sich unter 7,, und
die folgende Kolonne gibt die Abweichung zwischen diesen
Werten und den beobachteten Werten von 7' an.

Tabelle 1.
Réhre Nr. 1.
L =ca 6cm R = ca 001084 ecm. W = 1879000.
Wasserstoff.
T, T,
Mitteldrnek T nach nach all-
¢ P °. spezieller| T,+ I, |gemeiner| T,—7T,
em Hg observiert| Formel Formel
berechnet berechnet

25,70 | 0000389 | 90182 | 00181 | +0,0001 | 0,0808 | +0,0071
25,1 "vgg‘l? 0,1067 | 0,1058 | +0,0009 | 0,1146 | =0,0079
erg | %2248 0,0900 | 0,0902 | —0,0002 | 0,0970 | —0,0070
214 | T2 0,0815 | 0,0817 | —0,0002 | 0,0874 | —0,0059
2g2 | 00908 0,0756 | 0,0761 | —0,0005 | 0,0816 | —0,0060
23,7 | %02 | 0,058 | 00159 | —0,0006 | 0,0814 | —0,0061
23,9 | %0863 0,0182 | 0,0731 | 40,0001 | 0,787 | —0,0055
23,8 | W01TP0 o015 | 00115 0,0000 | 0,0773 | —0,0058
23,8 | “02822 | o000 | 0,070z | —0,0002 | 00767 | —0,0067
23,7 | ®0113% | 0,0108 | 0,0706 | —0,0008 00776 | —0,0073
22,9 | %0128 | 00108 | 00702 | +0,0006 | 0,0769 | —0,0061
23,8 | @008 | o0124 | 00719 | +0,0005 | 00791 | —0,0067
2,8 | %0285 | 00720 | 00708 | +0,0017 | 0,0767 | —0,0047
a8 | O001080 1 50749 | 00120 | +0,0020 | 0,0801 | —0,0052
24,9 | 090193 | 00120 | 0,018 | —0,0005 | 0,808 | —0,0075
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Réohre Nr. 1.
Sauerstoff.
Manometermessungen.
. T, T,
Mitteldruck T nach nach all-
t P s oispezieller | T, + T, |gemeiner| T, — T,
cm Hg observiert "o nel Formel
iberechnet berechnet

21,80 | 14,04 | 0846 | 0883 | <0087 | 0,875 | —0,029

26,8 684 | 0439 | 0438 | +0001 | 0434 | 40,005

26,3 325 | 0212 | 0216 | —0004 | 0215 | —0,003
25,2 1,470 | 0,1064 | 0,1061 | +0,003 | 0,1062 | +0,0002
25,2 0,694 | 0,0579 | 0,0881 | —0,002 | 0,589 | —0,0010

Gaugenmessungen,

25,40 | 858 00461 | 00452 | +0,0009 | 0,0461 0,000
25,4 | %2415 | 003000 | 0,08082 | —0,00023| 0,014 | —0,0018
252 || D182 | o00081 | 002281 | 0,00000( 00288 | —0,0011
25,0 | ®0%6%% | 009948 | 0,01949 | ~0,00001| 0,208 | —o0,0011
248 | 02128 | 001847 | 001826 | +0,00021 | 0,0194 | —0,0009
—25,0 | 901313 1001804 | 001808 | +0,00001| 0,0198 | —0,0012
24,8 | D017 | 001818 | 001817 | ~0,00004 0,0195 | —0,0014
245 | %0080%8 | 001884 | 0,01887 | —0,00008| 0,0198 | —0,0015
246 | O001452 | 001867 | 0,01851 | 40,0016 0,0200 | —0,0018
24,1 | 000812 | 601847 | 001858 | —0,00011| 0,0201 | —0,0016
24,7 | 000200 | 001861 | 001863 | ~0,00002| 00201 | —0,0015
ag9 | O00018T | 001868 | 0,01866 | +0,00002] 0,0202 | —0,0015
248 | 90000291 601874 | 0,01868 | +0,00008| 00202 | —0,0015
249 | 090370 | 00190 | 00186 | +0,0004 | 00201 | —0,0011
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Réhre Nr. 1.
Sauerstoff (Fortsetzung).
Manometermessungen.
. T, T.
Mitteldruck T, nach pach all-
t P . spezieller| 7, — 7, |gemeciner| T, — T,
em Hg observiert| Formel Formel
berechnet berechnet

25,30 | 13,79 0845 | 0868 | <0023 | 0859 | —o0,014
25,3 5,81 0380 | 0374 | +0,006 | 0371 | +0,009

Kohlensdure.

Manometermessungen.
25,00 | 14,20 1,183 | 1,212 | —0,029 | 1,148 | -+0,035
26,6 6,07 0,526 | 0525 | 40,001 | 0498 | 0,028
26,7 2,66 0242 | 0237 | +0,005 | 0221 | +0,015
26,5 1,22 0115 | o116 | —0,001 | 0112 | 0,008
25,3 0,57 0,064 | 0,060 | +0,004 | 0,059 | 0,005
(Gaugenmessungen.

25,20 | %4142 loos22 | 00528 [ -00001 | 0,0519 | +0,0003
24,7 || %2292 1003204 | 0,08165 |+0,00039 | 0,0823 | —0,0003
23,8 | %2312 1008310 | 008319 |~0,0009| 0,038 | —0,0007
25,1 || %1155 | 002256 | 002256 | 0,00000 | 0,0287 | —o,0011
25,8 | ®O06%6 1001766 | 0,01768 | -000002 | 00190 | —0,0013
252 | %0218 001584 | 001565 | +0,00019| 0,0170 | —0,0012
25,2 | O0138% ) o01510 | 0,01506 | +0,00004| 00164 | —0,0013
25,1 || 008881 1001498 | 0,01503 | —0,00005 | 0,164 | —0,0014
ag9 || 00T 1001517 | 001517 | 0,00000 0,0166 | —0,0014
25,2 | ©0018T8 ) 901510 | 0,01580 | —0,00020| 0,0168 | —0,0017
25,2 || %000%28 1001550 | 001589 | +0,00011] 00170 | —0,0015
25,1 o,oooiig 0,01550 | 0,01544 | +0,00006| 0,0171 | —0,0016
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Rohre Nr. 1.
Kohlens#iure (Fortsetzung).
. TL Ta
Mitteldruck T nach nach all-
[4 p °. spezieller| T, — T, |gemeiner| 1,— T,
em Hg observiert| Formel Formel
berechnet berechnet
25,00 | 90009 | 00158 | 0,0155 | +00008 | 00172 | —0,0014
25,0 || %0010 | 00160 | 0,0155 | +0,0005 | 0,0172 | —00012
25,0 | “0%%022 | 00175 | 00155 | +0,0020 | 0,0172 | 40,0003
Réhre Nr. 2.
L = ca. 12 em. B = ca. 0,01078 em. W = 2833000.
Wasserstoff.
Manometermessungen.
238°| 19,10 1,300 | 1,821 | —0,027 | 1,268 | -+0,082
23,8 7,85 0,563 | 0,563 0,000 | 0,540 | 40,023
24,0 3,63 0,275 | 0216 | —0,001 | 0266 | 40,009
24,7 1,684 | 0,1482 | 0,1448 | —0,0011 | 0,1408 | +0,0024
) ? b
Gaugenmessungen.
25,50 o,ggg 0,051 | 0,0518 | —0,0007 | 0,0527 | —0,0016
24,7 o,}ggg 0,0408 | 00411 | —0,0003 | 0,0427 | —0,0019
255 | %01 0,0366 | 0,0366 0,0000 | 0,0386 | —0,0020
25,3 | "5y | 00352 | 0,0854 | —0,0002 | 0,087¢ | —0,0022
25,0 | %01%4L | o,0856 | 00854 | +0,0002 | 0,0876 | —0,0020
25,5 | “00782 | o,0856 | 00861 | +0,0005 | 00881 | 0,002
263 | %0382 | 00312 | 00367 | +0,0005 | 0,0386 | —0,0014
261 | 0001832 | 0,0371 | 00871 0,0000 | 0,0389 | —0,0018
24 | 000088 | 0,858 | 0,037 | —0,015 | 00890 | —0,0082
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Rohre Nr. 2.
Wasserstoff (Fortsetzung).
. T 7,
Mitteldruck T nach nach all
t P e spezieller| 7,—- 7, | gemeiner| 7,- 7,
em Hg observiert | Forme} Formel
berechnet berechnet
24,70 || H00010% | 0,083 | 00875 | —0,0042 | 0,0391 | —0,0058
24,8 | O000288 1 00817 | 00876 | —0,0059 | 0,0892 | —0,0015
24,0 | 0000305 | 00879 | 0,0375 | +00004 | 0,089t | —0,0012
0,015526 .
24,7 || 015528 1 00335 | 0,0885 0,0000 | 0,0876 | —0,0021
248 | O00T82 | 00361 | 00362 | +00002 | 00882 | ~0,0018
248 | %003982 | 00871 | 00868 | +0,0003 | 0,0386 | —0,0015
25,7 O’OO}%S 0,0367 | 0,0871 | —0,0004 | 0,0389 | —0,0022
25,8 o,oooggg 0,0364 | 0,0374 | —0,0010 | 0,0390 | —0,0026
25,7 || %0078 10,0871 | 00875 | —0,0004 | 0,0891 | —0,0020
Rohre Nr. 8.
L = ca. 12 em. R = ca. 0,014156. W = 1196000.
Kohlensiure.
Manometermessungen.
2490 | 10284 | 1,245 | 1211 | —o0026 | 1,252 | —o,007
3,490 | 0,449 | 0441 | +0,008 | 0,436 | —0,013
1,624 | 0220 | 0213 | +0,007 | 0211 | +0,009
Gaugenmessungen.
2440 | 338 | o,06224 | 0,06213 | +0,00011| 00628 | —0,0001
24,4 || V23351 004420 | 0,04485 | ~0,00006 | 0,0448 | ~0,0005
24,5 | D181 1 003579 | 0,08567 | +0,00012| 0,0862 | —0,0004
245 || D12T8 | 0,03109 | 008101 | +0,00008| 0,0816 | —0,0005




Molekularstromung und innere Reibungsstromung der Gase. 97

Rohre Nr. 8.
Kohlenstiure (Fortsetzung).

Mitteldruck r mg}:h nacl? “ all-
t P °  |spezieller | T,— 7, |gemeiner | T,- T,
em Hg observiert| Formel Formel
berechnet berechnet

25,60 | 08557 | 0,02345 | 0,02849 | —0,00004 | 0,0241 | —0,0006
26,0 | %0958 | 0,02228 | 0,02190 | +0,00088 | 0,0225 | ~0,0003
258 | “035°T | 0,02036 | 002052 | ~0,00016 | 0,0211 | —0,0007
25,7 | %012 | 001001 | 0,01895 | +0,00006 | 0,0194 | —0,0004
262 | ®01480 | 0,01898 | 0,01868 | +0,00030 | 0,0182 | —0,0002
25,5 | %0109 | 001861 | 0,01853 | +0,00008 | 0,0190 | —0,0004
25,5 07002833 0,01855 | 0,01848 | +0,00007 | 0,0189 | —0,0008
25,5 o,oogggg 0,01857 | 0,01849 | +0,00008 | 0,0189 | —0,0003
24,7 | ®00%010 | 001856 | 0,01861 | —0,00005 | 0,0190 | —0,0004
24,7 o,oogggg 0,01852 | 0,01878 | —0,00021 | 0,0192 | —0,0007
246 | ®0T92 ) 001887 | 0,01886 | +0,00001 | 0,193 | —0,0004
24,6 o,ooiggg 0,01906 | 0,01896 | +0,00010 | 0,0195 | —0,0004
246 | 0907221 0,01899 | 0,01903 | —0,00004 | 0,0196 | —0,0008
24,6 | 0903491 001900 | 0,01908 | —0,00006 | 0,0196 | —0,0006
245 | %0000 | 0,01926 | 0,01909 | +0,00017| 0,0187 | —0,0004
246 | 0008001 001959 | 001011 | +0,00048| 0,0107 | —0,0001
245 | 000211 | 0,01974 | 0,01918 | +0,00061 | 0,0197 0,0000
248 | 000168 1 402017 | 0,01914 | +0,00103| 0,0197 | +0,0004

175
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Réhre Nr. 3.
Kohlensidure (Fortsetzung).
) T, T,
Mitteldruck T, nach nach all-
t P . spezieller | 7, — T, | gemeiner | T, — T,
em Hg observiert| Formel ‘Formel
berechnet berechnet
2450 | O000M9 | 60906 | 0,01915 | +0,0014 | 00197 | -+0,0008
246 | %000%2 | o012 | 0,01916 | +0,0020 | 0,0198 | --0,0014
244 | @00042T | 601899 | 0,01909 | —0,00010| 0,0197 | —0,0007
250 | “00°22% | 001952 | 0,01913 | +0,00089| 0,0197 | —0,0002
ag6 | 9000158 | 0,02000 | 0,01914 | +0,00086 | 0,0197 | -+0,0003
240 | @000 | 90181 | 00192 | —0,0011 | 0,198 | —00017
Réhre Nr.{g4 (Biindel aus 24 Réhren).
L =ca 2cm. R =0,00838. IV = 689400.
Sauerstoff.
Manometermessungen.
24,30 | 15,79 0,595 | 0594 | +0001 | 0626 | —0,031
24,0 705 | 0294 | 0284 | 40,010 | 0,208 | —0,004
24,9 3282 | 0,1509 | 0,1505 | 40,0004 | 0,1561 | —0,0052
24,8 1554 | 0,0886 | 0,0892 | —0,0006 | 0,0914 | —0,0028
Gaugenmessungen.

2460 [ O4118 | 004830 | 004907 | —0,00077 | 0,0490 | —0,0007
245 | 023909 1 0,04311 | 0,04385 | ~0,00024 | 0,041 0,0000
246 | %1501 | 004101 | 0,04101 | 0,00000 | 0,0407 | +0,0003
24,7 | %11298 | 008975 | 0,03966 | +0,00009 | 0,394 | +0,0003
247 | %0722 | 403884 | 0,08889 | —0,00005 | 0,0386 | +0,0002
as,5 | D099 | 003821 | 0,08872 | —0,00051 | 0,0885 | —0,0003
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Réhre Nr. 4.
Sauevstoff (Fortsetzung).
. ViA T,
Mitteldruck T nach uach all-
t P . spezieller| T, — 7, |gemeiner| 7, — 7,
em Hg obgerviert| ‘Formel Formel
berechnet berechnet

24570 || ©08558 1 0,03869 | 0,03883 |—0,00014 | 0,086 | +0,0001
247 || ©0%850 | 0,03916 | 0,08908 |+0,00008 | 0,0889 | +0,0003
25,5 || O01288 | 0,03920 | 0,08042 |- 000022 | 0,0392 0,0000
25,2 [ 01999 | o08081 | 0,08977 |+0,00004 | 0,0895 | +0,0008
246 || 00149 | 0,03924 | 0,04002 |-0,00078 | 0,0397 | —0,0005
25,1 || ®004%35 | 008090 | 0,04028 |-0,00038 | 0,0399 | 0,000
26,1 | 003370 | 004071 | 0,04045 |+0,00026 | 0,0401 | +0,0008
25,1 | ©002185 | 0,04076 | 0,04060 |+0,00018| 0,0402 | +0,0008
25,6 | %°0M42% | g0414 | 0,0407 | +0,0007 | 0,0408 | +00011
25,6 || %0089 | 00414 | 0,0408 |+0,0008 | 00403 | +0,001L
25,2 | %000898 | 00403 | 0,0408 | —0,0005 | 00404 | —0,0001
241 | “00039T | g0412 | 0,0408 |-+0,0004 | 0,0404 | +0,0008
247 || O000283 | 00310 | 0,0409 | +0,0001 | 00404 | +0,0006
24,6 | 008 | 00407 | 00409 | —0,0002 | 00404 | +0,0008

Wasserstoff.

Manometermessungen.

95,50 || 17,60 1,588 | 1,585 | +0,048 | 1,576 | +0,007
600 | 0625 | 0,619 | +0,006 | 0624 | +0,001
25,1 269 | 0353 | 0858 | —0005 | 0,353 0,000
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Réhre Nr. 4.
Wasserstoff (Fortsetzung).
Gaugenmessungen.
Mitteldruck T, nféh naclz'“ull-
t P . spezicller| 7, — 7, | gemeiner| T, — T,
em Hg observiert| Formel Formel
berechnet berechnet

240 | 0343 0,1720 | 0,1811 | —0,0091 | 0,172 0,000
as0 | 2620 0,1647 | 0,1674 | —0,0027 | 0,160 | +0,005
25,9 0’}331 0,1606 | 0,1616 | —0,0010 | 0,156 | +0,005
258 | %1218 0,1593 | 0,1583 | 40,0010 | 0,154 | +0,005
25,8 | 008832 1 o 1566 | o,l565 | +0,0001 | 0,158 | -+0,004
25,0 o,ogggé 0,1578 | 0,1559 | +0,0019 | 0,154 | 40,004
249 | OU4T5% | 01560 | 01561 | —0,0001 | 0,154 | +0,002
25,4 | GO 1 01567 | 01560 | 40,0007 | 0,154 | +0,008
245 0’02222 0,1579 | 0,1576 | +0,0003 | 0,156 | 40,002
24,4 o,ois;gg 0,581 | 0,1594 | —0,0018 | 0,157 | 40,001
24,4 o,oggg 0,1576 | 0,1614 | —0,0088 | 0,158 0,000
24,4 | 000218 | o160 | 0,633 | —0,0078 | 0,159 | —0,008
24,4 ‘“’H;gg 0,1598 | 0,1615 | —0,0017 | 0,158 | 40,002
244 | 0088 | 1622 | 01649 | —00027 | 0160 | +0,002
244 | OO0MIE8 | 01687 | o689 | —0,0002 | 0,161 | +0,008
24,4 | 000582 | 01638 | 0,1695 | —0,0057 | 0,161 | +0,008
24,3 0’0"22;3 0,1709 | 0,1650 | +0,0059 | 0,160 | +0,011
24,9 o,oog:{zgg 0,1697 | 0,1673 | +0,002¢ [ 0,160 | +0,010
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Réhre Nr. 4,
Wasserstoff (Fortsetzung).
. T, T,
Mitteldrnck T nach nach all-
t P °. spezieller| T,— T, | gemeiner| T,— T,
em Hg observiert| Formel Formel
berechunet berechnet
2420 || WO 4 94707 | 01687 | 40,0020 | 0161 | +0,010
242 | 0000810 | g1680 | 01601 | —0,0002 | 0,161 | +0,008
24 || G0001ST | 01698 | 0,1700 | —0,0002 | 0161 | +0,009
Kohlensiure.
Manometermessungen.
24,50 | 22,92 1,140 | 1,148 | —0,008 | 1,153 | —0,013
244 | 11,64 0,605 | 0595 | +0,010 | 0599 | +0,006
24,4 5,51 0,307 | 0,207 | 40010 | 0298 | 40,009
24,5 2,56 0,185 | 0,153 | +0,002 | 0154 | 40,001
246 | 1,214 | 00877 | 00875 | +0,0002 | 0,0877 | 0,0000
246 | 16,21 0,797 | 0,817 | —0,020 | 0,828 | —0,026
24,6 6,68 0,362 | 0,853 | +0009 | 0356 | +0,006
24,6 2,93 0,176 | 0,171 | +0,005 | 0,172 | +0,004
1,352 | 0,948 | 00942 | +0,0006 | 0,0945 | +0,0003
24,5 0,640 | 0,0589 | 0,0597 | —0,0008 | 0,097 | —0,0008
Gaugenmessungen.
24,90 | 9319 | 0,04850 | 0,04986 | —0,00136 | 0,0498 | —0,0013
25,0 | 2218 | 004076 | 0,04101 | ~0,00025| 0,0410 | —0,0002
25,0 | OTZL | 0,08774 | 008788 | +0,00038 | 0,0374 | +0,0008
248 | O1300 | 0,08547 | 0,08551 | —0,00004| 0,0857 | —0,0002
245 | OO9112 | 008885 | 0,08390 | —0,00005 | 0,082 | —0,0008
a4a | 908281 | 003300 | 0,08200 | +0,00010( 00833 | —0,0008
244 || 004345 1 ¢ 03045 | 0,03244 | +0,00001| 0,0829 | —0,0004

‘ 4354
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Réhre Nr. 4.
Rohlensiure (Fortsetzung).
- T, T,
Mitteldruck T nq.ch nach _all-
t P o, spezieller | T,— T, |gemeiner| 7,—17,
em Hg observiert| Formel Formel
berechnet berechnet

a5,10 | %931°T | 0,03287 | 0,08283 | +-0,00004| 0,0328 | —0,0004
250 | OO1T2T | 0,03282 | 0,03259 | +-0,00023| 0,0881 | —0,0008
25,2 | %0198 | o,08274 | 0,08267 | 4-0,00007| 00882 | —0,0005
25,0 | 011080 | 0,03293 | 0,08301 | ~0,00008| 0,038¢ | —0,0005
25,0 || %0191 | 0,08313 | 0,08834 | —0,00021| 0,0336 | —0,0005
253 | 000739 | 0,03854 | 0,03363 | —0,00000| 0,038 | —0,0008
245 | %0099 | 0,08881 | 0,03395 | —0,00014| 0,0340 | —0,0002
245 | %0021 | 0,03401 | 008421 | ~0,00020| 0,841 | —0,0001
24,4 | ®00UI8L | 0,03419 | 0,08441 | —0,00022| 00842 | 0,0000
244 | D008 1003462 | 0,03455 | +0,00007| 0,0348 | +0,0003
24,4 | @018 | 0,03495 | 0,08456 | +-0,00039 | 0,0848 | +0,0006
245 | G008 1 00349 | 00847 | +00002 | 00844 | +0,0005
24,4 | 0000502 | 00345 | 0,0347 |—00002 | 0,044 | +0,0001
aa,a || 0000425 | 90353 | 00848 | +0,0005 | 00844 | +0,0009
24,6 || 016583 1 0,03330 | 0,03264 | +0,00066 | 0,0332 | +0,0001
243 || %00020T 10,0347 | 00348 | —00001 | 00344 | +0,0008
25,4 || 9000048 | 00379 | 0,080 | 40,0030 | 00845 | +0,0084
25,0 || %0001 | 00312 | 0,049 |—0,0087 | 0,0345 | —0,0088
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6. Theorie der molekularen Stromung.

Bei der Anwendung der kinetischen Theorie auf ein ruhen-
des Gas setzt man u. a. voraus, daB die Geschwindigkeits-
richtungen aller einzelnen Molekiile gleich hiufig sind, und
daB die Anzahl von Molekiilen des einheitlichen Volumens
dieselbe ist, wo in der Luft die Volumeneinheit auch gelegen
sei. Nehmen wir an, dab diese Voraussetzungen auch in der
unmittelbaren Ngzhe einer festen Wand in dem Gas richtig
sind, so kann man leicht berechnen, wie viele MolekilstoBe
jede Fliacheneinheit der Wand
in einer gegebenen Richtung
empfingt.

Gibt es in der Volumen-
einheit & Molekiile, und ist die

mittlere Geschwindigkeit [Py
und die mittlere Weglinge A, b
werden diese Molekiile ¥ 2 /- &

mal in der Sekunde gestoBen 7

werden. Von denMolekiilen des Fig. 2.

Volumenelementes L2d 1w
(Fig. 2) gehen folglich N Q/(3)1?d L d w Molekiile in der Se-

kunde aus, die direkt von ZusammenstéBen kommen, Von
cos
Lﬂ
einheit der Wand 7 gerichtet, also im ganzen eine Anzahl von

1 N&Q
ETcoszdl}b‘m.

Von diesen legt nur ein Bruchteil ¢~Z/* den Weg I zuriick,
ohne gegen andere Molekiile zu stoBen, so daB die ganze An-
zahl, die die betrachtete Flicheneinheit erreicht,

diesen ist ein Bruchteil % gegen die betrachtete Flichen-

L
L—g\ig—cosxe ‘dldw
47 A

ausmacht. Vom ganzen Raumwinkel dw, der den Winkel =
mit der Normale der Wand bildet, empfingt die Wand folglich

L=co

L
‘/‘L N cosze *dwodl
4 A

L=0
StoBe in der Sekunde.
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Wird die Integration ausgefithrt, erhilt man
1 NQcoszdow.
47

Wird diese GréBe iiber den ganzen Raumwinkel 2x
integriert, erhalt man den bekannten Ausdruck 1N Q als die
Anzahl von StéBen, die jede Flicheneinheit in der Sekunde
von sallen Seiten empfingt. IKine notwendige Bedingung fir
die Realitdt der oben angefithrten Voraussetzungen ist es nun,
daB die Flicheneinheit in jeder Sekunde ebenso viele Molekiile
in der Richtung » aussendet, wie sie in derselben Richtung
empfing, also die Anzahl

1
~—~ NSQcoszdw;
47

whare nimlich dies nicht der Fall, wiirden die Geschwindigkeits-
richtungen + 2 und —x in einem Raumelement nahe an der Wand
nicht gleich hiufig sein konnen, Das angefithrte Kosinusgesetz
mub folglich gelten sowohl fir die Anzahl von Molekiilen, die
eine Flicheneinheit der Wand empfiingt, als auch fiir die An-
zahl, die sie in der Zeiteinheit in einer gegebenen Richtung
aussendet.

Diese Forderung wird erfiillt werden, wenn die Molekiile,
indem sie an die Wand anprallen, nach dem Gesetz der
spiegelnden Zuriickwerfung zuriickgeworfen wiirden, oder wenn
sie in genau derselben Richtung zuriickgeworfen werden, in
welcher sie die Wand treffen.

Die Erfahrung zeigt aber, daB keiner von diesen beiden
Fillen stattfindet; denn bei spiegelnder Zuriickwerfung kénnten
die Molekiile keine der Wand parallele Bewegungsgréfie an
diese abgeben, und die Strémung der Luft durch eine enge
Rohre miiBte dann mit derselben Geschwindigkeit ganz dicht
bei der Wand, wie weiter von derselben entfernt, vor sich
gehen, und umgekehrt wiirde ein bewegter Korper, z. B. eine
in ihrem eigenen Plan schwingende Platte, der Luft keine
Bewegung mitteilen kdnnen.

Wenn ein anprallendes Molekiil immer von der Wand in
derselben Richtung zuriickgeworfen wiirde, in welcher es die
Wand triffit, so miiBte das Gesetz Poisseuilles, wie eng die
Stromungsrdhre auch gemacht wird, mit voller Genauigkeit
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gelten; wir wissen aber aus den Versuchen Kundts und
Warburgs, sowie aus denen Christiansens, daB dies nicht
der Fall ist, was auch aus meinen Versuchen hervorgeht.

Falls die Richtung, in welcher ein Molekiil von einer
festen Wand zuriickgeworfen wird, durch die Einfallsrichtung
bestimmt ist, muB also die GesetzmiBigkeit von einer merk-
wiirdig verwickelten Natur sein, weshalb mir die Annahme
viel einfacher und mit der Vorstellung von der GroBe der
(asmolekille im Vergleich mit den Molekularabstinden eines
festen Korpers besser iibereinstimmend scheint, daB die Rich-
tung, in welcher ein Molekiil aus der Wand ausgeht, von
der Richtung vollstindig unabhingig ist, in welcher es die-
selbe trifft.

Wir wollen also annehmen, daB jedes Molekiil mit gleicher
Wahrscheinlichkeit in jedem beliebigen Azimut zuriickgeworfen
werden kann, und dab die Wahrscheinlichkeit eines gegebenen
Ausfallswinkels durch das Kosinusgesetz gegeben ist. Hieraus
folgt, daB ein gegen die Wand anprallendes Molekil mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit vor wie hinter der Kbene zuriick-
geworfen wird, welcher durch die Normale des getroffenen
Punktes rechtwinkelig auf die Einfallsebene gelegt wird; hat
nun eine groBe Anzahl (n) von Molekiilen, jedes mit der Masse m,
dieselbe Finfallsrichtung und Geschwindigkeit ¢, deren Kom-
posant, mit der Wand parallel, w ist, so empfangt also die
Wand durch den StoB dieser Molekiile die BewegungsgroBe nmw
in der Richtung der Wand; deun nach den St6Ben gegen die
Wand wird die gesamte Bewegungsgrofe lings der Wand
infolge des obenstehenden Null sein. Hierbei nimmt man an,
daB die absolute Geschwindigkeit der Molekiille in keiner
anderen gesetzmiBigen Weise als in der durch das Maxwellsche
Geschwindigkeitsverteilungsgesetz gegebenen verindert wird,
indem die Temperatur als konstant gedacht wird. Ist das Gas
als Gesamtheit in Ruhe, gleichen sich die von der Wand von
allen Seiten empfangenen Komposanten der BewegungsgroBe
mit der Wand parallel aus. Ist das Gas in Strdmung, bleibt
der angefiihrte Komposant der BewegungsgroBe in der Richtung
des Stromes als Rest iibrig.

Finden sich & Molekiile in der Volumeneinheit, so wird
eine Anzahl dN, dem Maxwellschen Geschwindigkeitsver-

Annalen der Physik. IV. Folge., 28. 8
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teilungsgesetz gem#B, eine (Geschwindigkeit zwischen ¢ und
¢ + dc¢ haben, wo :
dN = 1;.;1\;3 e~ de.

Hier bedeutet ¢« die wahrscheinlichste Geschwindigkeit. Die
Anzahl von Molekiilen, die mit der Geschwindigkeit ¢ eine
Flicheneinheit der Wand in der Zeiteinheit trifft, ist wie be-
kannt Lcd N. Diese Anzahl von StéBen gibt der Wand einen
Komposanten der BewegungsgroBe von lcmwd XN, wo w die
translatorische mittlere Geschwindigkeit dieser Molekiile ist;
w kann auch als die mittlere Geschwindigkeit aller d V Mole-
kille, mit der Wand parallel, bezeichnet werden und mufl
folglich ¢ proportional, also kc gleich sein, wo % eine Kon-
stante ist. Die iibertragene BewegungsgroBie wird folglich
Lhe?mdN. Die bei allen StéBen in der Richtung der Wand
beigebrachte Bewegungsgrifie (B) wird also fir jeden Quadrat-
zentimeter und fiir jede Sekunde

oo
cz
1 4 et - — 1 3
= — N —_ a - k _l.
B 4]V/c‘inmj’mse de 4Nm2oz
0

Nennen wir den arithmetischen Mittelwert der Geschwindig-
keiten aller anprallenden Molekiile £, hat man bekanntlich

Q=2% und also B=%Nmk92.

Va
f ist gleich 2'¢/N infolge der Definition von £, und also
ke Sw
Q=220 =22

Diese GriBe wird » genannt und ist der geometrische Mifttel-
wert der Geschwindigkeiten aller Molekiile, muB folglich als
die Geschwindigkeit der ganzen Luftmasse betrachtet werden,
weshalb man die obengenannte Bewegungsgrofie (B) findet

3n
B=»3—2—Nm.§2v.

Dies unter der Voraussetzung, daB die GroBe v in jeder Ent-
fernung von der Wand dieselbe ist, was, wie bekannt, nicht
der Fall ist, wenn die Dimensionen des Querschnittes im Ver-
gleich mit der mittleren Weglinge nicht mehr verschwindend
klein sind,
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Stromt das Gas durch eine anniherungsweise zylindrische
Rohre, deren Querschnitt eine beliebige Form hat, und ist
eine der Querschrittsdimensionen der Réhre im Vergleich mit
der mittleren Weglinge der Gasmolekiile verschwindend klein,
wollen wir ein Réohrenstiick von der Linge d{ betrachten und
den Umkreis eines Normalschnittes an dieser Stelle mit o und
das Areal desselben mit 4 bezeichnen. Die von einem solchen
Rohrenstiick in der Zeit d¢ empfangene BewegungsgréBe in
der Richtung der Oberfliche wird dann sein

3n
—é?Nm Quodldt.

In diesem Ausdruck wird das spezifische Gewicht der Luft
Nm = p gesetzt, und die mittlere Geschwindigkeit 2 kann
infolge des Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes
aus der Gleichung p = #/(8) Nm Q? bestimmt werden, wo p
den Druck bezeichnet. Man erhilt dann die BewegungsgriBe

8 _ 34/ /7
ﬁzvnzszvaa'z(zt_81/291/;1;0611(1:.

Vorausgesetzt, da die Rohrenwand od! die ganze Be-
wegungsgroBe empfangt, die vom Druckfall — (dp/di)d!
hervorgebracht wird, d. h. die BewegungsgroBe — 4 (dp/di)di dt,

erhﬁ-lt man alSO
3 k4 ¥4 dp
: l/g 0 l/:ﬂ:vo —— A._.[ .

Fir die Gewichtmenge Gtas @, die in der Zeiteinheit durch
einen Querschnitt der Réhre stromt, hat man G = 4¢ v, wes-
halb man aus obenstehender Gleichung findet

_ e A dp
G'_gVﬁVpa

Wird die Giiltigkeit von Mariottes Gesetz vorausgesetzt und
das spezifische Gewicht des Gases bei der gegenwirtigen Tem-
peratur und dem Druck 1 Dyn/cm? p, genannt, hat man
o/p = p, und also

G____]/h Ndp
0

Bezeichnet man die durchstromende Gasmenge nicht durch
8*
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ibr Gewicht, sondern durch das Produkt @, von Volumen (ccm)
und Druck (Dyn/cm?), hat man @, = G /g, und also '

. 8 2 1 4% dp
=r 5wy o ar

Vo ©
Bei stationdrer Stromung mub @, iiberall in der Pore oder der
Rohre denselben Wert haben. Wenn die Linge der Rohre L
und die Drucke an ihren Enden p, und p,(p, > p,) sind, er-
halt man

0 s./2 1
Q2 dl==>1/2 L up
t 4% 3 7.£ 1/91 bl
woraus durch Integration
Q = 1 PL = Pe — 1_ Px—]h’
‘ Ve - VQL w

3 7 0
sl/;flfzdl

0

L
We/ 5w
0

W genannt wird, Diese GroBe, die nur von der Form und
den Dimensionen der Rohre abhingig ist, kann dem Sprach-
gebrauch der Elektrizititslehre gemif als der Widerstand der
Réhre bezeichnet werden. Der Umkreis einer kreisformigen
zylindrischen Roéhre mit dem Radius B ist 0 = 24 £ und das
Querschnittsareal 4 = n R?; dieses gibt

3 n 2L
W= 1/2 n RS

4 ~— 1 R
Qt=§]/2n79——17(7’1—l’2)-

indem die GroBe

und folglich

Fir Stromung zwischen zwei planparallelen Winden mit
dem Abstand @, der Breite » und der Linge I erhilt man,
wenn a im Vergleich mit 4 als verschwindend klein gerechnet

wird, daB der Widerstand W = %J]% 322 L ist, und also
a’b

V@l L ]71 )
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Hat der Stromungskanal andere Formen, muf man bei
dem experimentalen Versuch durch Kalibrierung und Aus-
wessung die GroéBen bestimmen, auf die es hier ankommt,

Es bedarf kaum einer niheren Begriindung, daB man bei
stationirer Strémung durch Rbohrensysteme oder Righren-
verzweigungen ein dem aus der Elektrizititslehre bekannten
Kirchhoffschen Gesetze ganz analoges verwenden kann.

Bei der Berechnung der Anzahl von StoBlen 1N &, die
eine Flicheneinheit in der Sekunde empfingt, wurde voraus-
gesetzt, dab sowohl N wie Q in jeder Entfernung von der
Wand gleich waren. Gegen die Richtigkeit dieser Voraus-
setzung konnte die Adsorptionserscheinung angefiihrt werden,
durch deren Wirkung man annehmen muB, daB N gegen die
Wand hin zunimmt. Die Ubereinstimmung der Versuche und
der Theorie zeigen aber, daB es wahrscheinlich keine Ad-
sorption hier gibt.

Ferner wurde bei der Berechnung von 1 & £ vorausgesetzt,
daB die Flicheneinheit sich in einer ausgedehnten Gasmasse
befindet, was aber bei der Verwendung der Formel im vorher-
gehenden gerade nicht der Fall war. Unter der Voraussetzung
von der Gilltigkeit des gefundenen Kosinusgesetzes verindert
aber eine feste Wand nichts in der Verteilung der Geschwin-
digkeitsrichtungen und der GeschwindigkeitsgriBen, woraus folgt,
daB die Anzahl der St6Be unverindert bleibt, wie klein man
auch den Raum macht, worin das Gas sich befindet, wenn
nur der Druck konstant gehalten wird. Dieses kann tibrigens
leicht verifiziert werden durch eine direkte Berechnung der
Anzahl von StéBen gegen die Winde eines Raumes mit ein-
fachen geometrischen Formen, z. B. einer Kugel oder einer
zylindrischen kreisformigen Rohre.

Es wurde vorausgesetzt, daf die durch den Druckfall
(dp/dD dl hervorgebrachte BewegungsgroBie ganz und gar auf
das Réohrenstiick d! iibergehe. Wie bei Effusion erhilt die
Gesamtgasmasse auch hier eine lebendige Kraft durch den
Druckfall hervorgebracht, so daB wir statt die dritte Gleichung
p- 107 folgende Bewegungsgleichung erhalten

3]/71 3 _ dp dv
s ?Ql/gUO——A—EIT'—-AQ‘UW’
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oder, da G = dpv

3‘/77_1_0 __ig_i_d_(l)
sV 2 g 47 T di - A dl ’

woraus durch Integration iiber die ganze Rihre

G p—p
s _-_ l = — ey
‘/ 2 ]/g Gf d =Py Ao PPy

woraus, indem

G = L;%(pl“]’z)

G Pi—Ds

A2 Va W I’lPi
Wenn die GroBe

G P— P
T oV W pp

im Vergleich mit 1 verschwindend klein ist, hat man
G= J{‘Q“l' (}71 P
und also
U= 1 (pr — pyV* .
AWE pipe

Da eine kreisformige zylindrische Robre von allen zylin-
drischen Rohren diejenige ist, die bei einer gegebenen Linge
und einem gegebenen Querschnitt den geringsten Widerstand #”
hat, wollen wir speziell die GroBe von U bei einer solchen
Roéhre mit dem Radius 2 untersuchen. Man findet

__ 82 B (p —p)

Da der groBte bei den Messungen verwendete Wert von £/L
Yeoo ist, sieht man also, daB U, wenn p, auch viele hundertmal
so groB als p, ist, gegen 1 als verschwindend klein betrachtet
werden muB. Da U bei einer kreisformigen zylindrischen Rohre
von gegebenem Querschnittsareal im Vergleich mit 1 verschwin-
dend klein, und da # fiir eine solche Rohre das Minimum ist,
so ist also — unter sonst gleichen Verhaltnissen — in zylin-



Molekularstrimung und innere Reibungsstromung der Gase. 111

drischen Rohren von irgend einer anderen Querschnittsform U
im Vergleich mit 1 um so mehr verschwindend klein.

Ist der Druckunterschied p, —p, nur ein geringer Bruch-
teil von p,, so zeigt die Gleichung, daB die Linge der Rohre
im Verhaltnis zum Radius nicht groB zu sein braucht, damit
man von der Geschwindigkeitsverinderung der Luftmasse ab-
sehen kann, und daB man daon auch die Theorie auf Rohren,
die vom zylindrischen etwas abweichen, anwenden kann.

Endlich wurde bei der Berechnung vorausgesetzt, daB die
Anzahl von gegenseitigen ZusammenstéBen der Molekiile in
der Rohre im Vergleich mit den Stifen gegen die Wand als
verschwindend klein betrachtet werden kann. Ist dies nicht
der Fall, werden die Verhaltnisse komplizierter, weshalb dieser
Fall spiter besprochen werden wird.

Im folgenden wird eine andere und mehr direkte Berech-
nung von der Gasmenge angefiihrt werden, die in der Zeit-
einheit durch eine kreisférmige zylindrische Rohre mit dem
Radius 2 und der Lénge Z durchstrémt, wenn & im Vergleich
mit Z und der mittleren Weglinge verschwindend ist. Wir
wollen hier von der Annahme ausgehen, die durch die vorige
Berechnung bestitigt wurde, daB der Druck bei stationirer
Stromung gleichm#éBig durch die Rohre abnimmt. (Dies ist,
wie bekannt, nicht der Fall bei Stromungen nach Poisseunilles
Gesetz.) Wird ein Querschnitt der Rohre gewihlt, worin die
Anzahl von Molekiilen im einheitlichen Volumen %, ist, wird
man also in der Entfernung / davon die Anzahl N von Mole-
killen im einheitlichen Volumen durch N = N, + ¢! bestimmt
haben., Wir wollen auBerdem davon ausgehen, daB die Mole-
kiile, bei StoBen gegen die Wand, nach dem frither angefiihrten
Kosinusgesetz zuriickgeworfen werden.

Betrachtet man einen Querschnitt der Rihre in der Ent-
fernung ! vom Anfangsquerschnitt, wird die Wabrscheinlich-
keit dafiir, daB ein Molekiil ohne ZusammenstoB mit anderen
Molekillen den Weg /, zwischen den beiden Querschnitten,
eventuell in schriiger Richtung, durchlauft, auf folgende Weise
berechnet.

Die Wahrscheinlichkeit fir die kleine Strecke d/, ist, wie
bekannt, e~ 44/4, wo 4, die mittlere Weglange ist, und die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die iibrigen Strecken 4, die



112 M. Knudsen.

simtlich / betragen, auch ohne ZusammenstoB durchgelaufen
werden, wird dann

ail, dl, dal, di
T TG A _f P
e T e Tle " ,.. =e .

Bildet /; mit der Rohrenachse den Winkel y, hat man
1, cosy =/, und die gesuchte Wahrscheinlichkeit wird folglich

_ [ a1
icosy

0

e

Die mittlere Weglinge 4 ist aber dem & umgekehrt propor-
tional, so daB man A = &/N, und mit leicht verstindlicher Be-
zeichnung A, = k/N, setzen kann. Man hat also die Wahr-
scheinlichkeit
i l [4
'fr:%; "coiy = "ﬁ%?,f(':;’i“’)dl
e 0

eV =e 0 =

4 1

l!
~ Z cos *
e MY e

L

2 keos.y
- ?

wo das obere Vorzeichen fiir die Seite des Querschnittes gilt,
wo N am groBten ist.

Die Anzahl von Molekiilen, die von StéBen gegen die
Wand ausgehen, verhilt sich zu der Anzahl, die von gegen-
seitigen ZusammenstéBen kommen, wie

2R RAIFNQ [aRral N2~ b
Der Durchmesser 2 R wurde im Vefgleich mit 2 als ver-
schwindend klein vorausgesetzt, weshalb wir von den Molekiilen.

Fig. 3.

absehen konnen, die direkt von ZusammenstoBen kommen, im
Vergleich mit denjenigen, die von Stoflen gegen die Wand
ausgehen. Die Anzahl von Molekillen, die von der Wand des
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Réhrenstiickes d! kommen, und deren Bewegungsrichtung den
Winkel # mit dem Radius bildet, ist infolge des Kosinus-
gesetzes

12x RAIN & 2cosz 22,
2

indem A’ die Anzahl von Molekiilen im einheitlichen Volumen
mit der Geschwindigkeit ¢’ bezeichnet und dw der Raum-
winke] ist, in welchem ihre Bewegungsrichtungen liegen. Aus
der Figur sieht man, daB
do = rdrdvcosy
4
ist, weshalb die Anzahl von Molekiilen d=,’, die von der Wand
des Rohrenstiickes d! kommen, und in der Zeiteinheit das

Flachenelement rdrdv passieren,
[4 qn®
dn'=4 REc N cosrcosy % didrdve H*cosye Z2keosy

wird. Wird hier #'= N+ ¢ eingesetzt und wird von dn,
der Wert dn,” der Anzahl von Molekiilen subtrahiert, die vom
Rohrenstiick d/ in der Entfernung —! vom betrachteten Quer-
schnitt kommen, erhilt man die gesuchte Restanzahl d =’

dn' = };Rc’coszcosy-;;fdrdldv
1

1 gt g®
{_N;)e lgeosylg 2kcosy __ o Z2kcosy

L G 1. 1.0
+qle lpcosy | o 2kcosy+e 2kcosy}‘

Werden die Parenthesen in Reihe entwickelt und wird nur
1

der 0% Grad benutzt und wird ferner e #csy=1 gesetzt, er-
hilt man

dn=qRc¢ cosxcosy-rl—f drdldv.
Wird ‘

l r
cosy = — und €0Sx = —COS?v
y=7 2

eingesetzt, erhilt man
dn'=qRc cosvdvridr(r®+ %72dl

Durch Integration erhilt man die Anzahl von Molekiilen, die
in der Zeiteinheit den betrachteten Querschnitt passieren.
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-+ die Anzahl, die den entgegengesetzten Weg passieren,
némlich

+ #/2 2 Rcosv
W= chfcosvdvjrzdrjl"‘ 242 dl = 2nR3qc.
- nf2 0
Wird ¢ = dN’[d1 eingesetzt, erhilt man
;2 e dN'
n_gnR i ¢

Fir die Molekille mit den Geschwindigkeiten ¢” und ¢
erhilt man entsprechende Ausdriicke, woraus durch Addition

n=n'+n"+n”'...=—§77tR37dd—[( ICI+NII II+NIIchII+ )

Die GroBe in der Parenthese bezeichnet die Anzahl N
von Molekiilen in Volumeneinheit, mit dem arithmetischen
mittleren Wert 2 von sémtlichen Molekiilgeschwindigkeiten
multipliziert, also

ne 2
3
woraus die in einer Sekunde durchstrémende Gewichtmenge

am= 2 lm _ 2 pole 2 g, %P

Wird _
Q= 1/ 8 1
= VQI

eingesetzt, erhilt man fiir station'are Strémung

'_V2”V\1 I P —P2)s

nm 45— 1 R
Qt=9—l=§l/z/”m(l’1—l’z)’

welcher Ausdruck dem frither gefundenen identisch ist.

woraus

7. Diskussion der Messungsresultate bei kombinierter
molekularer Stromung und Reibungsstréomung.

Aus den Tabellen iiber die fiir verschiedene Rohren und
Gase gefundenen Werte von 7, 7' = @,/(p, —p,) sieht man, daB
T eine Funktion des mittleren Druckes p ist, wenn man den
schon behandelten Fall ausnimmt, wo man fiir sehr kleine
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Werte von p bei Veranderung desselben keine erkennbare

Variation von T findet. Man sieht unmittelbar aus den
Tabellen, daB 7' zunichst bei wachsendem p abnimmt, ein

Die Réhre 4.

Kohlensiure.

Fig. 4a.

7 8 9 0 11 12 13 1% 15 16 17 8 K9 20 2 22 23 -pon.Quecksilberdruck

LT

5 &

.
\_,—w-//

T=re

\ 2
!\‘
-
\a ».M/
R N A RS e 9 S R 2 R § 2
b D

Minimum erreicht, um dann zuzunehmen. Die Funktions-
abhéngigkeit ist in den Figg. 4a und 4b graphisch dargestelit,
wo der mittlere Druck p als Abszisse, die bei einheitlichem
Druckunterschied durchstromende Gasmenge 7' als Ordinate

O o1 02 03 07 05 06 07 08 0970 W 12 W 1F 16 16 T 18 18 20 7 27 23 2 ZopomQuedailerdrud

Die Rohre 4.

Fig. 4b. Kohlenséiure.
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abgesetzt ist. Die Figuren stellen die Versuche mit der
Stromung der Kohlensdure durch die Réhre 4 dar. In Fig. 4a
sind die durch Versuche gefundenen Werte von 7' bei grofien
Werten von p durch Punkte angegeben, in Fig. 4b, die nach
100mal groBerem MaBstab als Fig. 1 gezeichnet ist, sind die
Versuchsresultate fiir kleine Werte des mittleren Druckes auf
dhnliche Weise eingefithrt. Die gezeichneten Kurven, die, wie
man sieht, die Versuchsresultate mit aller erwiinschten Ge-
nauigkeit wiedergeben, stellen die empirische Formel
1+ep

(2) T=ap+b1+6,p
dar, wo die Konstanten «, 4, ¢, und ¢, durch Ausgleichung
nach der Methode der kleinsten Quadraten gefunden sind.

Die Versuche mit den anderen Réhren und anderen Gasen
werden durch Kurven ganz #hnlicher Form dargestellt, und
es zeigt sich, daB die Gleichung (2) bei passender Wahl von
Konstanten alle Beobachtungen darstellen kann, In der folgen-
den Tab. IT sind die verschiedenen Werte der Konstanten fiir
die verschiedenen Rohren und Gase aufgefiihrt. Fir die
Rohre 83 Kohlensiiure und die Réhre 4 Kohlensiiure sind die
Konstanten durch Ausgleichung nach der Methode der kleinsten
Quadrate gefunden, fiir die iibrigen sind sie durch graphische
Ausgleichung bestimmt. Die aufgefithrten Werte von J sind
unabhéngig von der gewihlten Einheit des mittleren Druckes p,
die Werte von a, ¢, und ¢, setzen voraus, daB p in Dyn/cm?
angegeben wird.

2

Tabelle IIL

Rohre a b I ey

Nr. 1078 x 1074 x 107% x
1 Wasserstoft 8,72 0,0734 41,84 47,81
1 Sauerstoff 4,65 0,01868 32,35 89,92
1  Koblensiure 6,35 0,01350 39,32 50,08
2  Wasserstof 5,11 0,031760 217,05 84,02
3 Kohlensiure 9,18+0,10 0,01918+0,00014 51,17+8,3 65,1849,
4 Wasserstof 5,94 0,1702 83,417 39,29
4 Sauerstoff 2,67 0,04090 16,12 19,47
4 Kohlensfure 3,66£0,02 0,034890,00016 32,35+185 39,83 +2,37

Ftr groBe Werte von p geht die Formel (2) iitber in
3) T=ap+0b-t.
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Das erste Glied auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens
ist der Poisseuillesche Ausdruck, das zweite Glied die Glei-
tungskorrektion.

Bei Strémung durch kreisférmige, zylindrische Rohren
gibt Poisseuilles Gesetz ohne Gleitungskorrektion

7= 1 R
=57 Ll
Man soll also haben
(4) w1 R
¢=s5 L’

Aus dieser Gleichung wird @ fiir die verschiedenen Rohren
und die verschiedenen Gase berechnet, indem der Koeffizient #
der inneren Reibung bei 25° nach den Tabellen Landolts
und Bornsteins folgende Werte gegeben wird, 4 fir
Wasserstoff 1077 x 919, fiir Sauerstoff 1077 x 2009 und fir
Kohlensiure 1077 1538. Bei der Berechnung wird R3/L durch
den durch Kalibrierung und Ausmessung gefundenen Wert von
1

L
dl
i
0
ersetzt, so daf die Formel (4) in

=1 R
8 L
Toral
RS
0

itbergeht, wo £ im Ziahler leichtigkeitshalber dem mittleren
Wert des Rohrenradius gleichgesetzt wird. Die so gefundenen
Werte von a werden mit ,,@ berechnet® bezeichnet, und zum
Vergleich mit ihnen sollen hiernach die Werte von a, ,,a beob-
achtet*‘, aus der Tab. IT iber die Konstanten angefithrt werden.

a X 10% a x 108

beobachtet berechnet
Rohre 1: Wassgerstoff . . . . 8,72 10,05
Sauerstof . . . . . 4,65 4,60
Kobhlenssiure . . . . 6,35 6,00
»  2: Wasserstof . . , . 5,11 4,87
» 8: Kohlensiure . . . . 9,18 £ 0,10 9,04
,y 4 Wasserstof . . . . 594 6,18
Sauerstoff . . . . . 2,67 2,825

Kohlensdure . . . . 8,658 & 0,016 3,690
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Aus dieser Zusammenstellung sieht man, daB eine ziem-
lich gute Ubereinstimmung herrscht zwischen den beobachteten
und den aus Poisseuilles Gesetz berechneten Werten. Zu
bemerken ist jedoch, daB die bei hoherem Druck ausgefithrten
Manometermessungen -nicht mit sehr groBer Genauigkeit vor-
genommen werden konnten, da die Durchstromung bei grofien
Drucken so geschwind vor sich ging, daB die Zeit zum Ab-
lesen sehr gering wurde. AuBerdem wurde nur bei den Mes-
sungen mit der Rohre 4 fiir die bestmdgliche Bestimmung
Sorge getragen. Die Abweichung zwischen den beiden Werten
der Stromung des Wasserstoffs durch die Rohre 1 wird da-
durch erklart, daB hier keine Manometermessungen, sondern
nur Beobachtungen bei niedrigen Drucken vorgenommen sind,
so daB die Beobachtungen eine unsichere Bestimmung von a
ergeben, '

DaB die GroBe a der Poissenillesche Ausdruck sein
muBl, kann man a priori annehmen, und die obenstehende
Zusammenstellung hat denn auch keine andere wesentliche
Bedeutung, als zu bestatigen, daB der Widerstand der Rohren
durch Kalibrierung und Ausmessung richtig bestimmt worden
ist, was besonders fiir die suBerst enge Rohre 4 eine ziemlich
notwendige Probe ist.

Fiir sehr kleine Werte von p geht die Formel 2)in I'= &
tiber, wo b der Wert ist, den 7’ bei der rein molekularen
Stromung hat. Infolge des vorhergehenden hat man

b —_— )
w V(’i
oder fiir kreisférmige, zylindrische Réhren
4 ]/— 1 B3

Wir wollen danach zu der Untersuchung der Bedeutung
der Konstanten ¢, und ¢, in der Formel (2) iibergehen. FKiir
diese Untersuchung wollen wir zunichst die Verhaltnisse be-
trachten,” wenn die mittlere Weglinge der Luftmolekiile im
Vergleich mit dem Radius der Rohre zwar gering, aber nicht
verschwindend ist. Diese Betrachtung wird zu einer Be-
stimmung der GréBe ¢, [c, fihren, Danun wollen wir die Ver-

hiltnisse betrachten, wenn der Radius der Réhre im Vergleich
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mit der mittleren Weglinge gering, aber nicht verschwindend
ist, durch welche Betrachtung wir eine Bestimmung der
Funktionsform und eine Schéitzung der Griofle c, — ¢, erhalten
werden.

Den ersteren dieser Fille hat man, wenn p in der
Formel (2) so groB ist, daB (1 + ¢, p)/(1 + ¢, p) mit geniigender
Anniherung durch ¢, /¢, ersetzt werden kann. Die Formel (2)
ergibt dann

T=ap+b.§:_.

Werden hier die fiir kreisformige, zylindrische Réhren geltenden
Werte von a und b aus den Gleichungen (4} und (5) eingefiihrt,
erhilt man
n 1 R¢ 4 1 R
P=gyTP+sViny T4

w1 Rt ( 32Y2y c )
L E oy, 32V2r  a)

57 TPV T sV kp

Nehmen wir nun an, was nur anndherungsweise richtig
ist, daB man bei dieser Stromung mit geniigender Anndherung
die Bewegung des Gases als eine solche betrachten kann, wie
sie es sein miiBte, wenn 7 in jeder Entfernung von der Rohren-
wand den bekannten konstanten Wert hitte, wihrend sich die
Gasschicht unmittelbar bei der Wand mit einer gewissen Ge-
schwindigkeit bewegt, so erhilt man den bekannten Ausdruck
fiir die Strdmung, nimlich Poisseuilles Gesetz mit Gleitungs-
korrektion. Ist { der Gleitungskoeffizient = n/s, wo & der
Koeffizient der suBeren Reibung ist, so hat man den Ausdruck

w1 Rt 4L

Werden die beiden Ausdriicke von 7 verglichen, erhilt man

32]/5’701__ [ = 8V21n¢e .
3V;VQIRP% 3V;‘—V91P0-2

Aus den Versachen Kundts und Warburgs hat man
den SchluB gezogen, daB der Gleitungskoeffizient { der mittleren
Weglinge 4 fast ahnlich, vielleicht etwas kleiner als dieselbe
ist. Ersetzen wir deshalb in obenstehender Formel { durch
kA, wo k ein echter Bruch, ungefshr =1, ist, und er-

ar
- = oder
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innern wir uns, daB das Maxwellsche Verteilungsgesetz die
folgende Relation zwischen 4 und 7 ergibt

‘/E
=t S

0,30967 5/, ’
so erhalten wir

3 Vﬂ: 7 — 8 Vé 76
V80,30967pVe, 3VaVare
oder
ey 3nk

o aoeer 5w = 0195 .
Da % etwas kleiner als 1 ist, sieht man also, dabB ¢, /¢, auch
kleiner ist als 1 und nach den Versuchen Kundts und
Warburgs als eine GroBe betrachtet werden muB, die von
der Natur des Gases, dem Abstand der schwingenden Platten
oder dem Radius der Stromungsréhre unabhingig ist. Das-
selbe Resultat geht auch aus meinen Versuchen hervor; denn
wenn man aus der Tab. II tber die gefundenen Konstanten
das Verhaltnis ¢, /¢, bildet, erhdlt man die folgende Reihe

e /e
Roéhre 1: Wasserstoff . . . . . . 0,865
»w 11 Bauwerstoff . . . . . . . 0,81
» 1t Kohlensiiure . . . . . . 0,785
»  2: Wasserstoff . . . . . . 0,795
5 3: Kohlensiure . . . . . . 0,785 £ 0,016
5 4: Wasserstof . . . , . . 0,85
5y 4: Sauwerstoff . . . . . , . 0,83
» 4: Kohlensdure . . . . . . 0,812 4 0,006

Man sieht, daB diese GroBen samtlich kleiner sind als 1,
und daB es keine nachweishare gesetzliche Abhingigkeit
zwischen diesen GroBen und dem spezifischen Gewicht oder
der inneren Reibung der Gase gibt. Die Dimensionen der
Rohren scheinen auch keinen EinfluB auf ¢, /¢, zu haben, was
man iibrigens auch nicht erwarten wiirde. Die Rébre 3 hat
doch einen Radius, welcher mehr als viermal grofler ist als
der Radius der Réhre 4.

Wie frither erwihnt, sind die mit der Rohre 4 aus-
gefilhrten Beobachtungen die zuverlissigsten, und von diesen
sind wiederum die Wasserstoff beobachtungen die am wenigsten
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guten, da der Wasserstoff durch die Atmolyse immer unreiner
wurde, so daB, wenn mehrere Stromungsversuche ohne neues
Auffilllen nacheinander ausgefithrt wurden, die letzten Ver-
suche zu geringe Werte von 7' ergaben. Dies geht deutlich
aus der Tabellenrethe (Tab. I) iiber die Versuche mit Wasser-
stoff hervor. Aus obenstehender Tabelle iiber ¢, /c, wollen
wir deshalb den SchluB ziehen, daB ¢, /¢, fiir groBe Werte
vom Verhiltnis zwischen dem Réhrenradius und der mittleren
Weglinge eine reine Zahl ist, und wir wollen
6) 2 =0,81

Ga
setzen.

Ist der Radius der Réhre im Vergleich mit der mittleren
Weglange klein, aber nicht verschwindend, wollen wir eine
Betrachtung benutzen, die an die Berechnung der rein mole-
kularen Strémung anschlieBt, indem Korrektionen eingefiihrt
werden, die davon herriihren, daB die gegenseitigen Zusammen-
stoBe der Molekile im Vergleich mit den StoBen gegen die
Wand nicht verschwindend wenig sind.

Wir betrachten einen Normalquerschnitt der Rohre mit
dem Areal 4 und dem Umkreis o. Man sieht leicht, daB die
Formel 1 ¥ Q fiir die Anzahl von StdBen, die die Flichen-
einheit der Wand in der Sekunde empfiangt, ihre Giiltigkeit
behialt, auch wenn aufler der Molekulanzahl N in jeder
Volumeneinheit noch eine Anzahl-%, von Molekillen eines
andern Gases angebracht wiirde; denn hierdurch wiirde nur
die mittlere Weglinge A verindert werden, und diese fillt,
wie man sehen wird, durch die Integration weg, wodurch
1N Q gefunden wird. Wir wollen uns eine Stromungsrohre
vorstellen, in welcher N oder der Partialdruck des ersteren
Gases von einem Ende bis zum anderen abnimmt, wihrend
N, oder der Partialdruck des letzteren Gases tiberall in der
Rohre und in beiden Behiltern konstant ist. Die vom Druck-
fall hervorgebrachte BewegungsgroBie wird dann auf die Rohren-
wand fibertragen, teils direkt dadurch, daB Molekiile des
ersteren Gases gegen die Wand stofen, teils indirekt dadurch,
daB Molekiile des ersteren Gases gegen Molekiile des letzteren
Gases stoBen und diese dann wieder die empfangene Be-
wegungsgrobe auf die Rohrenwand #bertragen. Man kann

Annalen der Physik, IV. Folge. 28, 9
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also annchmen, daB die Gegenwart des letzteren Gases so
wirken wird, als ob die Wandfliche der Strémungsrohre ver-
groBert worden wire, was zur Folge hat, daB eine kleinere
Menge des ersteren Gases in der Zeiteinheit durchschliipft.
Wir denken uns sodann, daB jedes der Molekiile des letzteren
Gases dieselbe Masse, Geschwindigkeit und GriBe wie die
Molekiile des ersteren (Gases hat. Die Meinung hiermit ist
mit andern Worten, daB wir im betrachteten Stiick der Rohre
einen Druckfall haben, welcher bewirkt, daB die geometrische
Summe der Geschwindigkeiten aller Molekille von Null ver-
schieden ist. Aus der ganzen Anzahl von Molekiilen &+ N,
in jedem ccm wollen wir eine geringe Anzahl N mit Ge-
schwindigkeiten hauptsiichlich in der Richtung des Druckfalles
auswiblen. Wir kénnen nun diese Wahl so treffen, daB die
iibrigen Molekille tiber den ganzen Raum gleichméaBig verteilt
sind, und daf die geometrische Summe ihrer Geschwindigkeiten
Null ist. Die gesamte BewegungsgroBfe in der Richtung der
Rohre, in welche die Molekiile, von denen N, in jedem ccm
sind, der Rohre geben, ist dann Null, und wir brauchen im
betrachteten kleinen Zeitelement nur zu untersuchen, welche
Bewegungsgrofie. die Molekiile, von denen N in jedem ccm
sind, auf die Wand iibertragen, teils direkt durch StéBe gegen
dieselbe, teils indirekt nach St6Ben gegen andere Molekiile.
Nach dem Verlauf des betrachteten kleinen Zeitelementes
konnen wir wieder auf #hnliche Weise wie vorhin & Molekiile
auswihlen, so dal wir stets in jedem cem N Molekiile haben,
die zusammen eine bewegte (Gtasmasse bilden, welche mit den
N, Molekiilen einer ruhenden Gasmasse derselben Art gleich-
miBig vermischt ist. Wenn das letztere Gas die empfangene
BewegungsgroBe momentan auf die Rohre iibertragen konnte,
so daB es nicht selbst hindurchgetrieben wiirde, so leuchtet es
ein, daB eine Steigerung des mittleren Druckes des ruhenden
Gases eine Verkleinerung der durchstromenden Gasmenge zur
Folge haben muf.

Im Rohrenstick d! werden die Molekiile des ersteren
Gases in der Zeit d¢ L1 NQodldt mal gegen die Rohrenwand
stoBen, und ist & im Vergleich mit &, klein, werden sie an-

naherungsweise N A—'?— dldt mal gegen Molekiile des letzteren
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(Gases stoBen. Haben die Molekille des ersteren Gases die
gemeinsame Geschwindigkeit v in der Richtung der Réhre,
wird also die Bewegungsgroe 1NQomuvdld¢ durch die
direkten StoBe gegen die Rohrenwand auf dieselbe iibertragen.
Da man keine gemeinsame Geschwindigkeit » voraussetzen
kann, aber das Maxwellsche Verteilungsgesetz zu beriick-
sichtigen hat, muB der Faktor 1 in Analogie mit der Ent-
wickelung unter der Theorie der molekularen Strémung hier
durch 8n/32 ersetzt werden, so daB die ibertragene Be-

wegungsgroBe R N Qomvdldt wird. Haben die Molekiile

des ersteren Gases bei StoBen gegen das andere Gas die
durchschnittliche Geschwindigkeit », in der Richtung der
Réhre, empfangt also die ganze Gasmenge die Bewegungs-

grofe N4 —muv, dldt, oder wenn das Maxwellsche Ver-

2 omv dide. Tst
der Rohrendurchmesser im Verglelch mit der mittleren Weg-
linge sehr klein, miissen » und », gleich sein, da in dem
Fall von verschiedenen Gasschichten mit verschiedenen Ge-
schwindigkeiten nicht die Rede sein kann. Ist der Rohren-
durchmesser im Vergleich mit der mittleren Weglinge dagegen
so groB, daB wegen der inneren Reibung in verschiedenen Ent-
fernungen von der Rohrenwand verschiedene Geschwindigkeiten
entstehen, so muB », groBer als » sein. Wir wollen aber hier
diesen Fall auBer Betracht lassen.

Denken wir uns nun, daB die von der Gasmasse empfangene:
BewegungsgroBe momentan auf die Wand iibertragen wird, wird
die ganze BewegungsgriBe, die das Rohrenstiick d! in der
Zeit dt empfingt, folglich

tellungsgesetz beriicksichtigt wird, >= N 4

2% N Qomvdlde + 2L N4 modldt,

welche Bewegungsgrofie der vom Druckfall + (dp/d?) hervor-

gebrachten, also + A—g—?d ldt, gleich sein soll. Wir erhalten
also: . ad p
i .
(7 §N90m0(1+———)=7 2.
Das Verhiltpis ist also so zu betrachten, als ob die Grofie
der Oberfliche od! wegen Unebenheiten um 4 4/()dl ge-
9*
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steigert worden wire, welches mit grober Annidherung die
Summe der Gasmolekiiloberflichen in dem betrachteten Rohr-
stick ist, indem jedes Molekiil als eine Kugel mit einem
Radius doppelt so groB als der wirkliche betrachtet wird.

Wenn die von der Gasmasse empfangene Bewegungsgrofe
momentan auf die Rohrenwand iibertragen werden konnte,
wiirde die Gewichtsmenge Gas, die in der Zeiteinheit durch
einen Querschnitt der Robre strdomt, 4 ¥mv werden. In der
Wirklichkeit verliuft einige Zeit, nachdem ein ZusammenstoB
zwischen zwei Molekiilen stattgefunden hat, bis sie die Wand
treffen, und wihrend dieser Zeit haben sie zusammen die Be-
wegungsgrofle mv in der Richtung der Rohre. Die Gasmasse
in der Lingeneinheit der Rohre empfing in der Zeiteinheit
die Bewegungsgrofe NV 4(Q)/(A)mv, und man kann deshalb an-
nehmen, daB sich die Masse N 4 (2)/(1) m mit einer Geschwindig-
keit » in der Zeit bewegt, die durchschnpittlich innerhalb der
beiden Zeitpunkte verliuft, wo ein Molekiil des ersteren Gases
ein anderes trifft und wo seine BewegungsgroBe auf die Wand
iibertragen wird.

Da N + N, Molekiile in jedem Kubikzentimeter sind,
empfingt die Rohrenlinge I L(N + M) Q0! Stéfe in der
Sekunde, und da sich im ganzen (& 4 N,)4! Molekile in
diesem Robhrenstiick finden, wird also jedes Molekill in jeder
Sekunde 1 (£20)/4mal gegen die Wand stoBen, oder es wird
durchschnittlich eine Zeit 4 4/ 820 zwischen zwei aufeinander
folgenden StoBen gegen die Wand von jedem einzelnen Molekiil
verlaufen. DaB dieses richtig ist, sieht man leicht, wenn /
im Vergleich mit den Dimensionen des Querschnittes, grof
gewshlt wird. Auf seinem Wege von einem StoB gegen die
Wand bis zum folgenden Stof gegen die Wand wird jedes
der betrachteten Molekiile eine gewisse Wahrscheinlichkeit
dafiir haben, gegen ein anderes Molekill zu stoBen, und diese
Wahrscheinlichkeit ist in jedem Punkte der Bahn gleich gro8.
Ist die Molekiilanzahl deshalb im ganzen so gering, daB man
von den Fillen absehen kann, wo ein Molekiill auf seinem
Wege von Wand zu Wand zwei oder mehrere andere Molekiile
trifft, wird die Zeit, die durchschnittlich von einem Zusammen-
stof bis zu einem StoB gegen die Wand verlduft, (4 4)/ 20
werden, wo k eine Zahl ist, die von } nicht sehr verschieden ist.
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In der Zeit k(4 4)/ 20 hat die Gasmasse VA4 (R2/1)m die
Geschwindigkeit v gehabt und also den Weg (4 4/ Qo) v zuriick-
gelegt, was also der Weg ist, den die erwihnte Masse in jeder
Sekunde zuriicklegt, oder die mittlere Geschwindigkeit dieser
Masse. Die Gasmasse, die in jeder Sekunde durch die Rohre
stromt, weil das Gas nicht augenblicklich die empfangene Be-
wegungsgroBe abgibt, wird also
44

G V= Avak——

NA-'?—mk

Die ganze Gasmasse, die in der Zeiteinheit durch die
Rohre stromt, wird folglich
G = Ava(l -}-%k).

Wird hierin der Wert von ¥ mv aus der Gleichung (7) ein-
gesetzt, erhilt man

44

Go_ 2 aap 10"
- 8Sn o di & 44
1 P

Ao

. 8/n
woraus durch Einsetzen von Q = 117;
&

4A

}.okdp

G——-fl“ o 44 dal’
O

Da wir hier voraussetzen, daB 4 4/o im Vergleich mit 4
eine kleine GroBe ist, wird die Formel so umgeschrieben:

8 2 . A? 44 dp
G=—§]/;V017<1—(1 — A lo) ar’

‘Und dieses ergibt, auf eine kreisférmige zylindrische Rdohre
angewendet, wo 4 =7 R? und 0o = 2z R,

4 ;5— 1 RS 2R
T=—Z m— e — — e |
T e

Im Vergleich hiermit ergibt die Gleichung (2) fiir kleine
Werte von p

T=ap+b(1—(02—01)P>=b[1_(02'—cl—%)p]
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und folglich muB man haben
4 55— 1 R 2R /
?VMVZ—T(I — (1 - k)T> = 5[1 ~{a=-¢ _%) p].

Werden hier die Werte @ und 4 aus den Gleichungen (4) und (5)
eingesetzt, erhilt man:

2R
14 (l—k)T=(cz—Cl—%)p
un a
%3 1 7
phoYr L n
Vs 08097
ist, ergibt das '
P 2 1/8 0,30967 3 - Voo

®) q—a="0 5 ((1_101/- iy ?ﬁ) =k Vup

was, wenn k = 1, ergibt

o= Yug (VS V3 ) g0 Yoy
C— o = AT 0,30967 - 2V = 0,6117 ; ¥
oder

E 3w R
&6 =37 (1 + —ojaﬁsm*) =1,2378 =
Zur Untersuchung der Ubereinstimmung dieser Gleichungen
mit der Beobachtung sind in der folgenden Zusammenfassung die
Werte von ¢, — ¢, aufgefithrt, der Tab. II iiber die empirisch
gefundenen Konstanten entnommen, sowie der Wert von

0,6117%—@—‘]3,

aus den bekannten Werten von ¢, und % und den durch

Kalibrierung und Ausmessung gefundenen Werten von R be-
rechnet.

o — ¢ 0,6117 L:’L B

Rohre 1 Wasserstof . . . . 0,00065 0,00065
Sauerstoff . . . . . 0,00076 0,00120
Kohlengiiure . . . . 0,00108 0,00181

» 2 Wasserstof . . . . 0,00070 0,00065
» 8 Kohlensiure . . . . 0,00140 + 0,00016  0,00237
w 4 Wasserstof . . . . 0,00058 0,60020
Sauerstoff . . . . . 0,00034 0,00036

Kohlensdure . . . . 0,00075 + 0,00006 0,00056
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Die beiden Reihen weisen so viel Ubereinstimmung auf,
daB man hierin eine Bestatigung der Theorie findet, daB man
ftr kleine Drucke ¢, — ¢, und damit jede dieser GroBen dem
Vo,/(m) R proportional haben muB. Ob die Konstante 0,6117
dagegen die rechte ist, wenn die Formel hinlingliche An-
naherung, auch bei groBeren Drucken, ergeben soll, ist zweifel-
haft und muB genauer untersucht werden; wir wollen deshalb
vorliufig

Cy = d@ R
setzen, und also infolge von (6)
¢ = 0,810”7911?,,

wo d konstant ist. Mit den gefundenen Konstanten und mit
Benutzung von (C.G.S.-)Einheiten kann die Formel (2) also ge-
schrieben werden

Va
1 Rs 1+ 0,810d7‘—Rp

Vo L 1+d%Rp

R4
O T=fo o fr+yVinos

Durch Differentiation findet man fiir den Druck p_, fiir welchen 7'
das Minimum ist,

o d.0,190 1 [y /40180
(10) p’"—d]/g_lR(l/ ”m —1)—02 (‘/ m 1)’

wo m 3)n /3272 bedeutet. Wird 4 aus (9) und (10) eliminiert,
erhilt man

-V27t

(11)

VQx
0,190 d 1) P

0,180 2 my p 1+ 0810 ( m ) pm
4 T4 +
0,190 d P

Ul ()

Hieraus sieht man, dab das Verhiltnis zwischen den Werten
von T, die p =p,_ und p =0 entsprechen, dasselbe fiir alle
Rohren und Gase ist. Aus (10) konnen noch hergeleitet
werden ein paar Eigenschaften, den Minimumwert von 7' be-
treffend. Erstens zeigt (10), daB p_ .c, fiir alle Versuchsreihen
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konstant ist, und fithrt man in die Gleichung 4, ein, der
Formel

Pt = 1/75 SR
m 'm 8 0,30967 /g
entnommen, erhilt man

(12) 0 *,QS’PL ‘/Ll"ﬂ _ 1),
]/_._d

was, in Worten ausgedriickt, besagt, daB das Verhiltnis
zwischen dem Rdohrenradius und der mittleren Weglinge, bei
welcher fiir denselben Druckunterschied am wenigsten Gas
durch die Rohre geht, fiir alle Rohren und alle Gase kon-
stant ist.

Zum Nachweis der Richtigkeit dieser Gesetze dient die
Tab. III, die auf Grund der rein empirischen Formelkonstanten
der Tab. IT berechnet ist. Sie gibt in der ersten Kolonne
das Verhaltnis 7/ /7, zwischen dem Minimalwert von 7' und
dem Wert von 7, der dem Druck Null entspricht, an.

Tabelle III.

Tn I
T

Réhre 1 Wasserstoff . . . 0,95 1,3 0,15
Sauerstof . . . . 0,9 0,7 0,18
Kohlenssiure . . . 0,97 0,6 0,18

, 2 Wasserstoff . . . 0,93 1,8 0,19
» 3 Kohlensiure . . . 0,96 0,7 0,21
5 4 Wasgserstof . . . 0,92 3,1 0,18
Sauerstof . . . . 0,95 1,3 0,19
Kohlensfure . . . 0,93 1,7 0,19

Man sieht, daB die Zahlen jeder Kolonne als konstant zu
betrachten sind, ausgenommen die Werte von Wasserstoff
(Rohre 4); daf dieselben abweichen, kann nicht wundern, da
die Beobachtungen bei kleinen Drucken in dieser Versuchs-
reihe grofie, wahrscheinlich durch Atmolyse verursachte gegen-
seitige Abweichungen aufweisen, die die Formelkonstanten fiir
diese Rohre in der Tab. Il ziemlich unsicher machen.

Es eriibrigt noch, die Konstante d in der Formel (9) zu
bestimmen; dies kann dadurch geschehen, daB man einer der
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Kolonnen der Tab. III einen konstanten Wert beilegt, wo-
nach d mit Verwendung von (11), (10) oder (12) berechnet
werden kann. Wegen der Funktionsform gibt sowohl 7, /7,
als R/}, eine unsichere Bestimmung von d, so daB die Uber-
einstimmung innerhalb jeder dieser Kolonnen einer #hnlichen
Sicherheit fir d nicht entspricht. Wir wollen es deshalb vor-
ziehen, p_c, zur Bestimmung dieser Konstante zu verwenden;
diese GroBe ist von 1 nicht sehr verschieden, und da p, c,=1
gerade besonders einfache Relationen ergibt, wollen wir p_¢, =1
setzen. Wird dies in (10) eingesetzt, erhilt man

0,190 4 4m _3Yan
27" =2 und d= .= 8 = 2,47
l/ m 0,190 " 0,190.8)2 7

was, in (11) eingesetzt,

1 +0810-"- |

4 55— R P
== V2w -2 0,0475 2 —
s V2n Ve L b T el
Pm
ergibt, woraus folgt 7/ /7, =0,952, und aus (12) /2 =0,200,

und endlich wird (9) so umgestaltet

Vo
e 1 ome A 1420050 R.op
8 r=F TortgVEn T e
& 1+2,47—$1—-R.p

oder mit Kinfithrung der mittleren Weglinge 4

5 R
- 7{]/; R O1 L ‘V2 - R 1 1+ 0,810 o
= R o
8V8 x 030967 L 1Yy L Ve | Lok
i

woraus ), durch Multiplikation mit dem Druckunterschied
(P, — Pa)

Es soll jedoch ausdriicklich hervorgehoben werden, daf
diese allgemeine Formel nur eine empirische ist und wahr-
scheinlich systematische Abweichungen von wirklichen Be-
obachtungsreihen aufweisen wiirde, die mit bedeutend groBerer
Genauigkeit ausgefithrt wiirden, als ich es getan habe.

Als Probe der Genauigkeit, womit die Formel fiir 7 meine
Versuchsreihen wiedergibt, sind die aus der Gleichung (18) be-
rechneten Werte von 7' in der Tab. I fiber die Versuchs-
resultate unter der Rubrik 7, aufgefithrt. Fiir diese Berechnung
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sind die friher angefilhrten Werte der inneren Reibung be-
nutzt. Die GroBe R®/Z ist mit dem durch Kalibrierung und
Ausmessung gefundenen Wert von

1
L

dl
iz

0

ersetzt. DaB systematische Abweichungen vorkommen, kann
natiirlich nicht wundern, da Unreinheiten der benutzten Gase,
Fehler der Bestimmungen der Réhrendimensionen und viele
verschiedene andere Beobachtungsfehler solche hervorrufen
kéunen.

Die recht bedeutende Arbeit der Berechnung der einzelnen
Werte von 7' aus den Manometerablesungen ist von Frl. cand.
mag. Kirstine Smith ausgefiihrt, die auch die erwihnten
Ausgleichungen nach der Methode der kleinsten Quadrate be-
sorgt und die tibrigen stattgefundenen Berechnungen kontrolliert
hat, Fir die so geleistete Hilfe sage ich meinen verbindlichsten
Dank.

Kobenhavns Universitet, Oktober 1908.
(Eingegangen 29. Oktober 1908.)





