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Ueber eine Transformation der homogenen Functio-
nen dritter Ordnung mit vier Verianderlichen.
(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.)

Herr Steiner hat im 53*" Bande dieses Journals, p. 139 eine Reihe
von Satzen angegeben, welche sich auf die von ihm Kernfliche der Oberfliche
dritter Ordnung genannte Flache beziehen. Diese Kernfliche ist, wie man
leicht erkennt, nichts Anderes als die Hessesche Determinante; und unter
diesemn Gesichtspunkt zeigt es sich, dafs die gedachten Satze der Ausdruck
far die algebraische Transformation einer homogenen Function dritter Ordnung
mit vier Veridnderlichen in die Summe von finf Cuben ist, wobei dann zu-
gleich die Determinante eine iberraschend einfache Gestalt gewinnt, und die
angefihrten Séatze von selbst sich ergeben. Wenn man ferner bemerkt, wie
aus den Sfteinerschen Salzen sich ergiebt, dafs jene Transformation nur auf
eine einzige Weise geleistet werden kann, und dieselbe also nur auf eine
Gleichung des finften Grades zuriickfihren kann, so erhellt sogleich die innere
Wichtigkeit dieses Transformationsproblems, auch gegeniber den schonen
vielfach angestellten Betrachtungen iber die geraden Linien auf der Oberfliche
dritter Ordnung, deren entsprechende Transformation auf vielfache Weise
geleistet, werden kann, und von einer Gleichung des 27*“" Grades abhingt.
Ich werde zunéchst den analytischen Weg angeben, der zu den Steinerschen
Sitzen fihren kann, und sodann die Bildung der Gleichung fiinften Grades
angeben, welche zugleich iiber die Invarianten der betrachteten Functionen
einige merkwirdige Andeutungen giebt.

1.

Es sei u=0 die Gleichung einer Oberfliche dritter Ordnung, auf
homogene Coordiraten bezogen. Sodann seien eben diese Coordinaten fir
einen Punkt der Oberfliche x,, x,, o3, ax,, fir einen beliebigen andern Punkt
Yis Yas Yss ya- Legt man von dem Punkte y aus einen Beriihrungskegel an
u, so ist die Bedingung dafir, dafs = auf der Beriihrungscurve liege, bekanntlich

(1) Zuy; = 0,
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durch die Indices von # immer Differentialquotienten nach den entsprechenden
« bezeichnet. Die Gleichung (1.) stellt aber in Bezug auf a2 iberhaupt eine
Oberfliche zweiter Ordnung dar, die erste Polare des Punkles y. Damit
diese Oberfliche ein Kegel sei, miissen die Differentialquotienten des Aus-
drucks (1.) nach den z gleichzeitig verschwinden konnen, so dafs

u11Y1+ul2}'2‘|"u13Y3+“14}’4 = 0,
¢ “21)’1‘1”\1‘22}'2“{‘ u23)”3+“24,7'4 = 0,
(2)
' us;]’1+“32}'2"|" usa}’a“f‘“u}% = 0,
uu)’1+ "42)’2+ “43}'3+ Uy, = 0.
- Hierin bezeichnen dann die « die Coordinaten des Scheitels fir diesen Kegel.
Da man aber offenbar in den Gleichungen (2.) die y mit den x vertauschen
kann, ohne dafs die Gleichungen sich &ndern, so zeigt sich, dafs umgekehrt
die erste Polare von x wieder ein Kegel sein mufs, dessen Scheitel in y
liegt. Dieser Eigenschaft wegen hat Herr Steiner derartige Punkte y, =
reciproke Pole genannt.
Aus (2.) folgt aber ohne Weiteres
3) 4= Ztujupuzu, = 0;
der Ort der-reciproken Pole ist daher die Hessesche Determinante, von Herrn
Steiner Kernflache genannt
Bezeichnet man ferner durch U die Unterdeterminanten von 4, durch
0y, 0y, 03, ¢, beliebige Grofsen, so kann man die Auflosungen der Gleichun-
gen (2.) in folgender Gestalt darstellen:

Y = 04 Uu’lL‘xz 12“} o3 1a+0‘4 14
(4) Y a1021+“21]22+a3 U23+a4 %9
Ys = oy U31+ o, U32+a3 U33+ o, Uy,
Y = 04 U41+ o, U, + O3 U43+a4 Uu-
Diese Gleichungen begriinden einen .merkwirdigen Satz, welcher, wie ich
glaube, neu ist. Man erhélt namlich daraus unmittelbar die Gleichung

S S Zhumyiyiys = S 53533, 2. 2w, 0,0, Uy, Uy, Uy
Wegen der Glelchung 4 ==0 ist aber"
| U, Uy, = UnU,,
und daher ist obiger Ausdruck auch gleich
=, 3,e,0,U,, 2235, 2, 5000 Uin Un,.

|

I



Clebsch, iiber homogene Functionen 3'¢ Ordnung mit 4 Verinderlichen. 111

Bezeichnet man endlich noch durch 4; den Differentialquotienten von 4 nach
x;, so ist noch

=2 Unuy, = 4,
und demnach stellt sich die obige Gleichung in der folgenden Form dar:

Z 2 2y iy = =, 2,e,0,U,,. 22,0, 4;U,;.
Betrachtet man jetzt den besondern Fall, wo die linke Seite verschwindet,
also wo y in der Oberfliche #=0 liegt, so mufs auch die rechte Seite ver-
schwinden. Der erste Factor rechts aber, welcher gleich
0‘1)‘1‘}‘“2}’2"]"“3}’3"{‘“4}’4

ist, kann offenbar immer durch passende Wahl der o so eingerichtet werden,
dafs er nicht verschwindet. Daher bleibt nur der zweite Factor ibrig, und
es mufs also

=3,0,4.U0,; =0
sein. Ich habe in der vorangehenden Abhandlung bewiesen, dafs dies die
Gleichung einer Oberfliche ist, welche durch die Beriihrungscurve von 4=0
und F=0 hindurchgeht, durch F'=0 die im gedachten Aufsatz entwickelte
Oberfliche bezeichnet, welche =0 in den Orten der vierpunktigen Berih-
rung schneidet. Man hat daher das Theorem:

Wenn von den reciproken Polen der eine in der Wendecurve
(4=0, u=0) liegt, so liegt der andre auf der Berulzrunyscurve von

4 =0 mit F'=0; und umgekehrt.

Die Beziehung dieser beiden Curven, dafs sie einander berihren, wo
sie sich treffen, habe ich a. a. 0. bereits entwickelt. Hier zeigt sich ein
neuer Zusammenhang; und den obigen Beweis und Satz kann man ohne
Weiteres auch fir algebraische Flichen beliebiger Ordnung folgendermafsen
ausdricken:

Wenn die erste Polare ein Kegel werden soll, so mufs die Spitze
desselben auf der Determinantenfliche liegen, der Pol aber auf einer
andern Fliche, welche durch Elimination der x aus den Gleichungen (2.)
erhalten wird. Liegt sodann der Pol insbesondere auch auf der Fliche
u=0, so liegt die Spitze des Polarkegels in der Beruhrungscurve von
4=0, FF=0.

In Bezug auf die Oberflichen dritter Ordnung aber folgt ferner, dafs,
wenn ein Pol im Schnitt von u=0, 4=0, F=0 liegt, also einer der
54 Beriihrungspunkte der Curven w=0, 4=0, und u =0, F'=0 wird,
nothwendig der reciproke Pol ebenfalls einer jener 54 Punkie sein mufs; oder,

15%* ’
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nach dem von Herrn Steiner eingefiihrten Ausdruck, dafs die Asymptoten-
punkte paarweise reciproke Pole sind; ein Satz, welchen Herr Steiner a. a. 0.
gegeben hat, und auf welchen ich weiter unten Gelegenheit haben werde zu-
riickzukommen.

Sodann aber sind diejenigen reciproken Pole vorzugsweise von Be-
deutung, fir welche die Ausdricke der y in (4.) unbestimmt werden. Die

Gleichungen

Uy =0
konnen némlich sammtlich mit einander, bestehen, indem, wie Herr Steiner
angiebt, zehn solche Pole existiren, deren reciproke Pole sich in zehn gerade
Linien ausbreiten. Auf diesen Umstand beziehen sich die folgenden Trans-
formationen.

<.

Bezeichnet man durch a;;, = }u;; den Coefficienten von x;z;x; in

#, so kann man immer # in der Form darstellen:
5) uw= EZZapyx;x,r;, = A+ A+ A4+ A+ 43,
wo die linearen Ausdriicke ,
(6. 4, = aliml+a2im2+“3iw3+a4i$4

in geeigneter Weise zu bestimmen sind. In der That ist zur Ausfiibrung
dieser Bestimmung die gehorige Zahl von willkirlichen Constanten « vorhan-
den. Ich werde zunichst zeigen, dafs die Transformation nur auf eine einzige
Weise geschehen kann. Zu diesem Ende mufs ich die Determinante und die
Unterdeterminanten derselben fir die transformirte Funclion # bilden. Um
die Bildung zu erleichtern, mag folgendes Lemma vorausgeschickt werden:

Sind 2,, 2,,... %,;, lineare Functionen von z,, x,, ... x,, so dafs

| Ry = an‘l‘l"l‘ azi-z'z“!‘""*'aniz'n;
und ist demnach identisch

(215 %25 0 Fagt) = Q(B1y Tayeen Tn)s
so tst auch identisch, wenn fi = ag gz y Pix = S0, 'f yesetzt wird:
: fu [ I o ﬁ,"“ ki P P12 o ‘Pm'
ﬁx ﬁz ﬁa e ﬁ,n+1 k,

@) == (Y P
Fuin Fusz [rsrs « Fragnir B A

k,l k2 ; k3 v e kﬂ+l 0 (Pnl ¢n2 ¢ o ¢'Ul
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wo die k die n-{-1 Determinanten bezeichnen, welche aus den n-1 Coef-
ficientenreihen o zusammengesetzt werden kinnen, und welche die Glei-
chung erfillen .
B8) k=z,t+k2ttkyu2, =0
Die Gleichung (7.) ist leicht einzusehen, denn es ist offenbar
Pit = ZZfpn O O -
Nach einem bekannten Salz ist also die Determinante der ¢; gleich
==K, .k, k,,
wo die F,, die Unterdeterminanten des Systems der f,, darstellen. Diese
Form ist aber nur eine anderé Schreibart fir die linke Seite der Gleichung (7.).
Dies vorausgeschickt, ist augenblicklich

4 0 0 0 0 &
Uy Uy U3 Uy 0 Ag 0 0O kg
Uy Uy Uz Uy 0 040 0 kK
Sa. 4 === = — 64‘.
(&%) U3y Uy Usz Us,y 0 0 0 4, 0k
|2 Uy gy U 0 0 0 0 Ak
ki, k, ki k, k O

wenn man die 4 an die Stelle der 2 treten lifst, und daher die identische

Gleichung festsetzt
Oy Oy 0y 0y A

) Oy Oy O3 0 A,
(9-) 0= kn A1+ szz "I" ksAa ‘l‘ k4 A4+ I"s As == |03 O3 Ol33 Oy As .

Oy Ogy O3y Oy A,

05 Oy g5 045 Ay

Die obige Form zeigt aber dann leicht die ausgerechnete Gestalt:

10) o = KA AAAARAAAALEAAAA ...

Um auf gleiche Weise die Unterdeterminanten von 4 zu bilden, betrachte ich

die Function _ ‘
utA(Br@i+ Bt o s Ba).

Die Determinante dieser Function in Bezug auf x, x,, x5, x,, 4 ist

U U Uy Uy

Uz Uy Uz Uy ]”2

Usy Uz Usy U B3] = —EEUihﬁx‘ﬁha

Uy Uy YUss Uss s '

B ﬂz ﬁa ﬂ4 0
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so dafs also die Coefficienten der (3;3, die’ Unterdeterminanten angeben.
Betrachte ich jetzt in dem Lemma als die beiden Reihen von Veranderlichen
die Grofsen

Eyy Ty T3y T4y bound Ay, Ay, ... A,
so findet sich ‘

(1) =ZUBp = 6.

durch y,, %2, ... irgend ein System von Constanten bezeichnet, welches der
Gleichung

(12) [)’1-1'1+[3,2-’”2+"' = 71A1+72A2+“'
identisch Geniige leistet. Dieses System ist nicht ganz bestimmt; die Unter-
schiede verschiedener Systeme sind aber den A& proportional, was bei der
Form der rechten Seite von (11.) ohne Einflufs bleibt. Da ferner die /3

ganz beliebige Grofsen bezeichneten, so kann auch ein solches System der y
ganz beliebig gewihlt werden.

Die Ausfihrung der Determinante (H) liefert dann die Form:
(13) Z==UuB:ifpr = 63(7{1,‘2"?’2 k,) As,A4 454,

wo nur ein Ausdruck als Reprisentant von zehn ahnlichen Ausdricken hin-
geschrieben ist.

Diese Form zusammen mit (10.) zeigt nun aber,

1. dafs die zehn Schniltlinien der Ebenen
A4,=0, 4,=0, ... 4,=0
ganz in der Flache 4 = 0 liegen, da bei dem Verschwinden von
Je zweien derselben auch A verschwindet,

2. -dafs fur die zehn Schnittpunkte je dreier dieser Ebenen nicht
blos 4, sondern auch simmtliche Unlerdeterminanten verschwin-
den, da der Ausdruck (13.) dann identisch zu Null wird.

Endlich folgt aber auch, dafs eben dies fir keine gndern Ebenen mog-
lich ist. Denn da in (13.) die Coefficienten aller P:qducté ‘zweier ¥ ver-
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schwinden miissen, so sieht man, dafs nothwendig die zehn Producte
‘ 4, 4,4, etc.

gleichzeitig fir die betreffenden Punkte gleich Null sein miissen; was wieder
~ nur moglich ist, wenn drei der 4 gleichzeitig verschwinden. Es giebt also
wirklich nur finf Ebenen A4, welchen die Eigenschaft zukommt, dafs ihre
Schnittlinien ganz in 4 liegen, und dafs ihre Schnittpunkie auch die Unter—
determinanten zu Null machen. Hierdurch ist einerseits bewiesen, dafs die
obige Transformation nur auf eine Weise geleistet werden kann. Andrerseits
aber. enthalt das Obige den analytischen Beweis fir die Steinerschen Sitze
iiber das Pentaeder der Ebenen A. Die Schnittpunkie der Ebenen sind solche
Pole, deren reciproke sich in gerade Linien auflosen; sie sind zugleich Knoten-
punkte von 4, weil aufser 4 auch
die 4;, als lineare Functionen der 123
U, verschwinden. Durch jeden Pol ‘
gehen drei der entsprechenden Ge-
raden; auf jeder Geraden liegen drei
der entsprechenden Pole. Diese Ver-
hélinisse werden in der beistehenden
Figur anschaulich, in welcher die fiinf
Ebenen durch die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5,
ihre Schnittpunkte durch 123, etc. be-
zeichnet, und nur diejenigen zehn
Linien gezogen sind, welche der
Oberfliche 4 angehoren.

Man kann diesen Betrachtungen andre hinzufiigen, welche mit den Co-
varianten von % in Zusammenhang stehen. Von diesen habe ich aufser
zwei andere betrachtet, welche durch die Gleichungen '

14, 0 = ==U,; 4;4,,
T = =3U; 4,
gegeben sind; und aus denen sich die Function
(15.) = 0—44T
zusammensetzt, welche gleich Null gesetzt, durch ihren Schnitt mit =20
die Orte der vierpunktigen Berihrungen liefert. Diese beiden Covarianten

sollen nunmehr gebildet werden. Zunachst entsteht ©, wenn man in (13.)
die [3; durch die ; ersetzt; oder, was dasselbe ist, wenn man fir die y; die

124 184 146
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Differentialquotienten

o4

einfihrt. Dadurch erhdlt man fir © die Form:
’ (17) 0 = 6'(k,V,— k) A, 4, A+,
wo nur ein Term stait zehn &hnlicher hingeschrieben ist; und wo
(18-) V, = 6* (k§ As A4 As + k% A4 A5A2 + ki A 4, As "I" k§ A2 As A4)-)
‘ u. s, w. :
Der Ausdruck von T findet sich leicht, wenn man bemerkt, dafs 7' der Coef-

ficient von A" in der Determinante von -1 ist. Bezeichnet man daher

durch V; den Ausdruck
G, o 84
| * = 94,04,
wo dann
(19) V=V =0, V=06, A, 4,1 k4,4, + kK 4,4,), u.s. w.;
so erhalt man aus (8%) sehr leicht die Gestalt:
R0.) T = —6".2(A4, 4, A:kkV5+--+),
wo ein Term als Reprasentant von zehn verschiedenen hingeschrieben ist.

_' Betrachtet man jetzt einen Punkt, der von dem Schnittpunkt der Ebenen
A,=0, 4,=0, A; =0 unendlich wenig entfernt ist, so dafs die Ausdricke
A,, A,; A; unendlich klein von der ersten Ordnung werden. Dann wird
auch 7' unendlich klein von der ersten Ordnung, 4 von der zweiten und @
von der dritten. Die Oberfliche T'= 0 geht daher einfach durch den be-
trachtelen Punkt, indem, beiliufig bemerkt, ibre Tangentenebene durch den
Schnitt von A4, und 4, geht; die Oberfliche 4 = 0 hat in eben diesem Punkte
einen Knolenpunkt, welcher sich einem Kegel der zweiten Ordnung anschliefst;
die Oberflichen ® =0 und F'= 0 aber haben, indem sie durch denselben
Punkt gehen, Knotenpunkte, welche sich Kegeln der dritten Ordnung an-
schliefsen. Man kann also den Satz aussprechen:

In den zehn Ecken des Pentaeders schneiden sich die Qberflichen

=0, 4=0, 0=0, F'=0; und zwar sind diese Ecken fir 4 Knoten-

punkte, wo sich die Oberfidche einem Kegel der zweiten Ordnung, fur

O und F aber solcke, wo sich diese Flichen Kegeln der dritten Ordnung
anschliefsen. -

Da ferner, wie ich gezeigt habe, die Oberflaichen F'=0, 4=0 oder

0=0, 4=0 sich lings einér Curve berihren, so folgt, dafs in eben diesen
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zehn Punkten der Berihrungskegel von A jeden der Berihrungskegel
von O und F in drei verschiedenen Seiten berihren mufs, wovon man
sich auch leicht direct iberzeugt. Und endlich also, dafs fir die Berik-
rungscurve von 4 mit F' oder mit O jede Fcke des Pentaeders ein drei-
facher Punkt ist.

3.
Mit Hilfe der Invariantentheorie ist es nun moglich, die Gleichung -
finften Grades wirklich aufzustellen, von welcher die Transformation (5.) ab-
hangt. Die Hauptzige einer solchen Theorie sind in der Abhandlung des
Herrn Aronhold ,iber die homogenen Functionen dritten Grades von drei
Verinderlichen” (dieses Journal Bd. 55, p. 97) implicite enthalten; und ich
mufs zum bessern Verstindnifs des Folgenden einige Betrachtungen allgemeiner
Natur vorausschicken, auf welche mich ein sorgfiltiges Studium jener Ab-
handlung gefiihrt hat, und welche, wie ich glaube, mit zu den Quellen gehoren,
aus welchen die schonen Untersuchungen des Herrn Aronhold geflossen sind.
Es sei F' irgend eine ganze und rationale Grundform einer homogenen
Function f von beliebig hohem Grade mit beliebig vielen Verinderlichen; wo-
bei es ganz gleichgiltig ist, ob I eine Invariante, Covariante, zugehorige Form
oder Zwischenform ist. Ist dann a ein Coefficient von f; b der entsprechende
einer ahnlichen Function ¢, so ist offenbar

oF
2b 5 Ba °

die Summe iber alle Coefficienten ausgedehnt, simultane Grundform von [
und ¢; und sie geht, wenn jedes & dem entsprechenden @ gleichgesetat wird,
in F' iber, multiplicirt mit einer reinen Zahl.

Setzt man dies Verfahren fort, indem -man immer nach den a diffe-
rentiirt und als Incremente die Coefficienten einer neuen Function von der-
selben Ordnung und Anzahl der Verénderlichen einfihrt, so erhilt man zuletzt
eine simultane Grundform fir u Functionen von gleicher Ordnung und gleich
viel Veranderlichen, welche, wenn u gleich dem Grade von F' in Bezug auf
die a ist, in Bezug auf die Coefficienten sammtlicher Functionen linear ist, und
aufserdem die Eigenschaft besitzt, in F, multiplicirt mit einem Zahlenfactor,
tberzugehen, sobald man die- u Functionen sdmmtlich in f* abergehen lafst.

Fir diese w Functionen darf man aber ohne Zweifel, wenn n der
Grad von f ist, die n'" Potenzen von ebensoviel linearen Ausdricken

e B = ba+bax,}-
Joumal fiir Mathematik Bd. LVIIL. Heft2. 16
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setzen; und bildet man dann die simultane Grundform [F'] fir diese n*" Po-
tenzen, so erhilt man daraus F' durch eine symbolische Substitution, wenn man
die Producte von n der b durch den entsprechenden Coefficienten a ersetzt.
) Die Grundform [F'] ist offenbar zugleich simuliane Grundform fir die
w linearen Ausdricke B selbst. Wendet man nun auf eine solche Grundform
dienémlichen Betrachtungen an, wie oben auf F, so zeigt es sich, dafs [#']
nothwendig auf rationale Weise aus solchen Grundformen der B zusammen-
geselzt sein mufs, welche in Beziehung auf die einzelnen & linear sind.

Solcher Grundformen giebt es inzwischen, wie die unmittelbare Be-
trachtung lehrt, nur vier Arten: Covarianten, welches die B selbst sind;
eine Zwischenform, nimlich :
v, fux, 4 ,
Invarianten, welche die aus den yverschiedenen B zu bildenden Determinanten

=466,
sind; 2ugehirige Formen, welche aus den letztern entstehen, sobald eine
‘Reihe der & durch die Veranderlichen u ersetzt wird.

Und dies fihri ohne Weiteres zu dem Fundamentaltheorem :

Jede rationale und ganze Grundform wird erhalten, wenn man
Aggregate der Producte der obigen vier Gestalten bildet, so dafs aber in
Jedem Producte jede Art der b nmal erscheint; und wenn man sodann fir
die Producte gleichartiger b die entsprechenden Coefficienten a einfihrt.

A B
Wendet man dies Theorem insbesondere auf die Invarianten der ho-
mogenen Functionen dritter Ordnung mit vier Verinderlichen an, so zeigt
sich, dafs, wenn man die linearen Ausdriicke
a,x,+a, T+
bz, + b, 2,4
oz ez,
betrachtet, siimmtliche Invarianten unter das Schema
S+a,b, c;di =tefrgih...
fallen, wo jede Reihe a, &, ¢ etc. dreimal erscheinen mufs, und wo durch
eine symbolische Substitution -
aia,‘a;,=b;6kb,,=-_—...=a;,;,
zu setzen ist; oder dafs wenigstens alle ganzen und rationalen Invarianten sich
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aus Invarianten dieser Art auf rationale Weise zusammensetzen. Und die An-
zahl der mit einander multiplicirten Determinanten mufs dann offenbar, weil jedes
a, b, ... dreimal vorkommen mufs, eine der Zahlen 3, 6, 9, ... sein, wodurch
man die Invarianten der Ordnungen 4, 8, 12, ... in Bezug auf a erhalten wiirde.
Ich werde jetzt zeigen, dafs es keine Invarianten der Ordnungen 4, 12, etc. geben
kann, und dafs sich iberhaupt alle aus finf Invarianten, welche einzeln von
den Ordnungen 8, 16, 24, 32, 40 sind, auf rationale Weise zusammenselzen.
Zu diesem Zweck betrachte ich die transformirte Form
u = A\ A+ A+ A 43,
in welcher zwxschen den A die Relation (9.)
0 = kA +kA-|kA+kA+|EkA

besteht. Man bemerkt, dafs jede Invariante von u sich zugleich als simultane
Invariante der A darstellen mufs. Nach dem Obigen ist sie also eine ganze
rationale Function der aus den A4 zu bildenden Determinanten; oder da dies
eben die & sind, so ist jede rationale ganze Invariante von u eine ratio-
nale ganze Function der k.

Aber u éndert sich nicht, wenn man jedem System der Coefficienten
o eine dritte Wurzel der Einheit als Factor hinzufiigt. Durch passende Wahl
derselben kann man es erreichen, dafs nur eines der & zugleich eine dritte
Wurzel der Einheit als Factor enthalt, wiahrend die ibrigen unverindert blei-
ben. In den Invarianten konnen also nur die dritten Potenzen der & erscheinen.
Da ferner auch durch Vertauschung der A die Invariante sich nicht é&ndern
darf, so sieht man, dafs sie eine symmetrische Function der A° sein mufs.
Und so kann man endlich den Satz aufstellen:

Jede ganze rationale Invariante von u ist eine symmetrische
Function der sechsten Potenzen der k.

Die sechste Potenz der % entspricht aber der achten Ordnung der In-
varianten in Bezug auf die a. Die Ordnungen der Invarianten sind also
sammilich durch 8 theilbar.

Denkt man sich nun je eine Invariante der Ordnungen 8, 16, 24, 32,
40, so wird man aus ihnen die finf symmetrischen Grundfunctionen der &
successive bestimmen konnen. Gabe es von einer dieser Ordnungen noch
eine zweite Invariante, so konnte man aus ihr und den Invarianten von glei-
chem und niederem Grade die % eliminiren, d. h. sie durch jene ausdriicken.
Ebenso kann man jede hohere Invariante durch die symmetrischen Grund-
functionen der k, also auch durch jene finf Invarianten rational - darstellen.

16 *
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So ist es also bewiesen, dafs es wesenllich nur je eine Invariante der
Ordnungen 8, 16, 24, 32, 40 geben kann, und dafs sich alle ubrigen
aus diesen zusammenselzen.
- e
Solche finf Invarianten konnen ohne Muhe gebildet werden.
man durch

Bezeichnet

o =8

die Determinante =+ a,b,¢,d,, so erhalt man als Schemata der gesuchten In-
varianten durch eine leichte Combination die folgenden:

al’*la| |a'| |d| |d
1) b (&) b (V] |V
¢l (| || e |
d| |\d'| |d'| |d| |d
a 2 al»2 a" 2 a"' 2 a b c d
! " " ’ ’ ! ’
bl 6| (b |b a b ¢ d
2) c * cr * 0” ¢ 0'" * au ¢ b" . 0" ¢ d"
d d’ d" d’l! al” bl" clll d"l
a?lad? w2 kP|EPlal (b lc| |d] |m| |n
3) ol (o' lo| |o'| 12| U] |d&| B || |d]| \m'| |n
N * ] (A . .
c| || \w| (W] |m| m'| \u| o| k| 1] |w]| |r
d |d| |r| || [n| 0| (W (0| K| (U] |&] |+
a 2 al 2 al/ 2 u 2 ul 2 ul’ 2. k 2 k’ 2
ol (o] 18" (v]| (v | [o"| 1| |V
4)c°c"c" w| || |w| |m| |m \
d |\d| |d') |r| || [#"]| [n]| [0
allb|e||d||u]|v]||w] |r
al (b || |d| || |v] |w] |+
X an * b" . c" ¢ d" * urr . vn * wn '.n
k| I m'| o' | K| (U] |m]| |n
aZal2u2u!2k'2kfze2e'2 w2ml2
INARCARCARRIAR AR ARCAN S
5)c'ct‘w'wt'm'mryyrz'zr
dl \d| |r| || |n| |n'| |k |K]| |t] |t
a|l 6| lc| |d| |u| |v| |w]| |r] m| |n
5 a'.b'.c"d'.u' v'.w"r'_m' n'(
AR ARG AR AR ANCARABEANU
el , fl k’ ll y' h' w' yJ z' t’
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Diese Formen sind zum Theil so verwickelt, dafs sie ihr wahres Bildungs-
geselz nicht erkennen lassen; und sie sind in der That nicht in dieser Gestalt
unmittelbar gebildet, sondern durch Einfihrung der Coefficienten von 4. Da
man sich némlich leicht @berzeugt, dafs die Determinante 4 die symbolische
Gestalt annimmt:
al* .
bl (@@t zr b )bzt bz bY@t o N Do d@a ),
d
wo nach der Ausrechnung a;a;a;, etc. = ay; zu setzen ist, und wo nur ein
Zahlenfactor ausgelassen ist; so lassen sich die obigen Formen, abgesehen
. von Zahlenfactoren, einfach darstellen, wenn man zu der symbolischen Sub-
stitution a;a;a;, = b;b,b;--- = a;;;, noch die andere:

© o0 0 O, == ﬂiﬂkﬂhﬁm, etc.

gleich dem entsprechenden Coefficienten von 4, hinzufigt. Auf diese Weise
erhilt man die Formen:

al e |e| |e
b| |a| la| |a
1)c'c:'b'b
d| |d| \d| |c
a4
2)9{"
J
~‘x2¢x2},2
3 A].18].¢
vl e e
| |E]| I
a2a2§2§2
Bl 1Bl n]| |n
4)7 y FARYA
d| le]| |0 |e
a2a2ﬂ2ﬂ2£2
5 [81.18[.19]. 195
7 & 7 [ [
3 L] |d] |=]| |~

welche auf einfache und gesetzmifsige Weise gebildet sind, und aus welchen
durch Auflosung rickwirts die ersten Formen enistanden. Man bemerkt, dafs
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die drei letzten reine Invarianten vonm 4 sind; sie sind zugleich die einfach-
sten Invarianten, welche einer homogenen Function vierter Ordnung mit vier
Verinderlichen zukommen. :
Bezeichnet man nun die Combinationssammen der sechsten Potenzen von
kyy kyy ... k5 durch C,, C,, ... C,, so dafs die & Wurzeln der Gleichung

(21-) k30—01k24+ Czk18—03k12\+ C4k6’—05 = 0
sind, und bezeichnet man die fiinf Invarianten in der ersten Gestalt durch

Jiy oy ... J5, so miissen diese nach dem Obigen offenbar folgende Gestalt
annehmen :

J, = ¢,C,
J, = 0.C, 4. C,
(22) (J5 = ¢;Cs4 ¢ C,Ci -0/ CF,
Ji = 004 0:C;C 40, C2 4 ¢PC, €+ oV CY,
Jy = 0;C;+} o5 C.C, +0/Cs C,+ 95(,3)03 Ci+ 9§4)02 C; + 925)01"’,

wo die o rationale Zahlen bedeuten. Dafs ein derartlges Resultat wirklich
erscheint, kann man aus der ersten Form der Invarianten auch unmittelbar
ersehen, wenn man die wirkliche Bildung versucht. Denn da nach ausge-
fihrter Rechnung in denselben die symbolische Substitution
a;a.a, = bbby = . = ay,
auszufiihren ist, welche, wenn man auf die transformirte Gestalt zurickgeht,
den Ausdruck annimmt:
aiakah=bibkbh='"==ailak1ahl+ai2ak2ah2+“'e

so erkennt man unmittelbar, dafs jede der Invarianten sich in eine Summe
von Producten wirklicher Determinanten auflost, welche einzeln aus je vier
Reihen der « zu bilden sind, d. h. in eine Summe von Producten der 4. Ja
man kann sogar die erste Form der Invarianten von vorn herein in eine
solche Gestalt bringen, dafs die & darin abgesondert erscheinen, und die sym-
bolischen Substitutionen nur noch Zahlenwerthe liefern. Denn driickt man die

linearen Ausdricke a, 2, + @, x,-}- ---etc. durch die 4 aus, so dafs sie die Ge-
stalt annehmen

P1A1+P242,+['3A3 + ... ete.,
so hat man demnach

' F = Pl“i1+P2aﬂ+"'+Psai5o
b; == qlaﬁ'*‘qz“&‘f"""f‘%am ' :
o oeles : A
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Q"‘&

und die symbolische Determinante ¢ geht dann dber in:

d

Expiqarssiky;
so dafs die Invarianten sich als Producte von Determinanten fiinfter Ordnung
darstellen, welche in Bezug auf die & linear sind. Da aber sodann

(P4t p Ayt = u
sein soll, so hat man die symbolischen Substitutionen
PiPiPr=4:9xqr-» =1 oder =0,
jenachdem ¢, k, A& simmtlich gleich, oder einige derselben verschieden sind.
Diese Substitutionen bewegen sich dann also nur noch in numerischen Wer-
then. Eine solche Darstellung giebt dann z. B.
o = 1203
es scheint aber als wenn die Bestimmung der ubrigen ¢ auf erhebliche
Schwierigkeiten fihre. :
Lost man nun die Gleichungen (22.) nach den C auf, so dafs

C, = 0,J,,
Cg — 02’],;2+0;J12’
3) ({C = ods+tadyd+ 037,

IS
I

it Ay, Ol TR oOT T 60T,

C; = o;J; 4 o5, J,+ 05 Js -+ 06OJ IF - 6O, I 4 697,
so erhalt man die Coefficienten der gesuchten Gleichung fiinften Grades durch
die finf Invarianten und durch rationale Zahlen ausgedriickt.

6.
Man kann diese Gieichﬁng dazu benutzen, um besondere Falle einer
Oberfliche dritter Ordnung zu characterisiren. Soll z. B. insbesondere die
Fliche eine Spitze darbieten, so missen die Differentialquotienten von z

sammtlich gleichzeitig verschwinden konnen, d. h. es missen die Gleichungen
bestehn:

auAi"I'anAg‘l"" = 0,

2 2 cee /=
(2 1) oy A + G A: + 0,
) %!-Ai+a32A2+'" = 0,
auAi'{'audg‘l"“ == 0.
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Die Auflosung der Glelchungen giebt dann, wenn u eine beliebige Grofse
bedeutet :
A} = uk,,
(25.) 4; = pk,,

Fihrt man dies in die identische Gleichung
6) kA +kAH- =
ein, so erhilt man die Bedingung
@7)  YRAVRLVRL YRR = 0
Die Fortschaffung der Wurzeln giebt dann eine symmetrische Function der A°,
welche auf den 24°" Grad der % ansteigt. In Folge der Gleichungen (23.)
hat dieselbe also die Form:
, 8) rdyt I F AT AOS I B = 0, -
wo die 7 reine Zahlen bedeuten.

Man sieht leicht, dafs in einer derartigen Spitze die Flichen 4 =0,
T=—0, O=0, F=0 ebenfalls Spitzen erhalten; und zwar schliefst sich die
Spitze von 4 so wie die Spitze von u einem Kegel der zweiten Ordnung an.

Um die 27 Geraden der Oberfliche dritter Ordnung mit der obigen
Transformation in Zusammenhang zu bringen, kann man zunédchst die Asympto-
tenpunkte aufsuchen. Nach (2.) sind je zwei reciproke Pole mit einander
durch Gleichungén verbunden, welche sich aus der transformirten Function in
folgender Gestalt darstellen:

a11A181+a12Asz+’"+ o5 Ay By
(29.) oy 4, Bl“f‘“z:zAsz‘l“;"{‘azsAsBs
a31A131+a32A2B2+"'+ oy A; B,
Oy A1Bx"|" 0‘4244232+ 'l‘ Oy AsBs
wo_nur der Kiirze wegen, analog der Bedeutung von A4;, die Functionen
©(30) B; = ouy, -t auy.t osyst oy
eingefibrt sind. Die B stehen zu den y genau in derselben Beziehung, wie
die 4 zu den &, und man kann zwei reciproke Pole durch die Buchstaben
A, B andeuten. Durch Auflbsung des Systems (29.) aber ergiebt sich:
' " 4,B, = }'»/‘19
14,B, = Ak,

oooooooo

[
coe e

~

)

-

(31)
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durch 4 einen willkirlichen Factor bezeichnet. Figt man jetzt die Bedingung
hinzu, dafs beide Pole auf der Oberfliche liegen, also Asymptotenpunkte sein
“sollen, so hat man die vier Gleichungen hinzuzufiigen:

(32) gAi+Ag+.-.+Ag=O, koA, +k, 4,4+ ks Ay =0,
B+ B+.-4+B;=0, kB, +kB,+ - +kB;=0.
Die Gleichungen (31.), (32.) geniigen, um die Verhiltnisse der 4, B, 2
~ zu bestimmen. Aber man sieht leicht, dafs man den letzten beiden Gleichun-
gen (32.) mit Hilfe von (31.) auch die Gestalt geben kann:
Ai1B,+ 4B, 4+ 4:B;, = 0,
A4,B:+ A4,B: ...} 4,B = 0;
und combinirt man dies mit den ersten beiden Gleichun'gen (32.), so folgt,
dafs fir jeden beliebigen Werth von ¢
(4,4 0By + (At 0B 4 oo+ (di - 0BiY = 0.
Da nun der Punkt A4 o¢B ein beliebiger Punkt der Verbindungslinie von
A, B ist, so mufs diese ganze Linie in der Oberfliche liegen, d. b. je zwei
Asymplotenpunkte, welche reciproke Pole sind, liegen auf einer der 27
Geraden der QOberfliche; und umgekehrt kann man die 27 Geraden durch
die 27 Punktenpaare 4, B definiren.

Die wirkliche Aufstellung der Gleichung des 27" Grades, von welcher
die Auffindung der 27 Geraden abhingt, fiihrt aber auf ein ganz anderes
Problem, dessen Losung sehr schwierig scheint. Die Theorie der Grundformen
deutet darauf hin, dafs als unbekannte Grofse der letzten Eliminationsgleichung
von p—1 homogenen Gleichungen f,=0, f,=0, ... f,_,=0 mit p Un-
bekannten eine absolute simultane Covariante der Functionen f;, f;, ... zu
wihlen ist, d. h. der Quotient zweier sinfultanen Covarianten gleich hoher
Ordnung. Seien z. B. £, und f,,, solche Covarianten, bei welchen die gleiche
Ordnung durch Potenzirung erreichi sein kann. Zwischen den p+41 Functio-
nen [ besteht dann eine Gleichung, welche von den Verinderlichen unabhingig
ist, und nur noch die simultanen Invarianten enthélt: Lafst man in dieser
aligemeinen Beziehung dann £, f;, . . . verschwinden, so erhalt man eine

. deren Coefficienten nur Functionen der simultanen In-
1

varianten sind; und diese kann dann als die letzte Gleichung zur Beslimmung
der Werthe der urspringlichen Veranderlichen angesehen werden.
Wenn also die Asymptotenpunkte aus den Gleichungen =0, 4 =0,
0 =0 erhalten werden, so hat medn eine Beziehung zwischen diesen und
Journal fiir Mathematik Bd. LVIIL Heft 2. 17
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irgend zwei andern Covarianten aufzusuchen, um dann eine Gleichung des
54*" Grades zu erhalten, welche sich auf den 27*°" zurackfihren lafst. Will
man dagegen die Schnitipunkte der 27 Geraden mit einer beliebigen Ebene
c = ¢z, ter,+- =0
erhallen, so hat man eine Beziehung zwischen v, 0, 4, T, ¢ aufzusuchen,
welche mit Hiilfe simultaner Invarianten von # und ¢, d. h. durch Invarianten
und zugehorige Formen von u, hervorgebracht werden kann. Der hohe Grad
der resultirenden Gleichung lifst umgekehrt einen Riickschlufs darauf thun, dafs
der Zusammenhang solcher Covarianten nur ein sehr verwickelter sein konne.
Man konnte aber eine solche Bildung unmittelbar an der transformirten
Form vornehmen, indem man die & eliminirte. Die ersterwahnte Aufgabe
namentlich kann dann offenbar nur noch Coefficienten - enthalten, welche aus
den symmetrischen Functionen der A® auf rationale Weise zusammengesetat
sind; und da diese Functionen ihrerseits sich durch die Invarianten J dar-
stellen, so wiirde sich auf diesem Wege die allgemeinste Form der letzten
Gleichung ergeben. '

Carlsruhe, den 26" Mirz 1860.




