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15.
Theoriae logarithmi integra'is lineamenta nova.

(Auct, Car. Ant. Bretschneider, math. in Gymu. ill, Gotbano praec. secondo,)

A diffciliora calculi integralis problemata theoria est referenda functios
nis illius, quae logarithmus integralis dicitur, in qua accuratius exstruenda
jam plures analystae versati sunt. Imprimis huc referas nomina virorum
cll. Mascheroni, Soldner, Bessel, Buzengeiger), quorum diligentia atque
sedulitas jam difficultates quasdam, easque non minimas, ab illa functione
oblatas superavere. Tamen accuratior hujus rei disquisitio nullo modo
superabundans censenda fuerit; nam non modo determinatio quantitatis
constantis simplicior et rectior est constituenda, quam apud Soldnerum
est **), sed formulae etiam gravissimae in hac theoria repertae vinculo
et nexu, quo. nunc omnino carent, angustiori inter se sunt jungendae.
Hue accedit, quod si valorem functionis pro magnis valoribus variabilis
x evolvere volueris, series adhuc inventae, adhibitis ipsis illis viri cl. Bes-
sel, non satis convergere videntur. Quare hanc rem denuo tractabo atque
ea, quae resultarunt, cum aliqua gaudeant utilitate, his quae sequuntur

paragraphis proponam.

§. l.
Denotato logarithmo integrali variabilis = per liz, efficiuntur ex
d. etlx ox

evolutione quantitatom Tim ° fEs) ° o integratione subsequente
aequationes fundamentales:

o L lx (lx)* , (1x)8 , (Ix)* .
L lis¥ =ctlint ptagr tygrtaar o

2, li(1+2) = clzt A o —3 U+ 5 A’ — LUt £ . .0

%)  Mascheroni io s. adootation. ad calculum iotegr. Euleri, — Soldner in théorie et
tables d'une nouvelle fonction transcendante; a Munic, 1809. — Bessel io Konigsberger Ar-
chiv fiir Mathem. wod Naturwiss. ano. 1811, fasc. 1. — Buzengeiger in de Zach, Monatl,
Corr, Vol. XXVI. pag.285. — Disquisitiones a ¢l. Mascheroni iostitutas non cognovi nisi ex
illis, quae cl. Bessel in disputatione sua citavit. Operis ipsius copia mibi mou erat; iovesti-
gatio autem constantis libri caput esse dicitur.

%#) Coof, Hallische Litteratarzeitung, 1811. No. 104.
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Si £>1, “in aequatione (1.) signo superfori, si x<C1, inferiori
utaris, Quantitas ¢ est constans integrationis utrique seriei communis;
n!=1.2.3.4....(n —1)n; denique coifficientes seriei (2.) sunt:

A = £ =05
19, = 5 = 0,041666 666666 666666 666666 666666 666666 6 ...

19, = % = 0,013888 888888 888888 888888 888888 888888 8.. ..
1, = g¥8c = 0,006597 222222 222222 222222 222222 222222 2....
1% = gis = 000375 ‘

19 = 5% = 0,002378 196649 029982 363315 696649 029982 3 .
1Y, = 1oz = 0,001623 913454 270597 127739 984882 842025 6 .
FU = 255%T5s

0,001169 567074 514991 181657 848324 514991 1....

0,000876 950445 816186 556927 297668 0384087 . ..

5
0,000678 584998 463470 685692 907915 1301373 . ...

0,000538 550582 939787 485242 030696 5761511 ....

iz'z g(12 = 3"1!?5 I B 19630‘5 '
0,00043.6 391104 829190 422223 931924 1082909....

1;4%( - 13228 8_40!2_7____
14 ¥39378587648000 R
= 0,000301 068017 071819 489777 413687 718550 4 .. ..
etc. etc.

Ad investigandam constautem, posito li 0 =0, fiat in aequatione (2.), ad-
hibitis signis inferioribus, £ =1, quo prodit valor
30 = %(l+%2[2+'§‘2[3+%9(5 %”2(5'»".-..

ex quo videre licet, ¢ inter valores 0,5 et 0,6 contineri. Porro cum sit

%9[2‘=;2—'i§f§ji'72911
‘}’2‘3=‘3'f1;""3—.1‘3'g(1+2i39(z
19 = e — - — L,
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additis quae in linea verticali sese excipiunt membris, series efficitur:
4, c= 1——%(2% +3_1§+Ti'i +)—%(2—1—3 +§'.17f+§'.£5+"")
— 9 (L g st ) —ete

quae citius convergit quam (3.) et, deficiente alia via, ad determinationem

constantis ¢ adhiberi possit. Quamquam non sufficit, ut valorem solum

numericum constantis enuclees, sed necesse est, ut veram cognoscas hujus

quantitatis indolem, quem finem modo in sequentibus proposito assequamur,
Constat enim esse

5. %= (—tyr 20RO D,

1)+t ¢ P PE. P P R P
= p3 (19-?-‘,1_'1’;?-2 +P-?-33 P"l%‘34+““+ a 3,,_1)

(denotante 7J, coéfficientem 2tum evolutionis facultatis (1; 4 2)7, si p est
numerus integer positivus). Quos valores si substituas in (2.), solutis pa=
renthesibus et membris illis, quae eadem utuntur differentia p—=» indi»

cum cogfficientis 7§,, contractis, haec prodit aequatio;

itsae) = cloxi( P fF g+ 2 rs B +.)

1T T2 ar T RT3 T T gy
(28 2 3% 21 4§, 24 __ 5§,
+i( P rF R+ T RE+ )
+ etc,

Ad summandas series in parenthesibus inclusas habes, denotante *B, eoéf-
ficientem binomialem ntum exponentis 4,
Pz | Byx? "B, xt L — "Bz ¢
i?_ 1 + 2 i 3 +....=+d(1 1'+ 2 -"2—! ot-n)
’ Jo x* — 3F; ot
I TS .
+ etc.
Pars autem hujus aequationis ad sinistram scripta est aequalis quantitati

x)r—1 oxf a a® 2 3 : .
f@—i__x) —og = f°2 [ﬂl(lixH- s ll(Xa)) 5"![!(1:’:3«‘)]3'""“)’
quo efficitur . :

n E_ 'l'l%x et "SFQ% 2 oant? .

6. (£1) (n ‘Al T n+41"(n4-1)! n+2'(n+2)f:;“”v

Lt o= o =

T al x

ideoque
Crelle’s Journal d. M. Bd. XVII. H#f. 3. 34
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574 ‘ 1(1Fa)}° 0 1(1+2)]* O 1(1+x)]?
9. Ix(iix)écff—[-—(—ﬁl}—.f—}- DU oy fRULAP 22
Jam vero a cl. Eulero est demonstratum, esse
n [l(l—m)]" (7:!.' e "%o "HF, §.
8 (=1 T '+(n+x)(n+1):+(n+2)(n+2)!+”"

= O =‘f;3ri'+27ﬁ+37ﬁ+;m+-m

Adhibitis igitur in aequatione (7.) signis inferioribus et posito x=—_1; invenitur
9. c=in—3ntian—}fo+—....,
qui est valor quantitatis illius constantis, quam vir cl. Kramp in summa-
tione seriei harmonicae investigavit et in numeros sequentes y = ¢ =
0,577215 664901 532860 618112 090082 3.. computavit. ’
§. 2.

Constante ita determinata nunc ad ipsam logarithmorum integralium
computationem progredi licet, quae ex serie (1.) pro quovis valore variae
bilis x, ex serie (2.) autem solummodo pro x <1 proficit. Ubi autem =
vel in aequatione (1.) aliquanto accrescit vel in (2.) prope ad limitem ten-
dit, utraque series vix convergit et laborem computationis tam immensum
reddit, ut necessario ad alia subsidia aliasque methodos sit confugiendum.
Primum quod occurrit subsidium est illud, ut vel in formulas plane novas
inquiras vel jamjam repertas tali modo transformes, ut multo citius con-
vergant. Expressionem omnino novam ex integratione pro parte instituta

accipis, quae iterata vice perfecta ad aequatlonem perducxt.
xx

+1
100 llx— = +l [ __lx+ (lx)a__ (la:)’ +(1x)‘_ (lx)‘ +otqo]+R .
Seriem autem hanc divergentem tum demum pro vero valore functionis
li x habeas, cum evolutum residuum R =n "/;l =i posito 7 =, plane

evanescere intellexeris. Qua quidem evolutione facta, aequatio illa viri
cl.. Mascheroni prodit :

11, lig®
. {ril — — ._3..!_. (n“
—':—F—I; [1i la + (lax)? i(lx)’ +""i(1x)""‘
(n—1)(n—2) (n—1)(n—2)....43.2 , (n—1)....4.3.2.1
[1__2 I + 3(12)3 +nu+ (n__l)ua.)n—-ﬁ + n(lm)""‘

+y_(1+,+3+,.,.+ =)

(1x)* (1x)?
+U(lz) £ (n+1) T S DT - G DDt T
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quae pro magnis qaogue valoribus variabilis x satis convergit, at ipsum
computationis laborem minime imminuit,
Posito punc: n == o0, tota aequatio, cum sit

~ . 41
y=1t it d o,
reducitur ad '
x-H.

izt = [""l.:c+(lx)’+(1x)3+””lnmf]

i—[ F) 5 (B ko] F U 12) — 10,

Serierump harum inferior evolutionem praebet expressionis -/ (1‘-1?%-) =

{(lrFoo)—Ux = I(Fo0)—1llr, quae in antecedente substituta, quia
l{(—1) = 7y —1 invenitur, pro signorum dlvemtate aequationes efficit,

quae sequuntur. :
1 1!, 2! 3! 4
2. lis = —--——[1-—1-;+ T T +ux)4"+""]’

xla
1 ! ! !

B, liz= Z[142 +(li'), +(l‘:’c').4+(,‘;')4+....]+7;f-—1.
Quod novum affert documentum rei in apalysi satis jam compertae,
serici quamvis divergentis summam reperiri posse finitam alque realem,
si singulorum terminorum opposita sese excipiant signa; sin vero lermini
seriei divergentis isdem omnino signis ulaniur, seriem aut infinitam ha-
bere summam aut zmagmarme quantztatzs praebere symbolum. Quae se-
ries, satis quidem memorabiles, cum ad computationem logarithmi integra-

lis omnino nihil faciant, necesse est alias investigemus,
Novam hic commemoremus seriem a yiro cl. Bessel ex aequatione

1 L B T O e R I 2

l nl.’r"

derivatam, puta X
; xI 2 3
14. “.‘L‘ = l[""(x"‘—l)]+{L‘"+%x"+§xn+--u
Lo + " 19, — 90, AD 4 9, AD — 9, A -, .. ],

in qua 2, , ?(2 etc. sunt coefﬁclentes seriei (2.), et quantitates A, A® etc,

primos denotant terminos serierum differentiarum, quae ex singulis termi-
2 s
Tl wn xn
nis 1, x — etc. successive descendunt. Valor quantitatis

1°?
1+;1+71+7

34*
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. ., '1 .
arbitrariaec 7 ita est determinandus, ut sit " <2, qua una tantum condi-
tione series convergit. Si modicus variabilis x datur valor, computatio
functionis li x satis commode efficitur; at magni argumenti o valores com-

putum tam operosum reddunt, ut calculatoris quamvis indefessi sedulita~
tem reprimant.

Alias etiam nanciscimur formulas discerptis ratione modo dicenda
coéfficientibus 2, A, etc. Constat nimirum, coéfficientes ex evolutione

quantitatis f(l__-ifﬁ progredientes ita quoque repraesentari posse, ut sit:

Uy = 3,

i = Lo,

=,

g = Ll — ok,

1 = G5 Ph,

B = Ll — gl 4 Bl

s, = O Bl 4 Bk
ete.,

ubi B, s Bs etc. numeros designant Bernouillianos. mems valoribus in
serie (2.) substitutis nova prodit aequatio:

15, li(ttz) = y4lvtic— ‘i’ 2,ar:?F :1:-}—4,’.1:*‘-}.“....)
+ﬂ2(4' 4;%x5+%x6¥-’..)

S etco [}

in qua ut serierum ad dexfram scriptarum summas facilamus est pecesse,
Quem ad finem commemoremus formulam illam notam
a%n n4-1 .
_2n prett ( [yrH
apr® (& )

= (+ 1)’(*‘ (n +1) [ (ng'o —" & at + —. ‘s F Sz 0 R )

-

ex qua, posito 72 successive =1, 2, 3, etc. et additis qui inde proveniunt
terminis, aequatio prodit: '
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16. %I ‘2+ %Jm + %Bm +'..’ ] a(%o.”'z-:l: %t.'vs-l- 4'2$4—0|00)

2
+a (§,°a:3?|-‘ 4%,‘w‘+ 5,‘ ")
-+ ete.,
cujus pars ad sinistram scripta formam quoque induit sequentem: .
(1 +x)H —1F(af-1) x
a-}-1

=_—l___x+l(l+x)+(+1)[l(1+x)] T (a +1),[l(l+x)] T,

vel evolutione facta et posito 1+ =, in aequationem

urtt—14-(a4-1) (I—u) (lu)z lu (lu)? lu)3
i T+ st + G )
) Q(lu) lu (u)? Tu)?
Ll (?+1'4+215 +(§Tﬁ"+'“')
+etc.

abit. Brevitatis causa nunc designemus series modo evolutas symbolo G™,
ita ut sit
1 lu (lu)* (11)? (Lu)* ol
[} - + — nx
17 ——1'ln+1)+2V(n+2)-—-3!(n+3)+4((n+4)__‘_0'00---G,. F)

quo l]aDOlSCImlll‘

18¢ "%o $n+l—— n+l %r n+2 + n42 %z ,,+3 —_—

G+ tarar® ) Hi
= (+1)"H: I(l-l-____:x:_l]"__*: Gﬁt‘)’
tunc ex aequatione (15.) descendit aequatxo haec nova et memorabilis
19, Liw=y+I[F—u]—152— 2 g
/5’2 (1")4 e ‘81 (lu) ©
+ 55 6 — Git—....

in quo numeri Bernouilliani coéfficientes constntuunt singulorum terminorum,
Quae quidem evolutio subsidium adeo nobis suppeditat, quo constantis va-
lorem alia prorsus et nova, quam qua supra usi sumus, methodo evolva-
mus. Habemus enim'in aequatione (16.), adhibitis signis inferioribus et
posito =1,

nBI a%z :‘l_& a%‘ _ a . N
___i_______s___.*_ 4 —-——-—5—— +---...._.1+a__-a*—d2+a3--a4+.u.,
ideoque

— +x%‘ _‘4(?2 +5
20. 1 ("+l)'+("+2)'+(n+d)'+(n+43)'+“-')_



264 15. Bretschneider, theoriae logarithmi integralis lineamenta nova.

cujus ope ex formula (15.) valorem constantis

21, e=4+5 Lyl By B 4 =y
eruimus eundem, quem supra jam invenimus,

Coifficientes symbole &' denotatos, quorum in tota hac theoria et
maximus usus et maxima est utilifas, alias etiam per formas repraesentare
licet memoratu dignas. Differentiata aequatione (17.) secundum /u accipimis:

0. G“"‘ 1 lu lu)? lu)d +1u
e R SR =) +5ars £ At = Gt
ex quo concludimus, coéfficientes & enucleari posse posteriorem nimirum
quemgque ex antecedenti sola adhibita differentiatione, Itaque cum sit G+ =

()

3(_-1;114)_’7—_

utl—1
T , habemus etiam

‘ +lu
22. G:’i'l =
sive, differentiatione perpetrata,
23, @ = Ll)—r () n(n—1) Q)2 —....+ n(n—1)....32+n/1Fn!

+1 = (Iu)u+1 b
T S (L) n (1 )""-l-n(n-—i)(lu)”*Z-l- ot n(n—1)...,3.21 N--n!
24. Gn-H. [(i = (__lu)n+1 "( ) utn ] . )

quarum aequationum beneficio etiam licet, coéfficientes &' per formulam

hanc recurrentem
+1

+lu
+1 n.G-"—u
2. Gfi="15% —r

Flu
inter se coniunoere. Invenimus autem eadem via:
+lu u- +Iu +Tu utt Flu +1u
G, = + n+u Gn-l—l = +1 +n+1 o etc.
qui valores, perpetua adhxblta substitutlone, cum residuum

e (n_f;)l")y PR G pro y= oo ad nihilum decrescat, novam

praebent aequationem:’

e "il 1 - (tu)? - (Lu)3 —
26. G, [ n(n+1)+n(n+l) (n+2) n(ﬁ+1)(n+2)(n+3)+""]
= u*! C: u:

quae multo citius convergit, quam series in (17.) inventa, ideoque ad
coéfficientium G seu C' computum numericum magnopere praestat.

Alia quoque exstat nec non rectior via, qua eundem valorem (26.)
assequi licet. Multiplicata enim serie (17.) per
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Ul = Tl = 1—11“"""”) "‘L"i)_' .

efficitur, si termini easdem quantitatis Ju dlgmtates continentes conjunguntur,
- 1 1 1

WA
27. uM G = —~ F lu (n G 1))

1 1 g
+ (! (—.'7;—1:1:(n+1)+ 2!(n+2))

— 3 _1___ 1 1
+ () (3!n STTGED T 12 Ee) — 5T (nE3)
-+ etc.
Coéfficiens termini (I#)°, nimirum
1 1 1 1 1
(p n~ (p—DI1! (n+1)+(p—2)'2'(n+2)—'"'il'(p-l) Tntp—0) T p? (n+p))’

formam potest induere

A[L_ . B, "B PBy 1By . AT A e vt
p.’[n ntl ' ni2 n+3+ h+p—2+n+p——1 in-l-p] l';j(n-’”’%p) ’

cujus ope, cum sit

1 1 1
n.p! "B, T nn+41)(n42) ... (n4p)’
series (27.) extemplo in priorem (26.) transmutatur,
Denique, ut omnia ad coéfficientes &' spectantia hic colligamus, nunc
integrale hoc definitum
28. G = [Turr.yoy
0

commemoremus, quod rite evolutum omnes fere, quos adbuc invenimus,
nobis praebet valores coéfficientis G.
§. 3.

Series adhuc repertae cum ad computum numericum functionis no-
strae pro maguois argumenti 2 valoribus non admodum prosint, experia-
mur, an discerpando et transformando effici possit, ut citius convergant.
Quem ad finem meminisse juvabit, esse

3 3 4
—l(l—x) = _i“Z_ +_;_. +%.. +-‘Z—+....=X0,
1 1—=x x x? x3 x* \
M- iz =t testsztast- =%,

1.1} 1.x

1—ax R 3 a s
217 2.x X, = 1.2.3+2.3.4+ 3.4.5+4.5.6+"" =

etc. etc,

[ &

=

1 {—x — P
;.T,T.'—I?X"-* (n+1)+234..(n+2)+345 (n+3)+

o~ oo

=X, ,
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unde posito # =1, cum sit (1'—1) 1(1-—-1) =0, descendunt valores
1
1.1"_}- 12+23+34+45+t0-,,
1
22! 1.2.3 + 2.3.4 + 3.4.5 + 4.5.6 Feeens

« s 5 & & a o 3 » s e s s s e & 4
1 1 . 1 1

C mml T T2.(atl) +2.3.,..'(n+2) +3.4....(n+3)+"“’
qui in formula fundamentali (1.) substituti, singulis terminis rite dispositis
et ratione habita aequationis (26.), novam efficiunt seriem'

29, lig* = 94 l(+lx)+ix [-}C}”‘-}-%C}”‘-}—}C}’*-{-....]
= v+ l(tlr) £ lo. e [1GF*+ FGF*F LGF> ... ].

Itaque si valores coéfficientium C aliunde jam computatos habes, logarithe
mum integralem facillime computes; si non, valores illos e formula re-
currenti (25.) commode evolvas, evolutosque in functionis computatione
adhibeas. Crescente x seriei convergentia imminuitur, ita ut pro magnis
argumenti valoribus computus nimis reddatur operosus, quo quidem casu
alia necesse est utaris seriei (1.) transformatione. Retentis nimirum in
formula fundamentali terminis omnibus, quorum valor unitatem superat, -
discerptionem supra doctam in illo demum seriei termino adhibeas, quod
unitatis limitem haud attingit, ynde aequatignem novam:

30, Liat= y+ikie)lot I 020

(Iav)""l
""' (n—1) (n-——l)'
+ix C-Hx +lx

. "l"(l‘”>nlj1.‘z‘.§".+1 t+ a7 "+2(n+1)+3.4.5.c D +]
accipias pro omni arbitrariae x valore satis convergentem,

Ultimo loco duarum quoque aequationum mentionem faciamus, quae
logarithmum integralem per differentialia successiva exhibent, et quarum
altera ex (29.) et (22.) statim invenitur:

31. lia* :
: Y G WP Y (it P G
=y+z<sr_zx>_:tx.i'tx( ,5(;‘,”;)) +3 af.g;;”;) +3. a((:;ﬁf;, +)
altera vero ex formula (19.) sequenti modo eruitur. Habes enim ex
aequatione (23.) valores:

L) gyt lu Q)* it __ o (103 (Qw)? , lu_ o\
L;—."Gzl =u(ﬁ—l)+1’ 3! G, ""”(33 "‘-2—:'+1, 1)+1etc.
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qui in (19.) substituti, adhibita aequatione (21.), formulam exhibent:

o= 15 1) i B BB
+ %_: _ﬂ;.(lu) +ﬂg (lu)s

2! 6.4
B:.lu £, . (lu)3
+ T .31 Tl
B ﬂs(lu)"
T -+ W It
_etc.

Facillimo nunc intelligis negotio, seriernm horizontalium inferiorem quame
que esse differentiale superioris, ita ut dato valore supremae seriei fota
aequatio satis sit determinata. Constat autem esse

e (B oL LA Ky L A L S S

e —1

cujus ope seriei illius supremae summam invenimus aequalem — 171—1"' }!-) ,
. - u
quod formulam nobis praebet gravissimam
32, IF1tu)—liu
1 1 o 1 1
—u ( 1 ~l_a(u—1 _E +a (l—zt_n)_ +
- d(lu) d(lu)? LI R4

sive

33, I[+(u—1)]—liy

of(u—1)=1h u] _ = )—liu] ; B3 [(u—1)—liw)
= { uplu d(lu)? +- J(lu)s +""}'

§. 4.

Aliud idemque prorsus novum subsidium, quo adhibito termini seriei
cujusdam magis convergant, theoria suppeditat fractionum continuarum,
cujus alias quoque in analysi utilitas est atque usus. Ut li = fractione
continua exhibeatur non nisi adhibita aequatione (12.) effici potest, cum
numeratores et denominatores particulaves ex seriebus (1.) et (2.) orien-
tes tantopere sint impediti, ut lex qua utuntur reperiri'vix possit. Itaque
si data est series

fz=1—@m+)z4+@+1) 0D —0+ D+ 0+3)2 +....
in fractionem continuam transformanda, habes:
Crelle's Journal d. M. B, XVIL. He. 3. , 35
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1

14=—= 1.x
1+ =z
1+ 1 T 2z
L +(n+3)a:

1 +1+etc

Denotemus nunc smgu]os numeratores particulares suo ordine per
0 @, @, a; . . .. nec non denominatores fractionum approximatarum, succes-
sive evolutarum, per M, M, M, M,...., nemo est qui dubitet, quin sit

fx — Jo __ _%0: Ao @x @2 aoa,a,a3+__
MeMx MIMQ IHZM:{ ¢

Invenimus autem M,=a,.M, .-+ M, ,, qua de causa, subtractis terminis
seriei negativis ab antecedentibus positivis, nanciscimur

Ao Ay asee an (M9p+1—'—agp+1. M‘zp._l) —_ Ao Ay Ay 0. .aqp
Mip MQP—-I M2p+1 J’lgp_._l . MQP+]_ )

quod suo loco substitutum seriem supra evolutam exhibet sub forma sequenti

b. f-fc + aq da; a,_!_aoav,‘a,a3 n4+aoa‘;m.;.d1(:,ag .
Itaque cum quivis denommator ‘MIM3M;,W. ... hoc schemate universali
c. M,, =
1+ (p+1) PHB, 2+ (p+ Dp "0B,2° 4 (p +1)p (p—1) 1B, 27+ ...
et Dpp—1).... 2.4 7HP_, grit
contineatur, series nostra (0.) hanc induit formam:
d. féL‘ — 1 + 1(n41)x2
1441z ¥ 4G4z [142(n+2) x4 4-2) (24 1) 2]
1.2.(n4- 1) (n4-2)x*
+ R (R e C R I TIED|
-} etc.
"ad computationem aptissimam. Et facile intelligitur, hanc seriem trans-
formatam eo citius convergere, quo magis series supra proposita diverserit.
Jam vero licet, loco fractionis continuae (4.) in seriem transformane
dae valores enucleare fractionum approximatarum, quae functionem [z
usque ad certum limitem satis exacte repraesentant. Verum enim vero
cum fractiones approximatae ex («.)-evolutae nimis tarde convergant, prae=
stat ut fractionem continuam (a) in aliam transformemus, quae non nisi
dimidiam terminorum partem contineat. Constat nimirum esse
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(n4-1)ex
PP [CE SEIEE GE X )
. . 14 (n+4-4)x 1+(n+6)m_i§-{¥%f% elo. :

1} 8)w — ete.;

quod ncbis fractiones approximatas sequentes
— 1 (nd-1)a —_ (n+Dxet1(nd-1) (n42) x>

£ ro=1—raoe =l et )t oes

| — (2t D2t 2ntD(nt5)2? H1(n+1)(nt5)(n+4)—1(n+1)(n+2)] 22 ¢
TF3(n+ ) ©13(n+4) (nF3)2* + (n ) (nF3) (n$2) = ete.

suppeditat, quarum schema universale

fes =

9 [z, =
{— pr-I-Npao’—l-Npm’—l- +prr+ +Np lmp—l_'_Np P
THp 75, 5 ¢ p(p—D) "FB, a7 F v 7 p(p—1).-. - 3.2 FPFIB, 4 p I FPHIB, 2

invenitur. Numeratoris coéfficientes N7 ex illis numeratoris classis antee
cedentis (p —1)tae et (p—2)tae per formulas recurrentes derivantur
Nl = NIF' = n+1,
N} = NI7'4+ (4 2p)NI™,
N = N7+ @+ 2p) N —(p—1)(n+p) N7,

N = N”"‘+<n+2p>rv”"‘——<p—1><n+p>z\,_q,

N,Iu_ " + <n - zm f;,c:-;..(,,_.1><n+,,> N,i’:f,
N = @+2p) NS —(p =) (0 4-p) NI
quae, substitutione rite perpetrata, aequationem nobis praebent:
h: Nl=(r-1)!(nt1)7'B, PP, —(r-2)! (n+1)n+2)PB,, "+,
+ (rF'B) ! (n'l'l) (n+2) (n+3) -p-34’13,-_3 . "+p+2t"Br_5 — +pou LX)
quae pro impari valore indicis » termino illo finitur, quod ™++*¥,_
continet, pro pari autem indicis valore, termino per "7+*3,_. multiplicato,
Facili negotio nunc demonstrari potest, aequationem (%.) pro N/ valentem
etiam pro N/ et N7 r+1 valere, cui gutem demonstrationi, cum nimis longa

esset, supersedemus. Singulos nung coéfficientium N valores, quia 0! =1
et *B,=1 invenitur, tabula sequenti exhibeamus tales:



270 15, Bretschneider, theoriae logarithmi integralis lineamenta nova.

P r=1| =2 r=3

1|n+1

241 1(n4-1)"+'B,

3 | n1| 2n41)™B, | 21 (n4-1) 4B, — 1 (n4 1)(n+-2)
& | n1|3(n1) "B, | 3.2(n41) B, —2 (n4 1)(n+2)
5 |nt1]4(n+1)"+"B, |43 (0 4-1)"+'B,— 3 (n4-1)(n4-2)
6 |nt-1]5@+1)"+B, | 5.4 041)3B, — & (nt-1)(n4-2)
7 |nd1|6(n41)"B,| 6.5 (n4-1)"+B, — 5 (n-4-1)(n4-2)

P I r==4 |

4 |3.2.1 (n4-1) 058, — 2.1 (n+1) (n4-2) "+,

5 |4.3.2(041)"+7B,— 3.2 (n+1) (+-2)™'DB,

6 |5.4.3(n4-1)"B, — 4.3 (n+1)(n+2)"HB,

716,54 (n1)"B, — 5.4 (n4-1) (n42) "B,
P ' r=3>5

5 |4.3.2.1 (n41)""8, — 3.2.1 (n+1)(n+-2) ™"V, + 2.1 (n - 1)(n+2)(n+-3)

6 |5.4.3.2(n+1)"+5B, — 4.3.2 (0 4-1)(n+2) "B, + 3.2 (4 Dn+-2)(n+ 3)

716.5.4.3 (n4-1)"*B— 5.4.3 (n+1)(0n4-2) "B, 4 4.3 (n4-1)(n+2)(n4-3)
etc. etc.

Denique, si denominatorem fractionis approximatae ptae in aequa-
tlone (g.) signo X, denotes, ex formula recurrenti
X, = X_1+(n+2p):vX 1—(p—1)n+p)aX,

facile demonstrabns, schema ibi relatum etiam pro Xy, valere xdeoque vim
habere universalem; unde fit ut singulae quaeque fractiones approximatae
functionis [z possint exhiberi, '

§. 5.
Fractionem continuam (e.) ita etiam licet repraesentare, ut unitatem
antecedentem in ipsas recipias fractiones approximatas. Quo facto eruimus
_A1le o A+d!tnt-Haed2!202
¢ fo = TFnt2=’ [ = 1+2("+3)+(n+3)(n-:2)m“
‘ foy = 14 (1142 (n-5)) x4 (2! +1 (n4-5)(n4-4) -} 1.4) 2243 ! 2
s = L3 D a3 F) ()2 + b D) (R (D) S0

seu schema universales:
ko f .’L‘P -

| IN? /NP2 ‘No .o /NP2 oou. 4 !NP_ P! L IND 2P
T1p 70D, o tp(p—1) PP B2 2% Feentp(p—1)0 3 2B,y 21 1p 4P+ B 0P ?
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cujus denominatorem eundem, quem supra in (¢.) invenimus. Numera«
toris vero coéfficientes ‘N ex formulis recurrentibus evolvimus sequentes

‘NP = 1,
‘Nl = ‘N4 (n+2p)'N] 7,
‘N = ‘NJ7'+ (0 +2p)'NI"'—(p—1) (n+p)'NJ ™

‘N, = ‘N7 (n42p)' N — (p—1) (n+p) ‘N,

) 3 3 LY . . . .

‘Npu= NI+ (0 +2p) No—(@p—)(n+p) N},
‘N, = (n+2p)' N5 —(p—1) (n+p)' N2,
qui valores sibi rite substituti schema nobis praebent hoc universale:
LN =l =) (p—r) [, )
o} r—2) (p—r) (p—rr-H 1) [P B, — PP, i, S mte-tgp ]
+ (r—3)1 (p—r) (p—r41) (p—r - ) [++7-1B, —mrhr-208, rir-208,
+ n+p+r-3%1 ‘n+r-2‘,‘52 __n+r-2%3] + vess
woot (= (r-D) (p-r)(p-r+1).... (p-1r+ (-1 B, —"1PHB, , "418,]
+@—r)(p—r+1)....(p—Dp "*+B,. y

Quantitates uncis [] inclusae, quae forma communi
m. °B, =B,y IB, B, IV — e £ B, B, F o B IB, TEB,
utuntur, ita sunt definiendae, ut omnes termini, in quibus z 4 v>7, tole
lantur nec non ii solummodo retineantur, in quibus indicum # et v summa
indicem 7 non superat. Demonstrationem formulae (Z) pro casu, quo
p+1 et »-+1 loco p et » positum est, facile quidem perpetrares; sed cum
sit longior hoc loco eam omisimus. Expressionem (m.) cum constet esse
aequalem °~*®,, aequationem (1) paullo licet contrahere. Substituto enim
valore °~*®, pro omnibus terminis, qui schema (m.) integrum exhibent,
proficiscuntur: pro valore indicis # pari aequatio

n N =l (r— 1) (p—r)PPBy - (r =) (p—1) (p—r +1)HB,
F =P —P(p—r4+1)(p—r4+2P Byt ..

o =3P =) (p—r F D) (p—r+ 3 —1)PHDB,,

+ Gr-0! p-r)p-rH)eer(p-Er-1)(p= 1) ["*”’“?*'98: o B N ]
-+ ete.

pro valore autem indicis # impari aequatio
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0. ‘Nl =r!4@r—=1)!(p—r)""'B, 4+ (r—2)!(p—r)(p—r41)rt®,
+ =) (p—r) (p—r+1) (p—r+-)PHB, + ...
vt (r—2 (r—=1) ! (p—1)p—r+1)....(p—r4- 5 (r—3)) T By,
+ (r— 3 D) (p—r)p—rF-1).... |
vere(p—r+I(r—1 ) [n+p+ﬁ(r+3)§3w +1) _n+p+§(r+l)§3s(r_ 1 Rz 16 20052 - 4 eed]
- etc. .
Coéfficientes ‘N cum eosdem inveniamus, si in aequatione (¢.) fractionem
ad dextram scriptam de unitate detrahimus, habemus etiam
pp—1).(p—r4+1)" P " — NP &" = ‘N ",
ideoque
o pO—1) e (p=rF 1) HHD, — (1) | (n-1)PIB, B,
+ =@+ 1) (n+2)PB, . P, ;4. =N/,
quod adhibita aequatione () relationes nobis praebet inter coéfficientes
binomiales admodum memorabiles, quas hoc autem loco omitti necesse
est. Primos nunc valores coéfficientis ‘N tabula sequenti ante oculos
ponamus:

p|r=07 r=1 | r=2

1] 1 |1
11417495, 2!

114258, | 21 4148, 4 1.2+,
1! 437098, [ 21 4 2.5B, 4- 2.3,
1144479, | 214358, 4 3.4 779,
1454598, [ 2] 4 478, 4 4.5.745B,

SR W N
— e e e

7| r=3 |
3]3! |

413! + 211 ‘5231 + 111.2 [" H%z - "+6%1 . "+2%1] + 1.2.3 ."+6Q33

5|314-212.59B, 4+ 1123 9B, — "B, "B, ] +2.3.4.7+'B,

613! 42!3.78, 4 11348, —"1B,."1B,] + 3.4.5."Q,

P | r= 4-

4|4 ,
5414311°9, 4 211.2°8, 4 111.23 ["HB, —™'P, "+23,] 4 1.2.3.4."H'B,
614! 4+312"B,43123.78,+ 1123.4["1B, —B,."+18,] +2.3.4.5."15:3,
efc, etc,
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§u 6.

Jam restat ut fractioni continuae (c¢.) in productum infinitae multi-
"tudinis factorum studeamus transformandae. Habemus autem secundum
virum cl. Stern, si fractionem aequationis (g.) solam per ‘fx, denotamus,

_— — fx, .Ifxg I.fx.:, Ipr
1—fxr = f'z'"’fx,'ffx,'{fxs""’fxp_1 vons

quare id agamus necesse est, ut expressionem universalem factoris pti

‘ ’ ¥, .
f Zr_ enucleemus. uem ad finem ponamus ‘fz,=<F, et singulos frace
S rp—t Xp’

tionis continuae (e.) numeratores et denommatores particulares = a1 Ay lyana.
et resp. 0, 0,b;...., quo facto habemus
o D= V=T,
* Xp X[J-—l. bp— Ap._.z a,,

’facp = Xp._l Vp — Xp_] Vp__l bp-—Xp._l Vp_g a;

I,fxp—l Vp_]_ Xp Xp—l Vp—l bp-—Xp_z Vp-—l ap
Valorem autem numeratoris X, , V,_,,— X,_, V,_, a, ita quoque reprae=
sentare licet, ut sit:

Xp—-l p—1 6 —X V ( p—1 p-—2 p-—2 '—1)
unde, cum constet esse —( 1 V,_2 —X V)= aaa ....ap_,, ex~
pressionem numeratoris illius deducimus sequentem
Viu X, taaaa....a,,.a,

ex qua valor fractionis admodum elegans

nec non

r.

fap, — V”—IXP_FG' 30,0400 0p _ 4 1 @y @2 d304+002p
Fxpt Vot Xp Voa X,
descendit. Substitutione igitur perpetrata valoris ‘fz, in (g.) propositi, pro=
. duecti infiniti schema resultat sequens:

_ (n4-1)x 1.(n41)(n+2)x*
s fz=1— 1+(n+2)w[ + N! [1+2(n+d)x—|—(n+3)(n—l—2)x’_]]

x[l+ ' 1.2(n41)(n42)(n+3) x® ]

[N x] [14-3 (n+4-4) 2 4- 3 (n4-4) (n4-3) 22+ (n+4) (n+3) (n+2) %]

y 1.2.3(n+)(n+2)(n+3)(n+4) a6

x| 14 [N+ Nt N: 2?]

x[14+4n+5)x+6(n+5)(n+4)x® +4(n+5)(n+4)(n+3)x* +(n15)(n+4)(n+3)(n+2)x*
X ete.,

cujus factores celerrime ad limitem 1 convergunt. Pari modo si valorem
functionis f, in aequatione (%.) propositum adhibemus, aliud hoc nancisci-
mur producti infiniti schema:

]
1l
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' _ (n+Dx , 1! (n41) (n4-2) ac?
L= [ S +2)x] [I [’N +'Nix] [14-2 (n+43) 2+ (n13) (n+2)w‘]]
¢ [1__ . ) __ 2! (n4-1) (n42) (n4-3) % ]
UNJ 4+ Nia ' Nix* J[I+ 3 (it D)o + 3(nt D) (n+3) o + (vt H)(n13)(nt2) = ]
X etc. ,

Posito numeratore in aequatione (k.) =V, atque aequatione (s.)
per (%) divisa, proficiscitur:
__1_'___I=V! Vz"Vx.Vg.’V,_ . Vp.’ p—1
Fx TV VsV T,
Porro, cum sit ‘V,=X,—V,, habemus, :
Vp-'Vp — VpXp1—VpVpr
Vp1:%p VpaXp—¥pVpr
Voot Xp —Vp Vpat+(p—=1)!(n41) (n42) (. . . (n4p) 22—t
Vor Xp—Vp Vpat ,
14 (p—1)!(n41)(n42)....(n4p) x?P—!
l'Vp . Vp—[ ) 4

Il

unde accipimus-

(n+l)x l'(n+1)(n+2)m’ 2'(n+1)(n+?)(n+3 s
w =140 (14 Y1+ AR

Simili modo dxvnsxone inverse, nimirum (%) per (s.) perpetrata s ad pro-
ductum pervenimus hoc:

1 1+w 1'(n+1 (n+2)a: 21 (n41)(n42)(n43) x?
bt i Hettmsmtnz

quas tamen evolutlones, eum rei nostrae alienae videantur, hoc loco
omisimus,

§. 7.
Jam relabamur ad logarithmos integrales, quos posito 7z = 0 atque
-] o . . i 1. .
@ == ({z)™" invenimus. li —— = — —— . f, ideoque
| i/ 1 1 1
34, li7—=——[ —_—______[1____.__
x 2x+ xdx 2-{-1:&‘——1—2 3
la:—l- 41— = =
lx-I- T4.. ] X=0aies |y
. 1 1 11!
35, lio=-— ;[zx+1 + [xF1] [(ix) F&ix+F2]

212!
+ T A Fsee e o
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Fractiones approximatas nunc habemus sequentes;
( 1 ( 1 ) . 1 x4t

xz dz\  lrt2 T @ le e f2?
1 (1___ lx-|4 ) — 1 (lm)‘+olac+2 R .
o de\ (lx)*46ix+46 T,z (lx)* +6lz+6 '

_ __1__(1___ (1x)* 4107418,

PR (Jx)3412(x)*4-36 1 424 : .
_ 1 (lx)t411(1x)24- 26104 6
= T xldx' (Ix)? +12(lx)‘+361x-|—24’

36, ¢ 1 (1 (lx)? 4 18(1x)* +861x+96 - )
x (12)* 420 (1)* 4120 (1x)* 42401 4120 :

1 (lx)* 419 ()3 4102 (1x)? 4154 1z -} 24
x.lax' (la)* 420 (1x)* 4120 (1x)* + 24012120
(1 (1x)* 428 (1 x)* | 246 (1x)* 4 756 1} 600 )

T xix (tr)s 4301 )4 4 300 ({ ax)® 4-1200 (Zx) * 41800 o 4 720
1 (12)54-29 (12)* 272 (1) *4 954 (1x)2 41044 10120
= Tz "(12)* 430 () * - 300 (Ix)* 41200 (1) 41800/ x 720"

= -—

L etc.
Denique nanciscimur producta infinita

37, “% = —wllx+x1lm(lx+2)( +(1x)°—?-.621'm+6)

(1 + 2'3[
[l 44][lx)? 412 (1x)* 4-36 Lx - 24]

O el il el O
= T xix =2 \TeF1T[(=) 61556
><(‘l— _ 213! )
\" T [(10)* +5iz 2] [(Ux)® 4 12(1x)? + 36 Lzt 24]:

Quibus omnibus aequationibus ad li i— computationem satis commode uta«

ris, si argumenti z valor admodum accreverit. Sed hanc ipsam formula«

rum concinnitatem valde augere licet, ubi retentis omnibus seriei (12.) ter~

minis, qui unitatem non superant, transformationem in antecedenti §pho

doctam illis tantum terminis adhibueris, qui seriem reddunt dxvergentem.

Quo facto evenit exempli gratia: '
. 1 ! ! —1

8. liy = —r[l—mtrm— gtk

Y [ 1 1! (n4-1) +]

* zuar Iz FGFD [l¢+("+1)][(lw‘)+2(n+2)lx+("+2)("+1)] )

= 1 1! 2! (n—1)! ] !V,

T = [1 e Ty (lw)* G T el g X
etc. etc. , _

Cralie’s: Journal d. M. Bd. XVII. HRt. 3. 36
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Facili negotio in his aequationibus pro quove variabilis & valore quanti-
tatem 7 ita determinabis, ut minimum solummodo numerum dignitatum
{z computandum habeas, qui logarithmi integralis valorem satis exactum
praebeat.

§o 80-

Aequationes adhuc enucleatae quamvis aperte sint utilissimae, eo ta-
men incommodo laborant, quod singulorum numerorum logarithmi inte-
grales singuli sunt computandi. Pro valoribus vero argumenti non magno
discrimine diversis multo minor compygationis erit labor, si logarithmum
integralem alium ex alio componere vel si valorem li (¢4 ) ex valore lia
derivare licet; cui rei constituendae haece inserviunt disquisitiones,

Si quae functio argumenti ¢ -« secundum dignitates functionis alius
cujusdam argumenti , quae tamen pro =0 necesse est et ipsa eva=
nescat, debet evolvi, optime theorema Soldner: elegantissimum adhnben-
dum erit. Habes enim:

39. Fla+o) = Fat+ %4454 454" 1.,

qua in aequatione % functionem quamcunque argumenti T et formae
f(a+ x)—fa indicat, coéfficientes vero .4 valores induunt hos.
- 3.Fa 8.4 3.4
A = gfa A = 7.7a’ A = ER etc.
Quo in theoremate adhibendo id praecipue agendum est, ut functio u eli-
gatur talis, ut coéfficientes 4 quam simplicissimi prodeant. Quod facillime
ita effici posse videtur, ut ¥ = a@-} x—a == ponatur, quo facto theorema
‘nostrum ad notum illud Taylorianum reducitur, nimirum posito Fa =i a,
1 oe 1 .1

a 3
la
10, lia+a) =lia+F ot P ettt Tt

Jam vero habes
' 1

n

w17 | =D!"§, , (n—2)!"F,
4" aa" = ( 1) ‘at [(la)"'“ + ([ a)n f + (l a)""“ + cee

n-- ’- gn—-l
"'+ (la 2+ (la)“ },

anem valorem si in (40.) substituas, solutxs parenthesubus terminisque illis,
qui easdem dignitates quantitatis /@ continent, in unum collectis, accnpns
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1'a (*§, =3 a . 3 ¥,
li(a+z) = lxa+——m)—,(—%—.“—z-—.§7.%+%.:ﬁ;—+...)
: g x’ x%x x4 ag. ot
+(la)3( T g 4!';T+°5_r'a_s"'—'+'”’)
—— etc-

et si pro seriebus in parenthesi inclusis earum valores ex aequatione (18.)
substituas et brevitatis causa 14 —i—f— == % ponas,

42, li(ata)=liou =Liatau [ 27— () oo (BY 5o — ...

quae quidem series pro magnis valoribus quantitatis ¢ cito convergit, et
dummodo coéfficientes (Ju)"C™ computaveris, facili negotio omni ¢ adhi-
beri poterit. Tamen bhanc seriem, cum sit maxima ad computandos loga=
rithmos int. argumenti au utilitate, non sine magno labore ad computan~
dos functionis valores pro numeris illis, qui a proxime insequuntur, adhi-
bueris quoniam, mutato = seu %, omnes quoque coéfficientes (Ju)"C ™
denuo essent computandi. Aequatio (40.) huic rei efficiendae optime in-
gerviret, cum ejus coéfficientes unius quantitatis ¢ sint functiones; sed coéf=
ficientes ipsi tardius comminuuntur ita ut via ulla gauderes sublevatione.
Cujus rei importunitati ut mederetur vir cl, Buzengezyer hoc theorema
integrale

43, ff(a +2) 0z =
Sa:2a [k + 4o ) [a— g @t D)= @t 2) == g [latp'a)]

n—2 d"'H' "
+ Gror die (,,+2+l/ Pt g it g p i e - )
xn¥3 gnt? fa( 2 1l i iy ¥ppo
+ 1o TaE gz TP +q g ptini e g p
-} etc. A

proposuit, in quo quantitates p’, p’, ..., p* prorsus ex arbitrio, quantita«
tes autem ¢', ¢y .... ¢" ex illis ita definiuntur, ut # primi seriei termi=
noram evanescant. Prodeunt igitur, si combinationes wtae classis ex v ele-
mentis, nulla permissa elementorum repetitione, significes per "¢, , aequa-
tiones sequentes:

36*
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g = —

q”.= —

F=—
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Y - 1 1
‘Qn—l gx—z + I -3 T e .+

¢

_——I 1 o5ttt .
r'(p —-77)(7"‘“ .- (p’”—-p’)(p“ ‘p') s (elem. p"y "'y p™yoee p7);

- - - 1
;n l@x—l_?n . N—2+! x=1 N~3_’-— n'¢+ '——

"
pll(pw_pll)(p —PH)----( i //)(p P“) ) (elem.p Y ,p FRTTTY ),

tu-lg N—1 n-2+1n—-1 3 == ees ‘i'—i—

n lem. . n—x.
m(pn—x__px«)(p x) (pu ]’N)(I’ pn)i(e em P,P !p A )

. L] L[] L] . . . L] .

Jam sponte apparet, quatenus hoc theorema cum aliis quadratﬁrae me-
thodis congruat. Si adeo N quantitates-p ita determinare velles, ut ter-
minorum in (43.) adhuc reliquorum etiam N primi evanescerent, pro quan-
titatibus p et ¢ valores illi resultarent a viro cl. Gaufs determinati. Qui
cum alias magna cum utilitate adhibeantur, in nostro casu non satis magnum
praestarent commodum, quia functiones ¢ fla+p z) = ¢ [l(a}p x)]™*
magnam tum in computando facerent importunitatem. Licet vero eundem
assequi finem ita ut quantitates p’; p’, .... plane ex arbitrio determines,
dummodo in (43.) quantitates ¢, ¢/, .... ita constituas, ut ab rto de-
mum seriei termino N termini evanescant. Quo facto proficiscitur aequatio

4. [fata)dx =

[ffa. 204 2[(L+g"+g" 4 oot §) ' [@1p'D) g [(@p %)= cers— " flap)]

+w af“ -G+ p g p g
+

z a f"(a+f/ PP ™)

+ . 3 ] . ¢ ] L] ] . Ll L] . L] . . ¢

~ « etc.,

+m'+‘ 8'fa( 1

R r+1+q’.p’.r+q”.p”f+....+q".q')

ottt a"+r+l.f a 1 ' mingr N N
(ntr+1)!’ dartrit (n+r+2 + g prttr - gt +l)

nec non valores quantitatum ¢/, ¢”, ... qui sequuntur:



15. Bretschneider, theoriae logarithmi integralis lineamenta nova., 279

1 N—1 §— N1 + 1
o r--2 = r+3 w—2 T 00t n+r+1 "w o x
q plr+1 (pu___pl)(pn—l l)..”( i /)(p,, p,) (elemo p ’p 9 cene p ),

1 . ‘ N
r-l—2N G — r+3 Coztons n+r+1

M= — I it »
q ”r-l-l (P ___pll)(va-l___p//) (p/u pu)(p P")’ (elem. DsP 5y sons P ),

. . . [} ) . . . . . . . L] . . . . L) . . L . . . L] L) .

1 v

- 1
9*:___7—!3 N—l—,_|_3" Cateennt ory
P (pet—p )P =) o (P —p P —p")’
Si a non inferius est 100 neque x superat 5, sufficit ut =23 et N=2
ponas, ut logarithmos integrales argumenti ¢z usque ad 7 locos decie
males accurate computes. Quamquam ita etiam satis operosa restat come
putatio, ut in alias inquiramus formulas necesse est.

§. 9.

Quodsi series omnes pro logarithmo integrali nobis propositas inter
se conferimus, neminem fugere potest paene omnes progredi secundum
dignitates logarithmorum, ipsasque illas, quae ab initio secundum dignitates
ipsius argumenti evolutae erant, in alias posse mutari, quae secundum dignita=
tes illius logarithmi procederent; quae quidem res aperte docet, logarithmum
integralem per theorema viri cl. So/dner simplicissime evolvi, posito fa@
==la. Habes ita, cum sit l(a}x)—la = l(l + 3—) =lu,

25, liete)=lia=liata|[}. L+ QT2 4 GF CP=2atly ]
Coéfficientes terminorum ({#)" cum solius quantitatis @ sint functiones, iis
semel determinatis, ex hac formula logarithmi integrales totius seriei nue
merorum & subsequentium computari possunt neque requiritur, ut parvi
tantum quantitatis & valores admittantur. Etenim cum adeo x =« po-
natur, Ju =12 satis exigunum habes, ut series ipsa cito convergat. Jam
cam per formulam recurrentem

1 (n—1) Apey = A4

la "

coifficientes posterior quique ex antecedenti derivari possint, seriem (45.)
gi adhibeas multum praebet commoditatis. Quare vir cl. Soldner seriem
banc non transformatam sed talem, qualem modo exhlbmmus, ad compu=
tandam tabulam suam adhibuit. Licet vero multo angere ejus utilitatem,

(elem. p’y p'y oo p™).
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dispositis nimirum coéfficientibus A, et terminis inde ortis alium ad ordi-
nem inter se junctis. Prodit enim ex (45.)

6. liaw =liata{ 7= —3(@) +3@) -1+

la
(1u)? (1)3 (Lu)* (UDK
+ 1121a ™ 113(ta)* +1.'4(Ia)3 T TT5(a)n +
* (1u)? (Lu)s (l)s . ()
+2!31a"'274(1a)'+2:5(1a)3 2'6(la)4+'“
-} eto.

Collectis nunc terminis in serie borizontali collocatis, accipis aequationem :

li(aw) = iata{t(1+ ! [(1+ Iy _ lu]

G4 ) 1 (],

quae solutis denuo parenthesibus, singulisque termlms rite conjunctis, abit
in hanc

41, law=1la41(%) $ oo+ Gl + Gl o).

Rursus igitur habemus series C'%, nec non ad speciem quam maxime come
modam conformatas, cum 2 hic sit negativum ideoque opposita sese excipiant
singulorum terminorum signa. Eandem aequationem (47.) adhibitis formulis
(23.) et (24.) immediate ex formula (45.) derivare licet, cum pateat esse

la (n——i)'
4. = 6. £ 5

Contractis in (46 ) terminis, linea perpendiculari sibi suppositis, relabimur ad
seriem (42.), quam nunc ex Taylori et Soldneri theorematibus eandem oriri vi-

demus. Solutis iterum in ‘aequatione (42.) seriebus C™ terminisque, qui aequa-
les argumenti [« dignitates continent, inter se junctis, nova prodit formula:

48, liau =lia+ au[i(}2) —tuB, +uf H— Qup U, + ...

: 1 lu 1 . 1 lu
H"’—i 2.3.0.n'la  2.3....(nF1)" (la) +3 4....(n+2)(la) =+
Coéfficientes H ex quantitatibus X §phi tertiae hos sibi habent valores:

H, = I(1+2)

’ _ 14 1
II"—' 1. H’—l l"
1
H;—"'-:‘ +le 22',

= 1+‘TH,,.1—- ——1-; etc.
n.x n.n.

R
|
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unde accipimus et hos:

o= ! + 3 (n+1) *H,., H,

(n+2).1:
RGN 1-!-3c =& +2)"1+ T3 By, eto.
Quos valores si in perpetuum sibi substituis, cum resnduum
@+ +2).... o+ (2 = ~)'H,,. pro r=co plane evanescat, codffi-

cientis H, valor prodit sequens.

9. H = ,%[n_ii_l-l_f_x +- (1+x) gl (H-x) + ... ] _..—

7&% » qua de causa aequatio (48.) abit

Habemus autem casu nostro T—F;=
in hanc: -

50. Lau=latau[i() 1K + UK, ("‘)’ K +...],

quae nmonnunquam hene adhiberi potemt.
Denique hoc loco notare convenit, ut omnes formulae in §pho 8.
et 9. propositae alia etiam simplicissima via investigari possint. Est enim

a 2 3
liau =flaauu = :-]a-ll‘ = fau[ la (tl:y +g£= _8:34""'“ ’
unde, cum sit
Joutur= W[ — R QU 0 (1) QU et B (A en 320U T 0 ]
=6, Qurtanl,
aequationem habes:

liau = c+a[G’”‘ fu G"‘(;") —|-G'f“ — --]

xla .

+a [la + (la)2 + (la)’ + (la)“ + ""]
ex qua posito % =1, valorem constantns
0 =lia—a[L 4+ 1o (la), + g oo
accipis, qui suo loco substitutus aequationem nostram
51, liaw = liata |6 () 624 () 61— +....
eandem praebet, quam supra in (42.) jam invenimus, ita ut evolutiones

functionis li(¢ +z) ex theoremate Tayloriano vel Soldneriano omnino
non sint necessariae.

~§. 10.
Formulam illam (42.), quam triplici modo investigatam semper ean
dem invenimus, in tota hac theoria esse fundamentalem neninem fugere
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potest, ita ut in alias novasque aequationes frustra inquirere videamur,
Jam formula haec et illae' in (47.) et (50.) propositae, quae ex ea descen«
dunt, facultatem nobis praebent, logarithmum integralem pro quovis argu-
menti @ valore satis commode computandi. Maximam autem utilitatem
hae aequationes logarithmis integralibus dignitatum argumenti computandis
suppeditant. Posito enim a=a" et =g, prodeunt ex (42.) et (50.)
aequationes :

52, ha""“--lna"—l-a"*‘[lC""’ 1 C—’°+ O C"“+....],

53, hLat=lia" +a"+‘[l(n+1)—— K 4+% K "“)’ K 4....

, FRUE IR RS
Kk = p+l'n+1v+p'+2 (n+1) +,T.+Té(,T.|‘.T) e
quarum ope aut logarithmos integrales dignitatum ejusdem radicis succes=
~ give ascendentium, aut logarithmos integrales earundem dignitatum diver-
sarum radicum commode computare poteris. Ex (52.) successive substi-
tuendo et haec prodit formula:

. ST n - .
s, lien = RO [0 4 S S
—1q [27H! Q! anHi=r

_-CS Ln +(n_l)¢ + (n_z)z +lo'o+ (n—r) ]

I a™~! am =T

+Cz | 73 + (n-—l)' + (n——2)3 +.,,,+ =)

— efc.
ex qua licet ascendere a logarithmo integrali inferioris dignitatis argu-
menti @, omissis mediis terminis ad eum summae dignitatis argumenti;
quae formula cum celerrime convergat omnibus jis satis commoda esse
videatur, qui non nimia flagitant. Aequationem paucis admodum exemplis
utilem series (47.) nobis praeberet, cogfficientibus C pro o= a* tardissime

decrescentibus. Ut vero logarithmos integrales argumenti —“1- compararet
haec serles aptxsslma est, quippe quae, lu posito negativo, aequatxonem
55, il = lla-i-l Iu {iuo-,xa (l") C-Ia+(l“) ) ote oy ...,
suppedxtat. Quodsi ndem mutaverxs in (42.) resultat '

lu lu lu M
56. L2 = hq—-[ c 4 (24) o+ (1) ¢ +]
quae quidem eadem est series, quam vir cl. Bessel, quamvis aliam pror-
sus viam ingressus, nactus est et ex qua duas formulas enucleavit, aequa-
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tionibus (52.) et (54.) simillimas. Quodsi vero ad usum spectes, nostras
quas modo exposuimus formulas utilitate sua Besselianas superare putave-
rimus, cum opposita in nostris et terminorum et coéfficientium € sese
excipiant signa, ideoque posito a>1 magis quam Besselianae counvergant.
Posito autem a<C1 formulae nunc Besselianae antehabendae fuerint, cum
iis adhibitis certe in coéfficientibus C opposita se signa excipiant, Pari
denique modo ex serie (55.) transmutata novam habes aequationem se-
quentem: '

57. h—-—-—li—+l (1+19-2 Z“C“’ Oy T

Quae aequationes, rxte inter se ]unctae » ad tabulam logaritbmorum inte-
gralium conscribendam optime sufficiunt, cum quantitates a et u valorem
quemvis vel integrum vel fractum habere possint. Jam uti in logarith-
morum naturalium computatione sufficit, ut logarithmos solummodo nume-
rorum primorum investiges, ita ad tabulam logarithmorum integralium ex-
. struendam id unum necesse est, ut valores coéfficientium CI™ pro u =
2 3, 5, %y 15y 13, %, 1%, 33 ete. computes, quippe quorum ope totam
functionis nostrae tabulam condere_lxcet. His enim coéfficientibus indaga-
tis aequatio (29.) logarithmos integrales suppeditat argumenti 2, 3, § etc.
nec non argumenti 3, ¥ etc., qui cum totius tabulae fundamentum sint,
ut ad computationem verificandam eos ex aequatione (2.) iterum evolvas
operae, cum paene nulla sit, pretium magnopere facias. Jam vero ex (52.)
sen (54.) logarithmos integrales dignitatis ntae omnium horum numerorum
nancisceris, quos verificationis gratia iterum ex (53.) quacras, Denique si
logarithmos integrales computas numerorum 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 eorum-
que digpitatum priorum, nunc tabulae schema habes, quod facili opera
explere potes; nec non perpetuo providetur, ne errorem in cowputando

committas,

§. 1L

Coronidis loco aequationes quaedam afferantur, quae ex substitutione
@ =¢ seu la=1e=1 proficiscuntur. Etenim est

58, liet" = y4int T “-i--‘2 2,_35,—}-4 4,-+- etc.
= y+InEn[Co 4107 108+,

Crol'’s Jourral d. M. B4, XVII. Hft. 3. 37
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59. hien = liefen o=t 04 L0r— 1]
= lie"4eH [l(l-[-n)—-%zK;+§1—,K;—-§1—,K;+;...],
lie42)=lie 41 [ p o [Zomp LV o D0y,
60. | Iy = l(1+§.—):
lieu = lie-+ e"u[ﬂﬁ C?’“—(%)QC;’“-}-(%)SC;’“;—-,. . ] R

1 11 111! 2!9!

61. s = L+1 +(n+1)(n’+4—+2)+(n“+4n+2)(n3+9n’+18n+6)+ ]
1 1 112! 213!

=T he t+ n. e“[n+2] [1 + 3-l-ﬁn-l-ﬁ][ +(n+4)(n3+12n‘+36n+24]

= n% [1“'; }7%3] [1 - (n+1)znii-!6n+6)] [1_ (n=+5n+2)(n823;n2+36n+24)]""

Posito n==1 valores inde resultant particulares :

. 11! | 212! 313! 414! 5151

62. l“‘ [ +57 + 733 ¥ 55,200 T 500 1568 T+ 156813927
6'6! 77! ]
+ 13327. 1&0922"' 130922 . 1441729 gakald

=1+ L () (- 25 (14 oey) (14 o165

(1+ 163? 57633)

1 . 119! 2r3. '4' < _ 415!
""—7(1"' ?)(1 13) (1 8.7 34,501 1— 300.4051 4051
‘ 516!

X (1= 57 57533) -

Fractionum subsidio approximatarum e fractione continua (@.) §phi quar-
tae evolutarum haec quoque aequatio proficiscitur:
63, Nl L 1t 0 180537 263 15673 115200
e e 2°3°7 13 68 365 2299 155317117300

Jam sine ullo labore lex, qua divisores factorum singulorum progrediuntur,
ex formulis in §pho 6. et 7. propositis recurrentibus evolvi potest. Est enim
ex, gr. 73 =7.13—23.3; 501 = 9.73 —3.4.13; 4051 = 11.501—4.5.73,
Pari modo habes 44 =7.8—23.2; 300=9.44-—3.4.8 eto. .Valorem

.1 . .
li— ipsum nunc sequentem enucleavimus:
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i L = —0,21938 39343 95520 27366 5...,

cui addimus huno correspondentem :
lie=  1,89511 78163 55936 75347 8.,.,

Quibus omnibus praeparatis id solummodo nobis agendum videtur,
ut tabulam functionis nostrae satis expeditam exstruamus, quod opus aue
tem operosissimum, quamvis ejus fundamenta jam sint jacta, in aliud tem=
pus nobis differendum est otiosius. Tunc vero non solum hanc tabulam
sed theoriam etiam et tabulas aliarum quarundam functionnm, cum loga-
rithmo integrali arcte junctarum, exhibeamus,

Scripsi Gothae, die 13™ Qct. 1835.

37¢%



