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13.
Aequationes modulares pro transformatione Functio-

num EHipticarum.
(Anctore Dr. L. A> Sohnkf, prof. walh. Haine.)

Integrale J* yn—y*).y~(i — K*y* 8ulistitlltio e

/
χ £),ρ

Ϊ7Τ< \"177i—ίΓ~Τχ transformari potest, quae trang-Υ ( l——Λ7 j · V {l X OC )
formatio /2ti = (2/72 + l)ti ordinis nominatur. Relationes analjticas inter y
et #, λ et κ intercedentes Cl.Jacobi in libro suo: Fundamenta nova etc.
docuit. Ibi pag. 39 invenitur:

\TK = ^n.j[sincoam4o .sincoam8w....smcoam2(/2--l)w],
tibi significant:

7t -A*-r»/ O

Nutnerutn ^, qui ordinem tra sformationis indicat in sequentibus nume-
rum primum ponamus^ quem ad casum notum est reliquos revocari posse·

In fractione ω quantitatibus m et m' omnes valoreg et positivos et
negativos, ipso n minores, tribui licet, verum 1. c. pag. 49 demonstratur,
omnes transformationes diversas, quae exstare possint, evasuras esse, ei
pro ω elegerimus valores hos:

K iK* K+iK' K+2iK' K+3iK' K+(n — l)iK'—,— · —,— β ., - g — % - · . ·. · - - - " *n 9 n ' n ' n ' n ' n *
qui in formula ipsius λ pro ω positi (n +1) inter se diversos valores mo-
duli λ per κ expressos praebent, unde elucet aequationis algebraicae intet
λ et κ, quae aequatio modularis dicitur, gradum esse (n 4.1). Pro trans-
formatione et tertii et quinti ordinis aequationem ejusdem gradus adeo in-
ter radices quadraticas modulorum locum faabere Cl· Jacobi docuit, nee
non pro septimo ordine Dr. Gwtzlaff (in huj'us Diarii Tom. XII. p. 173):
idem valere pro transformatione cujusvis ordinis ex sequentibus patet.

Jtuirnal a. M. Bil.XVI. ΗΛ.2. 13
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yft 13. Sohnke, aey ,<uU<jfie* modulures pro Iransform. Fttnclionum cllipt»

§. 1.
Formula laudata:

/~λ SB: /V. [sin coam 4 ω. sin coamSco.... sin coam2(rc — 1)ω],
cum sit : sin coam 8p ω = sin coam (4 n ω — 8 /> ω) = sin coam 4 (/z — 2 /?) w,
«bi (n — 2/>) est uumerus impar, quoniam ponitur n numerus primus, etiam
scribi potest:

/"λ = \Γ**· [sineoam46a.sin coam 12 ω. . . . sin coam4(/z — 2)oo],
qua in expressione alia muhipia ipsius 4 ω non inveniuntur, nisi imparla.
Quorum sinus coamplitudinis tanquam functiones ipsius sin coam 4 ω re-
praesentari posse satis notum est, ita u t, denotante /[sin coam 4 w] functio-
nem ipsius sin coam 4 ω rationalem, efficiatur:4 * * 4

/*λ s-s /V./ [sin coam 4 ω], aut posito: /"λ = ν, \Λκ = ί/,
u = u\f [sin coam 4 ω].

Haec vero in formula loco ω, valore ipsius u eodem manente, scribi posse
ω, 2 ω, 3 ω, ·..» ~ ω facite inteHigitur, unde prodit:

-̂ - = / [sin coam 4 ω] — f [»in coam 8 w} ....= / [sin coam 2 (/z-1 ) ω]>
vel etiam:
-^.= {/[sincoam4oa]}p= {/[sincoanieSw]}p. .» . = {/[sincoam2(/i~l)oa]}^

Λ
= - τ »2{/[sincoam4//?o ]}/>

Λ ~ t

si numero m omnes valores l, 2, 3, .... !LZL_ tribuuntur«
Habemiis ergo sin^tiios valores ipHttiH y »equeotes:
• Γ . 4K . 8 . 2^-ί)/Π η , f .^ ±± un . l st« roaiu - „ sin c atti - .... »m coiitn - -- - — f = nn / l sin coam
L n n n i l

„ f . &K' . 8r/^ . 2(n-l)iK'1 „ J . 4iK'lV ± ·=- nn . I sin eo«in - . si» COHUI - - «... sin eoaro -}: -- - — I = u", t \ si» coara - 1 ,a L n n n J " L n l'
n f . 4K+4,K' . 8K+SiK' . 2(η-1)Κ + 2(η— i)iK'lνΛ =; wn , ι sin coaui -- . sn* eoHiw - .... sin coaui —^ - - --- - — - - - - l3 l n n n l

n Λ ^4Κ + 4ίΑα= w ./ t «in eoato -- : - 1
l n l

Γ . .41Ti8ilP r S/i-fl i ^ . 2(/r-l)tf + 4(/r— l)iJtq
A,= ww . |»iirc&anj - .surcoam -- ....sin coam -^ - ̂  — -! — i - ̂ - 1

L Λ n n J

Γ . 4ff+4^-i)r^ . » +Sf/F-!)^ . 2(/f-l)ilT+2(if.l)giK1=s WT; . 18t«c aei '—; ,8ni«onm — —-,.*. 31«roffm-^ ; T N i 1
l W Λ 1 J

n . r . 4ff+4f i f . f ) inra= un,f iemroam ! : I
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13. S L> linkt, aequtiti nr!, moduiares pro Irantform. Funifionum ellipt. 99

a u t:
n- i y" „ i , I . 4 m All"— •7^7 = 2{/lH.ncoam — J } ,
/t -l < < , f . 4 m i r|J1'-2— 7^r = 2J./[S„.coam-^— J J ,

4 w ( K + r ' ) l P-—'
/i— l2- ·

coam

sin coam
)llPJ / '

Λ l

unde additione faeta eruitur:
*Η]|·.

2
^sin coam — - — - - ? 2 sin coam'iiCOl )P

l ?

tibi uinero /w valores l, 2, 3, . . . . ̂ "i""^ numero w' valores 0, l, 2,
3, . , * . /z — l conveniunt* Verumtamen, cum «in coam (κ-f 2*ΛΓ') = ein coam u
sit, i rmula ita trausformari potest «t factor ipsius i K* ipso 2/2 minor fiat,
cjuo obtinetur:

Λ _ l
si pro /w ponuntur 0, l, 2, 3, .... ~2~"> pro m/ 0) ~*' — 2* — 3> * * *

s /w = 0, et ipsi 772 'valores tacitum posi-

tiv! l, 2, 3, «. . . -ΤΓ"" tribuantur. Ut hanc formulam eandem esse ac

praecedentem eluceat, animadverto et hanc et illani ex — ̂ — termiois in-
ter ee diversis constare neque numerum ττζ diversos quam in priori for-
mula valores assumere.

mT » . « A . . . \τηΚ+$ϊη'ιΚ'Nunc demonstremus functiones symmetncas ipsius sin coam --
esse functiones rationales ipsius %.

In auxilium vocamus ex Fund. pag. 42 formulam:

l— λ sin am (^, λ) =
l~x. sin anu/ . |( l-x.sinain//.sin coain4w)fl-x.sin am u . sin coam8ft/).*..(i-x*sinaiiiM« sin coam 2(/f- !>/)]*

(i~κ^sin aamn.sin aam4ω)(i^κ^ iuaamM.8i^laaIn8«)....(t·-κ . «ioa am w.$ina am 2(«-l) ω) '
13*
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100 13. Sohnke, uequaliones imodulares pro tran$form Functionum ellipt.

(l — x. si» am u . sincoum«)1 (l — x,siiiam(?/-{-a))fl — x.siu ain(u — «))
vel cuin sit: - --

(A) l— 8inamQ~, ) =
(l — X. sin am M) (l — κ . sin am (w-f-4w)) (l— χ . sin am (u-frSaQ) . . . . (ί— χ .sin am (κ·{·4(7?~1)

Δ* αϊη4ω.Δ α a inSw.. . . Δ* aui2(/t— Ijw
z/C'lu hac aequatione poifo ω = — ex notatione §* 24. Fund, produeitur :

l — X1sinam(^-, λ,) =
i T, ( . 4ίΚΎΐ Γι / , βίΑΜ r / , 4(«-i)iK'\i[l— x.siuamw] 1 1— x.sioamlu-j- - ) 1 l— x.emamli i - f - J .... 1 1— *.s inam(z* + ~ --- y j

^ 2(71
- ,A aam - .... A2am--n n n

Mutando κ in λ, quo facto K* in Λ', λχ in κ, Λ/Α iu Λί7 transit, et posito

^ loco i/, unde ĵ j|> — ̂  'oco ]^"> obtinemus:
(B.) l — κ. sin am (n uy κ) =

w i r . , . f u ,4^X1 Γ 3 . / M , 8/Λ'\] Γ. . . / ζ / . 4(π-ί)/ΛΤ'] [lU.sinam(M + — )J [i^.sinai„ (^ + ̂ )J . ... [l-A.s.nani (- + A__2_

A ,am - .Δ3amn n
in cujus aequationis parte dextra Modulus λ valet»

^,. · · / Λ \ i * · 4m'i/i / i "Si porro in aequatione (^f.) loco w ponimus //-i -- - — , unde ^

— / - -- ---
λ * / M ι * m i -^ \ _ L ___ v __ Λ __ /J— λ. sin am \2g-r — - ; — j- 4^ SK T 2(7!— i)/n2 '

— —
j- 4^
ι Δ am — .L n Δ «m — .... Δ am

J
s! ipsi m valores 0, l, 2, 3, . . . . n — l tribuuntur; ja m ubi bac in aequa-
tione ipsi m* tribuaiitur valores 0, l, 2, 3, .... n — 15 facto producto se-
cundutn aequatioiieni (/>.) obtinemus:

l — κ. sin am (n u, κ) =
π ι · \Π 1 1 — ^. sin am \u -j

[Δ am —. Δ am — .... Δ am — Ι Δ am --—. Δ am —— .... Δ am — ~— I
n n n Λ L n n n l

ubi utrisque m, m1 valores 0, l, 2, 3, ,... /2 — l coriveniunt.
Quae forrnula facile etiam in haue formam redigiturt

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/23/15 3:02 PM



13. Sohnke, aequationes modulares pro transform. Functionum ellipt. 101

f . . . 4mtf4.4m'i '"P11—κ .sin am M. smcoam = 1
ni- n S

t—x. sm* am u. sin* am

»Γ numero m positivi tantum valores 0, \, 2, 3, .... —^—9 numero w'

valores 0, +1, +2, + 3,. ·.. + —r— tribuuntur, ita vero ut quoties m =0,

et ipsi m' valores tantum positivi l, 2, 3, .... ^~ couveniant.
Haec formula vero pro /z = 4/> +1 modo valet. Nam pro /z = 4/> —l,

cum valor ipsius M sit negativus, ita ut j^p = —72 w fiat, signum ipsius
14 in contrarium mutemus necesse es t, unde sub hac conditione habemus:

l l-f-^'Sinamz^.sincoam — 1
l—κ. sin am (/2 w, κ) = (l+κ. sin am«) Π T

 n

Ut eandem quantitatera algebraice determinemus> ponamus in aequa*
tione 18. Fund. pag. 33, quae est:

mi> — κ. sin am i/, cos am v]2.— v)] = ±—i - -— ~- - — -
/J l— .x2 .s in aaiUM.sin aamv ^

u = 2pu et v = (2p— 1)«, quo invenitur:
[l — κ . sin am (4/? — l ) u\ . [ l — κ . sin am u]

_ [l — χ . sin am 2 p u . sin coam (2p — 1) κ]2. Δ2 am (2 p τ- 1) u
l — κ*. sin* am 2p u. si aain(2p — 1) u *

aut sin am w per χ significato et per Xm functione rational! et integra ip-
sius χ dimensionis wita% cum notum sit fieri:

cos

excutitur :
, · /Λ 4>l — χ. »m am (4 /ι — l)w =

•^IGp*— 8p

nee minus ex aeqtiatione 19. Fund* pag. 33 r posito «/ S
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13 Sohnke, aequattOnes /n diilares pro transform. Funclionum ellipl.

t= ?/? u dedueitiir:

«
Invenitur exempli gratia:
Λ , ,, [1+#
l — κ . »in am ,ί Η = L — -

l — κ. »ίο am 5 u =

— 28χ (2 + 3^a ; ̂  + 28 κ2 (Ι + 4 χ2) α?

(4 +κ2) α:1

— κ , sin am ν

Coefficientes ipsius & in functionibus 3i obvii omnes sunt expres-
siones rationales integrae j'psais %, «icuti e 4heoria algebraica multiplicatio~
nis functionum ellipticaruai constat. JJnde etiam patet expressionem, quae
in nunieratore ad quadratum elata invenitur quamque supra inyenimus

s= Π11 + κ. sin am u .sin coam -^—^"' m l— l, esse functionem rationaleml ~~ n J J

integram ipsius pc et κ, qua re concludi potest iu ctiones symmetricas quan-

titatum »in coam'——— m -— , «bi ipsi m et m* valores supra dicti tri-

buuntur, esse fuuctiones rationales integras ipsius κ,

§. 2.
Yalores omnes ipsius v sive radices aequatiouis modularis analylieo

expressao, ut jam dictum est, impetrantur, si in expressione
v =ss un. [sin coam4ω. sin coamSw.. ·. sin coam2(/2—1)ω]

pro oo ponuntur valores:
K iK/ K+*K/ K + 2 i K'
T? ~> ^ ' ^ ? t f t ·
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13. Sohnke, aequationes modufares -pro transform. Functionum etlipt.

Cum quibus illos valores, qui secundum Cl. Jac bi eruuntur, si in
formula 7. Fund. pag. 89 quae est

u-u - . .
pro y valores: y™, yn, ay", a?yn> ···· a"1""1 7% in quibus a radicem quam-

bet aequatiouis xn = l siguificat, pODuntur coogruere jam demonstremus·
κa) Posito prirmim ω = — , erit:

Η Γ · 4JBT . SK . 2(/t —1) 1i/! = i/n. l sin coam —. sin coam — .... sin coam — — lL n n n Λ
quod idem esse ac si in aequatione (C.) yn loco y ponimus sequenti modo
patet.

Si in Fund. pag. 88 formulam cos. am. per Δ am. dividimus, ha·
bemus:

2 *
== 7Γ/>·

sin coam
7l

2 *

„ 2 2 * ==S 2ir 4inr 6^ « — l
ΙΑί = ". -j^j- . / <f 2 . COS - . COS - .COS - .... COS - 7TvX

cos

(l+2g^coe l5 + j^')(l+ 2^-'cos —\ T Z / ^ n
Cum vero sit secundum theorema Cotesianum

8 Λ. o f , nJC cos -- h# l-f 2jc cos
*2n 4 π 6;r w — 1 r l . .. 0 r ^et cos — . cos — . cos — .... cos - ̂ = ±— ̂ rr* prout n sit b/?±l aut

W Π 7t 1 Λ~»~

8,±3, er«i,„r

ubi signum multiplicatorium sie intelfigendum esi nt pr» r deiaceps l, 2,
3, .... ad infinitum usque pooatur. Quod si revera fit nee noo pro u
ralor ex aequatione scribitur, proditi
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13. Sohnke, aequationes modulgres pro transform. Functionum ellipt.

b! positiuim signum valet si n est formae 8p ± ί, negativ um autem pro
n = S p Hl· 3.

) Reliquae radices omnes sub bac forma comprebemduntur:

(D.) v — wn. J sin coam —.—^—^—— . sin coam ~

f . . . sin coam
n

(n — i}mK+2(n-
7l

8i m1 aliquem numerorum l, 2, 3, .... (n — 1) significat et m unitatem,
hac vero cpnditipne addita, ut pro mfs^\ sjit m ponenclum turn =1,
turn — 0»

AppHcata forjtnuJa pro sin. coam., qna jam stipra usi sumus, fit:
r/n o / · /TA M ~ < Z -cos

'/n o / · /T(2?ηρπ , Ίηι'ριπΚ-(-r- + ̂ b
qua in aequatione prius signum tnultiplicatorium indicat productum esse
formandum ex Omnibus terminis, qui eruuntur si pro p deipceps l, 2^
3, .... n*~~ ponuntur^ altera vero signa ^d r peferuntur ita ut pro r sit .

ponendum l, 2, 3, .... <x>.
Ad productum accuratius d ucidandutn adnotabo formulas;

et cum Bit ^ s=s ^ x ,
q ^ _ _ [j 4.

qiiibus adhibitis invenitur:

Χ

(2?·—i)7TA/ Impix ^ lm'pnK'-Λ p " _ (2r— l)^^ ϊτηρίπ ^nt'prr^-i
κ n ~ n* l-ll + e K n ^ J

Jam numerum Sntegrum s determinemus ejusunodi qui satisfaciat
c ogruentiae 1m*s^.m (t od. n) autsi placet aequationi Im*s = m-j- /2,
denotante β numerum mininium, qui aequationem explere possit, et po-

namus <?~ = a 5 quod α est radix aliqua aequationi» xn s l; turn

"* aequabit
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13, Sohnke, aeyjKtliones moMyres pro transform. Functionurn eltipt. 105

/ 7LK1\7"'±*m'p f ^\i

= \i "*) \e " )
quoniam est:

/ ^vnr

U " ) = i.
Ita pertnutata aequatio (E.) formam induit banc:

(F.) v=u. [ 2n/--i-4m'p"l
, ,__ , , '+(«A J/ •L'TV1*'/ / J · — - · (2r-i>1+*m'/) ι'/) ι Γ

J.lt+(«g*)
Satis vero notum est per expressionem 2«r + 4/w / /> , ratione signi

non habita, otnoes n meros pares repraesentari, si pro r omnes numeri
0, l, 2, 3, .... 00, pro p vero omnes numeri Ό, l, 2, 3, .... ^— po-
nantur, quum congruentia +4m / / i = 2 fy (mod. Λ), ubi γ numerum quem-
libet integrum significat, semper solvi possit, idque unico tantum modo si
n est numerus primus et p valorem ipso ^p~ majorem assumere nequit«
Itaque in numeratore:

Γ / ivB'-Hm'//1 Γ A\2nr-4m/^l
nli+(«r) . J -h + tf") J

pares potestates omnes inveniuntur, exceptis turn illis, pro quibus r valo-
rem zero assumturum esset, turn illis, quorum exponentes ipsius 2/2 fo-
rent multipla; priores autem factore, qui huic producto praefixus est,

[ l 4<m//l

l-[-(a>yn) J exhibentur et reliquos aecipies si numeratorem factoris u
(C.) uti licet in hunc modum scribis:

Illos factores, qui potestates negativas contiuent, ergo hujus formae sunt

[l+(ay*) J, mutamus in (ay*) Y[l+(*9*) J·
Quae in numeratore cum ita sint atque in denominatore res plane

similiter so habeat, valorem ipsius y sequenti modo scribi licet:

·* i r 3π r n
li+(«a-)J-Ll+(ei") J.ll+W) J····

per \djC/n) significatur productum omnium factorum, qui in numeratore
et in denominatore ex potestatilms negativis nascuntur. Ipsum χ fuuctio-
nem esse ipsius m1 facile perspicitur cum oc valores diversos assumat pro
diversis radicibus v aut quod ad idem redit pro diverso valore ipsius m'.

Crelle's Journal d. M. Bd. XVI. Hft.2. 14r
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100 13. Sohnke, aequationes modulares pro transform· Funotionum dlipt.

Ponamue ergo a7=^(m /) , turn erit:

Valor ipsius v, qualis per aequationem (D.) repracsentatur, quoniam im-
mutatus remauet, si m'-\-zn, cujus z uumerum quemlibet iutegrum de-
notat, in locuni ipsius m1 cedit, inde consequitur, ut expressio ipsius v
quoque talis, qualetn aequatio (G.) praebet, permutationi non sit obnoxia
tilli, ubi m1-\*zn pro m' scribitur. Atque cum praeterea vel α in eadetn
ipsa positione nu am permutationem subeat, aequatio (G.) transit in hanc:

§-: ·- ς-

*) ].[»+(.,*) l
Ita quidem comparatione facta cum (G.) patet
z/z(/22— 1) — 2/72'(/22— l) + 8.^(/w/+z/i) aequare =/22— 2m/(/22—
vel:

vel ex theoremate Tayloriano:
a^(m') , a a ^fm') z2«1 , _ ZK(;I*
"^^"·ΖΛ+ m'8 ·Τ72"+ ----- 4

quod per z n divisum posito deinde z = 0 praebet:
dy(m') _ n2— i

dm' ~~ 4 '
Integratione facta eruitur:

.
Ut Constantem C determinemus, ponimus in (G,) m' — l, m = 0, quo fit
a=l, tunc efficiiur:

qua in aequatione (^n/ productum esse ecimus, quod ex negativis pote-
statibus, quae insunt in aequatione (F.) conflatum est. In qua aequatione
(F.), statuens m' esse =1, m == 0, ubi factores elegeris, qui negativas in
se contiueant potestates, uon nisi tum, ubi r= l ponitur praetereaque in
solo dcnominatoro a fioe incipienti tibi sese praebent hi?
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13. Sohnke, aeyuationcs modufares pro iranxform. Functionum eltipt. 107

η-Τΐ Γ Κ-6Ί Γ n-Wl ^'\" S* Λ = 4 //l +

? s! « = 4m-
quorura productum facile hanc forinam induit:

n'-l Γ n-ri Γ τι-6
r i

n-lQ-l " j_l -{-^"
n \— 1

Factor y~ 8n ex denominatore in numeratorem translatus gignit:

unde producitur:

ex quibus colligitur:

Qui valor in aequatione (G) positus, efflcit ut ea transeat in:

Hinc videmus transformationes singulas quamvis in diverso ordine
nos lucrari sive ponamus in valore

v = un. [sincoam4oo.8in coainSoo.... sin coam2(/z—l)oo]
pro ω:

K iK' K+iK*
ΊΓ9 ΊΓ

sive in aequatione
n 9 n 9 n

pro 7 §cribamus: yn, yn

Ut denique elaceat, ipsum α suos valores omnes accipere, si pro m/

sioguli numeri 1^ 2? 3, .... 72 — l ponantur, in memoriaro revocare suf-
ficiet a congruentia (imis^\ (mod. 72) pro certo valore ipsius 772' unam
tantum solutionem, ipso 72 minorem admitti^ ita ut posito m'= 1,2, 3,...
... 72 — l pro s expromantur 72 — l valores ipso 72 minores, quos omnes
inter se diverses esse patet.

14*
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108 13. Sohnke> aeguationes modulares pro transform* Funclionum cllipt.

3.
Aequatio modularis, quam inter u et v revera locum habere et ca-

jus gradum esse /2-J-l in §° secunda vidimus, pluribus conditiouibus accu-
ratius est determinata, quas nuuc afferam.

a) Forma aequationis est haec:
v«+1 + Civ« + C2vn~l+CsV»-*+.... + Cnv + Cn+t^ 0,

in qua coefficientes C19 C2, C3, . . . . sunt functiones rationales integrae
ipsius u. Terminus constans Cn+l, uti ex theoria aequationum algebraica-
rum notum est, productum radicum exprimit, ita ut secundum §· l· fiat

Γ η ί * 4 - η τ τ Γ · 4m/£ + 4m'i/f'1C/„+1 = unC"-H). Π [sin coam -̂  J ,

ubi m et m' valores loco citato exactius definitos assutnunt. Si vero aequa-
tionem 8· per 9. pag· 66 in Fund, dividimus nee non radicem quadrati-
cam extrabimus, habemus

τιη—l
„ Γ . 4m +47n /z :'l t /1\ * f / tΠ sin coam - — -- 1 = + (— ) = + ( — )L n J — \κ l — \u/

ergo:
—

= ±

Ut de signo hujus termini certiores fiamus, forma omnium radicum, se-
cunda excepta, haec est:

== w".[sism coam . sin coam

sin coam i/i/<rl

quae expressio, valoribus diversis ipsi m1 tributis, signum suum minime
mutat, cum sin coam u quovis multiplo ipsius i K1 ad argumentum u ad«
dito signum suum servet. Radices igitur omnes idem signum habeant ne-
cesse est, quod est ipsius

„ Γ · 4Jt . SK . 2(n — i)K]v, = u . l sin coam -—. sin coam —*-. . . . sin coam ———'— l ·1 L n n n l
Cum vero sit sin coam(^ + JT)=±= —sinamz/, in hoc producto illos factores,
qui argumentum ipso K majus coutinent, a ceteris separemus, unde evadit

pro rt=s8r+l et =±=8r—3:
n~*\ r Λ -tr a fr fjl l^JT!

y = (~ 1) * . un. [sin coam —. sin coara —.... sin coanj)—^~J X

[ 3K . 7K . (n — 2) :ism am . sin am —-- ... sin am * —I:Π Λ H l '
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13. Sohnke, aequaüones modulares pro transform. Functionum elliptic. 109

pro #s=8r—l et = 8r-f~3:

v. = (—l)"*"·«. [sin coam — . sin coam —... . sin coam '**"" · l X* ' L, n n n i
f . K 5Ä . (n— 2)JT|I sin am — . sin am .... sin am — I fL n n n \J

qua ex re manifest um est, radicem primam, ideoque reliquas omnes, se-
cunda excepta habere positiva signa pro n = 8 w + 1, negativa vero pro
n == 8 m ±3. Radix secunda semper est positiva. Productum ergo radi»
cum omnium sive Cn+l erit positivum sive = + un+\ si n habeat formam
8r±l, et negativum sive = —H71"*"1, si n =8r + 3·

b) Aequationes modulares, commutatis inter so % et , immutatas
manere ex Fund. §. 29. notum est. Exinde idem valere si u et v inter
se commutentur sponte sequitur, dummodo, quod sub sequenti litera fac~
turi sumus, utrum v pro u ipso sit ponendum an pro u negativo, accura-
tiori examini subjiciamus.

Jam vero ex bis concludi potest aequationes respectu tarn ad v quam
ad u ejusdem gradus esse ita ut coefficientes C19 C2> <73, . ... altiorem
potestatem ipsius u, quam (n 4-l)tam continere nequeant, cum summa po-
testas ipsius v sit (fl+l)ta. Hi coefficientes habent adeo formam certam
banc: wro.(a+ßi/8 + 7wl6 + ̂ "2*+••••)j u^ *n parenthesi illae tantum
potestates ipsius u iuveniuntur, quarum exponentes per 8 divisibiles sunt.
Quod ut probetur ex Fund. pag. 89 formulam 7. in usum nostrum liceat
convertere

ergo:
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HO 13 Sohnkc, aequcttiones motfulctres pro transform. Functionum ellipt,

ubi TZ-J- l = 8«s + i positum est, unde pro /2 = 8r+l fit ^ = 2,
- i = 4,

. n=8r— 3 - t — 6.
In paragrapho secundo unura valorem ipsius v vidimus erui ei in valore
ipsius w modo allato tf1 loco y ponatur, quo facto impetraraus:

v ==±^2./>«.[/(?")],
v1
 9 2 . />'». [./V)]',

v' = ±2/-2./y».L/V)]s,
v* = 4 .

= 16 .

qui exponens ^ ipsius 7 sub signo radicali ab illo ^ in valore ipsius un+i

diflerre nequit, cum faciJe ititcliigatur numerum n(n-{-V) per 8 divisum,
si n ut impar numerus ponitur, idem residuum habere ac (/2+1)· Ubi
sfigna duplicia apposita inveniuntur, superius ralet pro n = 8rn±l, infe-
rius pro n = 8m ±3.

Si in aequatione morlulari, quae jam tanqiiam perfecte composita
statuemla eet pro u et v valores modo dioti ponuntur^ termini qui ex vn+1

et κ"*1 nascuntur eandem quantitatem irrationalem /V Kontinent neque
aliam reliqui omnes termini debent involvere ne quis coefliciVntium in ae-
(juationo per hanc irratioualitatein divisa irrationalis restet. Potestas igi-
tur quaedam um in talem tantum potestatem vp ducta inyeniri potest ut
/?? + p ΞΞΞ t (mod. 8) fiat ; ideo coefficiens C potestatis vp in Universum ha-
!.et formam hanc: a*/m + */m+8 + yum+™ + Sum+"+..,.

c) Haec productum quod ex prima potestate ipsius u et prima po-
testate ipsius v formatur in unaquaque acquatioue modulari necessario in-
esse debere satis demonstrant. Tria igitur membra adhuc definita hanc
aequationis formam produnt:

v"+i-\-.... + a,uv±un+l = 0.
Cum vero κ et λ inter se commutatis , quo aequationis mutationem quara-
piam fieri non licet, fermious a, u v in se ipsum redire debeat, facile per«
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13. SohnJce, aequationes modulares pro transform. Functionum cllipt. \\\

gpicltur /?r^n = 8m-J-l aut n=8m — l, cum in ultimo termino aequa-
tionis superius signum valeat, u et v ipsa este inter se commutanda, pro
n = 8 m + 3 au t n =8 m — 3, ubi negativum siguum focum habet, u esse
ponendum loco v9 loco u au fern — v, uullo eniin alio pacto terminus au v
gignum suum servare potest.

d) Ex illa observatione , quod aequatio modularis u et v iuter se
commutatis immutata manet, coefficientes terminorum umvp et upi/m aeyua-
les esse sponte sequitur, hac vero conditione adjecta ut eorum signa sint
contraria9 si n habeat formam 8r + 3 et p sit in numeris paribus.

e) Ex alia nota proprietate (Fund. pag. 31) aequationes moduiares
imtnutatae manent? »i loco u9 v ponatur — , — unde coefficientes termi-

um. i;p et un+1"m. vn+1-P non diversos esse patet· l de sequitur hoc
theorema: Si aeyuationem secundum potestates detcendentes ipsius v et
factores singulorum terminorum secundum potestates ascendentes ipsius
u ordinaveris 9 in terminis yui aeyue longo intervallo ab initio atyue a
fine distantj aeyuales habebis coefficientes , yui vero pro n = 8r±3 con*
trario signo affecti sunt.

f) Posito u = l , fit etiam v = l et tali quidem modo ut pro
/2 = 8r±l omnes (Λ + !) valores ipsius v fiant =-f - l j pro /z = 8r±3
vero n valores = — l , unicus = -j- ^· Expressiones enim ipsius v com-
prehenduntur in hac forma:

8mK+8m'iK'=n f .= un. siL
.sincoam - - - .sincoamn

.... sin coam

n
2(/i — l}mK+ 2 (n — i)m'iK'— - - - -- *— - ' ']I :J '

4m JC + Tn'i 7 ··· ι· Αpro sin coam - · -- vero scribi licet

(n — 4wp) K— Im'piK? . . \n — 4mp K 4m'p v^\ / . /xsin am - - — --- i- — = / . tang am I - *· . - --- *- . K' J (mod. κ').

Posito autem u = l , unde κ =s l , κ* = 0 transit taog am w (mod« κ1) in
in tang iv} ideoque fit:
• Λ. \n — 4-wp K 4m/p -ryTi. tang am ĵ  — — -^.- --- ^ J
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l 12 13. Soh.nkti aeyitalientf rnotfulares pro transform, Functionum eUipt,

cum vero pro H'=sO sit Κ=κχ> et K1 = 4r, effioitur

Umgarn [^^.^^
ergo etiam v ad unitatem reducitur, de cujus signo idem prorsus valet,
quod sub lit. a. hujus §' diximus· Hinc patet aeyuationem modularem, ubi
ponas U3=l, pro n==8r + l transire in (v — l)71*1 — 0 et pro n = Sr±3
in (ν + 1)η·(ν — 1) = 0. lade summa coefficientium, quibus diversae po-
testates ipsius u aiTectae sunt? in quoque termioo aequationis secundum
potestates ipsius v ordinatae cognoscitur, ita ut singuli quique coelficientes
e reliquis determinari possint. Summa enim coefiicientium termini vp ;

pro 72 = 8r±l

ubi iu Universum per P^ coefficientem termini («y+l)*1 io evolutione miM

potestatis biuomii cujusvis siguificamus.
§. 4.

His conditionibus rite perpensis et colleotis aequationen modulares
facili negotio derivantur. Exstant vero duae methodi ad aequationes ob«·
tineudas aptae5 quarum alteram paucis tantum verbis adumbrare et uno
tantummodo exemplo illustrare est animus, quia calculus prolixior est quam
in altera·

Goefficientes aequationis modularis quae secundum §. 3. lit. b. for-
mam sequentem habet
v«+i+ u* vn (α+βί/8+γ^16+ ....) + u*'»""1 (<*'+ β/ϋβ+γ/ιι1β+. ...)···· ± κ**1— °
hoc modo se accuratius definitos praebent.

Signum ultimi termini ex §. 3. lit. a. determinatur, Secundum §. 3.
lit. d. termini um.vp et up.vm, secundum §.3. lit. e. termini, qui ab initio
atque a ne aequo distant aequales habent factores, ex §. 3. lit. f· summa
coefficientium cujuscunque termini dcfinitur.

Ex bis numerum coefficientium determinandorum valde minui ma-
nifesfura est. Si igitur aequationem aliquam revera calculo indagare vo-
lumus primo loco ex §. 3. lit. b. scimus quaonam potestates ipsius u et v in
singulis quibusque terminis contineantur nee non plures conditiones quas
inter horutn coefficientes intercedere e modo dictis elucet; deinde ponamus
pro u et v valores (ex §.3. lit. 6.) in series infinitas evolutos. Summa
coefficientium uniuscujusqu potestatis ipsius y ipsi zero aequiposita aequa-
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13. Sohnke, aequaiiones modulares pro Iransform. Punciionum eHiptic. 113

tiones suppeditat eonditionales inter factoree terminorutn aequationis modn-
laris ex quibus conditionibus hi factores derivari possutit.

Potestates ipsius u aut serie
u ss ^2./y.[l— ? + 2?2— 3?3 + 4?4— 6?5 + 9?6— 12?7 + ....J

in potestates suas elata inveniendae sunt aut singuli termini potestatum e
theoremate polynoinico, quod dicitur derivandi.

Calculo satis prolixo potestates ipsius u ad vicesimam usque for-
roavi, quas ad aliutn etiani usum aptas hie apponam. Hae potestates sunt :

o1 =

+29 710

— 166?17-f 20«718 — 258
— 592 y 2J + 722 ?24— 876 ̂ 25 -|- 1060 y™ —....},

+ 346 y10— 522^4. 777 ?12— Il38y"+ 1648/*—2362/s

+ 3348?16— 4704^17+6554 y18— 9056 /9+l 2425 y20— 16932 fl

— 99 9

— 21894/5-}-33873?16—
+ 174033 y20— 255945 921+ ....},

o« = 4.^4.{1— 4^+14^— 40^+101^— 236/+518/— 1080^+2162^
— 4180?D+7840?10— 143287U+25591/2— 44776/3+76918/4
— 129952 ?15+ 21 6240 /6— 354864 /7+ 574958 /8— ....},

+ 5820^—12220 09+248020lt)~ 48880 0n + 93865?"
— 176125 0I3 + 323685 014— 583798 q
—1S06600017 + 3108085 qis },

o6 ss /y (l—69+2702—9S0J+30904— 882^+2330/—i
— 30826^°+ 67107 q™— 141444 ?u + 289746 q"— 578646^
+ 11295270" — 2159774?15+ 4052721 q16— 7474806y17

+3108085 f18 },
w7 _ss 8 /2. /·07. {1—70+3507—14003+483q*—1498^+42770°—1

— 1662927 9"+ 342877Ö?
U— 6913760^t5+ 13660340 g16

—2649236 1 ?17 + 50504755 q1*— ....},
Crcllei Journal d. M. Bd. XVI. Uft-2. 15
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114 13. Sohnke, aequationes modulares pro transform. Functionum elltpt.

u8 =16. g. {i— 8? + 44^ — 192^ + 718?* — 2400 ?5 + 7352 /'— 20992 (f
+ 56549 f— 145008 <f+ 356388^°- 844032 ̂ "+1934534 y12

— 4306368 ga + 9337704 qlt — 19771392 f + 40965362 qw

— 83207976 q" + 165944732 018— ....},

«9= 16/"2.^/·ί.{1— 9^+54^— 255^4-1026^—3672^ + 11997 tf
—36414 (f + 103977 <f— 281911 99 + 730953 qw

— 1822689^u+4390824^12— 10256508y13+23303025^H

— 5163 1227 <f* -J- 11 1804966 ̂ t6— 237074742 f
+ 493063403 718 ----- },

l = 32 . qfcf. {l— 10^+65^— 330^+1420^*— 54129
5+18765/— 60270^

+181645^— 5 18660^ + 1413465 qw— 3697960 f/11

+9331565^12— 22800050V13+54112825^14— 125090220f/ls

+282298020 916— 623185010 ?
17+ 1348033540 qls ----- } ,

κ":=32/2.?/ν.{1— 11^+77^— 418^+1914^— 7733^+28336^
— 95931 q7+ 304062^8— 911240^+ 2601786^"
— 7120136 ?u+ 18766759 ?12— 47830486 g13

+ 118270746 ?"— 284527793 qis + 667553898 ?16

— 1530587256 ̂ 17 + 3435726536 γ18— ....},

«1J== 64^/·^4.{1— 12^+9092— 520 03-f- 2523^— 10764^+ 41534 q6

* — 147720 <f + 490869 q«— 1539472 ̂ 9+ 4592430 ̂ l

— 1311 1632γη+360063629
12— 954971 16^I3

— 613183064^15 + 1492474572 716—
+ 82456771 10?18— ....},

«»= 64 /2 . qfif. {t— 13 y +104^—637^+ 3263 ?*— 14651 9
5+ 59345 f

— 221091 f7 + 768131 f— 2514551^ + 781 8200 ?'°
—23233535 ?" + 66328964 yn + 182681916 y»
— 487098378^*— 1261118313</15+ 3178449222 ̂ t6

— 770^ + 4151 ̂ *— 19558^5 + 82936^
— 322828?7 + 1169847 ?s— 3988292^+ 12896562 yl

— 39809574^" + 117921321 q12— 336630840^"
+ 929461993 JTM— 2489690882 y15+ 6486711301 ?ia

— 16475721276 y" + 40874694490 /8— ....},
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13. Sahnke, aequationts modulares pro transform. Functionum ellipt, 115

UK = 128 fl . g / '(f. {l— 15g+135g2— 920g3+5205g*— 25668g5+113675g9

— 461265g7+1739710g8— 6164345 g°+20690964gl°
—66222405 q11 + 203173760 g12— 600165795g13

+ 1713 196575g1*— 4740491 107gis+ 1 2748926285 q16

— 33400680615 g17 + 85415669230g18— ....},
ttie = 256. i/0-, {l— 16g + 152g2— 1 088 g3 +6444 g4 — 33184g5 + 153152g6

— 646528 g7 + 2533070 g8 — 931 1664 g9 + 32387616 gt

— 107299904 g" + 340436664g12— 1039026144g13

+ 3061896704 g14— 8739810688 g15 + 24229115109 g16

— 65390485328 g" + 172155210320g18 —... . } ,
u t7= 256^2.gVg.{l— 17g + 170g2— 1275g3 + 7888g*— 42330gs

+ 203201 g6— 890800g7+ 3619334g8— 13780540g9

•f 49590581 g10— 169812320 g11 + 556366922 g12

— 1752038020g"HT5323089708gw— I5653783345gls

+ 44679433473 g16— 124069449335 g17

+ 335888 1 62944 g18— ....},

M«8= 512.gVgMl— 18g+189g2— I482gj+9558g*— 53352 g5+ 265923 gfi

— 1208610g7-f 5084478 g8— 20021534g°+ 74438388g10

— 263104686 g" + 889020813 g12 — 2884990266 g13

+ 9026077050g14— 27314626 158 g15 + 8017703378g16

—· 228831885054 g17 + 636376573943 g13— ....},
u10= 5l2/-2.gVg3.{l— 19g + 209g2 — I710g3 + 11476g4— 66519g5

+ 343710 g6— 1617l47g7+7034047g8— 28607673 g9

+ 109745767 g10— ....},

w"> = 1024. g2 ΪΛΛ {l— 20g+230g2— 1 960 g3+ 13665g4— 82124g5+439270g6

— 2136600g7+9596460g8— 40260300g9+159174524g"J10

§. 5.
Exempli loco, secundum quod aequatio modularis cujusvis ordiuis

deduci possit, calculum pro aequatiooe decimi tert ordinis determinanda
per partes consumatum addam.

Habemus nimirum ex §» 3. lit. l·.
8 ·.[/(*)], f = -vT2.g./-g5.[/(g13)],

15
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116 13. So/znfce, aequationes m dulares pro transform* Functionum ellipt.

«3 = 2/2. ,/y. [f(q}}\ v3 =±= — 2/2.<?\/i/7.[/(^)]s,

«> - 4 .
5 = 4/2 . /g5. [/(9)]5, v* = — 4/2.ge.

«« = 8. /£ [/(9)]β, ν" = H- SY /9r'[/(^u)f,
^ = 8/2. /Υ.[/ΜΓ, v7 = - 8/-2.9"./93.[/(9»)]%
«8= 16.9 . [/(<7)18>

8

/
» = 3?
" = 64 . / . [/)]12, ^ = 64 . 19,

«1J = 64 /2 . 9 /95. [/(g)]15, v" = -64 /2 . g21, fo .

Quoniam potestas v1* quantitatem irrationalem /~</6 continet ex lit. b.
§' 3. scimus tales tantum potestates ipsius u et v conjunctim positas in ae-
quatione inveniri posse, quae eandem quantitatem irrationalem faciant, unde
pro aequatione modulari decimi tertii ordinis sequens forma evadit:

7 vu u7 + v10 «4

+ v» u (ε , + e2 w8) + υ8 «6 + 1/7 «3 (ij! + κ «8) + θ v6 «9

+ ν*«2(κ1 + κ2Μ3) + λν3^74-ν2Η4(μΙ+μ,Ο + ν«(ν1 + ι/2«8) — 1* — o.
Ultimus terminus Imjus aequatioais habet secundum lit. a. §; 3. siguum ne-
gativum, quoniain 13 est numerus foroiae 8 r — 3.

Ex lit. d. §; 3. sequuntur:
{2 = ̂ ; ^cs— a; S2—— 2; ))2==γ; κ2 = — ίι} ν2β=ϊι5

==— £ λ ssfy; (*!=— «j.
Ex lit. e. $ 3. sequuntur:

Ex lit. /l §' 3. sequitur aequationero, ubi in ea u = l ponitur, transire
in (v+l)13(v— 1) = 0 sive in

vl3 + 208vu + 429vu'-h572v?t+429v8— 429 1^—
—429 v* -208 v3— 65 v2 — 12 v— l = 0.
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13. Sohnkf, aequationes modulares pro transform, Functionum ellipt. 117

Quae cum aequatione antecedente comparata has praebet aequatio-
nes conditionales :
^ + £^=12; ß, + ß2 = 65; 7 = 208; ft + £, = 429; e1-j-f2 = 572;

£=429; ^ + ̂  = 0.
Ex bis elucet aequationem posse scribi sequenti modo:

„i4 + „u ö5< K12 _ tt2) + a, us] + v12 «2 [(65 — ß2) -f ß2 u8}
+ 208vu«7+i>lü«4[(429 + ß2) — ß2«8] — v9«[(12 — aj— (584 — a2) u8]
+ 429 v8 o6— i/7 «3 (208— 208 a8) — 429 v° «8— v5 «5 [(584— a,) — (12— «62) «ej

8]— 208 v3 a7 — v2 «* [ß2 -{ · (65 — ß2)«8]
a7)«8] — «w = 0.

Restant igitur duo tantum coefficientes deterrainandi : «2 et ß2. Ut hi de-
termioeotur pro diversis potestatibus ipsius u poniraus valores, quos in §°
antecedente dedimus; pro v vero quod est

scribere sufäcit — ^^.^v^^f5? quoniam reliqui ejue termini potestates con-
titient decima tertia raajores. Eruitur ergo:

— «14= 128 [— q + Uq* — il9</3+....

e/ = a2 . 2[ </-
tf« = ß2. 8[

Reliquos aoquationis terminos oirmes omitti licet, quooiam infimae potesta-
tes ipsius q, quae in iis continentur, tertiam s u p er a u t, ex qua jam ß2 de-
terminari potest· Additione facta et coefficieotibus singularum potestatum
ipsius q ipsi zero aequipositis evadunt aequationes:

— 119.128 — 9.32(12 — 2) + 4 2 — 8ft = 0,
ex quibus deducitur: a _ n

C&2 = O4-J p2 - ̂ j

unde denique aequatio modularls decimi tertii ordinis eruitur sequeus:

+ 429 vs^6 — 208 v7«3 (l— wa) — 429 y6^8— 52v5«5(10 + ws) — 429 vV1

' _208v3w7— 65y2^12 — 4v^(16 — 13«8) — /14 ö.
Nota. Facile intelligitur infimani potestatem ipsitls q9 quae in ae-

quatione quavis modulari ioveoiri possit in duobus tantum termiois in se-
ries evolutis contineri posse, in bis dico: un+i et a.uv, qui posito /2 + t
= 8 s + 1 pracbent :
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118 13. Sohnke, aeyuationts modulares pro irwtform. Functiomtm ellipt.

. . ....
qua ex re coiieluditur aequationem comlitionalem, ex qua coefficiens ipsius
u v determiaetur, esse hanc:

2±i n~±
2* β -^(2) 2 , ergo: α = — (2) 2 .

§. 6.
Altera methodus coefficientes inveniendi in eo oititur quod coeffi-

eiente» cujusvis aequatioius algebraicae ex summis potestatum radtcuin com«
poni possunt· Habemus eoim, ut omnibus notum est^ in aequatioiie:

v"+* + Clvn + C2vn-1 + .... + Cnv±un+i — 0,
ad coefficientes determinandos has aequatioaes conditiouales :

S.+ C, = 0,

= 0,
St + CiSt+CtSt + CtSt + iCt = 0

et cetera,
ubi per Sm significatur summa miamm potestatum radicum.

ponimus, fit secuodum Fund. pag. 89, 7.
u = /2.r./(r8).

Si n est numerus primus, impetramus secundum §. 2. omnes (/2+l)vaIo-
res ipsius v hos:

± v^2 . rn.f(rsn) et
si pro r^ omnes ejus valores in numero n ponuntur. Quod ad primam
radicem attinet, utrum signum positivum an negativum sit sumendum; ea
quaestio jam supra §. 2. Ut. a. absoluta est. Erit ergo :

in qua expressione illi tantum termini sumendi sunt, qui irrationalitatem
non continent, quoniam ex §. l· scimus aequationis coefficientes omnes
ergo etiam S functiones esse rationales ipsius u ideoque ipsius r1 . Si igi«
tur α et tali modo determinamus ut sit 8c&i+l =/z. 0 habemus

(A^^
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13. Sohnkt, aequationes modulares pro iransform. Functionum ellipt. 119

Pro n = 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, ----
Bunt: αχ = l, 3, 6, 4, 8, 2, 7,....

et & ss 3, 5, 7, 3, 5, l, 3, ....
Exponentes 0 i + 8, x-{-16, .... tantum ad illum usque va-

lorem contiouare opus eet, qui minime ab n differt et ipsius /(r8") primus
tantum terminus qui unitatem aequat sumendus est quoniam sequentes ter-
tnini potestates «ta superiores continent.

Hinc nanciscimur:
pro: n— 3, S^v = \T2.[— l + 3^] r3,

- «= 5,
- «= 7,
- « = 11, f)y = ,Λ2.[11Λ+(- 1+11^)^] r3,

Similia valent de reliquis summis. Fiunt enim:

si a2 et 2 tales valores assumuut^ qui aequationi 8^2 + 2 = /z 2 satisfaciunt;

^. + ....], si
et cetera·

Per A(^% A(3\ A(*\ .... coefficientes evolutionum secuodae, tertiae,
tae etc. potestatis ipsius u significaotur^ quales in §· 4· inveniuntur.

§. T.
Deducitur aequatio raodulaiis pro transformatione (ertii ordiois*

Forina hujus aequationis ex §. 3. lit. 6. est :
v* + au3v* + buv— n4 e 0.

Secundum §.3. lit. f. fiunt:
fl — p1 _ pa — a _ t — 9 Α — P1 _ P2 — ' l _ H =2 _ *>·U — .-JTj —— A j — ^> — · I. — <i) U — · JL 3^~ * J — * * ^̂  «^ —— -*· >

ergo aequatio ipsa est haec:
ν3 — 2^ir — «4 = 0, fiive: y4— w*— 2ι*ν(1— w2v') = 0,
aut: (v — w)3(y + w) — 2ya(l+w2)(l— y2) =0.
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120 13. Sohnkti aefiuationes modulares pro transform. Func omim ellipt.

Dedacitor aeqaatio modularis pro IraHsformatione quiuti ordinis,
Forma hujus aequationis est ex §..3. lit. a.etb.

Secimdurn §, 3· lit· e. habemus :
rfsss — a; c =s — b.

Secundum §. 3. lit. f. est:
= P5

l — P5° = 5~~l =4, 0 = P5
2— P^IO — 5=5;

ergo aequatio quaesita:
/>4-4κν + 5ί/ν~ 5wV— 4< /v— a6 = 0,

eive:
V6_w6

aut :

Dedacitur aequalio modularis pro trausfonnaliooe septimi ordinis,

Forma hujus aequationis est:
^ + au7v7 + buQvG + cusv5 + du4^+eu^3+fu^v2+ffuv+,us = 0.

Ex §. 3· lit. e. sequuntur:
^ = ; /= ; e = c.

Ex §.3. lit. f. sequuntur:
= — P^ = — 8, 0 P1 = 28, c = — P| = — 56, ^==P|=70,

ergo aequatio quaesita:
v8 — 8κ7ν7 + 28α6ν6 — 56 «5 v5 + 70 1/4«*— Se^V + SS^v2 — 8£/i/-j-w8 = ,

sive: ( l— i/8)(l — v8) = (l — r/v)8.

Dedacitur aequatio modularis pro transformatione undecirai ordiais.

Forma hujus aequationis est:

*̂v3(ii^i2u*) + ku«v* + uv(li + ̂ ^ — 0.
Ex §· 3. lit. e. sequuntur :

Ex §· 3. lit. d. sequuutur:
i2 = a^ /2 = — 6; /2==^i; = — rf^ k

Ex §. 3· lit. /'. sequuntur :
α, + α2 = P], -P?, = 11— l e 10,

= PL — Ρα = 55—11 = 44,
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13. SohnkC) -atquationes mndulares pro 1ran*form. Tfunctionum dtipf* 121

<:, + <·, = Ρί,-Pf! = 165— 55 = 110,
d — Ρί,—Ρ,', = 330—165 = 165,
e = Ρί, — P* = 462—330 = 132,

/, +/7 = Ρ'η — ΡΉ = 462-462 =a 0.
Ex §. 5. Nota, est ^ = — 32. ^

Ex bis conclitionibus jam coefficientes omnes sunt quantitates notae ;
aequatio igitur componi potcst:

+ 44u2i;6(l— u8)— 132«5vs — 165 si'*— 22 3

— v(32 — 22 o8) — un = 0,
aut si placet:

2^(v4 — i/4)(l— «4)(1— v4) — 32

= 0 *).
Dedocllnr aequaiio modularis pro transformalione deciini tertii ordlois.

Forma hujus aequationis est:
v"(ai+a2us)+u*vl\bl+ 2us)+cu7vn

*vs+u*v*(gi+g*us) + husv* + u5l>*(il+
+ "4 v2 (mt -}- rr?2 z/8) + u v (nL + n2 e^

Ex §. 3. lit· e. sequuntur:

Ex §. 3. lit. rf. sequuntur:
4=:^; /772 = — AU' rf2

 == — 2; ff2z=zc; ^2 = — ̂
h = — /; / = g·̂ · mx = — *λ .

Ex §.3. lit·/*. sequuntur:
^ + 02 Pi3— ΡΠ = 13— l = 12,
^ + 02 = Ρί3— ΡΠ « 78— 13= 65,

c = Pn— Pi23 = 286— 78 = 208,
^ + ί/2 s ΡΓ3 — P?3 = 715— 286 = 429,
et +^2 = Ρί3— PJ3 = 1287— 715 = 572,

/ — p^3_ pj3 — 1716—1287 = 429,
= PI3— P?3 = 1716—1716 == 0.

*) In hnjus Diarii Tom. XII. p«£. 178, ubi banc aequauonem sine demonstratione dedi
crror typograpliicns ioveuitur; illo eniin loco ia eecando tenaino juxta (v3-f-ua) factor orais*
aus est bic: [4M2va - (u* — *a)2j.

Journal d. M. Bd. XYL Hft.2. - 16
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122 13. Sohnfce, aeqitationes modulares pro transform. Functionum eüipt.

Ex §. 5. N'ota. est = — 64.
Aequatio ergo transit in sequentem:

8) + fcV2(Ät + M8) + 208uV1 + ̂ ^
8)-f 429 6 8— a3 v7 (208— 208 u8)— 429 fc8 v6

_„V(64 — 52 8) — n14 = 0.
§(13) £(13) £(13)

Restat igitur ut coefficientem secundum , qui est = T
 g ' --- 1- 3 deter-

roinemus·
Secundum §. 6· est

. ^ = 2«.[<./'+<+n./i+8 + ....],
si a2 et ß2 tales valores accipiunt ut aequatiooi 8 a2 + 2 = /2 , ß2 satisfaciaot,
ergo:

eive posito secundum §. 4. Af = — 10, ^ — 3348,
S(^ = 26 [— 10 r2 + 3348 /·10] ,

qui termini ex aliis potestatibus ipsiuä u nasci nequeunt nisi ex secunda
et decima, ita ut aequiponendum sit:

,S(
2
13) = m^ + m'w10;

si hie valor, qui substitutione « = ̂ 2. r. [l — r8 + .·.·] adbibita, transit in:
2/?2 2 + (32/7//— 4/w)r10.... cum praecedente eomparatur, eruitur:

2m = —260 et 32m'~4m = 26.3348,
ergo :

m = — 130; m' = 2704 unde ^3) = — ISOn'-J- 2704^ 10.
iS^ jam ex aequatione ipsa notum est, niuiinim 'S(^ = —
ergo fit coefficiens secundi termioi:

ergo 61==65, o2 = 0.
Aequatio igitur modularis decimi tertii ordinis erit:

v1*—
+429 «V— 208 «V (l— ü8)— 429 a V— 52ü5i/5(10 + ü8)— 429«lüy4

— 208üV — 65«12vs— «i/(64— 52«8) — w1* = 0,
aut:

««) (l- v4). [13(3«*
+ 3(1— ü4 + «8)(l-f f*+v8)] = 0.
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13* Sohnke, aequationes mo idares pro transform. Functionum tllipt. 123

Deducitiir acquatlo modnlaris pro transformatiooe decimi septimi ordinis.
Forma hujus aequationis est:

^^

^

Ex §.3, \\t. e. secjuuotur:

h = ̂ 2 >
Ex §. 3. lit. rf. sequuntur:

/ =

Ex §. 3. lit. /: sequuntur:

Ai + A, = +P?8 = + 153,
Cj, -|- c, = — P« ^ — 816,
rf. + rf. = +P;8 = + 3060,
ei + e2 = — PJ8 = — 8568,
Λ+Λ = +Ρί8 = +18564,

= -Pis == -31824,
= +P;8 = +43758,

/; + ia + /3 = — P/« s= —48620.
Ex §.5. TVoia. est rt = — 256.. . . t — .

Aequatio ergo sequentem formam induit:
18 +« v17 1 0^(238 — ο,Κ— 256 o16] + o2 v16 ̂  + (153 — ,)«8]
+ 3 1/15 [<-!- (816 + c.) u8] + « V4 K + (3060 - rft) «8]
+ «V3 fo —(8568 + ^) a8] + «6v12[(15504+ rft) + (3060— rft) w8]
+ t/'v11[(— 31008+c,) — (816+c1)«8J + «8"to[(436°5+^) + (153— ,)«"
+ « v" 1(238 - a,) + (- 49096 + 2 o,) u» + (238 - σ,) u16]

— -

238— σ,) + «ι]+«18 = 0.
16»
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124 13. Sohnke, aeqttaiiones modularet pro transform. Functionum ellipt.

t coefficientem primum ^ u + (238 — ox) «° + 256 u" = C, = — ·$?*
determinemus, ex §. 6. scimus esse :

.2r — 17.258/fl ....
atque

= /2 [— «i /· +«! r9— 2e, r17+ . . . . — 1 6 (238— c,) (r9— 9/·17+ . . . .) - · · · -J 5
»i hi ambo valores ipsius <5(,17) inter se comparantur, evadit:

Α1 = —34, __
ergo:

^ = 34« + .... et ^ = 34« + ....
Ouod ad secundum coefficientem, est:

c(") r ο("Ί

M'-Kisa- On10 = c'2 = ~ 2 — 2 - ·
Ex §.6. vero fit:

atque :

unde ex amborum comparatione oritur:
/7z = 306, ergo ^17) = 306 «* + ....

unde:
C2 = 61

 2 + (153 — ̂ )«ΙΟ = — 153 «2 + 578«' + .... = +425 0'
ergo :

, = +425.
Tertius coefficiens est

Ex §. 6. fit:
41'5

= 34 /-2.[t94r3 + ....]
atque

m'u11

alter valor ipsius £3 cum altero comparatus praebet:
tn — 3298, ergo o'f } = 3298 w j + ..... ,

unde :
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IS. Sohnkf, aequatione$ moduiafes pro transform. Funcfionum etlipt. 125

C, = ^0»—(816 + Ci)«" = —10991. u3 + 3468 α3—4816|/Λ...
= — 2448«3...,,

ergo:
ct =s — 2448.

Quartus coefficiens est:

Ex §. 6. fit :
^17> = 68

= 6
atque

^ == mu* + m'uK

= 4mr4+....
alter valor ipsius ^ cum altero comparatus praebet:

m = 36754,
ereo:

S(^ = 36754«*—....,
unde:

i74 es ^«« + (3060— 1/0«"
=s — 9188 J u* -t- 28033 ««—32512 1 u4 + 20808
= 7140«4....,

d, == 7140.
Quintus coefficiens est:

Ex §. 6. fit;
ΑΓ

atque
•Sf

= 4/'2.mr54-....
alter valor ipsius <SS cum altero comparatus praebet:

m = 421634,
ergo:

^17> = 421634 w5 + ....
unde:

<75 = e1us—(8568 + el)ui3

-, — 84326 1 «s + 249927 } w5 — 280330 a* + 149317 f κ5 - 48552 ws

β — 13464w5— ....

β, = —13464.

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/23/15 3:02 PM



126 13· Sohnke, nequationes modulares pro -transform. Functionum e/lipt.

Si denkjue bi valores in aequatione prius dicta ponuntur, aequatio
modularis decitni septiroi ordinis eruitur:

v'8_(34 — 272«"-f 256«tfi)«>"7 + 17(25 — 16«8)uVG— 816 (3 — 2 u8)«5 v15

4-1020(7— 4u8)wV*— 1224(11— 4 8)«/V3 H- 204(111 — 20 «8)i/V>
— 816(41- 2«*) «V1 4- 34(1295 — 8o8) sv10 + 68(4— 723 *s+4u">v'J
_34{8— 1295 «8)«VS + 816(2 — 41 us) a3 v7 — 204(20 — 111 8)wV
4-1224(4— 11 ̂ uV— 1020(4 — 7O«°>'4 + Sl (2 — 3;/'>V
_ 17(16— 25 u8) «V — (256— 272«8 + 34«16)«f+ «18 = 0,

aut:

Deduritur avrjualio modnlaiis pro transformatiooe undevicesimi ordinis.

Forina hujus aeqtiationis est:
y*> 4. ( l 4. c, «« 4. Oj ««) «». v19 -f (bl + 2 u8) w6 v18 4- (c, + <-2 a« + r3 ulfi) « v17

1 -f-

(r, + /-2 «8 + r3 u16) «3 v3

)«20 = 0.
,Ex §. 3. lit. «. spquuntur :

77/jsrr — A2; /3 = — /,; L = — /2; ^sss — /3; ^r2 = — £, .
Ex §. 3. lit. d. sequuntur :
rj=0i5 i3~a2J 03 = — Ar, /3 = — 62; /j — Cj,; /3 = ί·2; ,̂, = — £/,;

2= — </2; «2 — i-t? J 2 =— /!«, A 2 = — /2; /?2 = ^i; m,t=:— - A , ;

Ex §.3. Ht. f. sequuntur:
β, + «,'+*, = . Ρίβ — P?« == 19— 1 = 18,

6, + 62 = PS, — PJ9 = 171— 19= 152,
^ + r2+c3 == ΡΓ9 — Ρί9 s= 969— 171== 798,

rfj+d, = Ρίη — P?9 = 3876- 969 = 2907,
e^i-e, = Ρ,Ότ-Ρίο = 11628- 3876 = 7752,
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13. Sohnke, aequationes modulares pro transform. Functionum elliptic. 127

/,+/2-}-/3 — 9 — Pi,, = 27132 — 11628 = 15504,
fr+gi^s P;9 — PJ9 = 50388 — 27132 = 23256,
hl-\-hi = P;9.— Pfe = 75582 — 50388 = 25194,

/, + i 2+/j = Pi'9 — Pf, = 92378—75582 = 16796,
tl + tt = °— P?a = 92378 — 92378 = 0.

Ex §.5. Nota, est:
f, = —512.

Aequatio ergo sequentem formara ioduit:
v» 4. [ül _ (494 + Cl) «8 + 512 uw] u3 v19 + [^+(152 — Ä,) u8] uf' i/18

H- [— «i + ^ «s + (798 + ct — c2) «1CJ w v17 + [di + (2907 — rf^ u8] «4 y16

-}. (7752— eO «8j «7 v15 + [^4- (15656—2 ot) o8 — (l 52— Ät) ü10J «2 y14

[_ e, 4. (23256 + eO «8] «5 v13 + [(28 101 — </t) — (2907 — rf,) us] u9»"
[_ et + (17290 + ct + c2) «8 — (494 + ) w16] «3 v11

+ [(15656— 2 A,) — (15656 — 201)«8]«V°
-f- [(494 + ßx) — (17290 + cx + c2) «8 + ra «1ÜJ u v9

+ [(2907— ̂  — (28101 — ̂ a8] «4v8 — [(2325G + *t) — ̂ ü8] «7 1/7

+ [(152 — Ä,) — (15656 — 2 60 «8— 0,] «2 /' — [(7752 — <?0 + «·, f^8] «s v*
— [(2907— dO + rfi«8]«V— [(798 + 0, — r2) + c2u8— «^«V
— [(l 52 — Ä,) + Äx u8] </' v2 — [5 12 - (494 + cj «8 + o,] u v — u20 = 0.

Ut primus coefficiens determinetur est:
C\ = aiu3— (494 + 0l)wu + 512 ü19 s —•S,.

Ex §. 6. vero fit:

— 19.12. rj 4-....]
atque

= m u3

alter valor ipsius >SL cum altero comparatus praebet

ergo

unde:

Secundus coefficiens est:
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128 13· Sohnke, atqiißtiones ,mr>dn!ar.t3 Jiro irannform. Funcdonitir ellipt.

Ex $.6. fit:
S™ = 38™

= 38.fl648>+....]
atque

alter valor ipsius 3 com altero comparatus praebet:
m = 7828,

ergo:
^I9) = 7828«"+....,

HD de:
Ct = — 3914 ü6 -}- 6498 ;/+.... = 2584««+.. ..,

ergo:
Ä, = 2584.

Tertius coefficiens est:

Ex §. 6. fit:
S? = 38 fl . [//f /· + 4? r" + XJ /-17J

= 38/"2.[9r — 255945 r9 + .,..]
atqtio

— mr 9+ 2 m r"
+16 m' r° — 1 44 m' r"

+ 256 w" r17},
alter valor ipsius S3 cuxn altero comparatua praebet:

m = 9. 38,
— /« + 16 m' = —38.255945,

ergo:
m =s 342,
m' =s —607848,

ergo :
'̂ö) = 342 u- 607848 «e,

unde :
C, = —l 14 + 202616 B·— 297464«»·+ 98192 «' +

ergo :
«, = 3344,
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13. Sohnke, aeqitationes modulares pro transform. Functionum elliptie. 129

Quartus coefficiens est:
</,«* + (2907 -i/,) «l2 ,= Ct = — | _£^i_£|«£_^i.

Ex §.6. fit:

-- 76. [—4180 r4 + ....];
atque

attcr valor ipsius 54 cum altero comparatus praebet:
m = —79420,

ergo:
,Si10) = — 79420 *+....,

«n de :
C1, = 1 9855«*— 9747z/*— 3249«*.... = 6859«*,

ereo :
dt = 6859.

Quiutus coefficiens est:
t, i,"1 A. C77^9 _ p "l w15 — Γ -- -5ί _ ^' S* _ C*St _ GI a'a _ CA gi<?,« - f( . / /o^ — ^;M _ 1,5 _ 5 5 5 5 x 5 *

Ex §. 6. fit:
•S?9' = 76^2.[^r7 + 4sr15]

=a 76 ϊΛ2. [1035060 r7 +. . . .]
atque

alter valor ipsius £5 cum altero comparatus praebet:
m = 9833070,

ergo :
•S™ = 9833070 «7 + ....

unde:

ergo :
^ == 2280.

Ex bis aequatio inodularis undevicesimi ordinis oritur haec:
Crelle's Journal <1. M. Bd. XTI. Hil. 2. 17
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130 13. S o linke, aequationes modulares pro transform. Funotionum ellipt.

512«l6)«3v19+152(17— 16a8)K6vw

— 38(3— 88 «8 + 64«16)« v" + 19(361— 208 «8)üVf> + 456(5 + 12 u8)«7 v15

+ 152(17+69u8+16«1G)«V*— 456 (5 - 56 «8)u V3 + 494 (43 + 8 u8) «V2

— 76 (44 — 273 us + 8 w16) «3 i'u -f 104S8 ( l — w8) a6 v10

+ 76(8— 273ü8 + 44«16) u y°— 494(8 + 43 «8)uV — 456(56 -5 a8)"7"7

— 152(16+ 69 «*+17wl6)ü2v6— 456(12 — 5 M8)«8/ +19(208— 36l«8) «V
+ 38(64 — 88//8.+ 3ü lf i)«V-|-152(t6— 17 ü8)«" v'
— (512 — 608«8+ll4ü16)üv — a20 = 0.

His exemplisj quomodo aequatio modularis pro transfortnatione cujusvis
ordinis deduci possit , satis demonstratur.

Halae, meus. Märt. 18Ü6.
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