
8- jdbel, equations resoliibles alg^briquement.

a
Meraoire sur une classe particuliere d'equations

resolubles algebriquement
(Par Mr. N. H. Abel.)

JU est vrai que les oquations algebriques ne sont pas resolubles genora-
lementj mais il y en a une classe particuliere de tous les degres dont la
rosolution algebrique est possible. Teiles sont p. ex. les equations de la
forme xn—1=0. La r solution de ces equations est fondoe sur certai-
nes relations qui existent entre les racines. J'ai essaye a goneraliser
cette remarque en supposant que deux racines d'une equation donnee
soient tellement liees entre elles, qu'on puisse exprimer rationellement
Fune par Tautre, et j'ai trouvo, qu'une teile Equation peut toujours ^tre
r solue a Taide d'un certain nombre d'equations moins elevees. II y
a meme des cas o Γόη peut resoudre a lg^br iquement l'equatien don-
nee eile meme. Cela arrive p. ex. toutes les fois que, l'equation donnee
otant irreductible, son degre est un nombre premier. La m£me chose a
lieu encere si toutes les racines d'une oquation peuvent 3tre exprimoes par

χ, θχ, Θ2χ, θ*χ, .. . θη-ιχ, o θηχ=ζχ,
f)x otant une fonction rationnelle de x, et 2cc, 3x, f .. des fonctions de
la m6me forme de θχ, prise deux fois, trois fois, etc. . . .

xn l .
L'equation τ-= 0, si n est un nombre premier, est dans ce

' CC ~~~ A

cas; car en designant par χ une racine primitive pour le module Λ, on
peut> comme on sait, exprimer les n — i racines par:

x, x<*, x*2, x"\ x"n~*9 o x*n~l ss= x,
c'est-a-dire en faisant x*=:0x, par:

x, x, 3x, 3x, . . . . n^2x, o ^sq^rx.
La meme propriete convient a une certaine classe d'4fjuatio»n$

qu'offre la theorie des fonctions elliptiques.
En g noral je suis parvenu demontrer le theoreme suivant:

,,Si les racines d'une equation d'un degre quelconque sont liees entre-elles
de sorte, que toutes ces racines peuvent 4tre exprimees rationnelleinent
au moyen de Fune d'elles, que nous designerons par x; si de plus, en de-
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132 8. A bei, ^uations r&olubles

eignant par 6x9 θ^χ deux autres quelconques des racines en question,
on a

ϋθ,χ = θ,θχ:
I'equation, dopt il s'agit sera toujours rosoluble algebriquement, De m&m%
si F n suppose Feijuation irreductible et son degre exprime par

»t «V V«,tVj · **2 · · · · · »ω y

ou &19 &29 . . . . αω sont des nombres premiers difforens, on pourra τέ-
duire la rosolution de cette iquation 4 celle de v\ 4quations du degre a1?
de va equations du degro «?> de V3 equations du degro % etc.*

Apres 'avoir presente generalement cette theox;ie, je Fappliquerai
au.t. foQCtions circulaires et elliptiques«

.§. l,
Nous allons d'abord consid rer le cas o Γόη suppose que deux ra-

uines d'une equation irroductible *) soieat lioes tellement entre-elles, qu«
June ^uisse etre exprimo rationriellemenl par Tautre.

Soit
1. φχ = 0

μιΐθ equation du degre μ, et x' et χ les deux racinea qui sont lieos en-
tre-elles par Tequation

2. x'= flA,
οίι Gx dosigne une fonction ratipnnelle de χ et de quantitis connues»
La quantite x/ etant une des racines de l'£quationf on aura φ(χΟ==ο
tet ^n vertu de (2.)

3. φ (0x0 = o,
- Je dis maintenant que cette equation aura encore lieu^ si au lieu

<le xt on met une Autre racine quelconque ;de F^quation proposoe. On
aura efiectivement le thooreme suivant **).

*) Une equation ^ocs=o, dont ks coefficiens «ont des fonctions rationnelles d'on certain nom-
b^e <le quaMites coonuee Λ, 6, c, , , . . s'appelle i r reduc i ib le , lorsqu'il est impossible d'ex-
|iriin«r se* racines par une equation moiqs elevee» donl les coefficiens soicnt egalement 4es f ne-
tions rationnelles de a9 £, c, . r . .

Λ+) Ce theoreme «e demontrera ais»ment cpmrae il suit;
Quelle que soit la fonction rationnelie fx, on peut totijovrs faire fx = -^-» o M et N

«out des fonctions entieres de oc, qui n'ont pas de facteur commun; mais une fonction de » peut
ftre mise soas Ja for#ie P?t (>.^ , K>U Fet Jp sont des foections entieres, telles, que !t
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8. Abel, equatiom resohibles algebriquement. 133

Theoreme I. „ Si une des racines d'une equation irroductible
= O satisfait a une autre oquation fx — 0, o fx dosigne une fonc-

tion rationnelle de χ et des quantites connues qu'on suppose contenues
dans φχ; cette derniere iquation se trouvera encore satisfaite en met-
tant au lieu de χ une racine quelconque de F&juation <px = 0 j mais le
premier ifcembre de l'equation (3.) est une f nction rationnelle de x, donc
on aura

4. φ(0χ) = 0, si φχ = 0,
c'est- -dire, si χ est une racine de T&juation < x = 0, la quantito θ χ le
sera ogalement.

Maintenant, en vertu de ce qui pr cede, x, est une racine de
Tequation φ χ = 0, donc 00x1 le sera aussi} galement Θθθχι9 etc.
le seront encore en rep tant Toperation dosignee par un nombre quel-
conque de fois.

Soit pour abreger
θθχ,^θ^χ,^ 00βχι==ο3χ^ 003χ1 = 0*χ1 etc.,

on aura la Serie
5. χί9 Θχί9

 2x4, 0?Xj, *^1!, . . . .
et toutes ces quantitos seront des racines de Tequation φχ==θ. La so-
rie (5.) aura une infinite de termes, mais Foquation φχ = θ n'ayant
qu'un nombre fini de racines differentes, il faut que plusieurs quantit s
de la sorie (5.) soient Egales entre-elles.

Supposons donc p. ex.

on bien
6. 0rt( mx1) — mx1 == o,

en observant que n+mx1 =:6n6mxl.
Le premier membre de Tequation (6·) est une f nction rationnelle

de 6mx^ or cette quantito est une racine de T&juation φχ = ο, donc en
vertu du thooreme enonco plus haut, on pourra mettre xt au Heu def

degre de P soit moindre que celui de la f nction φ χ. Donc, en faisant M = P + Q · φ «ι on .aura

fx = —-r γ·φ ^ Q^^ pose, soit χ la racine de φ χ = o, qui satisfait en meine tems a fx ea o >

o;I sera egalement une racine de l'equation P = o. Or si p n'est pas zero pour une valeur quel-
conque de oc, cette equation donnera oc, comme racine d'une equation d'un «legre moindre que

celui de φ χ = o; ce qui est contre l'bypothese; donc P c=; o et par suile fx = φ Λ·-^-> d'ou Ροή
\oil que/oc sera egal a zero en meine tems que φ χ q» e. d·
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134 8· *rf&ef, dquations rholubles algAriquement.

Cela donne
7. 'X r= xl9

ou Γόη peut supposer que n ait la plus petite valeur qui existe, en sorte
que toutes les quantites

8. x19 Θχι9 βχ, ..
soient difforentes entre-elles.

L'&juation (7.) donnera
ι=ίθ*χι c'est- -dire:

Cette formule fait voir qu'a partir du terme Θη~ιχι9 les termes
de la suite (8.) se reproduiront dans le m me ordre. Les n quantitos (8.)
seront donc les seules de la sorie (5.) difforentes. entre-elles.

Cel poso, si μ ^> n, soit #2 une autre racine de T^quation propo-
soe, ijui n'est pas contenue dans la suite (8.)> il suit du thooreme L,
que toutes les quantites

<j · QC g j *J CC '2 » *̂ 2 > * * * * ^ 2 > · t . *

seront galement des racines de Tequation propos e. Or je dis que cette
suite ne contiendra que n quantites differentes entre-elles et des quanti-
tos (8.). En effet, ayant θηχ^ — a?x = o, on aura en vertu du theoreme L:

— Xi et par suite:

Donc les seules quantites de la sdrie (9.) qui pour ron t tre difForentes
entre-elles, seront les n premieres

10. ατ2, 0#2, 02Λ·2> · · · · Οη-^2.
Or celles-ci seront necessairement difFerentes entre-elles et des quanti-
tos (8.)· En effet, si Γόη avoit

o m et v sont moindre que n, il en rosulteroit θηχι = θνχι> ce qui est
impossible, car toutes les qantites (8.) sont differentes entre-elles. Si au
contraire on avoit:

6mx* — Gvx^
il en resulteroit

donc

c'est-a-dire la racine x* s.eroit contenue dans la sorie (8.), ce qui est
contre Typoth^se.
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8. Abel% e'quations rosolubles afgJbriqucment. 135

Le nombre des racines contenues dans (8.) et (10.) est 2/i, donc
μ sera ou egal a 2fl, ou plus grand que ce nombre.

Soit dans le dernier cas cc3 une racine diflf rente des racines (8.) ,
et (10.), on aura une nouvelle serie de racines

f» A v ffi v Λ71""1 τ«4/3, l/»v 3, (y w3, . · · · (/ *^3 J . · · .

et on domontrera pr^cisement de la meme maniere, que les n premieres
de ces racines sont difforentes entre-elles et des racines (8.) et (10*).

En continua t le procedo ]usqu'a ce que toutes les racines de Γέ-
quation φ χ == 0 soient epuisoes, on verra que les μ racines de cfctte
iquation seront divisees en plusieurs groupes, compos^s de n termes;
donc μ sera divisible par Λ, et en nommant m le nombre des groupes,
on aura:

11. μ = m. /z.
Les racines elles m^mes seront:

02 ~> Λ71"*1 -r«ΛΊ, · . . · l/ vt/j ,

Λ2 y, tt—l ^
(/ *Λ·2, . · · · U vf 2 ,

12. v X**$ ,

/? ̂  /92 'r /jn—i ^
n, VX>m) v Am) . . . · (7 "&m·

Si 7/2 = l, on aura η = μ, et les μ racines de Toquation <px = o seront
exprimees par

Dans ce cas, comme on verra dans la suite, Tequation φχ = ο est τέ-
soluble algebriquement. Mais la ineme chose n'aura pas toujours lieu
lorsque m est plus grand que Tunite. On pourra seulement reduire la
resolution de Tequation φχ==0 celle d'une equation du /2ίέιη6 degro,
dont les coefficiens dopendent d'une Equation du m™me degrej c'est ce que
nous allons demontrer dans le paragraphe suivant.

§· 2.
Considerons un quelconque des groupes (12.)? p. ex. le premier,

et faisons

l. | „ ,~^τ „ n„2 ' * ' '

les racines de cette equation seront

et les coe'fficiens ^', A", . . . . A(f> seront des fonctions rationnelles et
18*

14. " " " - Έ · "' ·- " · "- ^.x-^-AW = 0,
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136 8. sibel, dquations risolubles algibriquement.

symotriques de ces quantitos. Nous verrons qu'on peut faire dopendre le
doveloppement de ces coefficiens de la rosolution d'une seule oquation du
degro TW.

Pour le montrer, consid&rons en gonoral une fonction quelconque
rationnelle et syrnotrique de xl9 6xl9

 2^, . . . . Θη~*χι9 et soit

cette fonction.
En mettant au Heu de χλ successivement x2, x>, . . . · xm9 la fonc-

tion yl prendra diflferentes valeurs, que nous dosignerons par yl9 yz>
y$9 · · t · ym. Cela pose, si Γόη forme une oquation du degro 772:

dont les racines sont yl9 y*9 y39 . . . . ym9 je dis que les coefEciens de
cette ^quation pourront otre exprimes rationnellement par les quantites
connues, qu'on suppose donnoes par l'equation proposee.

Les quantites Θχι9 Θ2χι9 . . . . on^lxl etant des fonctions ration-
nelles de xl9 la fonction y^ le sera egalement. Soit

17. / nous aurons aussi

Mettant dans (15.) successivement Θχι9 Θ2χί9 0*xl9 . . . . θ*~ι*ι
e^^ et remarquant que θηχι=χ^ οπ+1^ = οίτ^ n+2a?l= 2x1, etc.

il est clair que la fonction yx ne changera pas de valeurj on aura donc
yt

et egalement

Elevant chaque membre de ces equations la v1""16 puissance, on
en tire: ,

/v" ss _,
J* n

*,)r + ·

En ajoutant ces derni^res equations on aura la valeur de
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8. Abelf dquations rdsolubles algebriquement. 137

exprim e en fonction rat ionnel le et symetr ique de toutes les raci-
nes de Tequation φα? = θ, savoir:

Le second membre de cette equation peut tre exprirne rationnel-
lement par les coefficiens de φ χ et θχ, c'est- -dire par des quantitos
connues. Donc, en faisant

20. r, = yx + yl + yl + .... + y*m^
on aura la valeur de rv, pour une valeur quelconque entiore de v. Or
connoissant rl9 r2, . . . . rm, on en pourra tirer rationnellement la va-
leur de toute fonction symetrique des quantites γι9 yZ9 , . . . ym. On
pourra donc trouyer de cette maniere tous les coefficiens de l'equation
(16.) et par cons^quant doterminer toute fonction rationnelle et symetri-
que de xl9 Θχι9 e^x^y ..... 71"1^ a Taide d'une equation du mikme degre.
Donc on aura de cette maniore les coefficiens de l'equation (14.), dont
la resolution donnera ensuite la valeur de χλ etc.

On voit par la qu'on peut ramener la resolution de Tequation
<pa; = 0^ qui est du degre μ = 7/2. 72, a celle d'un certain nombre d'oqua-
tion« du degre m et n» II suffit mnme, comme nous allons voir, de re-
soudre une seule equation du degre m et m equations du degro n.

Soit ψα?4 un quelconque des coefficiens^, Α"τ> .... A^ et faisons
21. tv = γΐ.φχ, + >£.ψ*β +yl.+x3 + ·..; + ^Ψ**· ^

Puisque ^.ψ^ est une fonction symetrique des quantites xl9
xl9 .... Θη~ιχι9 on aura, en remarquant que θηχι = x^ 71"1"1^ = x^ etc.

donc:
y^ar1===±.{(F^^^ + (F ^^^1 + ..^

On trouvera de semblables expressions pour yl^x29 ^£·Ψ#3> · * «
·· · yVm9^xm9 en mettant x2, x39 . . . . xm a la place de χλ. En substi-
tuant ces valeurs, on voit que tv deviendra une fonction r a t i o n n e l l e et
sym^triqt ie de toutes les racines de Nquation φ χ = 0. En effet
on aura ,

22. t r = ^(Γχγ.ψχ.

Oonc on peut exprimer tv rationnellement par des quantites connuesv
Cela poso, en faisant y= 0, l, 2, 3^ .... m — l, la formule (21)

donnera :
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, Jquations rtsoliibles algcbriquement.

Οη tirera aisoment de ces equations, Unfaires par rapport a
2, . . . . ψχη, les valeurs de ces quantites en fonctions rationnelles
y., y2, ys, . . . . ym.

EU effet, en faisant
23. (r— y2)(r— rs) . . . . (r— r«)

on aura

Les quantites 1?0, JRI? . . . . J?m_2 sont des fonctions rationnelles
de Ji» 7s » 7*> · · * · ym) mais on pent les exprimer par 7, seul. En
effet, en multipliant (23.) par y — y,, on aura:

= y
d'o Γόη tirera, en comparant les puissances Egales de y:

= r χ
_ y « ,

J I
o r r» . _ r> ι « «„«-»-»J.

En substituant ces valeurs, Texpression de ψχτ deviendra une
fonction rationnelle de ys 6t de quantites connues, et on voit qu'il est
toujours possible de trouver ψα?χ de cette Sorte, sous condition que le de-
nominateur

ne soit pas «ero. Or on peut donner a la fonction y, une infinito de for-
mes qui rendront impossible cette equation, p. ex. en faisant

26. y, = (κ—ΧιΧα — 6x3(01 — θ*χ3....(κ-.Θ«-ιχ^
o α est indetermine, le denominateur dont il s'agit ne peut pas s'eva-
nouir* En effet ce denominateur 4tant la m£me chose que
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8» Abcl, fyuations r&olubles algtbriquement. 139

on auroit

s'il &oit nul, c'est- -dire
(a— XJ)( — xj....(a—0™^) s

ce qui est impossible, oar toutes les racines XA, Q^, Ο2χχ, . . . . *^^
sont diff rentes de celles-ci: x*> 0x*, 2x , . . . . ^x*.

Les coefficiens ^, -^^, .... -<ijn> peuvent donc s'exprimer ration-
nellement par une m4me fonctian yl9 dont Texpression dopend d'une qua-
tion du degro m.

Les racines de l'ajuation (14.) sont
xl9 Θχι9 Θ2χ19 . . . . θη~τχ^

En remplagant dans les coefficiens ^f'f, Λ" etc. yx par ya, y3> . . .
. . . ym, on obtiendra 7/2—l autres ^quations, dont les racines seront re-
spectivement:

T h o o r o m e II. L'equation proposoe φΛ·=0 peut donc £tre de-
composee en un nombre de m d' quations du degre /z; donc les coefficiens
sont respectivement des fonctions rationnelles d'une m me racine d'une
seule equation du degre m.

Cette derniere equation n'est pas gonoralement rosoluble algebrique-
ment quand eile passe le quatrieme degro, mais Tequation (14.) et les
autres semblables le sont toujours en supposant connus les coefficiens
A\) A" etc., comme nous le verrons dans le paragraphe suivant.

§. 3.
Dans le paragraphe precedent nous avons consider le cas ou m

est plus grand que Tunito. Maintenant nous allons nous occuper du cas
ou m = 1.

Dans ce cas on aura μ = 72, et les racines de requation (f>x=. o
seront

27. #lf ΘΧι, ο'ΛΓχ, . . . . β'""1^}
or je dis que toute aquation dont les racines peuveut dtre exprimees de
cette sorte est resoluble algobriquement.
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140 8* AI) el9 tguations rdsolulles algebriquement*

Soit α ime racine quelconque de l'oquation a'' — 1 = 0, et faisons
28. ψχ=(χ + αβχ+α2β2χ + α303 + .... + α^ο^1χ)^

φχ sera une fonction rationnelle de x. Or cette fonction peut s'expri-
raer rationnellement par les coefficiens de φ χ et θ χ.

En mettant Omx au lieu de x, o n aura

( mx -j- a0m+1x + α
maintenant on a

donc : ·

Or ^ = l , donc :

donc,

on voit que

En faisant m = l, 2, 3, . . . . μ — l, et ajoutant ensuite, on trouvera :
29. φχ — -^{φχ + φθχ + φθ*χ-\-.... + φθ^χ}.

φ χ sera donc une fonction rationnelle et sym&rique de toutes les ra-
eines de T quation φχ = 0, et par consequent on pourra Texprimer ra-
tionnellement en quantites connues.

Soit ψΛΤ = υ, on tire de Tequation (28.):

30. (Tu = χ -f- αθχ + «202ar + ---- +. &-*#*-* x.
Cel ρο$έ, dosignons les μ racines de lequation

at* _ i 3= 0
par

3J. l, C619 &2) «3, f . . . M-.J

et les valeurs correspondantes de v par
32. ι/0, υι9 va> v„ . . . . υμ_ι9

Tequation (30.) donnera, fen mettant a lia place de ^ successivement l,
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8. Abel, Sguations rdsolubles algcbriqiKment.

μ
/u0 = χ -f- θχ -f- 04X 4- ..... -J- (T-'x,

/"υ, = χ + «t 0x + α*02χ + ..... + «f-10''-1cc,
33. ,r„ — χ + α2θχ

En ajoutant ces equations on aura:

34. x= --

o u4 exprime la quantite rationnelle /v0.
On connoit par la la racine x. Gin^ralement on trouve la racine

Oinx en multipliant la premiere $es equations (33.) par l, la seconde par
«7"*, la troisieme par a^m etc., et ajoutant j il viendra alor^;

35. β»χ = * {— ̂  + *Γ·^ι+«Γ·^ + .... + Λ^.^^
En donnant a m les valeurs 0, l? 2, . . . . μ — l, on aura la valeur de
toutes les racines de Tequation.

L'expression procidente des racines contient genoralement un non>
μ

bre μ — l de radicaux diiEerens , de la forme /υ. Elle aura donc un
nombre μμ~~ι de valeurs, tandis que T quation (px=0 n'en a que μ. Mai$
on peut donner a Texpression des racines une autre forme, qui n'est pas

μ
exposee cette dijHRculto. En effet, lorsque la valeur de /V^ est fixee,
celle des autres radicaux le sera egalement, comme nous allons le voin

Quel que soit le nombre /Λ, premier ou non, on peut toujours trou-
ver une racine & de Tequation a^"· — 1=0, teile que les racines

l> #a> 3 > · · f · &μ—\

puissent £tre repro^entees par
36« ^, A , ft| » . . · et'**

Cel poso on aura
χ

/"v.
d'o Γόη tire:

38'
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142 8. A bei, dguations r&oliibles cilgdbriquement.

Le second membre de cette equation est une fonction rationnelle de x,
qui ne changera pas de valetir en mettant au Heu de χ une autre ra~
eine quelconque wx> comme on le verra aisement, en faisant cette Sub-
stitution et ayant ogard l'oquation θμ+νχ = 0yx. En designant donc
la fonction dont-il s'agit par ψχ, on aura:

^.(^y*-* = ψχ =
et de Ια:

-39.

Le second membre de cette oquation est une fonction rationnelle et sy-
m^trique des racines, donc on peut Texprimer en quantites connues. En
la designant par #*, on aura:

40. faufay-* = a*
et de l :

"4l.

A Taide de cette formule Texpression de la racine χ deviendra:

42. a . = = _

Cette expression de χ n'a que μ valqurs differentes, qu'on obtiendra en
mettant au Heu de /ux les μ valeurs:

μ μ μ μ
}/~Vl9 Μ)Γυι> cf^Vt, . . . . Α^^/Χ*

La methode que nous avons suivie precodemment pour la rosolution
de Fequation <px = 0 s'accorde au fond avec celle dont Mr. Gaufs a fait
usage dans ses „Oisquisitiones arithmeticae pag. 645. et seq" pour re-
soudre une certaine classe d'oquations, auxquelles il toit parvenu dans
ses recherches sur Tequation xn — 1= 0. Ces equations ont la m£me
propriete que notre Equation <px = 0 j savoir que toutes ses racines peu-
Tent tre repr^sentoes sous la forme:

x, x, &x, ..... ^x,
x itant une fonction rationnelle.

En vertu de ce qui pΓέcέde nous peurrons enoncer le th oreme suivant :
T h o o r o m e III. Si les racines d'une iquation algebrique peu-

vent 4tre repr sent^es par:
x, tix,
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8. <<4bel, cquations rfaoliibles algcbriquement. ' 143

ou 0Ρχ = x et θχ designe une fonction rationnelle de χ et de quantit s
conrmes, cette ^quation sera toujours resoluble algebriquement.

On en tire le suivant, comme corollaire:
Theoreme IV. Si deux racines d'ujie <3quation i r reduct ible ,

dont le degre est un nombre p remie r , sont dans un tel rapport, qu'on
puisse exprimer Fune r a t i onne l l emen t par l'autre, cette equation sera
resoluble algobriquement.

En effet cela suit immediatement de l'equation (11.)
μ = 772.72,

ου Ion doit avoir 772 = l, si μ est un nombre premier, et par consequent
les racines s'expriment par cc, Οχ, Θ2χ9 . . . . θμ~ιχ.

Dans le cas, ou toutes les quantit&s coniaues de φχ et θχ sont
reelles, les racines de Tequation φ χ jouiront d'une propriete remar-
quable, que nous allons domontrer.

Par ce qui precede on voit que a^ peut otre exprimoe rationnel-
lement par les coefficiens de φ χ et Θχ9 et par a. Si donc ces coe'ffi-
ciens sont roels, αμ^ doit avoir la forme

αμ_τ t= r + AvT— l,
o \T — l n'entre qu'a cause de la quantite a, qui en genoral est imagi-
naire, et qui g neralement peut avoir la valeur

2π , ~ 2πet, = cos -- 1- ιΛ— l · sm — .μ § γ !*>
En changeant donc dans # le signe de /* — l et designant par

0^1 la valeur correspondente de αμ~ι9 on aura
^ = a — o/"— :i.

Or suivant (40.) il est evident, que αμ^% = αμ^ , donc b = o et
43. <V-i = *·

Donc ημ^ a toujours une valeur reelle. On domontrera de la meme
maniere que

vt = c -f- rf/*— l et νμ~ι = c — d /"~ l,
o c et d sont roels.

Donc:

De l on tire
44. . ^^c + ̂ -
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144 8. Abel9 fyuations r/soluUes algtbriquement.

et par suite ^(e*"-— c8) = <i; d'o Γόη voit que /"(a* — £*) a toujours
\me valeur reelle.

Cel poso, on peut faire
45. c = (/^cosi,

o £ est une quantit^ positive.
On en tire

crest-a-dire
46. a? = ^j

par consequent ^ sera ^gal la valeur num^rique de ff» D'ailleurs on
veit que a est toujours positif, si μ est un nombre impair.

Connoissant ξ et <$, on aura
Vl = (/"f)^. (cos i + /*— l · sini)

et par suite
P •

A*
En suLstituant cette valeur de /X* dans Texpression de χ (42.),

eile prendra la forme:
Λ-Τ l \ Λ ι r ( δ-4-Zmfft t r ** · S4-2mri\47. x =-{— ̂ +/£.^cos-^ -- H/"—!, ein —EL· — }

-f- etc.
o ^, Λ9/> g, F, G etc., sont des fonctions rationnelles de cos — , sin —
et des coefficiens de φ χ et Θ χ. On trouvera toutes les racines, en don-
nant m les valeurs 0, l, 2, 3, . . . . μ — l.

I/expression procodente de χ fait voir:
Theoreme V. que pour r6soudre Toquation φα:=:θ, il s ffit:

1) de diviser la circonforence entiore du cercle.en μ parties ogales^
2) de diviser un angle $r qu'on peut construire ensuite, en μ parties

egales,
3) drextraire la racine carroe d'une seule quantit^ ς.

Ce th^orerne n'est que Textension d'un theoreme semblable, que Mn
G auf s donne Sans domanstration dans Fouvrage cit^ plus haut, pag. 651.
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8. A bei, fyuations r<*soliibles algdbriquement. 145

II y a eneore remarquer que les racines de l'equation φ χ = c
sont ou toutes reelles ou toutes imaginaires. En effet si une racine χ est
reelle, les autres le sont ogalement, comme les expressions

qui ne contiennent que des quantitos r elles, le f nt voir. Si au contraire
χ est imaginaire, les autres racines le sont aussi, car si par ex. mx etoit
reelle, 0^-"m(0mx) = #"x = x, le seroit ogalement, contre rhypoth&se.
Dans le premier cas a sera positif et dans le second negatif.

Si μ est un nombre impair, toutes les racines seront reelles*
La m^tliode que nous avons donno dans ce paragraphe, pour ro-

soudre l'&juation φχ = 0, est appliquable dans tous les cas, le nombre μ
etant premier ou non; mais si μ est un nombre compose, il existe en-
core une autre m thode qui offre quelques simplifications et que nous
allons exposer en peu de mots.

Soit μ=/7τ.Λ, les racines
x, x, 02x, ..... fl"-1*

pourrant 4tre groupoes de la maniere suivante:

En faisant pour abr ger:
48. ff"x = ftor,

49. # = #!, ΟΛ: = Λ72, V=^3, .
on peut ecrire les racines comme il suit:

l7) ^, ,^, >,,
20 *2, ^2, ^2,

Done en vertu de ce qu'on a vu dans le §.2. on peut dicompo-
ser Tequation ΦΛ;=Ο, qui est du degre m. ny en /?2 equati ns du degre
n, dont les coefficiens dependront d*une oquation du degre m. Les raci-
nes de ces m quations seront respectivement les racines l V 2V .... m*.

Si n est un autre nombre compose ml.ni9 on peut docomposer
de la mome maniore chacune de^ quations du degro /z, en m
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146 S. „Abely eqiiaiions resolubles algebriqiiement.

<!e degre nl9 dont les coefficiens dependront d'une Equation du degre mv.
Si H! est encore un noinbre compose, on peut continuer la decomposi-
fioti de la mome maniere,

Theoreme VI. En general, si Γόη suppose
51. * μ = mit 7722. 7723 772Λ,

l a resolution de l'equation proposee φ# = ο sera ramenee celle de n
ecjuations des degres r

II suffit meme de connoitre une seule racine de ces equations, car
si on connoit une racine de l'equation proposee, on aura toutes les autres
racines, exprimoes en fonetions rationnelles de celle-ci.

La methode·precedente est au fond la m4me que celle, que Mr.
G a u l s donne pour la reduction de Tequation a deux termes χμ — l = o.

Pour faire voir plus clairement la decomposition procodente de
Tequation ΦΛΓ = Ο en d'autres de degres moins elevos, supposons par ex,
μ =30=5.3.2.

Dans ce cas les racines seront.

D abord nous formerons une equation du 6ίέιηε degre, dont les raci-
nes seront:

goit JS = 0 cette equation, on peut doterminer ses coefficiens, rationnel-
lement, par une m me quantite y, qui sera la racine d'une equation du
cinquieme degre: P=0.

Le degro de Toquation R'= 0 etant lui meme un nombre com
pose, nous formerons une equation du 3ϊέιηβ degre: , = 0, dont les raci-
nes seront r ^10 70

et dont les coefficiens sont des fonctions rationnelles de y, et d'une meme
quantito z9 qui est racine d'une equation du second degr4 P,^=o, dans
laquelle les coefficiens sont exprimes rationnellement par y.

Voici le tableau des operations:

= 0.
On peut aussi commencer par une equation du 2ίέΐΛβ degro en

ou bien par une equation du 5ιέιηβ degre.
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Reprenons Fequation generale tyx = O.
En supposons μ — τη,η, on peut faire

52. #ni+/y.#ni~1 + /1y.#ni--2 + ---- = 0,
o y est determino par une equation du 772ίέιηβ degro:

53. ym + ^.ym-l + .... = 0,
dont tous les coefficiens sont exprimes rationnellement en quantites ccmnues*

Cela pose, soient:
= 77^.7722.7723 ..... 772ω et /* = 772^/2,,

.722j ........ μ = τηω.ηω9

plusieurs manieres de d^coriiposer le nombre μ en deux facteurs, on poura
docomposer l'equation propos e <p^ = o en deux autres des ω manieres
suivantes :

i/^(^y ,)==(), dont les racines seront χ, θ™1*, (fm<x, ---- ^- '̂.r
et les coefficiens des fonctions rationnelles d'une quantito y^ racine
d'une Equation /t(;y ,) = (), du degro iwx.

fF2(^1?y2) = 0, dont les racines seront χ, θ™2*, θ^χ, .... 0<ni~1)m^
(2.) {et les coefficiens: des fonctions rationnelles d'une m£me quantite y^

\racine d'une equation f2y2 = 0, du degre 7722.

iF£0(^,yJ = 0, dont les racines seront xy 6m"x, Θ27η*χ,.... ο(Πω""1)7Πω^
(ω) {et les coefficiens des fonctions rationnelles d'une m£me quantite ytu>

vracine d'une equation /ωγω·=ι 0, du degre ττ?ία.
Supposons maintenant que ml9 mz9 . . . . rti^ pris deux deux,

soient premiers entre eux, je dis qu'on pourra exprimer la valeur de χ
rationnellement par les quantites yl9 ya, y3, . . . , yn. En effet, si 77^,
772S, . . . . 772ω sont premiers entre eux, il est clair qu'il n?y a qu'une
seule racine, qui satisfera a, la fois a toutes les equations

55. ^(«,^ = 0, F2(^,y2)=o, . . . . F(a?,yw) = 0;
eavoir la racine x. Donc? suivant u n theorerne connu, on peut exprimer
χ rationnellement par les coefficiens de ces equations et consequemment
par les quantites yl9 y2, . . . . y„.

Voila donc ramenoe la resolution de Tequation proposoe a celle de
ω equations: /!>\ = Oj /2^ = O j . ... /ωγω = 0, qui sont respectivement
des degr s: m^ m^ . . . . τηω9 et dont les coefficiens sont des fonctions
rationnelles des coefficiens de φ χ et θ χ.
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148 8<· Α bei, fyuatioTUS resolubles

Si Γόη veut que les oquations
(L C. ./* -/* _ί*

*/ j.,/ ι ··——· vi j ^ 2 y 2 ~- J · · · · J u) j o)

soient les moins olevees possibles, il fq.ut choisir ml9 m29 . . . · τηω tels,
que ces nombres soient des puissances de nombres premiers. P. ex. si
Tequation propos^e φ χ = 0 est du degro:

57. μ = ε^1. f^ 2 . . . . . εω
ω,

ou cY 9 ^^ , . . . f^ sont des nombres premiers differens, on aura
58.. wf = e^} w2 = ̂ 2i . . . . m„ = el».

L'equation proposee etant r^soluble algebriquement, les oquations
(56.) le seront aussi; car les racinee de ces oquations sont des fonctions
rationnelles de x. On peut aisoment les rosoudre de la maniere suivante:

La quantite y est une fonction rationnelle et symetrique des ra-
ci e d^ Tcquation (53.), c'est-a-dire de;

Soit
60. y = Fx :=/(*, Qmx, e*mx,.... Q(n~l}mx)9

ies raciues $e Tequation (53.) seront
61, JF>} F( x); F(Px)-9 .... F( m~Jx);

or je dis que Γόη peut exprimer ces racines de la maniere suivante:
62. y, y, 2y, . . . . hm~ly,

# Xy e^st une fonction rationnelle de y et de quantites connues,
On aura

63. F(6x) s=/{ r, 6(Qmx)> θ(θ2Μχ)9 , - · · (^(n""l)ma;)},
donc t'(6x) sera. autant que ΖΛτ, une fonction rationnelle et symetrique
cles racines x, Qmx, . . . . (n""l)m#, donc on peut, par le procodo,
(!^4.)> exprimer ψ(θχ) ratiohnellement par ψχ. Soit donc

on aura> en remplagant (en vertu du l, theorome) x par θχ, Q*x,...» Qm~*x:
= λψθχ =5= 2y,

c. q. f- ά. ·
Maintenant les racines de l'aquation (53.) pouvant 4tre represen-

tees par:

on peut resoudre algebriquement cette equation de la meme maniere que
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8. sibel, oqiiations 'rdsolubles algebricpiemeni. 149

l'equation φχ = 0. (V yez le theoreme III.).
Si m est une puissance d'un nombre premier = g", on peut encore

d&erminer y a l'aide de v equations du degre e. (Voyez le theoreme VI.)
Si dans le theoreme HL, T n suppose, que μ soit une puissance de 2,

on aura, comme corollaire, le theoreme suivant.
Theoreme VII. Si les r cines d'une equation du degro 2W peu«·

vent £tre repressives par
χ, Θχ9 Θ2χ9 . . . . Θ*"~ιχ9 ou θαωχ=ϋ£,

cette Equation pourra 4tre resolue a l'aide de Textraction de ω racines
quarr es. ω

Ce thooreme, appliqu Tequation ^— — ̂  — = 0, o l-j-2w est ua
OC —r* l

nombre premier, donne le theoreme de Mr. G aufs pour le cerclef

§. 4.
Des E q u a t i o n s doht t ou te s les racines peuven t otre

exprimoes r a t ionne l l emen t par Tune d 'ent re elles.
Nous avoris vu pr codemment (thoorome III.) qu'une oquation de

degro quelconque, dont les racines peuvent £tre exprimees pap
x, x, 'x, . . . . θμ~ιχ

est toujours resoluble algebriquement.
Dans ce cas toutes les racines sont exprimoes rationnellement par

Tune d'entre elles j mais une equation, dont les racines ont cette propriete,
n'est pas toujours resoluble algebriquement j noajimoins, hors le cas con-?
sidere precedemment, il y a encore un autre, dans lequ^l cela a Jieu,
On aura le theorome suivant;

Theoreme VIII. Soit %x = 0 une Equation alg4brique quel-
conque, dont toutes les racines peuvent etre exprimees rationnellement;
par Tune d'entre elles, que nous dosignerpns par x. Soient x et θλχ^
deux autres racines quelconques, F qu^tion propos^e sera rosoluble algo-
briquement, si Γόη a θβλχ = x x.

La d^monstration de ce thooreme peut ^tre roduite sur le ohamp
la thoorie exposee §.2., coipn^e nous allons le voir.

Si Γόη connoit la racine x9 on en aura en mome tems toutes les
antresj il s t dpnc de phercher l* yaleur de y.

Si

n'est pas irroductible, soit gj φχ c= o
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150 8. jibetf £qitatiori$ r&ohibles alg^briquement.

loquation la moins έΐβνέβ, a laquelle puisse satisfaire la racine x9 les
coefficiens de cette oqiiation tie contenant que des quantites connues.
Dans ce cas les racines de l'equation φ χ s±fe o se trouveront parmi celles
de Nquation χχ=:θ (voyez le premier theor£me), et par consoquent elles
pourront s'exprimer rationnellement par Futie d-entre elles.

Cel poso soit θ χ une racine difforente de x, en vertu de ce qu'on
a vu dans le premier paragraphe, les racines de T quation φχ = 0

tre exprim^es comm^ il suit:
x, θχ, θ*χ,
x19 Θχι

/92τ 0η~1'«, τ * ν **-Ίη ι« . · · · ι/, «*^m—χ 9

et en formaht l'^quation
vJv/. X "Γ* ^*- · X "i"* ·*&· OC "" Ι· · 4̂ Λ? " I ™ · t · · **Γ* -^L X ""l"" «ΛΙ « " vJ'9

dont les racines s nt x9 Θχ9 θ*χ, . . . . θη~~ι$9 les coefficiens A'9 A", .. .
. . . Aw pourront £tre exprime^s rationnellement par une m me quan-
***^'y, <Iui sera racine d'une iquation irroductible *):

67. ym + />iym~1 + pzy™^* + ....+ ^m~iy + An — o,
dont les coefficiens sont des q ntitos connues (voyez §. 2.).

La determination de χ peut s'effectuer a Taide des deux equations
(66.) et (67.). La premiere de ces ^quationS est r^soluble algebriquement,
en supposant les coefficiens connus, c'est^ -dire la quantito y (voyez le
theorome III.). Quant Nquation en y, nous allons domontrer que ses
racines ont la in me propri&a que celles de Tequation propos^e φΛ? = 0,
savoir d' tre exprimables rationnellement par Tune d'entre elles.

La quantito y est (foy. 15.) une certaine fonction rationnelle et
sym&rique des racines x9 θχ, Θ*χ9 . . . . Q^x. En faisant:

y —
les autres racines de Tequation (67.) seront:

68.

*) On denaontrera aisement, que^ cette equation ne pourra 4(re reductible. Soit R = o IV-
quation irreductible en y> et v son degret En eliminant y9 on aura une equatioti n ac du degre
n*; donc n v^ p. Mais on a
donc

f ST ™,
ce qui est impossible, car ψ est moindre que m. Donc etc.

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/13/15 5:38 PM



8. sibel, equations r&olubles algdbriqifeineni*

Maintenant, dans le cas en question xl9 ·. .. xm^ seront des fonctions
rationneUes de la racine x. F isons en consequence

Λ?Χ = 6Lx> χ& == Θ2χ, · < ... xm„i = 6m^x9
les racines de requation,(67.) auront la forme:

yt =fe /( , ̂  0 , or, β2 ^,.... 71-1 ^)..
Suiyant Thypotliese les fonctions 6t x ont la propriete que:

^ r=s Θλθχ9

equation qui, en vertu du thcoreme I, aura lieu en substituant a la place
de χ une autre racine quelconque de l^quation ΦΛΓ = Ο. Οη en tire
successirement

L'expression de y\ deviendra par la:

et on voit que ya, comme yy est une fonction r a t i o n n e l l e et symo-
t r ique des racines

χ, θχ, θ*χ, . . . . ^""'α;.
Donc en vertu du theoreme II. on peut exprimer yl rationnellement par
y et des quantitos connues. Le iti me raisonnement s'appliquera a toute
autre racine de l^quation (67.). Soient mamtenant y, λ^ deux raci-
nes quelcohques, je.dis qu'on aura

λλ,/ = λ,λγ.
En eflet ayant p. ex. ^

λγ =Ρ /(Θ,χ9 60!*, ---- β"~ι0ιίΟ,.
y *=f (χ, Out '....β*-*'*),

on aura, en mettant ΘΛχ au lieu de x: +

O

donc
λλ,7 = /(β, 02*,

et egalement

donc, puisque θ^ιΧ^Θ&χ,
λ

Les racines de Tequation (67.) auront donc procisement \% meme
propriote que cellea «Je Ifoquation
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152 8. A bei, tguations rlsolulles algtbriquement*

Cel poso, on peut appliquer a F quation (67.) te m£me procedo,
qu'a l'^quation < p x = 0 j c'est-a-dire, la d&ermination de y peut s'effec-
tuer a Faide de deux ^quations, dont Fune sera rosoluble algebriquement
et Fautre aura la proprioto de Foquation φχ = 0.

Donc le m£ine proeodo peut encore otre appliquo cette derniere
iquation. En eontinuant, il est clair que la determination de χ pourra
s'effectuer a Faide d'un certain nombre d'oquations, qui seront toutes τέ-
solubles algebriquement. Donc enfin l^quation φ χ = 0 sera resoluble
Taide d'oporations algobriques, en supposant connues les quantites qui
avec χ composent les fonctions:

φχ, Θχ, Οτχ, θ^χ, · . . . Om^x.
II est clair que le degro de chacune des ^quations auxquelles se

r^duit la d termination de x9 sera un facteur de μ qui marque le degre
de l'equation φχ = θ; et:

T h o o r e m e IX. Si Γόη designe les degres de ces equations re-
spectivement par

> i> Z 9
on aura:

μ, s= n . #,, . rii . . . . 72W. /
En rapprochapt ce qui procede ce qui a έίέ expose dans le §. 3.,

on aura le thoorome suivant:
Th orome X. Supposant le degro μ de Foquation φχ = 0 do-

compose comme il suit:
rc\ 9t vt VS +a69. μ =3 Cj . s2 . *?3 ** . . . εα ,

o ει9 €2, ε3, . . . . sa sont des nombres premiers, la dotermination de
χ pourra s'effectuer a Taide de la resolution de yx equations du degro *lf

de ya Equations du degro s2, etc., et toutes ces equations seront r&olu-
lies algobriquement.

Dans le cas o μ = 2% on peut trouver la valeur de χ a Faide de
I'extraction de v racines carroes.

§. 5.
Appl ica t ion aux fonctions circulaires.

Λ _,

En designant par a la quantito — , on sait qu'on peut trouver

apiatitn algibriqae di§ degie ̂  dont les racines seront les μ quantites:
cos 2 a ? cos 3α, * * . .
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8. Abel, <?guations risolubles atgilbriquement. 153

et dont les coefficiens seront des nombres rationnels. Cette equatiott sera

70. ^— $μ·*μ-* + τ \ · · Χ μ - * ---- = 0.
Nous allons Yoir que cette iquation a la m me forme que l'oquation
%ff = 0, consideroe dans le paragraphe prec dent.

Soit costf = #, ,on aura d'apres une formule connue, quel que
soit a:

71. cos m a = 0(cos0),
o θ designe une fonction entiere. Donc cos m a, qui exprime une ra-
eine quelconque de Foquation (70.), sera une fonction rationnelle de la
racine x. Soit O^x une autre racine, je dis qu'on aura

ee^x = θ^χ.
Etf effet, soit θ^χ i=zcosm'a9 la formule (71.) donnera, en mettant m* a
au lieu de a:

cos (m m' a) = θ (cos m1 a) = 00^.
De la meme maniere o n aura

cos(m'ma) = O^cosmd) = Θλθχ9
donc:

θθλχ = θλθχ.
Donc suivant ce qu*on a vu dans le paragraplie

χ ou cos« = cos—
pourra tre dotermino alg4briquement. Cela esf connu.

Supposons maintenant que μ soit un nombre premier = (

les racines de Tequation (70.) seront:

La derniere racine COS TT est egale a Funito, donc l^quation (70.) est di-
yisible par χ — 1. Les autres racines seront toujours Egales entre-ellee

, 2τηπ (2η+1 — τη)2π , ...par couples, car on a cos^— r·̂ - = cos^ - ' . ~ — , donc on peut trou-
Ter une oquation dont les racines seront:

Cette equation sera:
73. *n + l af1-1 — \ (n — l) *"~*— £ (n — 2)

Cela pose; soit
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154 8. .<4bel9 fyuations r&olubks algobriquement.

cos

en aura d'apres ce qui precode:

cos 9—5-5· = 0# = cos m a.
I/equation (73.) sera donc satisfaite par les racines

74. χ, θχ, β*χ, 03*, . . . .
On a, quelle que soit la valeur de a:

De la on tire successivement :
02(cos O == θ (cos m a) =

3(COS ) =

^ (cos c) = (cos mt*~ld) = cos wz^ a.
Les racines (74.) deviendront donc

75. cosa, cosm , cos/τζ2«, cosm3a, . . .
Cela pose, si m est une racine primitive pour le module

(voyez G auf s Disquis. arithm. pag. 53.), je dis que toutes les racines
76. COS0, COS772 T , COSW20, · ·. · ·

seront differentes entre elles. En effet si Γόη avoit

ou μ ei v sont moindres que ny on en tireroit:

o -_
o k est entier. Cel donne en remettant ροψ» α s valeur 5— 477?

m* = ±mv 2 / 2 l ^
donc

et par cons^quent

seroit divisible par 2n + i, ce qui est impossible, car Ζ(μ, — t;) est moin-
dre que 2/2, et nous avons suppos^ que m est une racine primitive.

On aura encore:
cos mn a =s cos a,

car m271 — l = (m7* — l)(™n+*) est divisible par 2/2+ l j donc:

et par suitet
cosmn s= cos( — α + ί.2ττ) = oosa.
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8. A'bei, i*quations resoliibles atg^briquement^ 155

De la on voit que les /zracines de l'equation (73.) pomront srex~
primer par (76.); c'est-a-dire par:

χ, θχ, Θ2χ, 03#, . . . . θη~ιχ, o θηχ=:χ.
Donc, en vertu du thooreme (III.), cette oquation sera r6soluble algobri-
quement.

En faisant n =± mt. m2 . . . . τηω9 on peut diviser la eirconforence
enti^re du cercle en 2/2 + 1 parties Egales, a Paide de &> oquations des
degr^s miy τη29 τη3, . . . . τηω. Si les nombres ml9 m2, * . . . m„ sont
premiers entre eux> les coefficiens de ces oquations seront des nambres
rationnels.

En supposant ^ = 2% on ura le theoreme cotinu sur les polygo-
nes reguliere, qui peuVent 4tre construits goometriquement.

En vertu du theoreme V. on voit que pour diviser la circonfo-
rence entiere du cercle en 2/2 + 1 parties egales, il suffit

1) de diviser la circonference entiore du cercle en 2/2 parties egales,
2) de diviser un arc, qu'on peut construire ensuite, en 2/2 parties ogales,
3) et d'extraire la racine carree d'une seule quantito ξ.

M. Gaufs a ononco ce theoreme dans sesDisyuis., et il ajoute que
la quantito dont il fa t extfaire la rsicine, sera ogale a 2/2 + 1. Cest ce
qu'on peut d^montrer aisoment comme il suit.

On a vu (4O. 38. 46.) que ξ est la valeur numorique de la quantite
(χ+αοχ + α2ο2χ + ... + αη-1^^Ιχ)(χ + ̂ η-1οχ + αη-2ο2χ + ... + α

ou a = cos— + /*— l.sin—. En substituant pour x, x, . . . . leurs
f l , 7t ,

valeurs cosa, cos/72 a, cosm2a, . . . . on aura:
± ξ = (coso + ά cos TW a + ά2 cos'm"a + ,... + cf~\ cosmn~la}

X (cos α + a7l~1cosma + ccn~2cosm2a+ ... . + a^.cos/w71"^}.
En doveloppant et mettant ±ς sous la forme

±ς = t0 + tl* + u^+....+tn_l.an-1,
on trouvera facilement:

(μ — ° s a. cos τημ a + cos m a. cos τημ+ι a +.... + cos τηη~ι~μ a. cos mn~l a
+ cos mn~t* a. cos a + cos mn-f*+l . cos m a +.... + cos mn~l a. cos m?-1 a.

M intenant on a
cosm^a.cosm^-^a = | cos (m^v a + mv a) + %cos(m>u+va — m* a\

donc:
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156 9, <4bel, tquqAions fesolubles algfyriquemmt.

Si Γόη fait (mf + 1) α == 0', (mf— 1)0 = 0", οη aura:
= τ fcosa' + (cos ') + 02(cos0') + ,...+ 0»-*(Cosa')}

l {cos a"+ 0 (cos a") + 0* (cos ") + ....+ 0n~l (cos α7')}·
l£ pos^ il y a dqux cas, savoir: μ est different de ζέρρ ou non.

D ne le premier cas il est clair que cosc/ et cos a" sont des ra-
cines de reijuatipn(73.), dono cosa' ^a;, UOS ^ ^X. En substituant,
il viendra, en remarq ant que nx=s=cc:

donc
^ 2= χ + pc -fr 'x + ---- + θη~ιχ,

c'est-a-dire (μ est igal ^ la ^somme des racines; par suite en vertu de
i'cquation (73·) :

t ̂  SZZ -— -y ·

Dans le cas o μ=ο, la valeur de i^ deviendfa:
ip = |{cos2e3r + cos2m + . .. . -f- cos2mn~la] + |.Λ;

or cos 2 ex est une racine de Fequation (73.), donc en faisant
cos 2 α =ss Θδχ9

on aura:
cos2«

par conaequent:
f0 = |72 — £.

En vertu de ces valeurs de tQ et (μ9 la valeur de ±£ deviendra:

donc:
±i «·«»

et puisque ^ est essentiellement positif,

Cette valeur de ξ donne

donc la racine carr e qull y a a extraire est celle du nombre 2
comme le dit M. G auf 3*).

Christiania, 2' Mars 1828,
*) L'autear de c memoire donnert dans une autrc occ^sioii des appHcttions *ui fonctioo»

ellipUquet. > . . . · ..... · _ . . , .} (Not« ^11 red.)
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