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8.
M¢émoire sur une classe particuliére d’équations
-résolubles a]gébriquement.
(Par Mr. N. H. Abel.)

Il est vrai que les équations algébriques ne sont pas résolubles généra-
lement; mais il y en a une classe particuliére de tous les degrés dont la
résolution algébrique est possible. Telles sont p. ex. les équations de la
forme x"—1=0, La résolution de ces équations est fondée sur certai-
nes relations qui existent enire les racines. Jai essayé a généraliser
cette remarque en supposant que deux racines d'une équation donnée
soient tellement lices entre elles, quon puisse exprimer rationellement
Fune par Faulre, et jai trouvé, quune telle équation peut toujours étre .
résolue a laide d’'un certain nombre d’équations moins élevées. Il y
a méme des cas ou l'on peut résoudre algébriquement I'équatién don-
née elle méme. Cela arrive p. ex. toutes les fois que, I'équation donnée
étant irréductible, son degré est un nombre premier. La méme chose a
lieu encere si toutes les racines d’une équation peuvent étre exprlmées par
x, Ox, 6*x, O’x, ... 0%, ou ﬂ"x_x,

Ax étant une fonction rationnelle de x, et 0°x, 0°x, ... des fonctions de
la méme forme de 6x, prise deux fois, trois fois, etc. . . .

Yy . xr—1 . ) .
L’équation w1 = 0, si z est un nombre premier, est dans ce

cas; car en désignant par x une racine primitive pour le module 7, on
peut, comme on sait, exprimer les 2 —1 racines par:
x, %, %, o, ... .. T2 on T ==,
cest-a-dire en faisant x* = 6x, par:
x, 0x, Oz, Ox, .... " %x, ou 0 'x =<
La méme propriété convient 4 une certaine classe d'équations
quoffre la théorie des fonctions elliptiques. .
En général je suis parvenu & démontrer le théoréme suivant:
»3i1 les racines d'une équation d'un degré quelconque sont liées entre- elles
de sorte, que toutes ces racines peuvent &tre exprimees rationnellement
au moyen de Fune d’elles, que nous désignerons par x; si de plus, en dé-
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signant par 6x, 0,x deux autres quelconques des racines en question,
on a ;

\ 00, x = 0,0x:
Iéquation, dont il s’agit sera toujours résoluble algébriquement. De méme
st Ton suppose I'équation 1rreduct1ble et son degre exprimé par .

Wl
ol e, uz, . ..., sont des nombres prem;ers différens, on pourra ré-
duire la résolution de cette équation a celle de vy, équations du degré «,,
de v, ¢quations du degré «,, de v; équations du degré a, etc.”

Aprés ‘avoir presenté généralement ceite théorie, je lappliquerai
aux fonctions circulaires et elliptiques. ‘

4 1.

Nous allons d’abord considérer le cas ou l'on suppose que deux ra-
cines d'une €équation irréductible *) soient liées tellement entre - elles, que
Tune puisse Ctre exprimé rationnellement par lautre.

Soit :

1. x=o0
une équation du degré u, et ' et x les deux racines qui sont lieés en-
tre-elles par I'équation

2, x' = 0x,,
ol Ox désngne une fonction ratlonnelle de x et de quanhtés connues.
La quantité x’ étant une des racines de I'équation, on aura Q(z')=0
et en vertu de (2.) :
| 3. @(fx,) = o.
- Je dis maintenant que cette équation aura encore lieu, si au lieu

de x, on met une autre racine quelconque de I'équation proposée. On
aura effectivement le théoréme suivant **).

*) Une équation @ ==o0, dont les coéfficiens sont des fonctions rationnelles d’un certain nom-
bre de quantités connues a, b, ¢, . . .. s'appelle irréductible, lorsquil est impossible d’ex-

primer ses racines pai une équation moins élevée, dont les coéfficiens soient également des fonc-
tions cationnelles de @, b, ¢, . .. .

) Ce théorame se demontrera aisément comme fl sult-

Quelle que soit la fonction rationnelle Jfo; ‘on peut toujours faire fx = ilvl- ot M et N

sont des fonctions entiéres de o, qui n’ont pas de factenr commun; mais une fonction de x peut
touiours étre mise sous Ja forme P (.px, ou Pet{ sont des fonctions entidres, telles, que le
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Théoréme I. ,,Si une des racines d'une équation irréductible
@x =0 satisfait 2 une autre équation’ fx =0, ou fx désigne une fonc-
tion rationnelle de x et des quantités connues quon suppose contenues
dans @x; cette derniére équation se trouvera encore satisfaite en met-
tant au lieu de x une racine queleonque de I'équation Qx ==0; mais le
premier membre de I'équation (3.) est une fonction rationnelle de x, donc
on aura ‘

4, @(6x) = 0, si (poc = 0,
c’est-a-dire, s1 = est une racine de I'équation ¢x==0, la quantité 0x le
sera également.

Maintenant, en vertu de ce qui précéde, Ox, est une racine de
Iéquation @x = 0, donc 60x, le sera aussi; également 660x,, etc.
le seront encore en répétant lopération désignée par 6 un nombre quel-
conque de fois.

Soit pour abreger

00x, = @Px,; 00°x, = 0x,; 00°x, = 6*x, etc.,
on aura la série
5 =z, O0x,, 0x, 6z, O'x, ....
et toutes ces quantités seront des racines de léquation Qx=0. La sé.
rie (5.) aura une infinité de termes, mais l'équation Q=0 n’ayant
quun nombre fini de racines différentes, il faut que plusieurs quantités
de la série (5.) soient égales entre-elles.

Supposons donc p. ex.

: 0"y, = @"t"x,,
ou bien ~
6. 6"(6"x,)—06"x, = 0,
en observant que 0"*"x, = 0"6"x,. .

Le premier membre de Iéquation (6) est une fonction rationnelle
de 0™x,; or cette quantxté est une racine de I'équation Qx = 0, donc en
vertu du théoréme énoncé plus haut, on pourra mettre x, au lieu de 6™ x,.

degré de P s0it moindre que celui de la fonction ¢x. Donc, en faisant M = P+ Q.px, on aura

y P4+ Q.¢x . . f e s N
fx = + lg——(’;— . Cela posé, soit x la racine de px = 0, qui satisfait en méme tems i fx=o03
%, sera également une racine de I'équation P=o0. Or si p n'est pas zéro pour une valeur quel-

conque de x, cetle équation donnera x, comme racine d'une équation d'un degré moindre que

celui de g = 0; ce qui est contre Phypothése; donc P == o et par suite fx = x. Q N’ d'ou l'on
voit que fx sera égal 3 zéro en méme tems que ¢x q. e d.
Crelle’s Journal. 1V. Bd. 2. Hft, 18
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Cela donne
\ 7. Ox, = x,,
ol 'on peut supposer que » ait la plus petite valeur qui existe, en sorte
que toutes les quantités
8 =, Ox,, x, .... 0"x,
soient différentes entre-elles.

L’équation (7.) donnera
00"z, = O%x,, cest-a-dire: 0"z, = 6'x,.

Cette formule fait voir qua partir du terme 0" 2,, les termes
de la suite (8.) se reproduiront dans le méme ordre. Les n quantités (8.)
seront donc les seules de la série (5.) différentes entre-elles.

Cela posé, si pu>>n, soit x, une autre racine de I'équation propo-
sée, qui n'est pas contenue dans la suite (8.), il suit du théoréme I,
que toutes les quantités
9. 2, Ox,y 0%y o0 o0 07y, L.
seront également des racines de I'équation proposée. Or je dis que cette
suite ne contiendra que 2 quantités différentes entre-elles et des quanti-
tés (8.). En effet, ayant 0"x,—a, = 0, on aura en vertu du théoréme I.:
0"x, = x, et par suite:
0y, = 6ta,.
Donc les seules quantités de la série (9.) qui pourront é&tre différentes
entre-elles, seront les 7 premiéres
10. x,, 03, 02y + ... 0,
Or celles-ci seront nécessairement différentes entre-elles et des quanti-
tés (8.). En effet, si 'on avoit
. "z, = 0'x,,
ou m et v sont moindre que 7, il en résulteroit 0", = 0" x,, ce qui est
impossible, car toutes les qantités (8.) sont différentes entre- elles. Si au

contraire on avoit:
"y, = 0 x,,
il en résulteroit v
om—movxx — o'l--mamxg r— Bn—m_rl-mxg —_— 0n‘z.g = z,,
donc . ’ ‘
X, = Gn—m+v Z,,

v

Cest-a-dire la racine &, seroit contenue dans la série (8), ce qui est
contre I'ypothése.

.
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Le nombre des racines contenues dans (8.) et (10.) est 22, donc
p sera ou égal a 27, ou plus grand que ce nombre.

Soit dans le dernier cas x; une racine différente des racines (8.)
et (10.), on aura une nouvelle série de racines

X3y 023y 3y o oo o X35 o0 0
et on démontrera précisément de la méme maniére, que les 7 premiéres
de ces racines sont différentes entre-elles et des racines (8.) et (10.).

En continuant le procédé jusqu’a ce que toutes les racines de I'é-
quation Qx == O soient épuisées, on verra que les p racines de cette
équation seront divisées en plusieurs groupes, composés de n termes;
donc p sera divisible par 7, et en nommant 7 le nombre des groupes,

on aura: .
11. p = m.n

Les racines elles mémes seront:
%, O0x, 6%, «... 6 'x,
Loy O,y O2yy oo oo 071,
12. <x;, Oxyy, @3y ... 02y,
Ty OXpy Oy « o oo 0 2,.
Si m =1, on aura 7=y, et les u racines de I'équation @x =0 seront

exprimées par
13. «,, Ox/), 6’2, .... 0“2,

Dans ce cas, comme on verra dans la suite, I'équation Q@x =0 est ré-
soluble algébriquement. Mais la méme chose n’aura pas toujours lieu
lorsque m est plus grand que l'unité. On pourra seulement réduire la
résolution de l'équation Qx =0 a celle d'une équation du r® degré,
dont les coéfficiens dépendent d'une équation du 72" degré; c'est ce que
nous allons démontrer dans le paragraphe suivant.

§. 2
Considérons un quelconque des groupes (12.), p. ex. le premier,

et faisons
14 { (x—2zx)(x—0r)(x—0Ox)....(x—06""x)
V= A A A0 g 4D = o,
les racines de cette équation seront '
x,, O0x,, 02,y .... 0 x,
et les coéfficiens 4, A7, .. .. 4™ seront des fonctions rationnelles et
. 18*
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symétriques de ces quantités. Nous verrons quon peut faire dépendre le
développement de ces coéfficiens de la résolution d’une seule équation du
degré m.

Pour le montrer, considérons en général une fonction quelconque
rationnelle et symétrique de z,, dz,, 6z, . ... 0z, et soit

15. v, = f(z,, O=,, 0’2z, .... 0" 2)
cette fonction. .

- En mettant au lieu de x, successivement z,, T35 » . - » ¥y la fonc-
tion v, prendra différentes valeurs, que nous désignerons par ¥, Ya»
Y33« o0 « ¥me Cela posé, si 'on forme une équation du degré m:

16. y"+py" " +py " it Py P = 0
dont les racines sont ¥,, Yoy Y35 « « « « ¥m, je dis que les coéfficiens de
cette équation pourront étre exprimés rationnellement par les quantités
connues, quon suppose données par I'équation proposée.

Les quantités 6z,, 6°r,, . ... 6"z, étant des fonctions ration-
nelles de z,, la fonction Yy, le sera également. Soit
yx == F:B,,
17. nous aurons aussi

lvy,=Fz,; vs=Fax;; .... Yn=Fz,.

Mettant dans (15.) successivement 6z,, 6°z,, 0’z,, . ... "%
au lieu de z,, et remarquant que 0"z, =z,; 6"t x,=0z,; 0"Tr,=0x, etc.
il est clair que la fonction y, ne changera pas de valeur; on aura donc

o =Fz, = F(@xx) =rlz)=....=F0"z)
et également
y, = Fo, = F(0z,) = F(0’z) =....= F(6"z),
Ym= Fr,= Flz,)= FO'z,)= ....= F{ z,).

Elevant chaque membre de ces équations a la " puissance, on

en tire: ¢

¥e = = FDy 4 F0zy 4. ..+ T )},
y; = {(sz)’ + (Fo) +vo o FO),

7o = ;—-f(Fxm>v+<ro o e b EP 5
En ajoutant ces derniéres équations on aura la valeur de

vi+yit+yitooooton
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exprimée en fonction rationnelle et symétrique de toutes les raci-
nes de I'équation @z = 0, savoir: ;
19. g4yt y 4oty = 2ZEay.

Le second membre de cette équation peut étre exprimé rationnel-
lement par les coéfficiens de @z et 6x, cest-a-dire par des quantités
connues. Donc, en faisant

. r,=y+y,+yit+. Fy,

on aura la valeur de r,, pour une valeur quelconque entiére de v. Or
connoissant r,, ryy . . .. Iy, On en pourra tirer rationnellement la va-
leur de toute fonction symétrique des quantités 7., ¥y . « « ¥Ym- On
pourra donc trouver de cette maniére tous les coéfficiens de I'équation
(16.) et par conséquant déterminer toute fonction rationnelle et symétri-
que de z,, Oz,, 6°x,, ... . . 0"z, a laide d'une équation du ™" degré.
Donc on aura de cette maniére les coéfficiens de Féquation (14.), dont
la résolution donnera ensuite la valeur de x, ete.

On voit par Ia quon peut ramener la résolution de Iéquation
@z =0, qui est du degré p=m.n, a celle dun certain nombre d’équa-
tions du degré 7 et n. Il suffit méme, comme nous allons voir, de re-
soudre une seule équation du degré m et m équations du degré n.

"

Soit 'z, un quelconque des coéfficiens 4;, 47, .... AT et faisons
2. ¢, =y Az, Syl A, F ¥ L. A 2
Puisque Y.z, est une fonction symétrique des quantités z,,
bz, .. .. "z, on aura, en remarquant que "z, = z,; 0"z, = Oz, etc.
yibe, = Fa)yba = F0z) Y0z, = .... Fg—z) b0z,
donc:
1 -
yidr, = = {(Fay Yz, +Toz)y. Loz, 4....Fo z,). Lo "x,}.

On trouvera de semblables expressions pour ¥’ . x,, ¥%. 4@, - .0
«e+ Yr-¥z,, en mettant z,, 75, . . . . x,, & la place de x,. En substi-
tuant ces valeurs, on voit que £, deviendra une fonction rationnelle et

symétrique de toutes les racines de l'équation @z = 0. En effet
on aura

1 -
Q. t, = —n—Z(If x).Jaz.
Donc on peut exprimer #, rationnellement par des quantités connues:
Cela posé, en faisant y=10,1,2, 3,.... m—1, la formule (21.)
donnera: ,
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Yy, + Yo, F.ood Yz, =4,
v,y b, ..o i F Yubr, = ¢,
Yz, +y,«m+~- tymdan =1,
“‘x[/x,-[-y'z""‘xpxg—[- ceee +y;"‘4/xm = tpye
On tirera aisément de ces équations, linéaires par rapport a yz,,
W&y, o« .. Yx,, les valeurs de ces quantités en fonctions rationnelles
de ¥iy Yas ¥is v 0 0 o Yo
En effet, en faisant
B. r—y)—ys) « s o+ (Y—0n)
= 4"t R, y" 4+ Russy" >+ .eo. 4+ Ry +R,

U, bz, = toRo-l-t,R,-I—f,Rz-{-....-l-tm_ng_g-!-t,,,_,.
' R, +R:y:+Rayi+-.. .+ Busyp=2d-yr—

Les quantités R, R,, . . . . R,_, sont des fonctions rationnelles
de y;, Y35 Yas « » + + ¥m, Mais on peut les exprimer par y, seul. En
effet, en multipliant (23.) par y¥—Y¥,, on aura:
—=y)—y) e —=Ym) ="+ 0Y" Py i F P ¥ F

= "t Bpe =YY"+ Ros—y. R y" 4. ..
d'oli l'on tirera, en comparant les puissances égales de y:
R, .= v, P>
R, =y Rpstp = y, +p1y1+pu
5. 8Rm—.+ = ¥ Ry s+4p; = y; +P1y; + p.y: + pss

on aura

B, = g pym 2 py i+ oo P
En substituant ces valeurs, l'expression de ¢z, deviendra une
fonction rationnelle de y, et de quantités connues, et on voit quil est
toujours possible de trouver <z, de cette sorte, sous condition que le de-

nominateur ‘
R+ Ry, +Reyi+ .o + By 7+ 97
ne soit pas zéro. Or on peut donner a la fonction v, une infinité de for-
mes qui rendront impossible ceite équation, p. ex. en faisant
26. y, = (a—z)(a—0z)(a—02)....(a —6" ),
ou ¢ est indéterminé, le dénominateur dont il sagit ne peut pas séva-
nouir. En effet ce dénominateur étant la méme chose que

(y!_f}’z)(yx"'yS)'- ‘e (7:——%),
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on auroit

. . . Y. = Jn
sil étoit nul, c’est-a-dire

(e—x)(@—0x)....(6—0""x,) = (a—x;) (2 — Oxy)....(a— 0" xz),
ce qui est impossible, ear toutes les racines x,, 0x,, Oz, . ... 6" x,
sont différentes de celles-ci: x;, Ox;, @Pxzy « « o « 0" ;. ‘

Les coéfficiens 4., A4, .. .. 4™ peuvent donc sexprimer ration-
nellement par une méme fonction v,, dont Iexpression dépend d’une équa-
tion du degré m.

Les racines de I'équation (14.) sont

x,, 0x,, Fx,, .... 6 x,.

En remplagant dans les coéfficiens 4, 4 etc. ¥, par ya, ¥s » - -

« « + ¥Ym> On obtiendra m-—l autres équatxons, dont les racines seront re-

spectivement:
Xyy OTpy oo o o 'y,

T3y O3y « « o o 075,

Ly Oy o o oo 072,

Théoréme IL L’équation proposée Qx=—0 peut donc dtre dé-
composée en un nombre de 7z d’équations du degré n; donc les coéfficiens
sont respectivement des fonctions rationnelles d’'une méme racine d’une
seule équation du degré m.

Cette derniére équation n’est pas généralement résoluble algébrique-
ment quand elle passe le quatriéme degré, mais I'équation (14.) et les
autres semblables le sont toujours en supposant connus les coéfficiens
4!, A/ etc., comme nous le verrons dans le paragraphe suivant.

§ 3.

Dans le paragraphe précédent nous avons considéré le cas ou m
est plus grand que l'unité, Maintenant nous allons nous occuper du cas
ou m=1.

Dans ce cas on aura u=n, et les racines de I'équation @z = 0

seront
27. Xy oxu ogxl’ ¢ e ou—lx”

or je dis que toute équation dont les racines peuveut étre expnmées de
cette sorte est résoluble algébriquement.
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Boit ¢ une racine quelconque de I'équation a*—1 =0, et faisons
28, Yyr=(xdabxtap’xcta®0’t....4 a0 ),
#x sera une fonction rationnelle de x. Or cette fonction peut s'expri-
mer rationnellement par les coéfficiens de @x et 0.

En mettant 6" au lieu de x, on aura
e = '
" x4 6™ + g™ L u s o b 002 - g, 0""“:1:. Y Sk’ )
maintenant on a

0’"$ = 913, 0'u+‘x —_— am, o o o n- 0F+’h—’x p—v om—-lx,
donc:-

¢0mx —
(au--m-}-xx_'_“u—m+10x+""+“Iu—xom-lx_i_ emz+a0m+1x+“"+“,u-m—10m-x )
Or a*=1, donc:
Yo'z = [a " (et abrt a0zt .. 2t 04 2)]

= o't alzt.... 4 a0 D),
‘donc, .
o k=mi) ¢tant =1,

Yo" = Yz
En faisant m =1,2, 3,.... ¢ —1, et ajoutant ‘ensuite, on trouvera:
2. Yz = = {YrtYozt bzt tP0a).
Jx sera donc une fonction rationnelle et symétrique de toutes les ra-

cines de I'équation Qx = 0, et par conséquent on pourra I'exprimer ra-
tionnellement en quantités connues.

on voit que

Soit Y =y , on tire de I'équation (28.):
30. {lfv =z4agr+ 0t ...+ a0 .

Cela posé, désignons les u racines de I'équation

oft—1 =0
par
31. 1, oy Oay Ogy oo s o Fum

et les valeurs correspondantes de v par
32. Yy Uiy Vay Usy oo s Upey
I'équation (30.) donnera, én mettant & la place de o successivement 1

al’ “2, LRI Y OCF_,:
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&
rfvo =x+ ox + oﬂx +cuo.o+0#-‘w’
M
Vo, = x4 a,0c 4 2]¢°c 4 ... 2t o,
173
33'_ Vv, =x4 a0+ a.6’cF..... F a0 x,

u
V= T4y 05+ o, ,0°c+ . ..o &7 647 .
En ajoutant ces équations on aura:

4. = —;—{—-—A-}- ?v;+\l}'vz+ \yf"’s+-'-"+\’}”ﬂ-l}’

ou 4 exprime la quantité rationnelle I;/vo.

On connoit par la la racine x. Généralement on trouve la racine
6™ x en multipliant la premiére des équations (33.) par 1, la seconde par
a7™ la troisiéme par «;™ etc., et ajoutant; il viendra alors:

35, b0mx = ; {(—4 4o #fv,+u;m.€fv2+....+a;'_"l.‘”fu'u_,}.
En donnant a4 m les valeurs 0, 1, 2, . . . . p—1, on aura la valeur de
toutes les racines de I'équation. :
L’expression précédente des racines contient généralement un nom-

. e M -
bre p—1 de radicaux différens, de la forme yv. Elle aura donc un
"nombre p#* de valeurs, tandis que I'équation Qx==0 n’en a que y. Mais
on peut donner & lexpression des racines une autre forme, qui n'est pas

exposée a cette difficulté. En effet, lorsque la valeur de ’;fv} est fixée,
celle des autres radicaux le sera également, comme nous allons le voir,

Quel que soit le nombre p, premier ou non, on peut toujours trou-
ver une racine ¢ de I'équation a—1=0, telle que les racines

Ciy oy Ogy o0 s s Ouy
puissent étre représentées par |
36. @, @ & ... @t

Cela posé on aura

37, \F/'uk = x4 akox + o+ ..., + altVk gt

u

Vu =x+4a,0x + a*6x 4,... 46" x,
d'ou lon tire:
a5, W (Vo) = (mtahon+ ot 0z 4. ek, g )
' Xx+adx+ a*0°x 4 ..o.o a2 04 )k,

Crelle's Journal. 1V. EBd. 2. Hft, . 19
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Le second membre de cette équation est’ une fonction rationnelle de «,
qui ne changera pas' de valeur en mettant au lieu de = une autre ra-
cine quelconque ™x, comme on le verra aisément, en faisant cette sub-
stitution et ayant égard a léquation ¢**'x=¢"x. En désignant donc
la fonction dont-il sagit par Yx, on aura:

‘,;vk.(‘,;vl)f‘*k =Yxr =Yl =YPr=....= Yoz,
et de la:

@ #“ 2 1
39. vu.(Yv )t = 7{5&90-}- Yox+ Y oPx4.....4 Lol

Le second membre de cette équation est une fonction rationnelle et sy-
métrique des racines, donc on peut l'exprimer en quantités connues. En
la désignant par e;, on aura:

©ooon

40. Vvt = g
et de la: :
2 a,

4. vu= )k
A Taide de cette formule l’expression de la racine x deviendra:

42. m= Ll A p Vo 4 V0P PP A B2 )

Cette expression de x n’a que u valgurs différentes, qu'on obtiendra en
mettant au lieu de yv, les ¢ valeurs:

‘F/ul, a.(;'ul, oo’z:lfvl, R o.f‘“l:/'v,.

La méthode que nous avons suivie précédemment pour la résolution
de Péquation Qx =0 s’accorde au fond avec celle dont Mr. Gaufls a fait
usage dans ses ,,Disquisitiones arithmeticae pag. 645. et seq.” pour ré-
soudre une certaine classe d’équations, auxquelles il étoit parvenu dans
ses recherches sur l'dquation x"—1= 0. Ces équations ont la méme
propriété que notre équation Qx = 0; savoir que toutes ses racines peu-
vent étre représentées sous la forme:

x, 0x, 6T, +.... 047'x,
Ox étant une fonction rationnelle.

En vertu de ce qui précéde nous psurrons énoncer le théoréme suivant:

Théoréme IIL Si les racines d'une équation algébrique peu-
vent dtre représentées par:
x, 0:!3, 0".!2, e o o o 6‘“‘—_’17,
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ol G#*xr =1 et 0x désigne une fonction rationnelle de x et de quantités
connues, cette équation sera toujours résoluble algébriquement.

On en tire le suivant, comme corollaire:

Théoréme 1V. Si deux racines d’'upe équahon irréductible,
dont le degré est un nombre premier, sont dans n tel rapport, quon
puisse exprimer l'une rationnellement par l'autre, cette équation sera
résoluble algébriquement.

En effet cela suit immédiatement de I'équation (11.)

p = m.n,
ou lon doit avoir 7,2 =1, si p est un nombre premier, et par conséquent
les racines s'expriment par x, 6x, 6°x, . ... 6“7 x,

Dans le cas, ou toutes les quantités connues de @x et 6x sont
réelles, les racines de l'équation @x jouiront d’une propriété remar-
quable, que nous allons démontrer.

Par ce qui précéde on voit que %, peut étre exprimée rationnel-
lement par les coéfficiens de @x et 0x, et par @ Si donc ces coéffi-
ciens sont réels, a,_, doit avoir la forme

a, ., =a+by—i,
ou y'—1 nentre qua cause de la quantité «, qui en général est imagi-
naire, et qui généralement peut avoir la valeur

o cos——+;/'—1.sin27?

En changeant donc dans « le signe de y"—1 et désignant par
* , la valeur correspondente de ¢, ,, on aura
o, =a—by—1.
Or suivant (40.) il est évident, que @, ,=ga,_,, donc 5 =0 et
43. a,, = a.
Donc a,_, a toujours une valeur réelle. On démontrera de la méme
maniére que
v, = ctdy—1 et v, , =c—dy—1,
ou ¢ et d sont réels.

Donc:
v, F v, = 2,
vy, = a6

De la on tire
44. vy = ¢4 y—1.y (¢ =",
19*
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et par suite y(a“—c%)=d; d'ot Ion voit que y'(@“—c%) a toujours
une valeur réelle.
Cela posé, on peut faire

45. ¢ = (V'¢)* cosd, VY (¢*~—c*) = (Y ¢)*sinJ,
ou ¢ est une quanutg positive.
On en tire
¢+ [V (@ —))° = (Vo

46. a* = ¢*;
par conséquent ¢ sera égal a la valeur numérique de a. Drailleurs on
voit que @ est toujours positif, si x4 est un nombre impair.
Connoissant ¢ et 0, on aura

= (v"e)“ (cosd 4y "—1.5ind)
et par suite

VU, = 'fg.{oos (fi‘_iﬂ) + y'—1.sin (3+5m”),}.,

En substituant cette valeur de \#f v; dans Vexpression de = (42.),
elle prendra Ia forme:

A T
F O ey (et L oy 20 2ma)
+EF+F Gy —1)ve. (cos3(5+2m”)+f 1. sm3(3+2mn\)

+ (it+av—1) (cosw-i;&m_@ 4+ /" —1.5in :l_(_v?j-“_2_m_1))
+ etc.
ou ¢, 4, f, &, F, G etc., sont des fonctions rafionnelles de cos%;—, sm%’l1

c’est-a- dire

et des coéfficiens de @x et 6x. On trouvera toutes les racines, en don-
nant & m les valeurs 0, 1, 2, 3, . . . . p—1.
L’expression précédente de x fait voir:
Théoréme V. que pour résoudre I'équation Qx =0, il suffit:
1) de diviser la circonférence entiére du cercle,en w parties égales,
2) de diviser un angle 8, quon peut construire ensuite, en g parties
égales, '
3) deextraire la racine carrée d'une seule quantité .
Ce théoréme n’est que I'extension d’'un théoréme semblable, que Mr.
Gaufls donne sans démonstration dans Youvrage cité plus haut, pag. 651.
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I y a encore & remarquer que les racines de I'équation Px =20
sont ou toutes réelles ou toutes imaginaires. En effet si une racine = est
réelle, les autres le sont également, comme les expressions

‘ 6x, 6°C, o« ¢« oo 0,
qui ne contiennent que des quantités réelles, le font voir. Si au contraire
x est imaginaire, les autres racines le sont aussi, car si par ex. 6"x étoit
réelle, 6“™(6"x) =6“x =%, le seroit également, contre I'hypothése.
Dans le premier cas @ sera positif et dans le second négatif.

Si g est un nombre impair, toutes les racines seront réelles.

La méthode que nous avons donné dans ce paragraphe, pour ré-
soudre I'équation Q@x = 0, est appliquable dans tous les cas, le nombre p
étant premier ou non; mais si x est un nombre composé, il existe en-

core une autre méthode qui offre quelques simplifications et que nous
allons exposer en peu de mots.

Soit p= m.n, les racines
x, 0x, 6’°Cy ¢« ¢+« ¢ x '
pourront étre groupées de la maniére suivante:
x, "%, O6"Ty 4.0... "I,
ox, 0"tx, 0"y, ., ... IHy,
6x, 6™x, 2, .. ... K-y
e e T
En faisant pour abréger:
48. ¢"x = 6,x, '
. r=w, r=2x, Cor=x;, .c... r=2,,
on peut écrire les racines comme il suit: '
1) @, 6%y 6% «o... 67'a,
50, 2) Xyy 0,% 0;%ey o oo o . 077y,
m') Zny 0.%my O%py oo v oo @2,

Donc en vertu de ce quon a vu dans le §. 2. on peut décompo-
ser léquation Qxr==0, qui est du degré m.n, en m équations du degré
n, dont les coéfficiens dépendront d'une équation du degré m. Les raci-
nes de ces m équations seront respectivement les racines 1/, 2/, .... m'.

Si n est un autre nombre composé m,.n,, on peut décomposer
de la méme mani¢re chacune des équations du degré n, en m, équations
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du degré n,, dont les coéfficiens dépendront d'une équation du degré m,.
Si n, est encore un nombre composé, on peut continuer la décomposi-
tion de la méme maniére.

Théoréme VI. En général, si I'on suppose

Sl p = m,.my.my.....m,,
ya résolution de I'équation proposée Qx =0 sera ramence a celle de »
¢guations des degrés:
my, Mgy My o ... M,

1l suffit méme de connoitre une seule racine de ces équations, car
s1 on connoit une racine de I'équation proposée, on aura toutes les autres
racines, exprimées en fonetions rationnelles de celle- ci. )

La méthode précédente est au fond la méme que celle, que Mr.
G auls donne pour la réduction de I'équation a deux termes x*“—1=o.

Pour faire voir plus clairement la décomposition précédente de
I'équation @z ==0 en d'autres de degrés moins élevés, supposons par ex.
p=30=25.3.2

Dans ce cas les racines seront:

' xy, 6xy, Ox, . ... 0"z V

D'abord nous formerons une équation du 6*™ degré, dont les raci-
nes seront: ‘

z, Oz, 2z, "z, "2, ®x.
Soit R==0 cette équation, on peut déterminer ses coéfficiens, rationnel-
lement, par une méme quantité y, qui sera la racine d’une équation du
cinqui¢me degré: P=o0,

Le degré de I'équation R==0 étant lui méme un nombre com
posé, nous formerons une équation du 3** degré: R, == 0, dont les raci-

nes seront:
x, 6 z, 0"0

et dont les coéfficiens sont des fonctions rationnelles de v, et dune méme
quantité z, qui est racine d'une équation du second degré P,=0, dans
laguelle les coéfficiens sont expnmés ratxonnellement par y.
Voici le tableau des opérations:
&+ [y, 1) 2+ (0, Doz fildy ) = 0
Z+fy.z+fiy =0,
Y+ 4.y + 4yt y Ayt 4 = o,
On peut aussi commencer par une équation du 2% degré en 2,
ou bien par une équation du 5*"° degré.



8. Abel, équations résolubles alglbriquement. 147

Reprenons I'équation générale @x =o.
En supposons p=m,n, on peut faire
" 52, - fy. a4 fiy.ati Ll =0,
ou y est déterminé par une équation du m*™® degré:
53. ym Ay =0,"
dont tous les coéfliciens sont exprimés rationnellement en quantités connues.

Cela posé, soient:
54, {

plusieurs manieres de décomposer le nombre p en deux facteurs, on poura
décomposer I'équation proposée @x =0 en deux autres des w maniéres
suivantes:
I, (x,,y,)=0, dont les racines seront x, §™x, (F"rx,.... "z
(1.), (et les coéfficiens des fonctions rationnelles d'une quantité y,, racine
d’une équation f,(y,) =0, du degré m,.

,u, _ m,.mg.m:;.....fﬂw et ‘blo = ml.fl,,
Po == MMy o v o o v oo B = m,.n,,

F,(x,, vy, =0, dont les racines seront x, §"*x, 6™z, .... 6"y
(2.) (et les cocfliciens: des fonctions rationnelles 'une méme quantité y,,

\racine d’une équation f,y, =0, du degré m,.

T, (x, yw)_'-:o, dont les racines seront &, 0mox, 0oz, .... OV oy
(w) et les coéfliciens des fonctions rationnelles d’'une méme quantité y,,,

racine d'une équation f,y,=0, du degré m,.

Supposons maintenant que 2, m,, . . . . M2, pris deux a deux,
soient premiers entre eux, je dis quon pourra exprimer la valeur de =
rationnellement par les quantités v,, ¥,y 5, « « « « yn. En effet, si m,,
Mgy « . . . 1, sont premiers entre eux, il est clair quil n’y a quune
seule racine, qui satisfera a la fois 4 toutes les déquations

53. F,(xz,y,) =0, I(z,y;)=0, .... I'(x,y,)=0;
gavoir la racine . Donc, suivant un théoréme connu, on peut exprimer
z rationnellement par les cocfficiens de ces ¢quations et conséquemment
par les quantités y,, ¥,y « « o . Yo

Voila done ramenée la résolution de I'équation propesée a celle de
v équations: f,¥,=0; f,,=0; . ... f,y, =0, qui sont respectivement
des degrés: m,, my, . ... m,, et dont les cocfficiens sont des fonctions
rationnelles des coéfficiens de Qz et Ou.

-
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* 81 Ton veut que les équations
56. f,y,;——O', fzya'.:O; R fwyw
. soient les moins élevées possibles, il faut choisir m,, m,, . .. . m, tels,
que ces nombres soient des puissances de nombres premiers. P. ex. si
I'équation proposée @z == 0 est du degré:
57. p= AN ATRRIRE A
OU £,, &y + « . . £, sont des nombres premiers différens, on aura
58.. my=¢g"5; m=2¢2; .... m,=¢e" ,
L’équation proposée étant résoluble algébriquement, les équations
(56.) le seront aussi; car les racines de ces équations sont des fonctions
rationnelles de z. On peut aisément les résoudre de la maniére suivante:
La quantité ¥ est une fonction rationnelle et symétrique des ra-
cines de I'équation (53.), c’est-a-dire de:.
‘ 59. =z, 6"z, @z, .... OImg,
Soit "
60. y=Fz=f(z, "z, °"x,.... ("),
les racines de I’équation (53.) seront
61. I'z; Fox); F(6x); .... F"'z);
or je dis que lon peut exprimer ces racines de la maniére suivante:
62. 5, AY, A¥, .. .. A"y,
ou Ay est une fonction rationnelle de y et de quantités connues.
On aura '
63. F(0x)=f{o=, 6(6™x), 6(6"x)y .+.. 60" " 2)},
donc /'(0zx) sera. autant que Fz, une fonction rationnelle et symétrique
des racines z, "z, . . . . 6"z, donc on peut, par le procédé, trouvé
(24.), exprimer  (6z) rationnellement par Jz. Soit done
, Yoz = Alz =AY, .
on aura, en remplagant (en vertu du 1, théoréme) x par 6z, §°z,.... g™ z:
Yoz = Moz = Ny,
L&z = a6z = Ny,
e e e e e e
WOz == A Om S = A"y,
c q f. d
- Maintenant les racines de I'équation (53.) pouvant étre représen-
tées par:
¥y AYs NY, o4 ATy, -
on peut résoudre algébriquement cette équation de la méme maniere que
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léquation Qx=0. (Voyez le théoréme IIL)..
Si 7 est une puissance d’'un nombre premier =¢", on peut encore
déterminer y a l'aide de v équations du degré e. (Voyez le théoréme VI.)
Si dans le théoréme 1IL., Ton suppose, que x soit une puissance de 2,
on aura, comme corollaire, le théoréme suivant. '
- Théoréme VIL Si les racines d'une équation du degré 2“ peu.
vent étre représentées par
x, 0x, 0x, .... "'z, ol 0" x ==,
cette équation pourra étre résolue a laide de Iextraction de w racines
quarrées.
a2’ —1 \ o
Ce théoréme, apphqué a léquation —— =0 011 42" est un

nombre premier, donne le théoréme de Mr. Gaufs pour le cercle,
§ 4 '

Des équations dont toutes les racines peuvent dtre
exprimées rationnellement par 1'une d’entre elles.

Nous avons vu précédemment (théoréme II.) qu'une équatmn de
degré quelconque, dont les racines peuvent étre exprimées par

x, fx, 0’x, .... 0" 'x% |

est toujours résoluble algébriquement.

Dans ce cas toutes les racines sont exprimées rationnellemént par
I'une d’entre elles; mais une équation, dont les racines ont cette propriété,
n’est pas toujours résoluble algébriquement; néanmoins, hors le cas cons
sidéré prééédemment, il y a encore un autre, dans lequel cela a lien,
On aura le théoréme suivant; '

Théoréme VIII. Soit yx =0 une équation. algéhrique quel-
conque, dont toutes les racines peuvent étre exprimées rationnellement -
par Iune d'entre elles, que nous désignerons par x. Soient 6x et 0,x.
deux autres racines quelconques, I'équation . proposee sera résoluble algé-
briquement, si 'on a ¢6,x = 6,0x. ‘

La démonstratmn de ce théoreme peut étre réduite sur le champ
a la théorie exposee § 2. » comme noys allons le voir.

Si Fon connoit la racine xz, on en aura en méme tems toutes les
autres; il suffit donc de chercher la valeur de .

Si Péquation 64 xx = 0
65. Qx =0
Cealle's Journal 1V.Bd 2. HR, 20

n'est pas irréductible, soit
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I'équation la moins élevée, A laquelle puisse satisfaire la racine x, les
coéfficiens de cette <équation ne contenant que des ‘quantités connues.
Dans ce cas les racines de I'équation @x == 0 se trouveront parmi celles
de I'équation x =0 (voyez le premier théoréme), et par conséquent elles
pourront sexprimer rationnellement par I'une d’entre elles.
"Cela posé soit 6 une racine différente de x, en vertu de ce quon
a vu dans le premier paragraphe, les racines de I'équation Qx = 0 pour-
ront étre exprimées comme il suit:
X, fx, Ty ... Oz,
x,, 0x, 0x, .... 07x,
Ty O0Xpyy OP%p 1y o o 0o 0070,
et en formant I'équation
66. " + 4 n—l+Allxn—f.'.+Alllxn-—3+””+A(n—l)x+A(’l)=O,
dont les racines sont x, 0x, 0*x, . . .. 6"*2, les coéfficiens A/, A", ...
.+« A™ pourront étre exprimeés rationnellement par une méme quan-
tité 4, qui sera racine d’une équation irréductible *):
67. "+ py Py A Py P =0,
dont les coéfficiens sont des qaantités connues (voyez §.2.).
La détermination de x peut seffectuer & l'aide des deux équations
(66.) et (67.). La premiére de ces équations est résoluble algébriquement,
en supposant les coéfficiens connus, c'est-a-dire Ia quantité y (voyez le
théoréme IIL.). Quant 4 Péquation en y, nous allons démontrer que ses
racines ont la méme propriété que celles de Péquation proposée @& =0,
savoir d’étre exprimables rationnellement par l'une d’entre elles.
| La quantité y est (voy. 15.) une certaine fonction rationnelle et
symétrique des racines z, 0x, 6°#, ... .6 "x. En faisant:
‘ y = f(x, 0x,60%,.... 0z,
les autres racines de I'équation (67.) seront:
68. { v, = f(x,,0x,, OCx,y.... 0" x,),

ym— = f(xm—l’ oxm—x’ agxh—l’ e '-on—lxm“)'

*) On démontrera aisément, que cette équation ne pourra élre reductible. Soit B =o Dé-
quation irréductible en y, et » son degré, En éliminant y, on aura une équation én % du degré
ny; donc ny " u. Mais on a : :

= n.m, °
donc K _ ’ .
‘ v m, : o

ce qui est impossible, car » est moindre que m. Donc etc.
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Maintenant, dans.le cas en question Z,, .. .. &, seront des fonctions.
rationnelles de la racine . Faisons en conséquence
X=0,8y Xp=10,Ty o i .0 Ty =0,,%,
les racines .de I'équation, (67.) auront la forme:
' v, == f(6,%, 60,2, °0,xy....6"0,%)..
Suivant I'hypothése les fonctions ¢ et 6, ont la propriété que:
00,x == 0,0z,
équation qui, en vertu du théorémel, aura lieu en substituant a la place
de = une autre racine quelconque de l'équation @x=0. On en tire

successivement 6°0,x 00,60x = 6,6°x,

60°0,x = 00,0’z = 6,6,
| 0" 6,0 = 00,6z = 0,0""x.
L’expression de Yy, deviendra par la:
v, = f (6,2, 6,0x,0,0°xy....0,6 %),
et on voit que y,, comme y, est une fonction rationnelle et symé-
trique des racines
r, Oz, Oxy, . ... 5 "2
Donc en vertu du théoréme II. on peut exprimer ¥, rationnellement par
v et des quantités connues. I.e méme raisonnement s'appliquera a toute
autre racine de I'équation (67.). Soient maintenant Ay, A,y deux raci-
nes quelconques; je.dis qu'on aura
ALY = AAYy.
En effet ayant p. ex. =
Ay = f(6,%,00,%y.... 60,%),
y = f(x, 02....0"x),
on aura, en mettant 6,2 au lieu de x: A .
Ay, = £(6,0,%,00,0,%,....0"6,06,%)

s1

ou
Y. = S (6,25 00,7y .« .. 6772 0;,3) = N,
donc
ANY = f(6,0,%, 66,0,2,.... 6" 0,0,%)
MMy = f(6,6,%; 666,y ... . 6" 0,6,%),
donc, puisque 6,6,x = 6,0,x,
}\ }\Iy — A‘;\yo
Les racines de I'équation (67.) auront donc précisément la méme
propriété que celles de Téquation @x =0, '

et également

20%
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Celd posé, on peut appliquer & I'équation (67.) }¢ méme procédé,
qu'a I'équation Qx==0; c'est-a-dire, la détermination de y peut seffec-
tuer & l'aide de deux équations, dont 'une sera résoluble algébriquement
et lautre aura la propriété de I'équation QPx = o.

Donc le méme procédé peut encore étre appliqué a cette derniére
équation. En continuant, il est clair que la détermination de x pourra
s'effectuer & l'aide d’'un certain nombre d’équations, qui seront toutes ré-
solubles algébriquement. Denc enfin I'équation Qx = 0 sera résoluble &
Paide d’opérations algébriques, en supposant connues les quantités qui
avec x composent les fonctions: o

\ Qx, 0::5, 0,y 6,y o . oo O, .

Il est clair que le degré de chacune des équations auxquelles se
réduit la détermination de x, sera un facteur de p qui marque le degré
de I'équation @x=0; et: ‘

Théoréme IX. Si lon désigne les degrés dé ces équations re-

spectivement par _
By Ny Ngy o oo s Ty,

- on aura:

IL — n.fl‘l.ﬂz....nw-
En rapprochant ce qui précéde a ce qui a été exposé dans le §. 3.,
on aura le théoréme suivant:

Théoréme X. Supposant le degré u de Péquation Qx =0 dé-

composé comme il suit:
69. p=2¢" 53.....5:,,

ol £, €y &, + ... 2 sont des nombres premiers, la détermination de
x pourra seffectuer a laide de la résolution de v, équations du degré ¢,,
de v, équations du degré ¢, etc., et toutes ces €quations serent résolu-
bles algébriquement. o

Dans le cas ol p =27 on peut trouver la valeur de x & Faide de

Yextraction de v racines carrées.

5. 5.

Application aux fonctions circulaires.
En désignant par « la quantité 2-’—;-‘, on sait qu'on peut trouver

une équation algébrique du degré p, dont les racines seront les p quantités:
cosa, cos2a, cos3a, .... CosuQ,
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et dont les coéfficiens seront des nombres rationnels. Cette équation sera
70, =g 5 M0 s =,

Nous allons voir que cette équation a la méme forme que I'équation
xx = 0, considérée dans le paragraphe précédent.
Soit cosea ==z, ,on aura d’aprés une formule connue, quel que

soit @:
71. cosme = 0(cosa),

ou 0 désigne une fonction entiére. Donc cosme, qui exprime une ra-
cine quelconque de I'équation (70.), sera une fonction rationnelle de Ia
racine z. Soit 6,z une autre racine, je dis quon aura

00,r = 0,0x.
En effet, soit 6,z =cosm’a, la formule (71) donnera, en mettant m‘a

au lieu de a:
cos(mm’e) = 0(cosm’a) = 66,x.

De la méme maniére on aura
cos(m’ma) = 0,(cosma) = 0,0z,
donc: )
60, = 0,0

Donc suivant ce qu'on a vu dans le paragraphe précédent,
’ 7T
T 0u COS& = Cos~-

pourra étre déterminé algébriquement. Cela est connu.
Supposons maintenant que g soit un nombre premier =2n -1,
les racines de léquation (70.) seront:

4n
CO8 5— CoS 2.

2 4n
052—'1_—*_—1', 0082—71—_‘?{, e o e e n +1,
La derniére racine cos2w est égale & lunité, donc I'équation (70.) est di-
visible par ‘2 —1. Les autres racines seront toujours égales entre- elles

2m n4-1—m)2n
par couples, car on a cos ——_I_ = cos w1

ver une équation dent les racines seront:

72 cos z2r cos n €08 5— 2n7
| 2n+41’ P s M 2n41°
Cette équation sera:

73 ot it —(n—1)z—L(n—2)2""

+f,3" (n-'i)(;.—'a) n--4a+ T (n_f)(;—4) n—.':__etc‘ = 0.

Cela posé, soit

, donc on peut trou-
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coS8 2
o +1—-x=cosa,

on aura dapres ce qui- précéde-

2m 0
b +1-— x = cosma.

Lequatmn (73.) sera donc satisfaite par les racines
74. =z, 0z, 6‘z, 0’z, ....
On a, quelle que soit la valeur de a:
6 (cos a) = cosma.
De la on tire successivement:
0“(cos @) == 6 (cosma) = cosm*a,
6°(cos a) =,.0(cosm",a)ﬁ = cosm’a,
0" (cos @) = 6 (cosm*~*a)== cosm"a.
Les racines (74.) deviendront donc
75. cosa, cosma, cosm®a, cosm’a, .... cosmta, ...,
Cela posé, si m est une racine primitive pour le module oan-41
(voyez Gauls Disquis. arithm. pag.53.), je dis que toutes les racines
76. cosa, cosma, cosm’a, .... cosm"lq
seront différentes entre elles. En effet si I'on avoit
_ cosm*aq = cosm’a,
ol p et v sont moindres que 2, on en tireroit:
mte =+ ma+ 2k,
ou k est entier. Cela donne en remettant poyr @ sa valeur -

= +m +k@2nt1),

m* ¥ m” = m’(m""+1),.

2n +1’

donc

et par conséquent
me) —
seroit divisible par 271, ce qui est impossible, car 2(x—v) est moin-
dre que 27, et nous avons supposé que /M est une racine primitive.
On aura encore:
cos m™a = cosa,
car m*—1 = (m"—1) (m + 1) est divisible par 22+ 1; donc
m' = —14k(en41),
et par suite: o .
cosm"a = cos(—a-4£.2%) = oosa.
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De la on voit que les nracines de I'équation (73.) pourrent s'ex-

primer par (76.); c'est-a-dire par:

z, 0z, 0°z, 6’2z, . ... "z, OU T =
Donc, en vertu du théoréme (IIL), cette équation sera résoluble algébri-
quement.

En faisant n=m,.m,.... m,, on peut diviser la circonférence
entiére du cercle en 27241 parties égales, a laide de w équations des
degrés m,, m,, my, . . . ..m,. Si les nombres m,, m,, » . . . m, sont
premiers entre eux, les coéfficiens de ces équations seront des nombres
rationnels.

En supposant % =2, on aura le théoréme connu sur les polygo-
nes reguliers, qui peuvent étre construits géométriquement.

En vertu du théoréme V. on voit que pour diviser la circonfé-
rence entiére du cercle en 221 parties égales, il suffit

1) de diviser la circonférence entiére du cercle en 27 partles égales,
2) de diviser un arc, quon peut construire ensuite, en 27 parties égales,
3) et d’extraire la racine carrée d’une seule quantxté e.

M. Gaufls a énoncé ce théoréme dans ses DlSyuls., et il ajoute que
la quantité dont il faut extraire la racine, sera égale & 22--1. Clest ce
quon peut démontrer aisément comme il suit.

On a vu (40.38.46.) que ¢ est la valeur numérique de la quantité’
(xt-abx+ o’ g c-. T ANUAREIICE TR R A SR +oc 6" x)
ou oc—-cosQ— +v—1. st— En subst1tuant pour Ty GLy o o« o o leurs

valeurs cosx, cosma, cos m® @y e+ .. OD aura
+po = {cosa - acosma + 4*cosn*a 4 ....+ " cosm ™ a}
X {cosa + a™*cosma 4 a**cosm*a 4. ... 4 a"*.cos m"a}.
En développant et mettant +¢ sous la forme
o=t Ftiatttt.. 2t
on trouvera facilement:
t,= cosa.cosm" a4 cosma.cosm*+ a4 ...+ cos m™*"*a.cos m'ae
-+ cosm™*a.cosa - cosm™**+'q.cosma +-.... 4 cosm™*a.cos m*a.
Mamtenant on a
cosm’a. cosm*+ a = }cos(m*+ a4 m’ a) =+ zcos (m“’f” e —m’ a),
donc:
=z {cos(m"+ l)a+cos(m/‘+ 1)ma-}-cos(m* 4 1)m’a+...+cos(mf"+l)m""a}

+,{cos(mi“—1)a+cos(mf‘-—1)ma+qos(m/‘—l)m *a+...}-cos(m*—1)m"a}.
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8i Ton fait (m“+41)a =g/, (r;zﬂ— 1)e=ea', on aura:
t, = g{cosa’ + O(cosa’) + 6*(cosa’) +.... 4 g*(cosa’)}
+ 2 {cosa'’+-0(cosa’)+ 6*(cosa’)4-.... 4 " (cosa’’)}.

Cela posé, il y a deux cas, savoir: p est différent de zérp ou non.

Dans le premier cas il est clair que cosa’ et cose’/ sont. des ra-
cines de I'équation (73.), denc cos @’ = 6°x, cose” = 6¢*x. En substituant,
il viendra, en remarquant que 6"x=x:
te = 3zt x4 002+ 60 )

ok R Va2e AR 2 SPPORR Sl il 2 S 1 SRV SO S Ay 1 8

¢, =x+0x+0*x+....+ﬂ"“
c'est-a-dire ¢, est égal a la somme des racines; par suite en vertu de
I'équation (73) , |

donc

t 4 = — I .
13 z
Dans le cas ot g =0, la valeur de- t, deviendra: .
t, = 7{c032a 4 cosema ...} cos2m""‘a} + 5.0
or cos2a est une racine de l’équauon (73.), donc en faisant

cos2@a == g’x,
on aura:

cos2@ ~}-cos2ma - .... +coszm"“a : ‘
= Prxt ... c ozt = — ],
par conséquent:
t, = gn—%.
~ En vertu de ces valeurs de 7, et z,, la valeur de +o deviendra:

Fe= !”"" -1 {“+“ +« +----+“n"}, :

mais
o4 o +u +.,..-|-«.""‘ = -—1,
donc: ‘
* e =zn +3
et pulsque ¢ est essentiellement positif,
2n+1

Cette valeur de ¢ donne
‘/'g lf(2”+1):
donc la racine carrée quil y a a extraire est cello du nombre 2n+ 1,
comme le dit M. Gaufs¥).
Christiania, 29. Mars 1828,

*) L’autear de ce mémoue donnera dans une auntre’ occqsxon des applicmom aux l’onchom B
elliptiques. , (Nou du red.)

S ————————



