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odd. Similarly, if the ordinates are

*o,t zhi V}

\ n-\ Zl,n-\ Z2, ft-J ••' zm,n-\

the factors of m may be odd or even, but the factors of n must only
be odd. The coefficients by which the respective ordinates are to be
multiplied in this latter case are

\ 1 1 ... 1 \

\ 1 1 ... I \

Second Complement a I'Analysis Situs. Par H. POINCARK. Read
at request of the President, June 14th, 1900, and received
June 30th, 1900.

Introduction.

J'ai publi6 dans le Journal de VEcole Polytechniquv (Tome C, N° 1)
un travail intitule "Analysis Situs"; je me suis occupe une seconde
fois du me"me probleme dans un mcmoire portant pour titre "Com-
plement a 1'Analysis Situs," et qui a etc imprimis clans les ltcndiconii
del Circolo Matematico di Palermo (Tome xni, 1899).

Cependant la question est loin d'etre epuisee, et je serai sans doute
forc6 d'y revenir a plusieurs reprises. Pour cette fois, je me bornerai
a certaines considerations qui sont de nature a simplifier, a eclaircir
et a completer les resultats precedemment acquis.

Les renvois portant simplement une indication de paragraphe ou
de page se rapporteront au premier mcmoire, celui du Journal de VEcole
Polytechnique; les renvois oil ces indications scront prcccdees de la
lettre C se rapporteront au momoire des llendiconti.
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Quant aux renvois aux paragraphes du present memoire, je les ferai
pre"ceder des lettres 2 c.

1. Bappeldes principales Definitions.

Considerons une variete fermee a p dimensions. Nous supposerons
que cette varie'te' a ete subdivisee de maniere a former un polyedre P
a p dimensions. Les elements de ce polyedre s'appelleront les a?;
ils seront separus les uns des autres par des varietes a p — 1 dimen-
sions qui s'appelleront les ap

{~ ; celles-ci seront separees les unes des
autres par des vari6tes a p — 2 dimensions qui s'appelleront les a{'~ ;
et ainsi de suite jusqu'a ce qu'on arrive aux sommets du polyedre qui
s'appelleront les a°.

Toutes ces varietes seront simplement connexes, c'est-a-dire homeo-
morphes a l'hypersphere.

Si une variete a] a pour frontiere complete les a'" , j'ecrirai la
congruence

(1) a? = 2«?«r \

ou les e sont egaux aO, + l o u - l (c, § 2, p. 7).

Nous ecrirons d'autre part l'homologie

(2) 24«r'~0.
Nous combinerons les congruences (1) et les homologies (2) par
addition, soustraction, multiplication, et quelquefois par division.

Parmi les congruences entre a] et a]~l obtenues par la combinaison
des congruences (1), nous distinguerons celles qui ne contiennent que
des a], et d'ou les a]~l ont disparu.

Nous d6signerons quelquefois les a° sous le nom de sommets, les
a< sous celui d'arctes, les a) sous celui de faces, les a',- sous cclui du
cases, les a,- sous celui dliypercases.

Au polyedre P correspond un polyedre reciproque P ' (c, § 7), dont
j'appellerai les Elements b'l au lieu de a'/, 6|" au lieu de all",..., et
enfin bt au lieu de a,.

Entre les deux polyedres, il y a une con^espondance telle que bll~9

correspond a a*. Les deux polyedres proviennent de la subdivision
d'une raeme variete V.

Entre les elements de P', nous avons les congruences

(ibis) bq
i = i^i-'

i+xbyl
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analogues aux congruences (1) ; nous pouvons l'ecrire egalement

en posant «,-,- — £y'.

Entre les elements de P et ceux de P*, nous avons encore une autre
relation.

Rappelons la notation N(V, V) (§ 9, p. 38). Nous aurons alors

N(al b'D = 0,
si /' n'est pas egal a k, et

N(al bj-') = ± l .

II reste a voir si Ton doit prendre le signe + ou le signe —.
Pour nous en rendre compte, considerons deux elements correspon-

dants de P et de P' que j'appellerai a* et fep7; considerons d'autro

part deux elements correspondants a*"1 et bj'q+ de telle fa<jon que

a*' appartienne a a?, et h*~q a 6j"*+ .

Je pourrai toujours choisir mes coordonnees de telle £a9on que les

equations do a* soient

(3) ^ = ^ = . . . = ^ , . , = 0,

les F etant des fonctions de coordonnees yu y2, ..., yp qui d6finiront
la position d'un point sur la variete V.

Soient de memo

(4) <h = </>,= ... = ^ . , = 0

les equations de 6j>'"*+1; je pourrai alors supposer que les Equations de
a]' s'obtiennent en adjoignant aux equations (1) l'equation \p = 0, et
que celles de til9 s'obtiennent en adjoignant aux equations (2) l'equa-
tion i/f = 1. Je pourrai m'arranger pour que la meme fonction i/r figure
an premier membre de oes deux eqiiations.

Alors parmi les inegalites, qui avec les-egalites (1) completent la
definition de a*, devra figurer l'inegalite

^>0 .

De m^me parmi les inegalites, qui avec les egalites (2) completent la

definition de bj"1'1, devra figui'er 1'inegalite

Si nous voulons que €y soit egal a +1 , il faut d'apres nos conven-

tions que les equations de a]' se mettent dans l'ordro suivant:—
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et si nous vonlons en merae temps que */"* = + 1 , il faut que les
Equations de b'i'9 se mettent dans l'ordre suivant:—

Le nombre N(a9
f, bp

('
g) depend du signe du determinantfonctionnel

de F u F2, ..., Fp.q, <£„ <£2, ..., <f>q.u 1-ijf.

De me'me le nombre N(a]~\ fej'"9+1) depend du signe du determinant

fonctionnel de Fu Fv ...,F,,.q, tjr, <£„ <f>2, ..., <£,_,.

Nous pouvons toujours supposer que les fonctions F, <£ et \\i aient ete
choisies de telle sorte que ces determinants ne s'annulent pas dans le
domaine considere.

Nous voyons alors que les deux determinants sont de me'me signe
si q est pair, et de signe contraire si q est impair.

Nous aurons dans le premier cas

et dans le second cas

N(albPr)=-N(aJ-\br*]).
Comme nous pourrons toujours supposer

nous trouverons snccessivement

La seule chose a retenir*, c'est que le nombre N(a!j, b*~9) ne depend
que de q.

Cela pose, on peut former avec les nombres c£- un tableau que. j'ap-
pellerai Tq, et ou le nombre <„• occupera la ie ligne et la_;c colonne.
Dans ce tableau Tq il y aura done autant de lignes que de aj et de
colonnes que de a]'

J'ai appele aq le nombre des a] de sorte que le tableau Tq aura
a, Hgnes et a,., colonnes. En particulier, le tableau 2\ nous donnera
la relation entre les aretes et les sommets, le tableau T2 entre les faces
et les aretes, etc.

J'appellerai Tq le tableau qui est forme avec P', comme Tq avec P.
Nous voyons que le tableau T'q s'obtient en partant du tableau 2';,_,tl,
permutant les lignes avec les colonnes, et reciproquement.
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Nous avons design6 (c, § 3, p. 14) par a,— a'q le nombre des honio-
logies distinctes entre les a?, et par a,—a" le nombre des congruences
distinctes entre les a] (les a]~x etant elimines) ; par

P i a i i
9 = a9 — ag + 1

le nombre de Betti correspondant aux a].
Nous avons appele /39, ft',, et fi'g' les nombres analogues a a,, »'q et «",

et se rapportant au polyedre P', de telle sorte que

2. Induction des Tableaux.

Considerons un tableau T forme de nombres entiers ranges en un
certain nombre de lignes et de colonnes. ' Tels sont nos tableaux 'i\.

Supposons que Ton puisse faire sur ce tableau les operations sui-
vantes:—

1° Ajouter une colonne a une autre ou l'en retrancher;
2° Permuter deux colonnes et changer le signe de l'une d'elles ;
3° Faire les memes operations sur les lignes.
En combinant ces operations, on pourra faire subir aux colonneH

une substitution lineaire quelconque pourvu que les coefficients soient.
entiers et le determinant egal a. 1. De meme pour lea lignes.

Quel est, par le nioyen de ces operations, le plus grand degrc de
simplicite auquel on puisse reduire un tableau ?—C'est ce que nous
allons examiner.

Supposons d'abord, pour fixer les idees, que le tableau T n'ait pas
plus de lignes que de colonnes.

Lemme I.—Soit
, a, a8 a4 a5

un tableau T que je suppose, pour fixer les idees, de trois lignes et de
cinq colonnes.

Je suppose que les quinze nombres a, 6, c soient premiers entre
eux ; je dis qu'on pourra toujours trouver trois nombres a,, pv y,, tels
que les cinq nombres

hi i = a, a,-+/3,6, + y, c, (i = 1, 2, 3, 4, 5)

soient premiers entre eux.
Pour cela les nombres an /?„ yx doivent d'abord remplir une premiere
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condition: ils doivent 6tre premiers entre eux. Si cette condition est
remplie, on pourra trouver six autres nombres

tels que le determinant

Posons alors

Soit

fix Vx

A y.

= 1.

(* = 1, 2, 3, 4, 5 ; k = l, '2, 3).

6, c

l9 c,2 ^2

c8

la regie de la multiplication des determinants nous donnera

K

hi h
<i«<j ' i s

A
>2 7i

?s y 8

a 6,

«2 o3 c2

a, b. c.

Ce qui montre que le plus grand commun diviseur des trois nombres
ku, hn, k}3, et par consequent celui des cinq nombres hu, divise A.
11 doit diviser de meme tous les determinants obtenus en supprimant
deux colonnes dans le tableau, et par consequent le plus grand comniun
diviseur, M, de tous ces determinants.

Soit p un facteur premier quelconque de M. Comme nos quinze
nombres a, b, c sont premiers entre eux, l'un d'eux au moins, par
^xomple Oj, ne sera pas divisible par p.

Si nous prenons alors

(1) a, = (modp),

il viendra h = r'"1 ="•is — °J —

de sorte que le plus grand commun diviseur des cinq nombres hi{ ne
sera pas divisible par p.

Nous obtiendrons un systeme de congruences analogues a. (1) pour
ehacun des facteurs premiers de M. On pourra satisfaire a la fois a
toutes ces congruences puisqu'elles ont lieu par rapport a des modules
premiers differents.

Alors. le plus grand commnn diviseur des cinq nombres hH ne sera



1900.] Prof. H. PoincarS sur VAnalysis Situs. 288

divisible par aucun des facteurs premiers de M; et, comme il doit
diviser ilf, il sera egal a 1.

1" Corollaire.—Si Ton fait subir aux lignes du tableau la substi-
tution lineaire

il est clair que les elements de la i° colonne qui e"taient

au bh ' Ci

deviendront hu, h2i, Jhit

d'ou cette consequence:
Si les elements du tableau sont premiers entre eux, on peut reduire

le tableau de telle sorte que les elements de la premiere ligne soient
premiers entre eux.

2e Corollaire.—Si les elements du tableau ont pour plus grand
commun diviseur 8, on peut reduire le tableau de telle sorte que les
elements de la premiere ligne aient pour plus grand commun diviseuv 8.

Th6oreme.—Soit TO le nombre des colonnes et n celui des lignes
(m>ra) ; soit Mo le plus grand commun diviseur de tous les deter-
minants obtenus en supprimant dans le tableau TO—n colonnes
quelconques; soit ilf, le plus grand commun diviseur de tous les deter-
minants obtenus en supprimant dans le tableau TO— n + 1 colonnes et
une ligne; soit M2 celui des determinants obtenus en supprimant
m—n + 2 colonnes et deux lignes, etc.; soit enfin lf,,_i celui des
determinants obtenus en supprimant TO—1 colonnes et n—1 lignes,
c'est-a-dire en d'autres termes celui de tous les elements.

Ces nombres Mo, 3IU ..., M,t.i ne seront pas alt^res par les operations
faites soit sur les lignes, soit sur les colonnes.

II va sans dire que le nombre Mk devrait etre considere comme mil
si tous les determinants correspondants etaient nuls.

Nous pourrons alors enoncer notre corollaire sous la forme sui-
vante:—

3* Corollaire.—On peut reduire le tableau de telle sorte que le plus
grand commun diviseur des elements de la premiere ligne soit Mn.x.

Lemme II.—On peut, par une transformation entre les colonnes,
reduire le tableau de telle sorte que le premier element de la premiere
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ligne devienne MH_U et que tous les autres elements de la premiere
ligne deviennent nuls.

Nous allons faire subir, en effet, aux colonnes (snpposees comme
plus haut au nombre de m = 5) la substitution lineaire

(2)

A

dont le determinant doit e'tre egal a 1. Soient

les e'le'ments de la premiere ligne. Apres les reductions que le tableau
a deja subies, le plus grand commun diviseur de ces cinq nombres est
devenu if,i-i- Nous pouvons alors choisir la substitution (2) de telle
eorte que l'on ait

2aiai = itf,,.,, 2j3,a, = Zyidi =-S^a, '= Sf,o» = 0.

Alors, apres la transformation, les elements de la premiere ligne seront

If,,.,, 0, 0, 0, 0.
Lemma III.—Je dis maintenant qu'on peut, par une transformatiqn

entre les lignes, reduire a zero tous les elements de la premiere
colonne, sauf le premier qui reste egal a Mn.x.

En effet, apres les reductions deja faites, les elements de la premiere
colonne (supposes au nombre de n = 3) sont

M,,_u qa2fn_u qaM,,.u

q2 et qH etant des entiers; et en eft'et, d'apres nos hypotheses, tous nos
elements sont divisibles par MH.X.

Si alors nous retranchons de la seconde ligne la premiere ligne
.niultipliee par q3, et de la troisieme ligne la premiere ligne multiplied
par qt, la premiere colonne devient

Mn.u 0, 0.

D'ailleurs la premiere ligne ne change pas.
Si l'on supprimait maintenant la premiere ligne et la premiere

colonue du tableau T, il resterait un tableau T' de m—1 colonnes et
de n—\ lignes, par rapport auquel les nombres
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joueraient le me"me r61e que les nombres Mo, Mu ... par rapport au
tableau T.

En particulier,

le plus grand commun diviseur des elements de T' est ~-^-

Nous pouvons maintenant continuer la reduction, mais en opei'ant
seulement sur les m — 1 dernieres colonnes et sur les n — \ dernie'res
lignes. La premiere ligne ne changera plus puisque ses m— 1 derniers
elements sont nuls, ni la premiere colonne non plus puisque ses n— 1
derniers elements sont nuls.

On pourra operer sur le tableau T' comme nous avons opere sur le
tableau T. Apres cette nouvelle reduction :

1° Tous les elements de la premiere ligne et ceux de la premiere
colonne sont restes nuls, sauf le premier element de la premiere ligne
et de la premiere colonne qui est reste egal a if,,_|.

2° Tous les elements de la seconde ligne et ceux de la seconde
colonne sont devenus nuls, sauf le second element de la seconde ligne

Met de la soconde colonne qui est devenu --.:—.

3° Si on supprime les deux premieres lignes et les deux premieres
colonnes, on obtient un tableau T" de w—2 colonnes et de n— 2 lignes,
par rapport auquel les nombres

Mn.i Mn_z '"•' A/ , , . ,

jouent le mfime r&le que les nombres Mo, Mx, ..., Mn.x par rapport au
tableau T. Et ainsi de suite.

A la fin de la reduction, l'element qui appartient a la i° ligne et a
l a / colonne est nul si i n'est pas egal a / ; l'element qui appartient a

la ie ligne et a la ic colonne est egal a --- :— .

Les n nombres

peuvent s'appeler les invariants du tableau T.
On peut remarquer:
1° Que chacun de ces invariants divise le suivant;
2° Que quelques-uns de ces invariants peuvent etre nuls, mais que,

si l'un d'eux Test, tous ceux qui le suivent le 6ont egalement.
Si le tableau Tavait plus de lignes que de colonnes, la reduction se

ferait de la mfime maniere, seulement il faudrait intervertir le r61e
des lignes et des colonnes.
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. On aurait alors m<w; le nombre Mo serait le plus grand commun
diviseur des determinants obtenus en supprimant n—m lignes; en
general, M{ serait le plus grand commun diviseur des determinants
obtenus en supprimant n—m+i lignes et i colonnes quelconques.
Enfin, le plus grand commun diviseur des elements du tableau T
serait Mm_v

En general, le nombre des invanants serait le plus petit des deux
nombres n et m.

3. Comparaison des Tableaux Tq et T'r

Le tableau Tq nous fait connaitre les relations entre les a] et les
a)"1 dans le polyedre P. A chaque ligne de ce tableau correspond
un a* et a chaque colonne un a]' . A chaque ligne de ce tableau
correspond egalement une congruence

( 1 ; flj = zeqa-j

entre les a] et les a]' et une homologie

(2) 2c0a ~ 0
entre les a] .

Qu'arrivera-t-il maintenant si, par les operations du paragraphs
precedent, on reduit le tableau Tq ?—A chaque ligne du tableau reduit
correspondra une combinaison lineaire des a*, a chaque colonne une
combinaison lineaire des a]~ . J'ai explique (c, § 8, p. 41) d'apres
quelles regies ces combinaisons lineaires doivent e"fcre formees. Voici
comment ces regies peuvent e"tre resumees.

Supposons que, pour passer du tableau Tq au tableau reduit, on
applique aux lignes de Tq une certaine substitution lineaire S, et aux
colonnes une autre substitution lineaire cr. Soit <r' la substitution
contragrediente de <r (je veux dire que, si Ton a deux series de a(y_,
variables xt et y{, et qu'on applique la substitution or a la pi'emiere
serie et la substitution o-' a la seconde, la forme 2a:/2/< ne devra pas
etre alteree).

Supposons alors que 8 change a] en

et que <r change a?"1 en

dV1 = ° S
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Nous ferons correspondre a la i" ligne du tableau reduit la eom-
binaison lineaire c], et a.la ie colonne la combinaison lineaire d]~ .

Dans notre tableau reduit, tous les elements sont nuls, sauf ceux de
la ie ligne et de la ie colonne, qui sont donnes d'apres le paragraphe
precedent par la formule

M

Je designerai, pour abreger, par w? cet element de la i° ligne et de
la i6 colonno; et je conviendrai que w< doit 6tre regarde comrae mil,
si i est plus grand que le plus petit des deux nombres a, et atf.,
(nombre des lignes et nombre des colonnes).

A la ie ligne do. tableau reduit correspondra aloi'S la congruence

(Ibis) d •= wltf-1

et l'homologie
(2 bis) u>?dr1~O.

Les congruences et'los homologies (Ibis) et (2 bis) peuvent se
deduire des congmences et homologies (1) et (2) par addition, sous-
traction, multiplication, mais sans division, et reciproquement.

Si aq.x>a<n et si '4>a,, w* est nul, de soi'te que la congruence et
Thomologie (1 bis) et (2 bis) se r6duiseut a

c? = 0 . et 0 ~ 0 .

Les nombres o>] sont ce que j'ai appele dans le paragraphs prece-
dent les invariants du tableau Tq. Supposons que par-mi ces invariants
il y en ait yq qui ne soient pas nuls; on aura, bien entendu,

Parmi les congruences (1 bis), les y, premieres contiendront a la
fois Ci et d\~ puisque to] ne sera pas nul. Au contraire, lea av — y,
dei*nieres s'ecriront „ _

cl = 0,
et ne contiendront pluB les a*" ; il est clair que toutes ces congruences
sont distinctes, et qu'on obtient ainsi toutes les congruences entre les
ai d'ou les a]~ sont elimines. On aura done

Maintenant, parmi les homologies (2 bis), les aq—yq dernieres sc
reduisent a des identites, mais les y, pi'emieres 6ont distinctes; on a
done '

< * a = y
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d'ou pour le nombre de Betti

Pq = « g - y « * i - y , + l .
Comparons maintenant le tableau TH au tableau correspondant

!/',',_, y\ relatif.au polyedre reciproque P'. Ce tableau, qui se deduit de
Tq en permutant les lignes avec les colonnes, a /?p_v+1 = aq_x lignes et
/3,,_9 = a, colonnes. Le nombre y, est le mthne pour les deux
tableaux, de sorte qu'il vient

nil it n n>

/v«+« = yq = ««i Pp-t—pp-q — y«>

P»->i = A»-9-y9 = ° « - < ;
d'ou .q/ _
et pour le nombre de Betti P'p.q+i relatif au polyedre P'

Nous deduisons de la p , _ p

ce qui, si Ton se rappelle que les nombres de Betti x*elatifs aux deux
polyedres reciproques P et P' sont les memes, montre que les nombres
de Betti egalement distants des extremes sont egaux.

Revenons aux homologies (2 bis). Si Ton admet que Ton a le
droit de diviser les homologies par un entier different de zero, les
yq premieres homologies nous donneront

et la plus generate des homologies entre les a]' s'ecrira

(6) 2, Xjrt,- ~ U,
i - l

les X,- etant des entiers quelconques. Si, au contraire, on n'admet paa
que Ton ait le droit de diviser les homologies, Vhomologie la plus
generale s'ecrira

les Xj etant des entiers. Pour que les deux definitions des nombres
de Betti (c, § 1, p. 2) coincident, il faut, et il suffit, que les deux
formules (3) et (4) concordent, c'est-a-dire que tous les invariants
<Dj qui ne sont pas nuls soient egaux a 1 (c, § 0, p. 4$).

Envisageons maintenant les combinaisons lineaires des a*"1 qui
neraient homologues a zero en vertu des homologies (3), etdemandons-
nous quelles sont parmi ces combinaisons celles qui restent distinctes,
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si, abandonnant les homologies (3), on se borne aux homologies (4)
sans admettre le droit de diviser les homologies.

Nous verrons tout de suite que le nombro de ces expressions qui
sont ainsi distinctes esfc precisement le produit

Or, en se reportant aux notations du paragraphs pr£c6dent, on voit
quo ce produit n'est autre chose que l'un des nombres de la suite

Mo, Mi% Mv . . . .

et precisement le premier nombre de cette suite qui n'est pas mil
(<j, § 9, p. 48).

Ce qui precede montre combien il importe de distinguer deux sortes
tie varietes.

Celles de la premiere sorte, que j'appellerai variutes sans torsion,
Heront celles pour lesquelles les invariants de tous les tableaux
Tu fjont tous egaux a 0 ou a 1; pour lesquelles, par consequent, les
deux formules (3) et (4) concordent et les deux definitions des
nombres de Betti sont d'accord.

Celles de la seconde sorte, que j'appellerai varietes a torsion, seront
celles pour lesquelles certains de ces invariants ne sont egaux ni a 0,
ni a ], et pour lesquelles, par consequent, les deux definitions des
nombres de Betti ne sont pas d'accord. Dans ce cas nous adopterons
toujours, sauf avis contraire, la seconde definition (c, § 1).

Cette denomination se justifie parce que la presence d'invariants
plus grands que 1 est due, comme nous le verrons plus loin, a une
circonstance assimilable a une veritable torsion de la variete sur elle-
meme.

4. Application a quelques Exemples.

Desireux d'appliquer ce qui precede aux exemples signales dans
V "Analysis Situs" (p. 49, sqq.), je dois d'abord faire une distinction
entre plusieurs sortes de polyedres.

Les polyedres ordinaires ou de la premiere sorte seront ceux dont
tous les a' sont des polyedres simplement connexes (homeomorphes a
<les hyperspheres) et tels que tous les elements de ces a* soient dis-
tincts; par exemple, dans l'espace ordinaire, le tetraedre sera un
polyedre de la premiere sorte parce qu'il admet quatre faces qui sont
des triangles et, par consequent, des polygones simplement connexes
(homeomorphes a des cercles), et que chacun de ces triangles a ses
trois cdtes distincts de me"me que ses trois sommets.

vor,. xxxt[.—NO. 728. i;
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Lea poly&dres de la seconde sorte seront ceux dont tous les a? seront
dea polyedres aimplement connexes, xuais tels qne tous les elements
do ces a? ne soient pas distincts. Soit, par exemple, dans l'espace
ordinaire un tore; par un point A de la surface de ce tore menons un
meridien et un parallele. Ces deux coupures ne diviseront pas la
surface du tore en deux regions, mais elles la rendront simplement
connexe. Cette surface ainsi rendue simplement connexe sera homeo-
morphe a un rectangle, dont deux c6tes opposes correspondraient aux
deux levres de la coupure meridienne et les deux autres c6tes aux
deux levres de la coupure parallele. Le tore forme ainsi une espece
de poly&dre qui n'a qu'une seule face; cette face est un quadrilatere;
elle est done simplement connexe; mais les quatre c6tes de ce quadri-
latere ne sont pas distincts, deux se confondent avec la coupure
meridienne et deux avec la coupure parallele; de meme les quatre
sommets ne sont pas distincts puisqu'ils se confondent tous les quatre
avec le point A. Le polyedre ainsi defini est done un polyedre de la
seconde sorte.

Enfin, les polyedres de la troisieme sorte seront ceux dont tous
les a] ne sont pas simplement connexes.

Les proprietes des polyedres de la premiere sorte s'etendent pour
la plupart a ceux de la seconde sorte. Obsei'vons toutefois une diffe-
rence. Dans un polyedre de la premiere sox'te, toute op separe l'une
de l'autre deux af, et n'appartient a aucun autre a?. Par consequent,
dans chaque colonne du tableau Tp il y aura un des nombres «£• qui
sera egal a + 1 , un autre a — 1, et tous les autres a 0.

II n'en est plus de meme avec les polyedres de la seconde sorte. 11
peut arriver que deux des a*'1 d'une me1 me a? ne soient pas distinctes.
Dans ce cas, apres avoir franchi cette aj"1, on se retrouvera dans cette
meme a? ou Ton etait deja avant de l'avoir passee. Ainsi pour re-
prendre notre tore de tout a l'heui'e, qui etait un polyedre a une seule
face: apres avoir passe la coupure meridienne, par exemple, on se
retrouvera toujours dans cette meme et unique face ou Ton etait avant
le passage. II arrive alors que cette a*' n'a de relation qu'avec cette
a*; et de plus, elle est deux fois en relation avec cette meme a?, une
fois en relation directe, une autre fois en relation inverse, de sorte
que les deux relations se compensant, le nombre c? correspondant est
egal a zero. Dans ce cas, tous les nombres «£ qui figurent dans la
colonne correspondante du tableau Tp sont nuls.

Dans les exemples en question (p. 49 sqq.), les varietes fermees a



1900.] Prof. H. Poincare mr VAnalysis Sihis. 291

trois dimensions que Ton envisage peuvent 6tre regardees comme des
polyedres de la seconde sorte. Chacun de ces polyedres a une seule
case (qui dans les premier, troisieme et quatrieme exemples est un
cube, et dans le cinquieme un octaedre), mais les faces de cette caRe
se confondent deux a deux.

1" Exemple.—

l*re face ABDG = A'B'D'G', l4rc arSte AB - CD = A'B - CUT;

2e „ AGG'A'= BDD'A\ 2* „ AC = BD =A'G' = B'ti;

3e „ CDD'C'-ABBA, 3C „ AA' - BlY — CC" - DD'\

Une case unique, un sommet unique.

Les trois tableaux T,, T% et '.V6 se composent uniquement de zeros.
Tous leurs invariants sont done nuls.

3" Exempte.—

l4re face ABDG - B'D'G'A', l6rc arete AB = B'D' = C'G;

2e „ ABB1 A' - C'CDD', 2e „ AG = DD' = B'A';

3e „ AGG'A' =DD'B'B, 3° „ AA' - C'D' = DB;

4C „ CD = BB = A'C;

1" sommet A = B' = C" = D, 2C sommet B = D' = A' - G.

Tableau T3. Tableau 1\. Tableau 1\.
| 0 0 0 | . 41 . - 1 - 1 - 1

41 4l -1 41

4 1

4 1

+ 1
- 1

- 1
- 1

- 1

4 1

Le tableau Ts n'a qu'un invariant qui est nul; le tableau 7', en n.
deux qui sont 0 et 1; le tableau 1 \ en a trois qui sont

1, 2 et 2.

4* .Etremple.—

ltrc face ABDG = B'D'G'A', lOrc ar6te AA'— GG'= BB! = DD';

2e „ ABB'A'=CDD'C\ 2" „ AB = CD - B'D' = A'G';

3e „ AGG'A' - BDD'JJ', 3C „ AG = BD = D'C'= B'A';

Une case unique, un sommet unique.
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Tableau

0

0

0

0

+ 1
+ 1

r,.
0

+1
- I

Tableai

0

0

0

x Tx.Tableau T3.

| 0 0 0 |

Les tableaux 1\ et Tt n'ont qu'un invariant qui est 0 ; le tableau T
en a trois qui sont 1 o <• n

5e Exemple.—

rr c face ABO = FED, lire arete AB - FE, l ' r sommet A = F;

2" „

3C „

4e „

Tableau

0 0 0

AGE
AED

ABB

T*.

0 |

'DB,
= FBC,

= FOE,

+ 1

0

0

- 1

2e

3°

4e

5°

6C

- 1

+ 1
0

0

„
„
„
,,

AC = j

4̂JB7 = J

^ D = J

BG = i

CE=i

Tableau T2.

0

- 1

- f l

0

0 -fl

0 0

- 1 +1
-fl 0

2°

W, 3 C

E77>;

0

- f l

0

+1

„ B

G

Tableau

+ 1
-f l

+ 1
+ 1

0

0

- 1

0

- 1

- 1

+ 1
- 1

= j

0

- 1

0

0

•[

+ 1

Les invariantfl sont:
0 pour T3; 2, 1, 1 et 1 pour T,; 0, 1 et 1 pour 1\.

Passons maintenant au sixierae exemple (p. 57).
Ainsi qu'on l'a vu (§ 14, p. 71), les equivalences fondamentales

s'ecrivent

Pour ecrire les homologies qui peavent; se deduire des homologies
fondamentales par addition et multiplication, mats sans division, il
suffit de se donner le droit d'intervertir l'ordre des termes dans les
deux membres de ces equivalences fondamentales; on trouve ainsi

0.
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Le d6terminant (a — 1) (8 — 1) — /3y

est egal a 2— a—S.

Soit, d'autre part, ft le plus grand commun diviseur des quatre
nombres a - 1 , 8 - 1 , ft y ;

l'examen des homologies que nous venons d'ecrire montre que les
deux invariants du tableau 1\ qui ne sont pas egaux a 0 ou a 1 sont
egaux a 2-u-8

IX 6D — — #

(Le nombre fi peut d'ailleurs e"tre egal a 1.)
Quant aux invariants des tableaux Tx et Ta, ils sont toujours tous,

comme nous le verrons plus loin, egaux a 0 ou a 1.
Soit, par exemple,

a = - l , /3 = 1, y = - l , 8 = 0.

On a /» = 1, 2 - a - 8 = 3 ,

de sorte que Tun de nos invariants est egal a 3 et l'autre a 1.
Cela peut d'ailleurs se verifier en formant le tableau 1\. Soient

(x, y + 1, z),

(—x + y, —x, z + \)

les trois substitutions du groupe G, que j'appellerai Sv St et Ss, et qui
correspondront aux trois contours fondamentaux 0,, C72, O8 (§ 13, p. 68).

La variete etudice peut etre regardee comnie engendree par le cube
ABGDA'B'G'D' (§ 10, p. 49). Seulement la face ABGD devra etre
considered "comme decomposee en deux triangles ABD et A0D} de
me"me que la face A'B'C'D' en deux triangles D'A'W et G'D'A'.

II est aise de voir que la face ABB'A' est changee en GDD'G' par la
substitution »S2, la face AGG'A' en BDD'B' par la substitution S,, la
face ABD en 1/A'B' par la substitution S3Sl^i, la face AGD en G'D'A'
par la substitution Ss S7.

Notre polyedre a done:
1° Une seule case;
2° Quatre faces, a savoir:

l4re face ABB'A' = CDD'C\

2e „ ACC'A' = BDD'B',

3e „ ABD = D'A'B',

4s „ ACD =>C'D'A';
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3° Quatre ar6tes, a, savoir :

l*rf arSte AA'= BB' - GG' = DB',
2e „ AB-GB = D'A',
3C „ AC = BB - G'B' = A'B\
4° „ AB-G'Al-B'B';

4° Un seul sommet.
Les tableaux 2', et Ts sont entierement composes de zeros.
Voici le tableau T%:

0 + 1 - 1 0

0 0 + 1 + 1

0 +1 +1 - 1

0 +1 +1 - 1

On voit que les invariants de ce tableau sont
1, 1, 3, 0.

Passons maintenant a l'exemple de M. Heegaard. Soient x,, xt,
Vu Vn z» H les coordonnees d'un point dans 1'espace a six dimensions;
soit , —- , , .. , -.

z = z, + z3 •/ — I =.\z\eS^m

Notre variete aura pour equations

•*l+yl+yl =
d'oti

Pour obtcnir la Arariete tout entierc, il faut que nous fassions varier
1° | x | de 0 a 1, ce qui fait varier en meme temps \y\ de 1 a 0;
2° v de 0 a 2TT;

3° $+v de 0 a 4rr.

Le polyedie ainsi obtenu a une seule case definie par les inegalitcs

0 < | a > | < l , 0<rj<2ir, 0 < I+17 < 4TT.

II a deax faces denies par les relations suivantes:—

l6rc face 7/ = 0, 0 < I x | < 1, 0 < $ < 4>n •

cette face est identique a la suivante :—
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2° face $+y = 0, 0 < | x | < l , 0 < r ; < 2 r r ;

cette face est identique a la suivante:—

£ + 17 = 4TT, 0 < | » | < l , 0 < T? < 2:r.

II a trois aretes definies par les relations suivantes :—

TrK arete £ = 7; = 0, 0 < | a? | < 1;

cette ar&te est identique aux trois suivantes:—

£ = 0, *7 = 27r, 0 < | a i < l ;

295

$z=rj = 2ir, 0 < I a? I < 1 ;

2e arSte xx = xt = 0, 0 < 17 < 2n;

3' „ 2/1 = 2/2 = 0» — 2 ; r < £ < 0 , identique aux deux suivantes

Vi = V* = Of 2TT < ^ < 4TT.

Tl a enfin deux sommets, a savoir:

l"r sommet JC, = x% = 0, ^ = 0, identique au suivant: —

xx = a;a = 0 , r] = 2ir;

T „ y, = 1/, = 0, £ = — 2TT, identique aux troiB suivanta

Le tableau Ts est entierement compose de zeros; quant aux
tableaux Tt et Tv ils s'ecrivent

0 0 + 2 T , = + 0 - 1

O i l ; 00

0 0

On voit que les invariants sont 0, 2 et 1 pour Tv 0 et 1 pour Tv

5. Extension au cas general d'un Theoreme du Premier Complement.

Je voudrais revenir sur l'une des questions traitees dans un des
memoires anterieurs (c, § 10). Je n'ai envisage dans l'endroit cite
que le cas de p = 3, et je voudrais f aire voir comment on peut etendre
lea memes raisonnements au cas general. Voici de quoi il s'agit:
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Soient deux polyedres reciproques P et P'\ considerons d'une part
les elements a* de P, efc d'autre part les elements h] de P1. Je suppose
que Ton ait trouve une congruence

(1) 2 X ^ = 0

entre les a]; je die qu'on pourra faire correspondre a cette congruence
tuae antre congruence entre les hj

(2) 2/1,6? = 0,

et cela de tello sorte que Ton ait l'homologie

(3) 2*(a?~2fi,&?.

Reciproquement a toute congruence de la forme (2) on pourra faire
correspondre une congruence de la forme (1), et cela de telle sorte
que les premiers membres de ces deux congruences soient lies par
l'homologie (3).

Tel est le theoreme qu'il s'agit de demontrer. J'en ai donne une
demonstration Rimple dans le cas de p = 3, et il s'agit d'etendre cette
demonstration au cas general. Je ferai d'abord une premiere remarqne.

Consid6rons les congruences

(4) a1=l^-\

Nous savons qu'en les combinant lineairement, on peut en eliminer
les a]'1 et obtenir des congruences de la forme

(5) S C n J s O .

Le nombre des congruences distinctes de la forme (5) est celui que
nous avons appele aq — a'g'.

Supposons maintenant que nous considerions les differents elements
a( du polyedre P, ou le uombre h des dimensions doit e"tre plus grand
que q, mais peut e"trc egal a 2 + 1, 7 + 2, ...,]>-1 on.p. Nous dohnons
une fois pour toutes a ce nombre //. une valeur determinee.

Nous repartii'ons alors les congruences (4) en groupes, en mettant
dans le me"me groupe deux de ces congruences si les deux a] correspon-
dants appartiennent a un meme at; il est clair qu'il y. aura autant de
groupes que de <»?, et qu'une meme congruence pourra Be retrouver
dans plusieurs groupes, puisque un a] fait partie de plusieurs a{.

r En combinant lineairement les congruences (4) d'un meme groupe,
on pourra alors eliminer les a]' et obtenir des congruences de la forme

(5 bis) 2£,'a? = 0.
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Los congruences (5 bis) font evidemment partie du systeme des
congruences (f>), puisque ce dernier systeme est celui de toutes les
congruences distinctes de cette forme que l'on peut obtenir par la
combinaison des congruences (4). Kn revanche, il peut y avoir dans
le systeme (5) des congruences qni ne font pas partie du systeme
(5bis); et en effet nous avons obtenu ce dernier systeme en im-
posant des restrictions a notre faculte de combiner les congruences
(4) puisque nous ne pouvions combiner que celles d'un merae groupe.

Je dis d'abord que la congruence (5 bis) entraine l'homologie

(6) 2£X~0.
En effet, la congruence (5 bis) est vino congruence entre les dl^ments

du polyedre <r/, et, comme par hypothese ce polyedre est simphment
connexe, cette congruence doit entrainer l'homologie correspondante.

Reeiproquement, si l'homologie (6) a lieu, la congruence correspon-
dante fera partie du systeme (5 bis). En effet, l'homologie (6) ayant
lieu entre les elements du polyedre a{, doit entrainer la congruence
correspondante, et cette congruence doit pouvoir se deduire des con-
gruences fondamentales de la forme (4) relatives aupolyedre aif c'est-
&-dire appartenant a un mime groupe.

11 resulte de la que le nombre des congruences distinctes du
systeme (5 bis) est aq—a'q.

Le systeme (5 bis) resto done toujours le me"me quelle que soit In
valeur attribute au nombre h.

Nous voyons en meme temps que cette consideration permettrait de
ti'ouver le nombre de Betti Pq en considerant seulement le tableau Tv.
pourvu que Ton sut en outre si deux congruences (4) appartienneut
ou non a un mtime groupe.

Introduisons maintenant une notion qui peut e"tre considereu
comme la generalisation de la notion de pyramide. Soit a, un
domaine appartenant a un espace plan P , a q dimensions ; soit 6,,, un
domaine appartenant a un autre espace plan P'm a m dimensions. Je
supposerai que ces deux espaces plans n'ont aucun point commun.
Je pouri'ai alors par ces deux espaces faire passer un espace plan II
a q+m + l dimensions, et un seul.

Cela pose, joignons par des droites chacun des points du domaine
aq a chacun des points du domaine &,„. L'ensemble de ces droites
engendrera un certain domaine appartenant a l'espace plan II, ayant
q + m + l dimensions que je designerai par la notation agbm, et que je
pourrai appeler pyramide gcneYalisee rectiligne.

Si, en effet, le domaine aq se reduisait a un polygone plan (g = 2),
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et le domaine b,lt a un point (m = 0), le domaine agbm se reduirait a
une pyramide ordinaire ayant ag pour base et 6,,, pour sommet.

Toute figure homeomorphe a une pyramide generalised rectiligne
pourra s'appeler pyramide gen6ralisee.

Cela pose, envisageons un element a* du polyedre P et un element
b"/ du polyedre reciproque P / ; cet element b]" correspond a un element
aj"" du polyedre P. Je suppose que l'element a* fasse partie de
l'element a]""'"; nous aurons done

q<p—m; p>q + m + l.

Je remarque de plus que tout point de 6j" fera partie de l'un des a!'k
dont fait partie of"'", et par consequent de l'un des a* dont fait partie
ai. II suffit de le montrer pour les sommets de fcj" ; or, si b\ est l'un
de ces sommets, il sera a l'interieur de a*, et comme b°k appartient a
6,'", en vertu de la definition m§me des polyedres reciproques, a!}'"'
appartiendra a a£.

Celapose, nouspouvons a l'interieur dechacundesap
k definirunsyRteme

de lignes L, tel que par deux points quelconques interieurs a cet a£ on
puisse mener une ligne L, et une seule. Le systeme des lignes L
jonit done des mimes proprietes qualitatives que le systdme des
lignes droites. Cela tient a ce que a* est suppose simplement connexe.

Joignons maintenant chacun des points de bj a chacun des points
de aj par une ligne L situee dans celui des a'l auquel appartient a la
fois a* et le point considere de 6j".

L'ensemble de ces lignes L engendrera une figure que j'appellerai
a'fcj'i yui s e i a homeomorphe a une pyramide generalisee rectiligne et
qui aura q +in +1 < p dimensions.

Quelle sera la frontiere de cette variete a] b'j' ? Supposons que Ton
ait les congruences

La frontiere se composera des pyramides generalisees al~ b"' et
a'iK"1, et Ton aura

(7) flf6;sa<kai-|6;+S«;"aj6;-'.

Cela ne serait plus vrai si Ton avait m = 0. Dans ce cas, en effet, la
variete a* aurait 5 = (g-fw + 1) —1 dimensions; elle devrait done
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faire partie de la frontiere complete de a'bj", et la congruence (7)
d e v i e n d r a i t t n - u - B \ <I-I? — J « 1 0

( 7 b i s ) a . - q / =

(les termes en c' disparaissant) ; de meme pour q = 0 on aurait

(7ter) < ^ = S ^ ^ + ^ ,

Des congruences (7), (7 bis) et (7 ter) se deduisent les homologies

(8 bis) a?~

(8 ter) fc;'~-2«';>^r'.

La congruence (8 bis) suppose que aj fasse partie de of; c'est
celle que nous avons envisagee ailleurs (c, § x., p. 49, eq. 2).

Supposons maintenant que nous ayons trouve une congruence de la
f o r m e (9) SXyoJbTsO.

Je dis que nous pourrons trbuver une congruence de la meme forme,
mais ou le nombre q a augmente d'une unite et le nombre m diminue
d'une unite, et cela de telle sorte que les premiers membrea des deux
congruences soient homologues.

En effet, nous avons identiquement en vertu de (7)

On doit done avoir (en annulant dans le second membre le coefficient

On en deduit la congruence

(10) S^af

Tous les elements a' qui figurent dans le premier membre de (10)
appartiennent a aj""'; or aj1""' par hypothese est simplement connexe;
toute congruence entre ses elements entraine done l'homologie
cori'espondante de sorte que Ton a

2jX0a? ~ 0,

d'ou 2iX0a? = Sp^ojl*1,

les fi etant des coefficients entiers et les a** etant des elements
appartenant a a,j

Or XW 2 / * «
 a

On a done X, =
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La congruence (9) peut alors s'ecrire

(la sommation extend aux trois indices p, itj).

Or nous pouvons former l'homologie suivante qui n'est autre que
l'une des homologies (8) :—

(11) SiY^'ft" ~ - S c
On a alors ^ ^ ^ ^ a

ce qui demontre le theorems enonce.
Le cas de m = 0 est, bien entendu, laisse de c6t6 et doit etre traite

a }iart. Dans ce cas Vhomologie (11) doit e*tre remplacee par la
suivante qui est l'une des homologies (8 bis) :—

/ I 1 i • \ vi '7*1 <7 7 0 9*1

(11 bis) i«;, a,6y ~ a; ,
d'ou 2Xoa*fc" /v/ Sfta '*

Done a la congruence

(9 bis) SAjol

correspondra la congruence

qui est de la forme (1), et les premiers membres de ces deux congruences
seront homologues.

Soit maintenant
(2) 2\jb]==0

une congruence de la forme (2); on aura par une homologie
analogue a (8 ter)

si b'l'1 est l'un des elements de P* auquel appartient 6*.
Nous avows done l'homologie

sx.b;—iXj%ani-\

de sorte qu'a notre congruence (2) correspondra une congruence

(12) -SA,tfa;fcJ-»sO

dont le premier membî e est liomologue a celui de (2).
Si done nous avons une congruence de la forme (2), nous en

dednirons la congruence (12), qui est une congruence de la forme (9),
ou les nombres que nous appelions plushaut q etmontrespectivement
pour valeurs 0 et q—1. Nous en deduirons ensuite une autre
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congruence egalement de la forme (9), mais ou ces deux nombres
auront pour valeurs 1 et q— 2, et ainsi de suite ; on finira par arriver
a une congruence de la forme (9 bis), c'est-a-dire a une congruence ou
ces deux nombres auront pour valeurs q—1 etO; et nous en deduirons
alors finalement une congruence de la forme (1).

Les premiers membres de toutes ces congruences seront homologues
entre eux.

Le theoreme 6nonc6 au debut de ce paragraph e se trouve ainsi
demontre.

Pour en tirer toutes les consequences qu'il comporte, nous devons
l-emarquer ceci: Nous devons distinguer plusieurs sortes d'homologies.
Soit vq une variete quelconque a q dimensions faisant partie de notre
variete v, et vq_i sa frontiere complete, ce qui s'exprime par la
congruence v = v

Nous en deduisons l'homologie

i-t_i ~ 0.

Les homologies ainsi obtenues sont les homologies fondam en tales.
En combinant les homologies fondamentales par addition, sous-

traction et multiplication, on en obtient d'autres qui sont les
homologies sans division. Enfin, en les combinant par addition,
multiplication et division, on en obtient encore d'autres qui sont les
homologies par division.

Eh bien, toutes les homologies que nous avons rencontrees dans ce
paragraphe sont des homologies sans division.

Cela pose, revenons a nos tableaux Tq et T'q et a leurs invariants,
et en particulier a ceux de ces invariants qui ne sont egaux ni a 0, ni
a 1, et que nous appellerons coefficients de torsion.

Supposons que nous ayons l'homologie suivante:—

(13) 2frA,.a«~0,

ou les A< sont des entiers premiers entre eux; que (13) soit une
hoinologie sans division, mais que l'homologie

(14) 2§A,a? ~ 0

ne puisse 6tre obtenue que par division. D'apres ce que nous avons
vu dans l'un des pai'agraphes precedents, cela voudra dii-e que h est
1'un des coefficients de toi*sion du tableau Tq.

Nous aurons la congruence

(14 bis) 2X,a? = 0.
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De (14 bis) nous pourrons, par le procede de ce paragraphe, deduire
une congruence entre les b9, que j'ecrirai

(14ter) 2/1,6? = 0.

On aurait d'ailleurs, d'apr^s le theoreme que nous venons d'etablir,

C'est la une homologie sans division, et on en deduirait immediate-
ment, egalement sans division,

De la on deduit que Ton a, sans division,

et que Ton n'a pas, sans division,

a*,*! ~ o,
sans quoi Ton aurait, sans division,

SX«a?~0,

ce qui est contraire a l'hypothese.
Cela veut dire que k est un coefficient de torsion du tableau T'r
Ainsi les coefficients de torsion des deux tableaux Tq et T'q sont

egaux (la demonstration est aisee a completer), et, si l'on observe que
les deux tableaux Tq et Tp.q ont memes invariants, on conclura que
les tableaux egalement distants des extremes ont memes coefficients dt>.
torsion.

On pourrait arriver au me'me resultat par une autre voie.
Nous avons vu dans un des memoires anterieurs (§ 16) definir

l'operation que nous avons appelee l'annexion; je suppose que deux
elements d'un polyedre, par exemple a? et a], soient separes l'un de
l'autre par un element aq

k~
l, que ce soit le seul element a q — 1 dimen-

sions commun a a' et a a], et enfin que a\~ n'appartienne a aucun
element a q dimensions en dehors de a] et de a] ; on aura done c'lk = ] ,
*q

Jk — — 1; tous les autres c't seront nuls quel que soit l'indice h, de
me'me que tous les produits eq

he]h.
Dans ces conditions, on peut annexer l'un a l'autre les deux elements

a\ et a] en supprimant l'element a*~ . Quel est l'effet de cette opera-
tion sur nos tableaux Tq ? Le tableau Tq perd une ligne et une
colonne; le tableau T9_, perd une ligne. L'un des invariants egaux a
1 de Tq disparait; quant au tableau Tq.u il perd un invariant s'il n'a
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paB plus de lignes que de colonnes; dans ce cas, l'invariant qu'il perd
est egal a zero. Tous les autres invariants des deux tableaux ne
changent pas ; ces deux tableaux conservent done leurs coefficients de
torsion.

Or ii est aise de former un polyedre derive a la fois de P et de V; on
pourrait ensuite remonter de ce polyedre soit a P, soit a F, par des
annexions regulifcres. Comme ces annexions n'alterent pas les coeffi-
cients de torsion, les tableaux Tq et T'q doivent avoir mSmes coefficients
de torsion.

6. Torsion interietire des Varietes.

Considerons l'un de nos tableaux Tr Nous dirons qu'une suite
d'elements, tous distincts, de ce tableau, ranges dans un certain ordre
forme une chaine, si chaque element de rang impair appartient a la
me"me ligne que l'element suivant et a la mime colonne que l'element
precedent. La chaine sera fermee si le dernier Element est identique
au premier. II est clair qu'une chaine ferme'e contiendra toujours un
nombre impair d'elements et un nombre pair d'elements distincts.
Par exemple,' les elements

(1) tq e1
 t

9 t9 * * «*

formeront une chaine fermee.
Comme tous les elements du tableau Tv sont e"gaux a 0, + 1 ou — 1,

le produit des elements distincts d'une chaine fermee sera toujours
0, +1 ou - 1 .

Supposons que les elements de la chaine (1) aient les valeurs sui-
vantes:— _ _ ^ _ _ ^ __ _ ^

le produit des elements de la chaine sera —1 ; considerons alors les
trois varietes a*, a.*, a*, et les trois varietes a?"1, a.*"1, a*"1; en sup-
primant les variete's a9'1, a.*"1 et aj~\ on annexe les unes aux autres
les trois vaiuetes a*, a.* et a', et la variete ainsi obtenue

est une variete bilatere.
Si, au contraire, nous avons

Q q ' _ _ 1 * 9 _ _ _ 1 9 I

on pourra encore supprimer a9'1, a-*"1 et a'"1 et obtenir par annexion
la variete a^ + al + al; mais cette variete sera unilatere.

Plus generalement, si tous les elements de la chaine (1) sont egaux
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a -1-1 et a —1, nous supprimerous d'abord a]"' et a'"1; nous obtien-
drous ainsi par anuexion la variete

(2) aj—fM«5i«a + «?a4«*a4a»-

Supprimant ensuite a?"1, nous voyons que la variete (2) est desormais
forme'e d'une chaine fermee de a'f au sens du paragraphe 8 (p. 26) de
1'"Analysis Situs," et qne cette chaine esfc bilatere on unilatere selon
que le produit des elements distincts de la chaine (1) est egal a —1 ou
a + 1 .

Nous dirons dans le premier cas que la chaine (1) est bilatere, dans
le second cas qu'elle est unilatere.

Nous sommes done conduits a distinguer trois categories parmi les
ohaines fermees formees a l'aide d'elements des tableaux Ttl:

1° Les chaines nulles, e'est-a-dire celles dont le produit des elements
est nul.

2° Les chaines bilateres.
11 est aise de voir que ce sont celles dont le produit des elements

est -f 1 si le nombre des elements est multiple de 4, ou celles ou ce
produit est —1 si le nombre des elements est multiple de 4 plus 2.

8° Les chainea unilateren.
Ue sont celles ou ce produit est —1 si le nombre des elements est

multiple de 4, ou + 1 si ce nombre est multiple de 4 plus 2.
Cela pose, nous dirons que le-tableau Tq (ou plus gem'ralement tout

tableau ou tout determinant dont tous les elements sont 0, 4-1 ou — 1)
est bilatere s'il ne contient que des chaines nulles ou bilateres.

11 resulte de cette definition:
1° Qu'un tableau bilatere x#este bilatere si l'on change tous les

signes d'une colonne, ou tous les signes d'une lignc ; on encore si l'on
permute deux colonnes ou denx lignes.

Theoreme.—Un determinant bilatere ne peut etre egal qu'a 0, + 1
ou —1.

En effet, on peut toujours, en changeant au besoin tous les signes
de certaines colonnes, s'arranger de facon que tous les elements de la
premiere ligne soient 0 ou +1-

Supposons, par exemple, que les deux premiers elements de la
premiere ligne soient egaux a + 1 , et que je re tranche la premiere
oolonne de la seconde, la valeur du determinant ne sera pas changee:
je dis que le determinant restera bilatere.
• Considerons, en e|Fet, dans le determinant primitif une chaine dont
le premier et le dernier element appartiennent a hi deuxieme colonne
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et tous les autres elements a d'autres colonnes. Solent a et c ce
premier et ce dernier element; soit £ le produit de tous les autres
elements de la chaine; eoient 6 et d les elements de la premiere
colonne qui sont respectivement dans la rndme ligne que a et c.

Le produit des elements de notre chaine que j'appellerai la
chaine (1) sera ac£, et nous aurons

ac$ = 0 ou 1 si le nombre des elements = 0 (mod 4),

ac£ = 0 ou — 1 „ „ „ = 2 (mod 4).

Le produit des elements de la chaine que j'appellerai (2) et qui est
form6e avec les elements correspondants du determinant nouveau sera

(a-b)(c-d)£t

et, en effet, les elements de notre chaine ne changent pas, excepte les
elements a et c qui deviennent a—b et c —d.

La chaine formee dans le determinant primitif par les deux elements
de la premiere ligne et par les elements a et h doit dtre bilatere, de
sorte qu'on doit avoir

a— 6 = 0 ou a = 0 ou 6 = 0.

On doit avoir de meme

c— d = 0 ou c = 0 ou d = 0.

Si (a—b) ou (c — d) est nul, le theoreme est demontre puisque le
produit (a—b) {c—d) ̂  = 0.

Si 6 = d = 0, on a
(a—b) (c—d){ = ac$,

et le theoreme est demontre puisque les deux produits des chaines (1)
et (2) sont les memes, que le nombre des elements est le me'me et que
(1) est bilatere ou nulle.

Si a = c = 0, on a
(a-b)(c-d)i = bd$.

La chaine (3) qui appartient au determinant primitif, et qui a
memes elements que la chaine (1), sauf que a et c sont remplac£s par
6 et d—cette chaine (3), dis-je, est bilatere ou nulle; elle a meme
nombre d'elements que (2) et son produit est bd£, egal dans ce cas au
produit de (2). Done, dans ce cas encore, la chaine (2) est bilatere
ou nulle.

Si a = d = 0, on a
(a-b)(c-d)$=-b&

II faut cette fois considerer dans le determinant primitif une
VOL. xxxu.—NO. 729. x
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ohaine (4) dont les elements seront les deux elements de la premiere
ligne, les elements b et c et les el6ments de la chaine (1), sauf a et c.
Cette chaine (4) doit etro bilatere ou nulle.

Elle contient deux elements de plus que la chaine (2).
Son produit est 6gal a bcf- et, par consequent, egal et de signe con-

traire au produit de (2).
Done (2) est bilatere ou nulle.
Si, enfin, 6 = c = 0, on a

(a~b) (c—d)$ = — ad£,

et on demontrerait, tout a fait comme dans le cas precedent, que la
chaine (2) est bilatere ou nulle.

Nous venons de traiter le cas des chaines dont deux elements
appartiennent a la seconde colonne. Le resultat est lo m&nie quel
que soit le nombre des elements appartenant a la seconde colonne,
nombre qui d'ailleurs doit e"tre toujours pair.

Si ce nombre est nul, le theoremo est evident, car la chaine du
determinant nouveau ne differe pas de celle du determinant primitif.

Supposons que ce nombre soit 4, pour tixer les idees. Soient
a, c, e, g quatre elements de la secondo colonne, et imaginons que l'on
rencontre successivement l'element a, divers elements £ appartenant
a d'autres colonnes, les elements c et e, divers elements -q appartenant
a d'autres colonnes, et enfin g. Notre chaine sera ferme'e.

peut se decomposer en deux chaines fermees

a£cat crjge,

et, pour qu'elle soit bilateie,il suffit que les deux composantes le soient.
On est done ramenc au cas des chaines n'ayant que deux clement*
dans la seconde colonne.

J'ajouterai que tous les elements du determinant nouveau sont 0,
+ 1 ou —1. En effet, comme on a

a--6 = 0 ou a = 0 ou 6 = 0,

on aura a—b — 0, a ou —6,

d'ou a—6 = 0, 1 ou —1.

Cela pose, retranclions de cette facon la premiere colonne de tontes
les colonnes dont le premier tilenient est + 1 . Le determinant con-
servera sa valeur;vil restera bilatere; mais tous les elements de la
premiere ligne seront nuls, sauf le premier qui sera + 1 .
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Ce raisonnenient est applicable dans tous les cas, sauf si tous lea
elements de la premiere ligne so at nuls; raais alors le determinant
est nul et le theoreme est evident.

Si maintenant on supprime la premiere ligne et la premiere colonne,
on obtiendra an determinant nouveau qui sera £gal au premier et,
comme lui, bilatere. Sur ce determinant nouveau, qui a une ligne et
une colonne de moins que le premier, on op£rera de la meme facon, et
on finira par arriver a un determinant qui n'aura plus qu'un seul
element, lequel devra etre 0, + 1 ou —1.

Notre determinant est done egal a 0, + 1 ou — 1.

l*r Corollaire.—Si un tableau Tq est bilatere, ses invariants sont
tous 0 ou 1.

2e Corollaire.—Si un polyedre a tous ses tableaux Tq bilateres, e'est-
a-dire si on ne peut pas composer avec ses elements a' une vari6t6
unilatere, ce polyedre n'a pas de coefficients de torsion.

On voit que l'cxistenco des coefficients de toi'sion (qui necessite la
distinction entre les deux definitions des nombres de Betti, ou entre
les homologics par division ou. sans division) est due a ce fait que les
elements du polyedre peuvent engendrer des variotes unilateres, e'est-
a-dire que le polyedre est pour ainsi dire tordu sur lui-ni&ne.

C'est ce qui justih'e l'expression de coefficients de torsion, ou celle
de vaiuetes avec ou sans torsion.

Si la varieto Fformee par l'ensemble des elements a? du polyedre P
n'est pas elle-meme unilatere, les deux tableaux Tx et Tv sont bilateres.

En effet, chaque ligne pour l'un, cliaque colonne pour l'autre a tous
sos elements nuls, sauf deux qui sont egaux a + 1 et —1. Si done
une chaine' n'est pas nulle, ses elements sont deux a deux egaux et de
signe contraire; elle est done bilatere.

II resulte de la que les tableaux extremes 1\ et Tp ont tous leurs
invariants egaux a 0 ou a 1. C'est ce qui explique pourquoi l'on ne
renconti'e pas les coefficients de torsion avec les polyedrcs de l'espace
ordinaire ; ces polyedres ne comportent en effet que deux tableaux
'J\ et 2\.

Cela ne serait plus vrai si la variete V etait unilatere. Ainsi la
variete consideree au septieme exemple (§ 15, p. 87) peut etre sub-
divisee en polyedre, et, suivant la maniere dont la subdivision se fait,
on ti-ouve pour le tableau rJ.\

+ 1 +1
+ 1 - 1

x 2
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Pour ne pas trop allonger ce travail, je me bornerai a enoncer le
thioreme suivant dont la demonstration demanderait quelques deve-
loppements:—

Tout polyeaWe gui a tons ses nombres de Betti Ggaux a 1 et tous ses
tableaux Tq bilatkres est simplement connexe, c'est-a-dire humeomorphe d
Vhypersphere.

A Proof of the Directro-Foeal Property of the Plane Sections of a

Oone in non-Euclidean Space. By IRVING STRINQHAM,

Ph.D. Communicated June 14th, 1900. Received June

18th, 1900.

In the analysis of the homogeneous equation of the second degree
in three variables, interpreted as coordinates in the non-Euclidean
plane, it is made evident that the curve represented by that equation
possesses the directro-focal property, but from this fact it does not
follow that the curve exists also as the plane section of a cone. In
order to make sure that the curve is really a conic section, it must
be shown geometrically that the plane sections of a cone have also
the directro-focal property. I have long supposed that such a geo-
metrical proof exists somewhere, and I still suspect that Prof. Killing
has one in his possession, but my search for it, in the literature of
the subject, has thus far resulted unsuccessfully. The following
proof supplies the missing link and is offered as a possible contribu-
tion to the subject. It should be noted that the argument is applic-
able in either elliptic or hyperbolic geometry.

The right circular cone is here defined, in the usual manner, as the
surface generated by a straight line turning about a fixed point and
forming with a fixed straight line through this point a constant
angle. Any plane meets the cone in a conic section AW. A sphere
FES may be so constructed as to touch the cone in the circle FQE
(its centre at G) and the plane in the point S. The plane of the
circle is perpendicular to the axis of the cone, GC. Thi'ough any
point on the conic section, as P, pass a plane, also perpendicular to
the axis of the cone, forming with the conical surface the circle TPJi,




