Zur Theorie der linearen Integralgleichungen.
Von

T. Carleman in Upsala.

Wenn der Kern einer Fredholmschen Integralgleichung

b
¢ (x)— U'K(x, Y o (y)dy == ()

auf der Diagonale y =« streckenweise unendlich wird, so verlieren die in
den Koeffizienten der Reihen D (1) und D(y;i) auftretenden Integrale

ihren Sinn. In seiner grundlegenden Arbeit hat Fredholm gezeigt, daf
fiir eine sehr umfassende Klasse (L) derartiger Integralgleichungen (ném-
lich solcher, fiir welche ein iterierter Kern K" (z, y) existiert, der eine
beschrénkte Funktion von z und y ist) dieselben Gesetze gelten wie fiir
Integralgleichungen mit stetigen Kernen?!). Hilbert betrachtete (Gott.

Nachrichten 1904) statt der Reihen D (1) und D (‘;‘ﬂ die folgenden
Lo K(sl, 8)... K (8,8,)

(1) D*()=2s,i"= 3" " ”f (82580) K8 g s,

‘K(ss e 0 |

nw?

\K (x, y), K(x,8,) ... K(z,8,)

D* (1) = Zo, (e L[ [E 0 K8 g,

..............

K(s,,y), K(s,,s)... 0

1) Hiermit ist aber die Gesamtheit derjenigen Kerne, fiir welche diese Gesetze
gelten, nicht erschopft, wie das Beispiel

- V7sinnx-sinny ( ® .
K(z, y) ) = 0<y“n)

ﬂzn

lehrt. Man sieht sofort, daB K (z, y) der Klasse L nicht angehért, weil ja der Kon-
vergenzexponent der zu einem solchen Kerne gehdrigen Eigenwerte endlich sein mus8.
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Er hat durch direkte Abschitzung der Koeffizienten bewiesen, daB
diese Reihen bestéindig konvergieren, wenn K (z,y) auf der Diagonale
x -y von niederer als der der }ten Ordnung unendlich wird, d. h. wenn
es einen gewissen unterhalb } liegenden Exponenten « gibt, so daB das
Produkt

z—~y "K(z,y)
endlich bleibt. Fiir §, z. B. ergab sich die Ungleichung
3 ERET k
3 0, = ¢ konstant).
( = ( nstant)

Im folgenden wird gezeigt, daB diese Reihen auch dann bestindig
konvergieren, wenn man nur voraussetzt, daf

(4) JIVE (2, )" dzdy
(im Sinne von Lesbesgue) konvergiert®). Ferner ergibt sich, daf die Un-
gleichung (3) durch die schérfere

| ()'u ] !

n

wig! @

ersetzt werden kann. Die Ordnung der ganzen Funktion D*(1) ist so-

Mit Hilfe dicser Funktionen wird ferner gezeigt, dal die Fredholmschen
Siitze auch ferner fiir solche Integralgleichungen

b
(6) ¢ (s) — lJ’K(s, t)p (t)dt = f(s)

gelten, wo | K (s,t)|* und |/(s)|" summierbare Funktionen sind®). Schlies-
lich wird eine Formel betreffend den Fredholmschen Nenner einer Summe
von zwei Kernen bewiesen. Aus dieser Formel ergibt sich die Folgerung,
daB das Geschlecht (Hghe) von D*(1) héchstens gleich Eins sein kann.

§ 1.
In diesem Paragraphen suchen wir obere Grenzen der absoluten Be-
trige von D*(1) und D* (;{kl) unter der Annahme, daB K (z, y) stetig
ist und der Nebenbedingung

) Vgl. hierzu H. von Koch, Sur la convergence de determinants infinis, Rend.
del cire. mat. di Palermo, 28 (1909), 8. 255-266 insh. S. 264,

9 Bs ist klar, dafl dieses Resultat durch vicle andere Methoden abgeleitet wer-
den kann. Dag hier angewandto Verfahren beweist die Existenz einer quadratisch
integrierbarén Resolventen, die als Quotient der Funktionen (2) und (1) dargestellt
werden kann. Vgl auch Lesbesgue, Bull. de la Soo. mathematique de France 36
(1908), 8. 8-19.
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b

(7) J

geniigt, Ohne die Allgemeinheit zu beeintrichtigen, kénnen wir hier an-
nehmen, daff K (z, y) in bezug auf 2 oder y eine stetige Ableitung besitat
oder sogar ein Polynom ist, weil es immer eine. Polynomfolge P, (z, y),
P,(z,y),....P,(z, y)... gibt, so daB gleichméBig

=0

und weil ferner

g%c*

| K “dedy L L (£2 konstant)

lim Dy (4)=Dg(4)*.

n=ow
Es sei nun K, (2, y) der durch die Festsetzungen
K, (2, y) = K(z,y) (24 y)
K (z,2) -0
definierte Kern. Dann gilt
Di(4)+ Dg,(4).
Weil ferner ‘
(%) (%, y) = K™ (2, y) (mz2),
g0 folgt aus der Formel

log D (1) == log Dg, (4 :,:_“2/” fo’ (8, 8)

b

=— ) ;fK(’ (s, s)ds-::/l[K(s, 8)ds -+ log Dy (1)

y==2 P

) * L{K(s,s)da
(10) DE(A) = Dg(A).

Wenn K (z, y) eine stetige Ableitung in bezug auf & oder y besitzt, so
ist Dg(4) vom Geschlecht Null und folglich gilt

DK(A)—~]](1—~—); f}f (5, 8)ds - »2]},

v=1

wo Ay, Ay, ..., 4,... die Nullstellen von D (1) sind. Somit

D} (1) = ]](1-«*)

vl

-
7,

%) Wenn es nitig ist hervorzuheben, daB D sl) und D*(A) mit dem Kern
K (=, y) gebildet sind, schreiben wir Dx (1) bzw, D& (4).
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Hieraus ergibt sich, indem wir den reellen Teil von

} mit %t [7] be

[T — @

zeichnen, 2y
A
DR~ IT (-2 4] [ )]
< ﬁ e 29 [z ] + ili zz F2 9t [)’1] 4 52,)‘”2]—{3

¥l

Weil nach einenmi Resultate von I. Schur?)

_‘_1 i .«.:ff K (s, 1)|'dsdt £ 2,
go ergibt sich hieraus schliefilich

iape

(1) D1 ge”
Dies ist, wie das folgende Beispiel lehrt, die genaue obere Grenze von
D*(1)] bei der Nebenbedingung (7). Schreibt man

2m

m
2 X\
G, (5, 9) = e\ { 2 e@)gn(y) = 2 (=) ey )}
r oI m
wo @, (®), ¢, (&), ..., @, (%), ... ein unendliches normiertes Orthogonalsystem
in bezug auf das Intervall o <& < b ist, so wird, wenn wir zur Abkiirzung

H e ew\/ﬂ

o setzen,

D& (&) = (1~ AH)™e™F (14 1H)" e ™™
9 opr2\m y aie £\™
(1 v .H _)'" 2 (1 A ;2";5)
Hieraus ergibt sich, indem wir

A et |1, 0=

253)”’
Sm

. * Lo
Lm | Dg, (1) =e®
=" o0
woraus die Behauptung folgt.

% Vgl. L. Schur, Uber die charakteristischen Wurzeln einer inneren Substitution
mit einer Anwendung auf die Theorie der linearen Integralgleichungen, Math. Ann.,
66 (1909), S. 488, insh. S. 508.

Matheraatische Zeitsehrfs, IX, 14

setzen,

D (2)= (1412

Folglich ist
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Fir die Koeffizienten

s o0 K(sne)... Kis,s,)
b L [0 Kl g,
T R, s, E(8,.8) 0 0
ergibt sich aus (11)
(12) 0, < e?)

Dies ist aber nicht die genaue obere Grenze von |4, |, wie man leicht
im Falle # = 2 und n == 8 findet.

Das Problem, das Maximum von |D*(2)] und 8, zu finden, 158t sich
mit den gewdhnlichen Methoden der Variationsrechnung behandeln. Ich
hoffe, auf diese Frage in einer anderen Arbeit zuriickzukommen.

Wir gehen nun dazu iiber, D™ <Z’l> abzuschitzen und betrachten da-

bei zuniichst reelle symmetrische Kerne K (z, y). Es ist, indem wir unter
Aty Aoy vy Ay, - .. die Higenwerte und unter ¢, ¢, ..., ¢, ... die zuge-

3 7?

hérigen normierten Eigenfunktionen verstehen,

':::_D*(Z,\)K(w, y) } } \79771(%) @ ( [) (,)

=~ 7, N 1%2
;“n
Ferner gilt
D* (1) £ i 1
Ay s 4
X * ]]<1 7,)6 g
T e
‘ N » L"f R
O ”U,L]ew;:ﬁ‘ SR el
3 VI
| [E—
b
A | L
'mh;] w%L > v e
_ =e e iyl ‘e .
Somit
PyAc wa(n) D ()| _ v LEe PUESOINEAZE
< T T S i, .
n 1—--

“n

W s . , , S
Q2] ‘/fK(x,s)zds'fK(y’S)gdS'
@ @ N

ﬂ/\
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Wir bekommen also schlieBlich die folgende Ungleichung

e, s T
(13) \D*(;%l)‘ge ? ‘(lK(x,yH-Hl]e‘“‘m‘/J‘K(x,s)gdsf}((y,s)ads).

Um im allgemeinen Falle, wo K (%,y) eine komplexe unsymmetrische
Funktion ist, eine Relation von der Form (18) zu erhalten, beweisen wir
zundchst die folgende Determinantenungleichung. Es sei

| 0, ey Oy Ay, ptts -0 Of,pig
0, Py (), A, 1> vaey A3 pyg
O, ey 0, Dy, p1 ‘eay ap'p_,_a
»
(14) D Q1,15 <+ 5 Apil,90 Aptl,pdls -+ -5 Apbl,pig
Bprn,1s 0+ o0 Apid,ps Gplg pity - -5 Apy3, pig ‘
i 'l - . . 0 v - - ] - .
’ e
|
‘l
Qpig.ts « o5 Bpyg,ps Qphg,prts »+s Opigptqg

eine Determinante, wo ¢ . - p, und ferner

¢

5 z_y a,,,,,“,hm " n=1,2,...,9),
(15) > | =L (n=1,2 )
fa 8 *
477 X
(1“) ‘v_’}/la}?lf"yﬂ"‘xMaz (n‘“lyzs«--:P),
w1
(,7 ,,7
(17) Mty gl N
a=1¢ 1
Dann gilt .
4
; 2
(18) DL (LL,... L) (e, M, )t -
(¢g-p) 2~

Das GHleichheitszeichen kann nicht ausgeschlossen werden.

Der von mir urgpriinglich gefundene Beweis fiir diesen Determinanten-
satz macht von den Hilfsmitteln der Differentialrechnung Gebrauch. Herrn
M. Riesz, dem ich den Satz mitgeteilt habe, verdanke ich einen etwas
kiirzeren Beweis, der ebenfalls eine der Infinitesimalrechnung angehtrende
Betrachtung benutzt. Ich lasse hier einen rein algebraischen Beweis fol-
gen, auf den mich Herr I. Schur aufmerksam gemacht hat:

Durch eine unitér orthogonale lineare Transformation der g letzten
Zeilen und eine ebensolche Transformation der g letzten Kolonnen kann,
wie in bekannter Weise lewht geschlossen wird, erreicht werden, da8 D

in eine Determinante D’ =|af;| ibergeht, in der nicht nur fir » < p,
14*
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1< p, sondern auch fir » <p, A>p-+x oder A< p, x> p-+1 die
Elemente a;; den Wert Null erhalten. Hierbei bleiben die Zahlen (DI,

"L, M, und N ungeéindert. Es wird aber
C
| Bopsi.2psis s a-ﬁy,+1,p+.q

’ !
v ’ ’ ’ ’ ,
D = (~_ 1) Ay, p+108, pr2. - - Ap,2apAps1,10pig 2. ..azp,,,l .
’ ’
f Tptq.2p+1s -2 Bpig,phe

Nach dem Hadamardschen Determinantensatz wird daher

» -9 qd—p

2 103 2 T 2

DF =D I ahpentyrns ™ I X 1 hpriconin]”

e aml =l '

Hieraus folgt die zu beweisende Ungleichung (18), indem man beachtet, daf
¢ U
2 7 2 b 3 \7 ’ 2
la”,‘siﬂ'“‘ éz !aa:,p+l[ =L>¢; Za‘p-#x,nf ég}_, ?%w,xf '—Mu

A=l P

und nach dem Satz vom arithmetischen und geometrischen Mittel
a—p

M | dhp, s
g¢-p qQ-P sy ' )

H(Zia'-;p+'a,2p+ﬁfg> < . f

a=1" fi=1

q—n

q . i
Dl wprepia "\
<\Eh :»( N\_)""”
) = g—p ¢-p
wird.
Wir kehren jetzt zu unserer Aufgabe zuriick, eine obere Grenze von

}D* (Z'l)b zu finden. Dabei werden die folgenden Formeln benutzt, die

aus den Resultaten von Hilbert (Grundziige einer allgemeinen Theorie
der linearen Integralgleichungen, Kap. I) leicht gefolgert werden konnen.
Es sei

ko= K (a 4+ 12, o1 10) (1 =b—a),

%
K=K (2, a+2), B=K(at+',y).

Dann gelten die Beziehungen:

kY PRYA
:' ’ »..--..;‘._.m’ y T P
| . ALk
(19) Dg(i)=lim - 1IKP, 1 —
NE=on
k™
— T e 1




(20)
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DE (;’!z) = Di () K (2,y)

1w fT ., m \/l ¢
0 VR, VR Ve,
T o 1 Y
}\’"',{kﬁy: 1, - ;;—kfﬁ), cees T kl(n)n
. (
‘i" A lim i .
- oAl ALy Al
N R | 1, L
S Al 1
\\“ Y n Rl . N 5

Infolge der Hadamardschen Ungleichung ergibt sich

u@»]]<l+ ,1"2/51‘ (ml ) - 1), 2‘_\_r| :)5

woraus durch’ einen Grenzubergang die Relation (11) folgt. Wenden wir
auf die in (20) auftretende Determinante den oben erwihnten Deterrmi-
nantensatz (pe=s1, ¢ ~=n) an, so finden wir

, ) ‘2!.’
JD*@V”:@M‘ 2K (z,y)| + 4 hm‘/ \’ Lo 2’ I"'”

l

n—~1 '
; 114 my 2\ 78 1
Nim ( > i ey | Cpei b
neow n . e
(n—1) 2

}VI”Q n—-1

= e K (e,y) 4 12 (@) ply)-im (14 >“‘ L B ) e
2.!)

dime e ¢ 1K (2,9)] + [ ]ed o )ﬂ(y')}:

wOo

o) =J | K (2,9)["ds, "’S’?)g“(;f’lff(s,y>l*‘ds

gesetzt ist. Es hat sich somit ergeben
TIE -
@) D) g (K@) |+ 11 Vee() B}

§ 2.
In diesem Paragraphen untersuchen wir die Reihen D*(1) und
D* (Z')) unter der Voraussetzung, daB K (s,¢) eine solche mefbare Funk-

tion ist, fiir welche 5 b
[[1E(s,t)]*dsdt
e 4 '
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existiert. Wir miissen einerseits die Existenz der in den Koeffizienten
von D*(1) und D* (Z
andererseits zeigen, daf diese Reihen ganze Funktionen von i darstellen.
Dies gelingt durch einen Grenziibergang unter Verwendung der im vorigen

Paragraphen gewonnenen Resultate.
Es geil @, (z,9), B,(2,y), ..., D, (%, y), ... eine Folge stetiger Funk-

l) auftretenden mehrfachen Integrale beweisen,

tionen, die (in bezug auf das Gebiet agzg b) ein vollstindiges nor-

miertes Orthogonalsystem bilden. Schreiben wir
b b
O’l)r:—«&f“fl{(s,t) D, (s,t)dsdt,

so 14Bt sich®) eine Indexfolge m,, m,, ..., m,... so auswihlen, daf

G"(x’ y) :Zop @1)(%, y)
pe=

fiir ¥ — oo fast iiberall gegen K (x,y) konvergiert. Diese Funktionenfolge
besitzt noch die Eigenschaften:

(22) fflG (@.9)"dy < J [ K(,9) [ dady,

(23) lim ff{K(x,y)-G,,(x,y)1‘~’dxdy=o.

y=w & ¢

Die G, (z,y) konnen ferner, was fiir das Folgende wichtig ist, so ge-
wahlt werden, daB die Relationen

| hmf[sz)-— (z,8)|"ds =0,
(24:> . = 4
]1m f[K (8,9)— G (s,9)|"ds =0

fiir fast alle z- und y-Werte im Intervalle (a, &) erfiillt sind. Dies ergibt
sich unmittelbar aus dem folgenden Satze: Es seien

L2 y), L (#,9). 5 2,(2,y), ...

fiir fast alle Werte im Gebiete o < ° y < b definierte Funktionen, die positiv
und summierbar sind und ferner noch die Bedingung

lim ff!) (z,y)dady =0
erfiillen. =

%) Vgl. H. Weyl, Math. Ann. 67 (1909), S. 225—245 insh. S. 243.
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Dann kann man eine Ir;dexfolge Tigs Myy v oy Ny, ... 80 auswihlen,
daB fiir fast alle z-Werte (a <z < b)

b
lim [ Q, (%,y)dy =07
L /1

ist. Zum Beweise schreiben wir

b b b
[, (@, y)dady=c,, [, (z)=[2(z,y)dy

a4 u

oo
; . = '
und wahlen die Indexfolge n,, 7y, ..., %y, ... 80, daB Z ,, konvergiert.
PO
Bs seien &, ,, ..., &,, ... positive gegen Null abnehmende Zahlen. Wir

bezeichnen mit E, diejenige Punktmenge im Intervalle a <o < b, fiir welche
lim £, (2) = ¢,-
Alle z-Werte, die so beschaffen sind, dal ltr& f., (%) nicht existiert
oder nicht gleich Null ist, sind in der Menge
B 4By By B ...

enthalten. Hieraus folgt unser Satz, falls wir noch beweisen, dal jede
Punktmenge B, vom Malle Null ist. Dies folgt aber leicht so: Das MaG
derjenigen Punktmenge H (p,v), fiic welche

f, ()27,

ist wegen »
&ff%(x}dx ==,
kleiner als '
2 G(n,y
e

Weil nun B, sicher der Menge

2 H(p,»),
pE=Mm

wo m beliebig groll sein kann, angehdrt, so ist das Mab von £, kleiner als
2 \7

Ty, 2
&y v

e

welche Grofe wegen der Konvergénz von Z ¢tn, fiir gentigend groBe m
kleiner als jede vorgegebeme positive Zahl wird. Jede Menge H, ist also
vom MaBe Null und folglich auch 2 E,, w.z.b.w

) Nach einem Satz der Lesbesgueschen Integration von Doppelintegralen
existiert dies Integral fiir fast alle @ im Intervalle aL @< ).
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Die MeBbarkeit von K (s,t) hat zur Folge, dall auch

(25) K(8,8,)K(85,8)...- K (84-1,8,)K(s,,s,)

im zugehérigen n-dimensionalen Gebiete (D,), meBbar ist. Um einzu-

sehen, daB (25) in D, auch summierbar ist, brauchen wir den folgenden

Satz®): ,,Wenn eine Folge von nicht negativen summierbaren Funktionen

fo (@, @y, @), [o(%, %y, @), o (0,2, ..., 2,),.

fast iiberall gegen eine Gremzfunktion f(z,,,, ..., ®,) konvergiert und

wenn es ferner eine solche von n unabhingige Konstante K gibt, dafB
Ifoo St 2, ..., 2,)de da, ... de, < K

so ist f(z,, ®,,..., ,) summierbar und

[[.  [fa, ... ¢)de ds, ... de, < K<
Man findet, wie folgt, eine obere Grenze von
bb

[f.. f]G S 1G(8s) 8)) ... [ Go(s,, 8,)|ds, ds, ... ds

w6

"

Aus der Schwarzschen Ungleichung ergibt sich, indem wir die Bezeich-
nungen

h(z)® fl (%, 9)|" dy,

k(z)® flG‘ (y.2) " dy

einfithren,
b
J’Gm(31’82)"|gm(3-zs 85)|ds, S h(s,)k(s,).
Ferner
bb
a&“Gm )]G, (831 85)] - |G (85, 8,) ds, ds,

b
< [!.h(sl jG (855 84:)\d88

<h( l)]/jk "ds -k (s) = \/Tf]a st!dsdtks,,)

Setzen wir hier s, =s,, so ergibt sich nach Integration und nochmaliger
Anwendung der Schwarzschen Ungleichung

bbb

- FEEN )
) ,
£1116.t00 016,00 00 6l 0108, dn.a8, <V [ 16, 0.0 sat).

aaa

5) Vgl. Fatou, Séries trigonometriques et séries de Taylor (Acta matematica 30
(1906), 8. 875).
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Fahren wir in derselben Weise fort, so erhalten wir fiir ein beliebiges n

b b I
(26) JJ"‘.[ [’Gm('sl’si) Gm(sgisg) L Gm n? ) d&‘lds,, . d
‘ ) b b Zf n
< U G, (s,6) dsat | 0"

Beriicksichtigt man noch, dall fast iiberall im Gebiete D,
hnl le(sl’ '.!)"'Gm n’sl ‘M‘K 81’8) K(sns'ﬂ)%:

H

so ergibt sich aus dem oben erwéihnten Satz, daB
| K (8,5 8,) K (84, 85) - .- K (8,,8,)]

K(sl’ 8'3)'K(8‘17483) et K(SVZ’ 81)
in D, summierbar ist. Weil nun jedes Glied in der Determinante
. { K(sp 2) K(81,8>§

| \ |
K’k(’sl &_,..,s,,> - | K(szvsx) 0 . K('SM )
\ .. t . - « . . . . ‘

Koy ) E(s8) - 0

n?

und a fortiori

ein Produkt von Faktoren ist, die alle die Form (‘ 5) haben und von
denen nie zwei gemeinsame Verdnderlichen enthalten, so folgt hieraus die
Existenz der Integrale

b b [
s, 8y . s,,) ,
ff f 8 8- .. 9n ds, ds,...ds,.
[

Aus der Tdentitit
K(sl’ 8-’)K 8” i) v K(8n’ 8,1“) - Gm(sﬂ'ga)gm(&l’ 83) M Gn(su’ 81)
s (K 81’é ) Jll 81782))K(82’83)"'K(8n) 81)
+@,,08,8)]K(s,,8)—G,(s,,8)] K(s,8,) K (s,,8,)

M

“+- Gm(sxa 82)(7;11 (855 85) [ K (83, 8,) — G, (8, 8,)1K(8,,8) ... K(8,,8)

+ Gm ‘81’ 3‘3) Gm(sﬂ’ 83) e [.’K(B‘n? 81) - Gm(sn’ '91)]
erhélt man durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung unter Be-
riicksichtigung der Gleichung (238), daB

ff fK (8,,8,) K (8,8,)... K(8,,8)ds ds,...ds,

= lim jf me(sl,sz) (8 85) . G (8, 8,)dsy ds, ... ds,

m=o o a
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und somit
b b b .
tim [ fox (50 ) do,ds, .. d,
SR
=[x asas,... ds,.
o @ (i3

Weil die Ungleichung (12) fiir jede der Groflen

b h b .
;—Lj;” Jox(le i) asds, . ds,

gilt, so folgt ihre Giiltigkeit auch fiir

b b b
i ff e ) asda g,

Also ist Dg (1) eine ganze Funktion von A. Ferner ergibt sich leicht

Mithin "
| DE ()] g etiie.
Man kann nun D* (:'1) in ganz analoger Weise untersuchen. Zu-
néchst wird mit Hilfe von (22), (23) und (24) bewiesen, dall

bbb
. . [E(z,8)K(s,s,)... K(s,,y)ds, ds,...ds, - K™ (z,y)
@ a a -

fiir fast alle x, y-Werte (a g; = b> existiert und ferner, daf

lim ¢ (w,y) == K7 (2, y).

Hieraus folgt mit Riicksicht auf (26), daB (mit Ausnahme von héchstens
einer Nullmenge) die Integrale in den Koeffizienten von Dy (le) fiir
m—»co gegen die entsprechenden der Reihe Dy (;il) konvergieren.
Wegen (21), angewendet auf G, (x,y), bleibt Dg i (:}l) kleiner als eine
von s unabhingige nur von z, y, 4 abhéngige Konstante. Aus diesen beiden
Tatsachen folgt nach einem bekannten Satze, daf Dz <Z‘ l) eine iiberall
konvergente Potenzreihe von A ist, die als Grenzwert von ng(z \/1) fiir

m— oo dargestellt werden kann. Ferner geniigt Dx (; } A) mit Ausnahme
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von hdchstens einer Nullmenge der Ungleichung (21), woraus folgt, da

Dx <;El> und Dg (;il) im Gebiete ¢ < z < b summierbare Funktionen
gind. '
Wir beweisen noch, daB fir fast alle z und y die Relationen

#7) tim [[|g, (212) - DE(210) a5 =0,
b
9 i [0, (314) - D2(2[2) [ ds 0

gelten. Es moge fiir die Summe der ersten p Glieder einer Potenzreihe

P(3) die Bezeichnung {P(A)}, eingefiihrt werden. Die Summe der iibrig-
bleibenden Glieder nennen wir {P (1)}®. Es ist

fiDé*m(f5}?~>~D§<:§z>}"ds

b b
<o [{pa(z]3) - o2 (2[2)} [ as-+2 | {22, 2]0) — 23 ([0} as
@ @
Wegen dex leicht zu beweisenden Relation
(29) lira f}K{”’(x, 8)— G (z,8) ds=0  (fiir fast alle )
N
haben wir fast iiberall
“ b ‘ ,

IR S EAWDES HWBI

Sei nun |i] < B, wo R eine beliehige positive Zahl ist, ferner Cup ein
Kreis mit dem Radius 2R um den Nullpunkt.

Wir haben
* (% p*l%
(08, (214 - 220" =gty [ o2,
Folglich wegen (21) Oz

{piaz12) = 2212 52 ) [ 1KGw 01+ i

"5 B
+zRVé\/f1K(x,m“dt-fum, g|*di

b b
+2Rv2\/fiam(w, O dt- 16,2, 8)|" dt ]
(43 &
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Erheben wir beide Seiten dieser Ungleichung ins Quadrat und integrieren in
bezug auf s, so erkennen wir auf Grund der Relationen (22) und (24), daB
{" pr ¢ »
Upx (%] JCIPA S 1
ey [{pa(l)-0i(a)} as(y) 0w,
@
wo C(z,y) eine fiir fast alle = endliche Gréfe bedeutet, die von p und
m unabhingig ist. Aus (29), (30) und (31) ergibt sich nun leicht (27).
Auf analoge' Weise erhdlt man (28). ‘
Wir haben nun die nétigen Hilfsmittel gewonnen, um aus den Re-
golventengleichungen
b
: ’ s, oy
'D‘;km (j}l) - /lj G‘” (, 8) 'ng <1/M> ds == Di (}‘) Gm(x’ y)v

}’tw
b
- o |
D, (%12) ~ 1) D&, (]2) 6, (s,9)ds = DX (1) (2, y)
durch einen Grenziibergang (m —o0) die Relationen (fast iiberall)

b
D (213) = 2[ K (w,9)DE ([ 1) ds = D* () K (s y),
ab

D§(~;§x)-zfp,’;(j 1)K (s, y)ds = D*(2) K (, y)
zu folgern.

Dieses gelingt .in leicht ersichtlicher Weise durch Anwendung der
Schwarzschen Ungleichung bei Beriicksichtigung von (27) und (28).

Nennen wir dann @ (z) und v (z) Losungen von

b
p()—1[K (2 y)o(y)dy =f(),
(88) ¢

b
(@)= 1] K(y, 2)v(y)dy =g(w),

wenn diese Gleichungen fir fast alle x erfillt sind, und betrachien wir
ferner zwei Funktionen, die nur in einer Nullmenge voneinander ver-
schieden sind, als nicht verschieden, so konnen wir aus den Gleichungen
(82) und aus den entsprechenden hoheren Determinanten (die in derselben
Weise zu begrimden sind) genaw so, wie es in der Arbeit Fredholms
geschehen ist®), die Fundamentalsitze betreffend die Losbarkeit der Glei-

®) Um zu beweisen, daB fiir eine Wurzel von D™ (1)=0 nicht alle Determinanten
verschwinden konnen, kann man die Formel (42) benutzen.
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chungen (33) und threr zugeké’w’gen homogenen Gleichungen fir den
Fall beweisen, daf |[(x . 1g( x)| und | VK (2, 9)) ' in den Gebieten
aLeLb baw. a <” y <b summwrbare Funktionen sind.

§ 3.

Um das Geschlecht der ganzen Funktion D™ (1) zu bestimmen, wird
im nichsten Paragraphen eine Formel fiir den zu einer Summe von zwei
Kernen G (s,1)-}- H(s,t) gehorigen Fredholmschen Nenner benutzt,
die in meiner Dissertation (Uber das Neumann-Poincarésche Problem.,
Upsala 1916, S. 93) ohne Beweis angegeben wurde.

Diese Formel

Do (1) = Da(3) Da() — 2* [ [ D4 (3]2) D (*]2) dsas

+(é}jjxfp O“%U>D,&“g])dsdsdtm

n } ff f 6‘5‘2 .8,
+.( et

kann man folgendermaﬁen beweisen. Zuniichst fithren wir folgende Be-
zeichnungen ein. Die zu einem Kern ¢ gehorige Resolvente

21

D (1)
nennen wir I'y. Das Resultat der Komposition zweier Kerne G und H
b

S G(x,8)H(s, y) ds
13

)J) <f ty ot

8g 0. 8n

2)ds, ... ds,dt, ... dt

n

wird mit G H bezeichnet.
Nach einer Formel von Platriéri®) ist

|D(;@)”.D(2p)
D(@

o)
“[a). o B
) | T(@,,9,14) - (2, 9,12) |

r(wn’ y:l l J‘) v ‘[’(wn’ yn 1 }“)
10) Journ. de math. 1918, 5. 283—3804, insb. S, 249.

e n
SO At

/1) s D (l)l—-n
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Wenden wir ferner die fiir beliebige Funktionen ¢; und v, giiltige
Formel**)

bbb (p:L(sl) ‘7’1(32) cgy(8,) | “/'1(81) yry(8a) - ¥, (8,) ‘

(3@]‘]} e R ds,...ds,

a e “ ()[]n(s] ) q"ﬂ»(‘s:‘) s q)ﬂ(sil) o ll/’n(_sl ) Yy (8‘.!> s l/'n(,su) ‘
b b b |

f(/)_;'t/rlcls, f(pl yads, ..., f(/»l y,ds
a /] @

) b b 1
|

.f (/)rn'l/"ld‘gj J(/{”’l/',ldé?, crmn f(pn’l/"nd’s ‘
a 2 @

an, so ergibt sich

ff J)D it

>DII <t1tz- o ‘ 1) ds,ds, ...ds, dt, ... dt

8180 .- 8y | "

) h S 1 | [Y Y t )|
vuo Bl 0(819.1)' .I(f(s.l’t.ﬂ) N 'Hétl_’sl) ' 1_ {t”,s') | ds,...ds,
. Dg(4) Dg(1) | ds, ... db
oo o 1(}( “5 ) 'G(qnat ) ] vIl'(tlﬂ‘gn)"'] (tn”s ) ’ L

bb b l [(;111( 8,8, ) IV(;[YH(:SI,SH)

- ,npa(z)pﬂ(z) ds,ds, ...ds

"'

@ if' I'y(s,.8,)... I'¢Lu(s,,s,)

"o
Durch Anwandung dieser Formel finden wir fiir die rechte Seite von (34)

" den Ausdruck A
D(;(l)DH(l) D;,[WG[V” (;»)

Das Problem ist also darauf reduziert, die Relation
(37) Dgvm(d) - DG(A)D;,(X)D“}; pﬂ(l)
zu beweisen.

Schreibt man

b
(38)  K(z,y)=K'(2,y)+-K"(z,9) — ZJK'(x,s)K”(s, y)ds,

go gilt nach einem Resultate von Fredholm
_DK(/I) = DK’(Z,) .D_K”(l).

Setzen wir hier

und beriicksichtigen, daf
o «— G —AGIg=0,

1y Vgl. G, Landsberg. Math. Ann., 69, S. 231
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go wird

KA K —IKK =G4 14Ty —1"Glely =6+ 1(I's — 1G1g) 'y
=@ - 1G 1y,

somit

(39) Do (4) Dir,r, (1) = Dg1agr,.

Wenden wir die Formel (38) auf die beiden Kerne G - AGI'y und H
an, so ergibt sich wegen

G-+ AG Iy -+ H— (G +2GTy)H=G + H+ 1G(I'y — H — Ty H)
= G ‘}“ H:,
(40) Dy (4) Dgrigr, (1) = Dgyg (1),

woraus schlieBlich bei Beriicksichtigung von (39) die zu beweisende Re-
lation (37) folgt.
Wir cerwdhnen noch die folgende Formel

o \7(“7 8,8, Bty .. ta\ds ... ds,
DGH i (m ff f@ b . <sxs,... s,4> dt;... dt,’
(41) H - [G(x, s)H(s y)ds

Hieraus folgt, daB fiir beschrinkte Funktionen G und H Dgyg(2) hochstens
die Ordnung Bins besitzt. Noch allgemeiner gilt

—2 ) g(1) Ne 5@ o
Doy .. “7( .[G Ly G, e
4 (g . > )7 stz) o 37(;4) 2 sl(s) s(a)
31 )B(QM’~-~ s,‘m) a5 My 4 (2 @) () (m)
- Gm 8(1) s(g dsl dé‘ dé‘n dsi” ... ds.n Lodsi . dé‘n s

a,6,..6, ~[].. fa (z,8)05(5,, 8) .. G(8prr ) A8, 458y .. d5,_;,

woraus folgt, daf Dalg‘),,_am(l) héchstens die Ordnung q;z hat, wenn
G, G, ... A4, beschrinkte Funktionen sind.
Man sieht leicht, wenn man in (34) G und H wmit Kernen G, und H,

ersetzt, die sich nur dadurch von G und H unterscheiden, daB sie auf
der Diagonale y -» © verschwinden, daB auch die folgende Formel richtig ist:

(42) D,y (1) DE(1)DE(A) ”DG 1) (] 1) dsae
n 42" s 8- sn % bty ..ty ds,...ds,
(ln )sz fDG ¥ tn )Dﬂ<s:s:...s,, l)dt;...dt,,"'




214 T. Carleman.

§ 4.

Wir wollen nun das Geschlecht der ganzen Funktion D*(l) unter der
Annahme bestimmen, daB das Quadrat von K(z,y) im Gebiete ¢ < ; <b
summierbar ist. Zu dem Zwecke schreiben wir
(43) K(z,y)=G(z,y)+ H(z,y),

wo G(x,y) von der Form

(44) D/ 4,()B, (y)
y=1
ist und
b b N
(45) J[1H(z,y) dzdy <
4 o

(e = eine beliebig vorgegebene positive Zahl). Dieses kann man z B.
dadurch erreichen, da man G(x,y) einer geeigneten der frither einge-
fiihrten Funktionen & (z,y) gleichsetzt, wenn das Orthogonalsystem

d)l(x’y)ﬂ d)ﬁ(x’y) @“(ﬂ?,?/)...

von der speziellen Form A
rp(@)o(y) (p - 1,2,....¢ «1,2,..)

gewihlt ist, wo ¢, (%), @,(2), ..., ¢, (@) ... ein vollstindiges normiertes
Orthogonalsystem in bezug aunf das Intervall ¢ <o < b bedeutet. Wir
wenden nun die Formel (42) an und bemerken, daB djese im vorliegenden
Falle nur eine endliche Anzahl Glieder enthalt, weil

(4:6) D(’;(SISQ...SN

tite. ..t l)”‘“”

fir n > m. Um eine fiir unsere Zwecke geeignete obere Grenze von
‘D; (crlace... Xy

Yilla - -- Yr 2>|

zu erhalten, schreiben wir, zundchst unter der Annahme, daB H(z,y)
stetig ist, indem wir uns der Bezeichnungsweise auf S. 7 u. 8 bedienen,

47 D* L Xy ... X! e Tim 7
(47) ‘H(Mﬁ...y,;l) lim j,,
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fal
Hxlz/l [N Ha:ly,. \( Hxll 5oma e
{4l
/
Hm,y, PO Hx,z/,. ’“\/ﬂ ern ERRICIE
I /u‘ /1 )
\ HH/U [ \,n-Hll/r 1: nHI‘A:
Y-
- " Hﬁl 17
Y il b
v n Hyyesooy \/"’;,"Hny,. - “n'ani. >

Wiz bezeichnen mit a,, ¢y, ...

(72 <ya< .o

«

Al
o \/‘n Hmln

~vV*a,,
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, @ (0 £ r)o aus den GroBen 1,2,...,r
irgendwie herausgegriffenen verschiedenen Zahlen. Ferner mégeny,,y,,..
< 7,.o) die iibriggebliebenen von diesen GréBen bezeichnen.

S Vr—g

Ebenso mége auch 8,, By, ..., fo; 045 -..»0,., ein derartiges System von
Zahlen bedeuten. Dann gilt
¥ ,
) w“:”/ﬁ Bug¥ta " * * T Fu Vg,
vy /71
0. 0 \/n LEW! =V n
) C e e
. Zeilen i /1 ’
1
0. 0 Y "{{H”n«—@ sV, nyr~e
Al e Al al
\/% H“/bl"'“ \/";'b‘Hly‘srwg ll —"nHI% -7’“’;7H1n
A
n Hi’.l 1 H .
A Al Al
-\/M‘anl,sla " \/n H”Wﬁ,-,. - ”Hnl IR 1
Die Summe ist fiber alle mdoglichen Zahlensysteme ¢, ¢y, ..., &,;
Bys Bas -« s Bo (0 < 7) zu erstrecken. Hieraus folgt durch Anwendung des

Satzes (18) mit der Bezeichnung

(),

Zsﬂm’ b, (y)?

ool LS
AR o V(@ Yp) H(%os, Ya) - - H(wae,yml
' “‘] euﬂ(xh) tee un<w1’r.-9) ’ vn(yfsz) e v'n(y" -@)
norie
Wt N8, -a-> 2
n-r4o
Mathematische Zeitschrift. IX, 15
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Fiix n—> o0 ergibt sich, falls wir schreiben

b
(49) f|H I"dt = u(x); f[H (t, )17 dt = v(y)*,
D& (Z’ﬁ:._. )l<2 T H(Guip) - Hlm )
12 b b
" S [imenitasar

@ a

Ve | u(wy,) ... w(@y, _ ) -.U(y,;l) cov(ys,_,)e
Durch dieselbe Art von Grenziibergéngen, die in dieser Arbeit oft an-

gewandt wurden, zeigt man, daB mit Ausnahme von einer Nullmenge im

27 dimensionalen Raum @ < ;" Lo(p=-1,2,...,7r,¢ - 1,2,...,7), diese
'y

Ungleichung auch in dem Falle giiltig bleibt, wo | H(x,y) * fix g < :: <b

summierbar ist. Weil es eine Konstante ¢ gibt, daf fiir [1] -1

!Dék(mumm e B Z)
| Yorer - oon Yr

finden wir schlieBlich aus (42), (49) und (45), daf zwei solche (von ¢
abhéngige) Konstanten % und N existieren, daf fir || > 1

#[3]*
3

(50) |D¥(2)] < k[a|7e

Bs seien A/, 4", ... die Nullstellen von Dg (1) (G, (x,y) hat hier
dieselbe Bedeutung wie auf 8. 9). Nach dem schon zitierten Satze von
I Schur ist

|l(". gwffJG (z,y) | dzdy.

Durch einen Grenziibergang ergibt sich hieraus fiir die Nullstellen 1,
Ayr ooy Ay, ... von D*(1)

s My -
! ) 9 .
s )] 1K@ amay

Beriicksichtigen wir noch, daf D*(1) infolge (11) hochstens vom Ge-
schlecht 2 ist, so folgt

(51) _D* .Y +bx[]< >

e,

}.

Auf ganz dieselbe Weise, wie ich in einer fritheren Arbeit (Arkiv f6r mat.
astr. o fysik, Bd. 12, 1917) eine entsprechende Frage beziiglich Dg(4)
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(K == stetiger Kern) behandelt habe, kann man mit Hilfe von (50) schlieBen,
dafl
a =0,

D*(0) =1, (4.1?_“_(%)) 0,
A=0

Weil ferner

di
so ergibt sich aus

1 (l])*(l) N °.°7 1 1 : M oo" 1 .
RSP e SRR D Y
o i P |

daB b gleich Null ist. Wir haben somit das Resultat gewonnen:

D*(1) st hochstens vom Geschlechte Eins und besitzt die Produkt-
darstellung
2

D*(1) ﬁ(l m;> o

e 1

(Bingegangen am 19. Januar 1920.)



