
Z u r  T h e o r i e  der. l i n e a r e n  I n t e g r a l g l e i c h u n g e n .  

Von 

T. Carleman in Upsala. 

Wenn der Kern einer Fredholmsehen  Integralgleiehung 

b 
re(x)- 2 f K (x, y)?~(y) dy  ~.~ f (x )  

auf der Diagonale y =--x streekenweise unendlich wird, so veriieren die in 
( X 2) auftretenden Integrale den Koeffizienten der Reihen D(2) und D_ .tyL 

ihren Sinn. In seiner grundlegendea Arbeit hat F r e d h o l i a  gezeig~, dal3 
fiir eine sehr umfassende Klasse (L) derar~iger Integralgleiehuugen (n~m- 
lieh soleher, fiir welehe ein iterierter Kern KI")(x, y) existiert, der eine 
beschr~nkte Funktion yon x und y ist) dieselben Gesetze gelten wie flit 
Integralgleichungen mit stetigea Keraen~). t t i l b e r t  betraehtete (GSt~. 

(x ~ ) die, ~folgenden Nachriehten 1904) start der Reihen D(A] und D Y 

(I K Cs,, s,., ) . . .  K t s, s,,) ] 

~-~ I n Y J " "  . . . . . . .  "'" 
K(s,,, s,) ... o 

K (x, y), K (x, s~) ... KIx ,  s,~) 

0 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  t * ' "  

~) T-liermi: ist abet die Gesamtheit derjonig~n, Kerao, f l i t  w~lche diese Gesetzo 
gelten, nicht ersch6p/t, wie das Beispiel 

o0 

lehrt. Man sieht sofort, dal3 K(x, y) der Klasse L nicht angehSrt, weft j~ der Kon- 
vergenzexponent der zu einem solchen Kerne gehSrigen Eigenwerte endlieh sein mull. 

d s ~  , , ,  
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Er hat dutch direkte Absch~tzung der Koeffizienten bewiesen, daI~ 
diese Reihen best~ndig konvergieren, wenn K(x, y) auf der Diagonale 
x y yon niederer als der' der �89 Orduung unendlieh wird, d .h .  wenn 
es einen gewissen unterhalb ,~ liegenden Exponenten a gibe, so dab das 
Produkt 

Ix yi"K(x, y) 
endlich bleibt. Fiir eS,, z. B. ergab sieh die Ungleichung 

Cn 

% 

[m folgenden wird gezeigt, da~ diese Reihen auch dann best~ndig 
konvergieren, wena man nut voraussetzt, da~ 

(4) f f IK(x,y)l~dxdy 
(ira Sinne yon Lesbesgue )  konvergiert'~). Ferner ergib~ sieh, da~ die Un- 
gleichung (3) dutch die soh~rferg 

ersetzt werden kann. Die Ordnung der ganzen Funktion D*(,~) ist so- 
mit ~ 2  

~Iit Hilfe dieser Funktionen wird ferner, gezeigt, dal~ die F r e d h e lm schen 
Sgtze aueh ferner flit solche Integr~lgleichungen 

b 

gelten, wo I K(s, t)[~ tlnd ] / ' (8)  I ~ summierbare Funktionen sind'~). SchlieB- 
lich wird eine Formel betreffend den F r edho 1 m schen Nenner einer Summe 
yon zwei Kernen bewiesen. Aus dieser Formel ergibt sich die Folgerung, 
da[~ das Geschleeht (ttShe) yon D*(2) hSehstens gleich Eins sein kann. 

In diesem P~ragraphen suchen wit obere Grenzen der absohten Be- 

T' L tr~ge yon D*()L) und D* (y[2)  under der Annahme. daJ~ K (~, y ) s te t ig  

ist und der Nebenbedingung 

'~) Vgl. hierzu H. yon  K o c h ,  Sur la convergence de determinants infinis, Rend. 
del circ. mat. di P~lcrmo, 28 (1909), S. 255-'266 insb. S. 264. 

~) Es ist klar, dab dieses Resultat dureh vicle andere Methoden abgeleitet wet- 
den kann. Das hier angewandte Verfahren beweist die Existenz einer qu~dratiseh 
integrierbaren Resolventen, die als Quotient der Funktionen (2) und (1) dargestellt 
warden kann. Vgl. aueh L e s b e s g u e ,  Bull. de la See. mathematique de France 36 
(1908), S. ~-19. 
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b b  

(7) f f  IK (x, y)l ~ dxcly ~ X2 (X2 konstant) 
t~ t~  

geniigt, Ohne die Mlgemeinheit zu beeintriichtigen, k6nnen wir hier an- 
nehmen, dab K(x, y) in be~ug auf x oder y eine stetige Ableitung besitzt 
oder sogar ein Polynom ist, weil es immer eine. Polynomfolge Pj (vc, y), 
P~ (x, y), . . . ,  P,~(z, y ) . . .  gibt, so Gag gleichmii[~ig 

(8) lira P,~(x, y):= g (x, y) 
f b m m  

und well ~erner 
lira D:.* (2 ) - -D~(2 )~) .  

Es sei nun K~(x, y) der dutch die Fes~se~zungen 

K~(x, y) =~- K(x, y) (x =~ y) 

Dann gilt definierte Kern. 

Weil ferner 

so folg~ aus der Formel 

�9 :~)(~, y) = xc~)(~, y) (~  ~ ~), 

b 

log D~ (~) =~ log / )~  (~) ~= - - .~ r  ~" ~w/~)~ o s) ds 
~="$ a 

b b 

~ " =-= ['K(s, s)ds-~-logDK(2) = -  ~_, ,, 3.K(")~(s, s)ds ~ 
t~ Ct 

b 

(10) D I  (2) e xJ'~ (s'')e" = D~(2). 

Wenn K ( x ,  y) eine stetige Ableigung in bezug auf x oder y besitz$, so 
ist Dx (2) yore Geschlech~ Null und folglieh gilt 

b 

' ~ 2 v '  

wo 21, 2~.,... ,  2 , . . .  die Nulls~ellen yon /)(2) sin& Somig 

D I ( 2 ) =  l -  x ~, 

r Wean es n6tig ist hervorzuheben, dal3 /)~;~) und ~D*(~) mit dem Kern 
K(w, y) gebildet sind, schreiben wit/)~ (~) bzw. D~(2). 
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1 Hieraus ergibt, sich, indem wir den reellen Teil von 
G 

zeichnen, 

~,~ ], 

Weil nach einer5 Resultate yon I. S c h u r  a) 

b b  

li:i~s !K(s,t)I'dsdt~Q, 
t~ t~ 

so  ergibt sich hieraus schlieBlich 

(11) ~1)*(~)i~ ~ 

199 

mi t  ,~l [).;'~t be: 

wo qh (x), q~.~ (x), . . . ,  9~,, (x), ... ein unendliches normiertes Orthogonalsystem 
in bezug auf das Ifitervall a ~ x ~ b is% so wird, wenn wit zur Abldirzung 

:2~ setzen, 

D$,~(~) .. (1 .- ~H) ~ ~ ' ( 1  +~H) ~ ~ - ~  

.-~0 ....... z "H '~ )  " (1 -z'~e~"~ 
[2~ m 

. ~ :  '2-~// " 

Hieraus ergibt sich, indem wir 

~ ~ e~" l ~ l, O -t- q~ = ~ ~ 
86tzen, 

Folghch is~ 

lira IDG~( )t "~- , 

womus die Behauptung folgt. 

a) Vgl. I. Schur, ~ber die ohar~kt~ristischen Wurzeln einer inneren Substitution 
mit einer Anwendung auf die Theorie der llnearen Iategralgleiohungen, Math. Ann., 
68 (1909), S. 488, insb. S. 508. 

M a t h e m a t t s o h e  Zeits~hrlft~ I X .  14 

Dies ist, wie das folgende Beispiet lehrt, die genaue obere Grenze yon 
D*(t)I bei der Nebenbedingung (7). Sohreibt man 
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F fir die Koe~fizienten 

o K(s~ , s~) , . .  K(s,  s,~) 
b b "~ 

a 

K(s,,, sl), K(s , , ,  s~), . . . ,  0 

ergibt sich aus (11 

Dies ist abet nicht die genaue obere Grenze yon [ 6,~ i, wie man leicht 
im F a l l e n  ~-2 und n ..... 3 finder. 

Das Problem, das Maximum yon !JO*(2) i und 8,, zu finden, l~Lit sich 
mit den gewShnlichen Methoden der Variar behandeln. Ich 
hoffe, auf diese Frage in einer anderen Arbeit zurfid:zukommen. 

Wir gehen nun dazu :fiber, D* (x ~) abzuschgtzen und betrachten da- 
% 

Y 
bei zungchst reelle symmetrische Kerne K ( x ,  y). Es ist, indem wit unter 
2~, Jo , . . . ,  ~,~, . . .  die Eigenwerte und under q~'l, g~'~,..., q~,, . . . . .  die zuge- 
hSrigen normier~en Eigenfunktionen verstehen, 

:= D* (,t) g ( x, y)-t- ), k '  ~ Z )  q',, (Y) D* (;.) 

Ferner gilt 

1)* (~) < 

Somit 

). 

a a 

q:',,.(u) 
""~tt- 
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Wir bekommen also sehlieLflich die folgende Ungleichung 

I'~i~.~/ , _ . /  b . . . . . . . . . .  ~,- . . . . . .  ~ -  . . . . . . . . . . .  

(,;,) tD*('I~),:,,, <e ~ tlK(~,Y)I+I~I~'~<"V/K(.,,~)'g.fK(y,.)'d.). 

Um im allgemeinen Falle, we / (  (x, y) eine komplexe unsymmetrische 
Funktion ist, eine Relation vop der Form (13) zu erhalten, beweisen wit 
zuniichst die folgende Determinantenungleichung. Es sei 

0, . . . ,  0, a~,v+~, . . . ,  a~,~+e 

0~ . . . ,  0,  a~ ,~+ l ,  . . . ,  a~.2~+q 
�9 , . . . . . . .  . , . �9 . . . .  �9 . 

0 ,  . . . ,  0~ a~,2~+1, , . . ,  ar ,~+q 

(14) D a~,+l, i ,  . . . ,  a~+t,2J, a~+~.,2J+l, . , . ,  ap+l,~+q 

! ?.+7,. ....: 
[ 

+ , . . . .  , ~ . . . . . . . . . . .  

apq.q, l l  , , , ~  ap+q>p~ a ~ + ~ , , p + l  ,, . , . ~  at : l+q, :p+ q 

eine Determinante, we q . . p ,  und ferner 
q 

( l~ j . ,~  L~.~..,.,I = L,, (~,. = 1; ' 2 , . . . ,  2~), 

q 

Y J~ (t(~) ~ ta,,, .~ =M,~ ( n =  1 ,~ , . .  , f ) ,  

q q 

(17) ~-2.J "-:~ a~l,.2~+t[ -~ 2~'. 
S ~ l t  1 

Dann gilt q-~a 

(lS) IDi ~ (L1L,. , . . .L~)~.(M~M,., . . .M~,) ~ ~~ ' .  
qTY. ( q - ~ )  '~ 

Das Gleichheitszeiehen kann nicht ~usgeschlossen werden. 
De~ yon mir urspriinglich gefundene Beweis fiir diesen Determinanten- 

satz mac}it yon den Hilfsmitteln der Differentialrechnung Gebrauch. Herrn 
M. Riesz, dem ich den Satz mitgeteilt babe, verdanke ioh einen etwas 
kiirzeren Beweis, der ebenfalls eine der Infinitesimalreehnung angehSrende 
Betrachtung benutzt. Ich lasse bier einen rein algebraisehen Beweis fol- 
ten, auf den mioh Herr I. Schur  aufmerksam gemacht hat: 

Dutch eine uniter orthogonale lineare Transformation der ~/ letzten 
Zeilen und eine ebensolohe Transformation der q letzten Kolonnen kann, 
wie in bekannter Weise leicht geschlossen wird, erreieht werden, dal~ D 
in eine Determinante / ) '  l a '  = ~= ~1 iibergeht, in der nicht nur fiir z < p, 

14" 
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l~p, sondern auch fiir z ~ ? ,  i>p+z oder 2 < p ,  z > p ~ 2  die 
Elemente a'z den Weft Null erhalten, ttierbei bleiben die Zahlen i D [, 
L,,, M~ u~d N unge~ndert. Es wird aber 

t t , 
{~$:p,i, 1, 2DY1 ~ .. , ~ ~21J+ 1, ~+.q 

~ a '  ^' . .  a '  a '  a '  ' D ' = ( - - , )  , .~+1~,~+2,  p,~v ~+l,~ v + ~ , ~ . - . a , v , v .  . . . . . . . . . .  

Nach dem Hadamardschen Determinantensatz wird daher 

IDI ~ I D " ~ < I I , ~  ' ~' ' '  H ~7 ' ~ 
z = l  a = L  f l = l  

Hieraus folgt die zu beweisende Ungleichung (18), indem man beachtet, dab 
q q 

z:, ~ + x  , - -  =~ 

l = 1  2 ~ 1  

und nach dem Satz vom arithmetischen und geometrischen Mittel 
q - : p  

q-!a q - ~  / 5 1  I ct21a§176 ) 

I I ( Z  ' ) . . . . . . .  i a:,~+~,,,~,§ ~ ~'~'~ ................ -- \ q - - p  , 
a = l  ' / r  

q 
~[ " t ~ \ q -- la 

< I t  -e~~ ' ',e-:.]o) 
wird. 

Wir kehren jetzt zu unserer Aufgabe zuriiek, eine obere Grenze yon 

D* (y i) zu finden. Dabei werden die folgenden Formeln benutzt, die 

aus den Resultaten yon 'Hi lbe r t  (Gmndziige einer allgemeinen Theorie 
der linearen Integralgleichungen, Kap. I) leicht gefolgert werden kSnnen. 
E s  se i  

.o--, ~  ~ 

Dann gelten die Beziehungen: 

, 

(19) D~ (X) = l i ~  - -  ~ ~k~ ), 

~,u l p ,  y ) .  k (') = K ( a  + ~n. 

;, ~ k ~  ~ ~ , ,. (,,J 

11 t.(nl 
1 .... 2 n 

. . . . .  ~ . . . . . . . .  

2 l k (n) ~t,1 
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(20) D* 

.5 2 lira 

\/:I; "'"' /i- ,_(~, U !] ~(~ :, �9 . . ~ u  " ~ , ~  

Vii" k ('~ ;. I ~.(~) 

?# 

• ( t  k(n)  ) , l b (n )  1, ' ~; " ,  ~ ' - , . o . .  ~ . . . . .  

Infolge dex H a d a ' m a r d s c h e n  Unglelehung ergibt sieh 
kin) '~ 

woraus dutch'  einen Grenziibergang die Relation (11) Iolgt. Wenden wit 
auf die in (2ti) auftretende Determina~te den. oben erwihnten Determi- 
nantensatz (p ..... 

lira 

WO 

gese~zt ist. 

.Q 
i~I ~ ,~ 

= e .  I11 

(~1) 

1, q ~= n) an, so finden wit 

~,r <,,~-1) 2 j 
o <, ~" r*--I 

( i , ' 3 '  ' l '~, %~:: ]~ ( , t ) ~ ) 2 "  (x,y)'.-[ i i l a (x )  fl(y).lim l + ~ i  /~ -d~ ~q] ," 
~ t ~  2a,q 

-a :  +, { t K ( . , v ) l +  I 

b 

= . [ ' l K ( s , y ) l ~ d s  
a 

I �9 lira 

b 

Es hat, sich somit ergeben 

, \ y  , ~  

w 

In diesem Paragraphen untersuchen wit die Reihen D*(2)  und 

D ( ] 2 )  utter der Vorausset~ung, dal3 K(s,t)einesolche mel~bare Funk- 
\ y ,  

t i o n  i s t ,  f [ i r  w e l o h e  b b 

f f tK(s,t)l' dsdt 
a a 
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existiert. Wir miissen einerseits die Existenz der in den Koeffizienten 

yon D*(1)  und D * ( $  2) auftretenden mehrfaehen Integrale beweisen, 

anderezseits zeigen, daI~ diese Reihen ganze Funktionen yon i darstellen. 
Dies gellngt dutch einen Grenziibergang unter u der im vorigen 
Paragraphen gewonnenen Resultate. 

Es sei ~51 (x, y), ~,2 (x, y), . . . ,  r (x, y ) , . . ,  eine Folge "stetiger Funk- 

<: b) ein vollst~ndiges nor- tionen, die (in bezug auf das Gebiet a ~_y = 

miertes Orthogonalsystem bilden. Schreiben wir 
b b 

so l~i~t sieh~) eine Indexfolge ml, ~n~, . . . ,  ~n . . . . .  so ausw~hlen, dais 

G.(z,y) = Z c . % ( . ,  y) 

flit ~ ~ oo fast iiberall gegen K (x, y) konvergiert. Diese Funktionenfolge 
besitzt noch die Eigenschaften: 

b b  b b  

(22) f f IG,(z,y)]~dy ~_ f f IA' (x ,y) i  ~ d x d y ,  

b b 

(23) lira fftg(x,y)--G,,(x,y)l~ 

Die G~,(x,y) k5nnen ferner, was fiir das Folgende wiehtig ist, so ge- 
w~Mt werden, dal~ die Relationen 

b 

lira f [K<x,s)--G,,(x,s)l'~ds-~-O, 
b 

lira f = 0 

flit fast alle x- und y-Werte im Intervalle (a, b)erfiillt sind. Dies ergibt 
sieh unmittelbar aus dem iolgenden Satze: Es seien 

fiir fast alle Werte im Gebiete a __< z ~ b definierte Funktionen, die positiv y 
und summierbar sind und ferner noch die Bedingung 

b b 

lira f f D~,(x,y)dzdy=O 
erfiillen. ~=~ a 

6) VgL It. Weyl, Math. Ann. 67 (1909), S. 225-245 insb. S. 243. 
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Dann kann man eine Indexfolge n~, n,~ . . . .  , n~,,.., so ausw~iMen, 
dal~ fiir fast alle x-Werte (a ~ x ~ b) 

b 

ist. Zum Beweise schreiben wit 

b b b 

@ r ( t  

und wahle~. (tie Indexfolge n~, n , , , . . . ,  n . . . . . .  so, da~ ~ ~%, konvergiert. 

Es seien s~, %, . . . ,  % . . . .  positive gegen Null abnehmende Zahlen. Wir 
bezeict~uen mit E,, diejenige Punktmenge im Intervalle a ~ x ~ b, fiir welche 

Alle x-We~te, die so besehaffen si~d, dab lira [ ~ ( x )  nicht existiert 

oder nicht gleich Null ist, sind in der Menge 

enthalten. Hieraus folgt unser Satz, falls wir nooh beweisen, da6 jede 
-Punktmenge E~ veto Maite Null ist. Dies folgt abe~ leicht so: ]:)as Marl 
derjenigen Punktmeuge H ( p , ~ ) ,  fi~r welche 

f,,, ",, 2 '  
ist wegen 

kleiner ale 

Weft nun E~ 

b 

8p 

si(:her tier Menge 

wo m beliebig groL~ sein kann~ angehert, so ist das MaB yon E~, kleiner als 

welche GrSl~e wegen der Konvergenz yon ~ a~ fiir gentigend grol~e ~n 

kleine~ als jede vorgegebene positive Zahl wird. Jede Menge E~ ist also 

veto Mal3e Null und folglich auoh Z E ~ ,  w. z. b. w. 

7) N~ch einem Satz der Lesbesguesehen Lutegratioa yon Doppelintegralen 
existiert dies Integral fiir fast alle ~ im Interwlle a ~ ~ ~ b. 
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Die MeBbarkeit yon K ( s , t )  hat zur Folge, da~ auch 

(25) K (s~,s~.)K (s.,.,s~) . . . . .  g (s~_~,s,,) g (s,,s~ ) 

im zugehSrigen n-dimensionalen Gebiete (D,),  meJ~bar ist. Um einzu- 
sehen, da~ (25) in D~, auch summierbar ist, brauchen wit den folgenden 
SatzS): ,Wenn eine Folge yon nicht negativen summierbaren Fuuktionen 

fast iiberall gegen eine Grenzfunktion f (x , ,  x~, . . . ,  x,,) konvergiert und 
wenn es ferner eine solche yon n unabh~ngige Konstante K gibt, dab 

f f . . .  f f , ( x , , ,  x,z, . . . ,  x , / )dx ,  dx,, " . . .  d x , , :  K 

so is~ f(xl ,  x . , , . . . ,  x,,) summierbar und 

f f . . . j ' r ( , , , .  ,,., . . . .  . , , . ) ~ , , ,  d,,., . . .  ~ , , .  ~ K " .  

Man finder, wie folgt, eine obere Orenze yon 

b b  b 

Aus der Schwarzschen Ungleichung ergibt sich, iadem wit die Bezeich- 
nungen b 

h{~) '~ = f l  a~(~, y)l"dg, 
b 

a 
einfiil~en, 

Ferner 

b 

a 

b b  

j ' f  iG,, (s~, s.~) I �9 I G,,(s~, sa)]. l Gm(sa, s,)[ds.~ ds,~ 

b 

• h ( s , )  k (ss) '~ds .k(s~)=h(s l  IG,,(s,t) ldsdtlc{s,) .  
a r 

Setzen wit bier e~-----s~, so ergibt sich nach Integratioa und nochmaliger 
Anwendung der S ch w a r z schen Ungleichung 

f f f  ]a,.(s~,s.,.)G~(s~,ss)G,.(sa, s~)lds~ds, ds,~ la ,~(s , t ) l~dsdt  . 

s) Vgl. Fatou, S6ries r trigonometriques et s6ries de Taylor (Acta matematiea 80 
(1906), S. 375). 



Beriicksichtigt 

lira I G., (s~ 

so ergibt sich aus 
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Fahren wir in derselben Weise fort, so erhalten wir flit ein beliebiges n 
b b  b 

(26) f f . . . f  lG,,(s , ,s . ,_)G,,(s . , ,s: ,) . . .G,,(s , ,s ,) l ,  ds, dso. . . .d8~ 
Ct ~ t~ 

b b  n 

a a 

man noch, dab fas~ iiberall im Gebiete D.  

, s . , . ) . . .  G,,,Cs,, 8,)1 = I / ;C8 , ,  8 , ) . .  K ( 8 , ,  s , ) i ,  

und a fortiori 

dem oben erw~hnten Satz, dab 

! K C 8  ~, 8 ~ ) K  (s~, 8a) . . .  K (s,~, s l )  

K (8, ,  s .~ )X  (8 , ,  s:J . .  . K (~,;, s~) 

in D~ summierbar ist, Weil nun jedes Glied in der Determinante 

0 K ( s , ,  &,) . . .  K(s l , s , ,  ) 
~:*(~"~'-"~"1 =: K ( 8 , , ~ )  o . . .  K ( 8 ~ , , % . )  

\81 8,~ 8 n /  

ein Produl~t yon Fak~oren ist, die alle die Form (25) haben u~d voa 
denen hie zwei gemeinsame Ver~nderlichen enthalten, so folgt hieraus die 
Existenz der Integrale 

b b  b 

�9 " " \ 8 t 8 , ~ .  S n  " " " "  

u r t~ 

Aus der Identit~t 

K(s~ ,  s~)K(s,~, 8 . , ) . . .  K ( , , , ,  S,)  - ( ~ ( s ~ ,  s ~ ) G ~  ( , ~ ,  ,~)  . .  �9 G,~ (8,~, s~) 
=~ (K (s,, 8,,.) -- a,,(s~, 8:)) K ( s.~,sa) . . .  K (s,,, s~) 
~- G,~( s,, s~)[K (8.~, sa) -- G,~, (8,,, sa) ] K(s:,, s.,) . . .  K(s,~, s~) 
.+. G,,, ( 8~, 8~ ) a, ,  (s~, s 8 ) [ K ( s,~, s~ ) - G,, (s~, s, ) ] K ( s~, s,, ) . . .  g (8,,, s~ ) 

+ G,~(~%, s~)a,, (8.~, s~) . . .  [K  (s,, 81) -- G,~(s,,, s~)] 

erhs man dutch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung unter Be- 
riicksiohtiguag der Gleichung (23), clal~ 

b b  b 

f f . . . f _~ (s~, s,~) g (s~, s~,) . . .  Z: ( s~, 8 , )  ds~ ds~ . . . d s ,  
a a  q, 

b b  b 

= l i r a  f f . . .  f q~(s,,s.~)G~(8~os~)... G,~(s , , s~)ds~ds~. . .ds~  
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und somit 
b b  b 

g el, 

b b  b 

Weil die Ungleichung (12) fiir jede der GrSl3en 
b b b 

a a 

gilt, so folgt ihre Gfiltigkeit aueh fiir 
b b  b 

I I  (s~s~...s, .  . . .  ds,, �9 
a ~ 

Also ist D~ (2) eine ganze Funktion yon 2. Ferner ergibt sich Mcht 

lim Dg m (2) ..... D I  (2). 

Mithin 

ngchst wird mit ttilfe yon (22), (23) und (24) bewiesen, dM~ 
b b  b 

f f . ,. f K ( x , s , )  K (s~, s,~) .. . K (s , ,  y ) a s ,  d&~. ..ds,., ..... K (n+'. ( x , y )  
a r @ 

( ~ % b) existiert und fern.er, dag fiir fast alle x, y-Werge a ~ y 

lira (~;~) K ~) 

Hieraus folgt mit Rficksioht auf (26), daJ~ (mit kusnahme von hSohstens 
einer Nullmenge)die Integrale in den Kodfizienten ,on  D.~( ;  2)fii .r  

x 2) konvergieren. m--~cc gegen die entsprechenden der Reihe D~ (y 

(21), a g  o a.t y), U ibt D*om (y) kleiner als eine 

yon m unabh~agige nut yon x, y, 2 abh~ngige Konstante. kus diesen beiden (. Tatsachen folgt nach einem bekannten Satze, aag D~ y 2) eine iiberall 

*(;) konvergente Potenzreihe von 2 ist, die als Grenzwert yon Da~ 2 fiir 

m--~oc dargestelltwerdenkann. Ferne, genfigt D~*(yl ,  ) mit Ausnahme 
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yon hSchstens einer Nullmenge der Ungleichung (21), woraus folgt, dab 

sind. 
Wir beweisea noch, dab fiir fast alle x und y die Relationen 

b 

�9 D *  . d e = O ,  

b 

(28) lira o,~ s i ) - - D ~ ( ;  ~ ) i ~ d s ~  
(b 

Es mSge ftir die Summe der ersten 2 Glieder einer Potenzreihe 
Die Summe der iibrig- 

gelten. 
P(2)  die Bezeichnung {P(2))~ eingefii~rt werden. 
bleibenden Glieder nennen wir {P(2) )  (~). Es ist 

~b 

am x, ~ x d 8  

#,, 

b 

a 

Wegen der leicht zu beweisenden Relatioa 
b 

(29) lira f lg(v)(~:, s) - -  G~ ) (x ,  s),i e ds = 0 (flit fast alle x) 

haben wit fast iiberall 

' j 

0. 

Sei nun 121 < / ? ,  wo R eine beliebige positive Zahl ist, feraer C ~  ein 
Kreis mig dem Radius 2 J~ um den Nullpunkt. 

Wir haben 

Folglioh wegen (21) 

. ' x t (~) 

b b 
+ I K(x, t)I dt �9 f l K I t ,  st"d  

a a 

a 

I , , O )  
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Erheben wir beide Seiten dieser Ungleichung ins Quadrat and integrieren in 
bezug auf s, so erkennen wit auf Grund der Rela~ionen (22) und (24), da]~ 

wo C(x,  y) eine flit fast alle x endliche Gr51e bedeutet, die yon p und 
m unabhangig ist. Aus (29), (30) und (31) ergibt sich nun leicht (27). 
Auf analoge' Weise erh•lt man (28). 

Wir haben nun die nStigen Hilfsmittel gewonnen, am aus den [~e- 
solventengleiohungen 

b 

b 

dutch einen Irenzibergang Ira--> oo) die lelationen (fast iberall ) 

/ ' 
(32) a b 

za  folgez=. 

Dieses gelingt ,in leicht erslehtlicher Weise dur~h Anwendung der 
Schwarzschen Ungleiehung bei Beriieksiehtigung von (27) und (28). 

iVennen wit dann q~(x) und W(x) L(isungen yon 

Co(x) - 2 f K (x,  y ) q ~ ( y ) d y  = f ( x ) ,  
(33) ~ 

wenn diese Glei~hungen /iZr last alle x er/i~llt aincl, u~d betrachte~ wit 
]erner zwei _Funktionen, die nut in einer Nullmenge voneinander ver- 
schieden sind, als nicht verschieden, 8o k6nnen wit aus den Gleichungen 
(32) und aus den entsTrechenden h6here~ Determina~,ten (die in derseIben 
Weise zu begriZnden sind) genau so, wie es in der Arbeit F r e d h o l m s  
geschehen ist~), die WundamentalsStze betre//end die L6sbarkeit der Glei- 

9) Urn zu beweisen, dab fiir eine Wurzel yon D*.(~)=0 nicht alle Determinanten 
versehwinden kSnnen, kann man die Formel (42) benutzen. 
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chungen ('A3) und ihrer zugehSrigen homogenen Gleichungen ]i~r den 
Fall beweisen, daft [f(x)l",  Ig(x)l  ~ '~nd ~lK(x, y)]" in den Gebieten 
a ~ x _~ b bzw. a ~ x <_. b su,nmierbare I'unktionen sind. 

w :~. 

Um das Geschlecht der ganzen Funktion D*(2)  zu bestimmen, wird 
im n~chsten Paragraphen eine Formel flit den zu einer Summe yon zwei 
Kernen G ( s , t ) . ~ - H ( s , t )  geh5rigen Fredholmschea  Nenner benutzt, 
die in meiner. Dissertation (Uber das N e u m a n n - P o i n c a r e s e h e  Problem, 
Upsala 1916, S. 93) ohne Beweis angegeben win'de. 

Diese Formel 
b b  

b b b b  

(~-~)", ,  a a a \ , ' '  t'z \ S l , S , ,  - 

bb b 

+ , ( - , ) "  f f  f " 

kann man folgendermaBen beweisen. Zun~iehst fiihren wir folgende Be- 
zeiehnungen ein. Die zu einem Kern G gehSrige Resolvente 

D(~) 
nemlen wit I'a. Das Resultat der Komposition zweier Kerne G and H 

b 

~ C4(x, s) H(s, y) as 
a 

wird mit G H bezeichnet. 

Nach einer Formel yon P l a t r i e r  ~~ ist 

~y~, 

. . . . . . . . . . . . . . .  

10) Journ. de math. 1918, S. 233-304, insb. S, '249. 
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Wellden 

FormeP ~) 
b b  b 

+l;f...; 

wit ferner die flit beliebige Fanld~ionen q,~ und %, giiitige 

!ds~.. .  d s ,  
~1(~1) ~ i ( + + ) .  (v,(+.)i ,v,(+~) ,v,(+~).. ,/'1(+,~ 

b b b 

'b b b 

.I (1 '.+, "/' t ~l,8 , j (1'.),',/'~ d 8  . . . . .  f q',~ d 
a 

an, so ergibt sich 

b b b 

r r .  . f .~~ ., ~,)~+ (,,,,. .. ,,, , )  +.d,., . . . . .  + , ,++ , ,  (,,,,, 
�9 \ t t t~ t,+ \ s 1 %  S,~ i " " 

~,  !, Ia(s l , t~)  .... la(sj,t+~) I , ( t l , s ~ ) . . . I n ( t , ~ , e ~  ) 

)Jf..j : Da(,~)D~(t . . . . . . . . . . . . . .  
' ~ I '  . .  I '  +,+ + I ' ~ ( s + , , t ~ ) . . . I a ( , , , , t , , )  i u( t l ,+ ' , , )  �9 n ( t , , , S , )  

= ++~<.,>~,_,<.+> f . ; . . . ;  . . . . . . . . . . .  ++,,+,+.+...,+,,+. 
+ a a I r ; I H ( S , , , S + )  ' ' " ' ' . . . lal~l(a,~,s,+) 

Dltrch Anwendung dieser Fo~mel finden wit flit die ~:echte Seite yon (34) 
den Ausdzuck 

Da( ~ ) Z),~( ~ ) D:.,,+ :,, (:+). 

Das Problem ist also darauf recluziert, die Relation 

(37) z),-+ +.(~) -: :o~(~)D,+,(~) D,+,,+ , ,  (~) 
zu beweisen. 

Sch~eibt man 
b 

(3~ )  K ( x , y ) = = K ' ( x , y )  + t - g " ( x , y ) - i f K ' ( x , s ) K " ( s , y ) d s ,  
t~ 

so gilt nach einem Resultate yon l~redholm 

D~(  ;~) = D g , (  ~) .D~',(,~ ). 
Setzen wi~ bier 

K ' = G , K " .... ]~ I '~  I ' ~  

und bezticksichtigen, dal~ 

d s i  . . . d s  ~ 

dt  t . . .  dr,, 

st) Vgl. G. L a n d s b e r g .  Math. Ann., 69, S. 281. 
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so wfi'd 

K'- t .  K " - -  i K ' K "  = G + 21"GF~ --  ~ ~ G I ' a I ~  --. G -F 2 (/ 'e -- , tGI'~)FH 

..... a t- iG1'~, 

somit 

(3:1) D(~ ( i )D~, ,  ,, (~) = Do+,~ ,~ .  

Wenden wit die Formel (,28) auf die beiden Kerne G + ) , G F H  and H 
an, so ergibt sich wegen 

a -,F ; , r  + / t  - i ( a  + i G  s ~ ) / ~  = G + B + i G ( r ~  - H --  Zr~.~H) 

.... G + H , ,  

worsus schlie6tieh bei Beriicksichtigung yon (3!)) die zu beweisende Re- 
lation (37) folgt. 

Wit erwihnen noch die fo]gende Formel 

f . 8~ ~ ~ ( : , , i " JJ "  G \t,t~. ,t,,} H �9 ' \St& a ,%J d t  t dtn 

Hieratts folgt, dab flit beschrinkte l~unktioneu G und HDa~x(L)hSehstens 
die Ordmmg Eins besi~zt. Noch allgemeiner gilt 

i f '  ) "t,," =Z') < " " '  . _  " t . ?  =7:' 

(7,,, ~ )  sl~) ',' ~ . ~ ) A ~ " )  . . . . . . .  a ~ .  , 

woraus folgt, daf3 Da~,,...~,,(Z) h6chstens die Ordnung m2 hat,  wenn 

G~G,~... G,,,. beschr~nl~e Fm~ktiouen sin& 
Mau sieht leichL wenn man in (34) G und H mit Kernen G~ und/ /~  

ersetzt, die sich nu~ dadurch yon G und H unterscheiden, da~ sie auf 
der Diagonale y .~, x verschwindeu, da{~ auch 4ie folgende Formel dchtig ist: 

bb  

6 6  

b b b 

_ ~ . . j  a \ t ~  t, . s,, dt~. ~t, ,"" 
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w 

Wit wollen nan das Geschleeht der ganzen Funktion D*(2) unter der 
~ X  Annahme bestimmen, dab das Quadra~ yon K ( x ,  y) im Gebiete a ~ y < b 

summierbar ist. Zu dem Zweeke sehreiben wit. 

(43) Z~(x, Y) = G(x, Y) + H(x,  y), 

wo G ( x , y )  yon der Form 

(44) ~ ' A , , ( x ) B , ,  (y)  

ist and 
bb 

(45) < 
a a 

( e =  eine beliebig vorgegebene positive Zahl). Dieses kann mail z. B. 
dadurch erreiehen, dal3 man G ( x , y ) e i n e r  geeigneten der frfiher einge- 
fiihrten Funktionen G,,(x, y) gleichsetzt, wean das Orthogonalsystern 

q)l(x,y), @~(x ,y ) . . .  # , , ( x , y ) . . .  

yon der speziellen Form 
~r,(x),pq(y) (p 1 , 2 , . . . ,  q , 1 , 2 , . . . )  

gewghlt ist, wo ~l(x), q%(x), . . . ,  ~ , , (x ) . . .  ein vollstiindiges normiertes 
Ozthogonalsystem in bezug auf das Intervall' a ~ x  ~ b  bedeutet. Wit 
wendell mm die Forme] (42) an und bemerken, dal~ djese im vorliegenden 
Falle nut eine endliche Anzahl Glieder enthglt, weft 

~" e \ tl t~ . " t,, 

ffir n > m. Um eine iiir ansere Zweeke geeignete obere Grenze yon 

D* H \y~y~ . Y, 21 

zu erhalten, sehreiben wir, zaa~iehst unter der Annahme, dal~ H ( ' x , y )  
stetig ist, indem wir uns der Bezeietmungsweise auf S. 7 u. 8 bedienen, 

(47) 2); (x~"'"" z" i ; )  lira j., 
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i~  ~all 
. . . . . . . . . . . . . . . . .  . . ~ . , . . . 

J"  : 2 t .  /)~'t ~ ) ' t H a " ' ' "  n H l n  
~' n 1-1zu,,  . . . ,  ~ n -'-11ur 1 ,  n "' - -  

2l  2.l 
. . . . . . . . . .  - "  n H e 1  1 ,  - -  n H u n  

' ~/ ;,~ 
~ / n  J r : / . y ~ . . . ~  ~ ~ .  

Wil: bezeichnen mit a~, %, . . . ,  % (@ ~ r) @ aus den GrS~en l ,  2, . . ,  r 
irgendwie herausgegriffenenversehiedenen Zahlem Ferner mSgen ~,a, ?~,...,?,~_e 
(9'~ ~ 9',~ < - . .  < 7~-e) die iibriggebliebenen von diesen GrSl~en bezeiehnen. 
Ebenso m6ge auch ill, fl~, " " ,  fl~; 3 ~ , . . . ,  5,..~, ein dm:artiges System yon 
Zahlen bedeuten. Dann gilt 

j , ,  -, )~.7 7J: i ~ H ~ , , ~ u ~ H ~ , , , , u , ~ , "  , " H~,,,~,u~,,, 

i o () ~[ , .,-V~l . . . . . . .  " "  n fJ~x~'l l "" 9% 2~r:vyln " 

r ~..- (2 . . . . . . . . . . . . . . .  , - . . 

Zeilen 

0 . . . . . . .  0 . . . . . . . .  ~- ' . -  ' ' n - 

�9 , V %//1 yar_ ~, 1 --  ~n ~ H ~ ,  . . . ,  ~ H~,, 

..... H ~  1 , . . . ,  ~b 

�9 " n H n ~ a r -  e ~ r~ ' ' ' "  

Die Summe ist iibe~ alle mSglichen Zahlensysteme a ~ , % , . . . , % ;  
fl~,//=, . - . ,  fie (O <: r) zu ers~reeken. I-Iieraus folgt dutch Anvcendtmg des 
8at~es (18) mit der Bezdchnang 

I 

�9 l a 7 - ~  ~ , , ( ~ , , )  �9  �9 ~ , ( ~ , _ ~ , )  ~ . ( y a , )  �9 �9 �9 ~ . ( y ~ . _ ~ )  

\ " /g-.:r~ I 
Mathema~l~ehe Zeit~chrift. IX,  15 
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Fiir n - - , o e  ergibt sich, falls wit schreiben 
b b 

(49) f I H ( x , t ) j ~ d t = u ( x ) ~  f lH(t,y)E'~dt=~ (y)~, 
a a 

\ y~ Y~ Y~ 
]Z~ b b 

,,. f f iH(s,t)l'd~dt 

Durch dieselbe A~t yon Grenziiberg~ngen, die in dieser Arbeit oft an- 
gewandt wurden, zeigt man, dal~ mit Ausnahme yon einer Nullmenge im 

2r  dimensionalen Raum a _~ xp ~ b (p =-:- 1,2 . . . ,  r, q .~. l,  2 . . . .  , r); diese 
- -  ye/ 

Ungleichung auch in dem Falle giiltig bleibt, wo ] H (x, y) ~ ffi~ a ~ y ~ b 

summierbar ist. Weft es eine Konstante C gibt, dal~ fiir 141D~ 1 

I~,f~,~.~,...,~, 4) <r ~, 
finden wir schlie~lich aus (42), (49) und (45), da/3 zwei solche (yon e 
abh~ngige) Konstanten k und A r existieren, dal] fiir 141~. 1 

2 
(5o) ID*(4)I <k141  ~ 

E~ ~ i ~ .  41 "), 4~) . . .  ai~ Null~t~l~. yon 1)3.(4) (G,~(~,y/ ~ ~i~r 
dieselbe Bedeu~ung wie auf S. 9). Nach dem schon zitierten Satze yon 
I. Schur  ist 

b b  

Dutch einen Grenziibergang ergib~ sich hieraus /fir die Nullste[]en ~l~, 

4,, . . . ,  4, , . . .  yon D*(4) 
b b 

a a 

Berficksi~htigen wit noch, da~ D*(4) info lge  (11) hSchstens yore Ge- 
schlecM 2 ist, so folgt 

s 

(51) .D* (.,i) =-= e a'2 +~  1-~jj e 
r ~ : ~  \ 

Auf ganz dieselbe Weise, wie ich in einer frfiheren Arbeit (Arkiv fSr mat. 
astr. o fysik, Bd. ]2, 1917) eine entsprechende Frage bezfiglioh D~(4) 
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(K == stetiger Kern) behandelt babe, kann man mit Itilfe yon (50) schliel~en, 
da~ 

Weft ferner 

so ergibt sieh aus 

dab b gleieh Null ist. Wir haben somit das Resultat gewonuen: 

D * ( ~ ) ist h6c, hstens vora Geschlechte Ein8 und besi~zt die ProduI~t- 
darsteUung 

2 

(Eingeg~ngen am 19. Janu~r 1920.) 


