
Reine Infinitesimalgeometrie. 
Von 

Hermann Weyl in Ziirich. 

w 1. Einleitung. [Yber das Verh~ltnis  yon  Geometrie und Physik. 

Die wirkliche Welt, in die wit kraft unseres Bewu~tseins hineingestellt 
sind, ist nicht da, schlechthin und in Einem Sehlag, sondern geschieht; 
sie durchl~uft, in jedem Augenblick verniehtet und neu geboren, eine 
kontinuierliehe eindimensionale Folge yon Zust~nden in der Zeit. Der 
Sehaupla~z dieses zeitlichen Geschehens ist ein dreidimensionaler Eukli- 
discher Raum. Seine Eigenschaften untersucht die Geometrie; hingegen 
ist es die Aufgabe der Physik, das im Raum existierende Reale begrif[- 
lich zu erfassen und die in der Flucht seiner Erscheinungen beharrenden 
Gesetze zu ergr~den. Physik ist demnach eine Wissenschaft, welche die 
Geometrie zu ihrem Fundament hat; die Begriffe abet, dutch welche sie 
das Wirkliche darstellt -- Materie, Elektrizit~t, Kraft, Energie, elelrtro- 
magnetisehes Feld, Gravitationsfeld usf. -- gehSren "einer ganz andern 
Sphere an als die geometrisehen. 

Diese alte Ansehauung iiber~ das Verh~ltnis yon Form und Inhal~ 
der Wirklichkeit, yon Geometrie und Physik ist dutch d~e Eins te insehe  
Relativit~tst~eorie 1) umgest'fizzt worden. Die spezielle Relativitdtstheorie 
S~xte zu der Erkenntnis, dal] Raum und Zeit zu einer unlSslichen Ein- 
heit versehmolzen sind, die als Welt bezeichnet werde; die Welt ist dieser 
Theorie zufolge eine vierdimensionale Euldidisehe Mannigfaltigkeit -- Euldi- 
diseh mit der Modifikation, da] die der Weltmetrik zugrundeliegende 
quadratisohe Form nicht positiv-definit ist, sondern yore Tr~igheitsindex 1. 
Die allgemeine Relativitdtstheorie gibt das, ganz i~n Geiste der modernen 
Nahewirkungsphysik, nut im Unendlichkleinen als giiltig zu, n~mrnt 
die Weltmetrik also den yon R i e m a n n  in seinem Habilitationsvortrag 

1) Ieh verweise auf die Darstellung in meinem Buch ,Raum. Zei~, Materie ", 
Springer 1918 (ira folgenden Ms RZM zitiert), und die dort angegehene IAteratur. 
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aufgestelltea allgemeineren Begriff der auf einer cluadratisehen Di/]~rential- 
form beruhenden Yla~bestimmung in Auspruch. Das prinzipielI Neue an 
ihr ist aber die Einsieht: die Mstrik ist nicht eine Eigeusehaft der Welt 
an sich; vielmehr ist Raum-Zeit als Form der Erseheinungen ein vSllig 
gestaltloses vierdimensionates Kontinuum im Sirme der Analysis situs, die 
Metrik aber bringt etwas Reales zum Ausdruck, das in der Welt existiert, 
das dutch Zentrifugal- und Gravitationskr~ifte physikalische Wirkungen auf 
die Materie ausfibt und dessen Zustaud auch umgekshrt dutch die Ver- 
teilung und Beschaffenheit cler Materie naturgesetzlich bedin~ isk Indem 
ieh die Riemannsche Geometrie, die doch reine ,,Nahe-Geometris" sein 
will, yon einsr ihr gsgenwgrtig noch anhaftenden Inkonsequenz beffeite, 
sin letztes ferngeometrisches Element ausstiei~, das sie von ihrsr E ~ -  
disshen Vergangenhsit her noah bei sish fiit~s, gslangte ioh zu einer 
Weltme~rik, aus welcher nieht 'nur die Gravitations-, sondern auch die 
elektromagnetisehen Wirkungen hervorgshen, die somit, wie man mit gutem 
Grund annehmen daft, fiber alle physikahschen Vorg~nge Rechsnschaft 
gibt ~). Nach dieser Thsorie ist alles Wirkliche, das in der Welt vor- 
handen ist, Mani/estation der Wel~metrik; dis physik~lischen Begriffe sind 
keine andern als die geometrischen. Der einzige Untersehied, der zwischen 
Geometrie und Physik besteht, ist der, dab die Geometrie allgemein er- 
griindet, was im Wesen der metrischen Begriffe hegt s), die Physik abet 
das Gesetz zu ermitteln und in seine Konsequenzen zu veffolgsn ha% &~c]a 
welches dis wirkliehe Welt 'unter allen dex Geome~rie nach mSglichen vier- 
dimensionalen met~ischen l~umea  ~ t m ~  ~ ~ 

In dieser No~e m~chCe ich jeme r e i ~  In/~'nigesimalgeome$~ e~at- 
wi~kein, die nach meiner Uberzeugung die physiks3~che Welt als einen 
Sonderfall in *sish begreiir Der Aufbau dex Nahegsometrie vollzieht sieh 
sachgem;4~ in 'drei Stufsn. Auf der ersten Stufe steht das alIer Ma~- 
bestimmung bare Kontinuum im Sinne der Analysis situs -- physikalisch 
gesprochen, die /eere We/t; auf der zweiten das a//in zusammenhgngende 
Kontinuum -- so nenne ieh sine Mannigfaltigkeit, in welcher cler Begriff 
alex ins Parallelverschiebung yon Vsktoren einsn Sinn hat; in 

�9 ) Eine ers~o Mi~lung dariiber is~ unt~ dem TiteI ,Gravitation und ElektrivAt~t" 
in den Sitzungsber. d. K..PreuB. Akad. d. Wissenschaff~n 1918, S. 465, ersehienen. 

s) 1~reilieh geht die traditionelle Geometrie yon dieser ihrer eige~ntliehen Aufgabe 
alsbald zu einer weniger prinzipieIten fiber, indem sie nun nieht mehr den Raum 
selbst zum Gegenstaud ~rer Untersuchung maeh~, sondern die im Raume mSglichen 
Gebilde, spezieIle Klassen soleher und deren Eigenscha/ten, die ihnen auf Grund der 
I~aummetrik zukommen_ 

~) Ich bin verwegen genug, zu glauben, daJ3 die Gesamtheit der physikalischen 
Erscheinungen sieh a~s einem e~nzigen universellen Weltgesetz yon hSchster mathe- 
matischer E~nf~chheit~ herleiten lgi]t. 
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der Physik exscheint der affine Zusammenhang als Gravitat ions/eld ~ ;  
auf der dritten endlich das metrische Kontinuum ~ physikalisch: der 
,,.~ther", dessen Zust~nde sich in den Erscheinungen der Ylaterie und 
Elektrizit~t lamdgeben. 

w 2. Si tus-Mannigfal t igkei t  ( leere Welt) .  

Infolge der Schwierigkeit, das anschauliche Wesen des stetigen Zu- 
sammenhangs dutch eine rein logische Konstmktion zu erfassen, ist eine 
roll befriedigende Analyse des Begriffs der n-d imens iona l en  Mannig /a l t ig -  
keit heute nicht mSgiieh~). Uns geniigt folgendes: Eine n-dimensionale 
Mannigfaltigkeit l ~ t  sich auf n Koordinaten x 1 x~. . .  x, beziehen, deren 
jede in jedem Punkt der Mannigfaltigkeit einen bestimmten Zahlwert be- 
sitzt; verschiedenen Ptmkten enteprechen verschiedene Wertsysteme der 
Koordinaten; ist 515~ . . .  5,  ein zweit& System yon Koordinaten, so be- 
stehen zwischen den x- und den 5-Koordinaten desselben willkiirliehen 
PunkCes gesetzmiil~ige Beziehungen 

~ , =  f , ( ~  . . .  ~ )  ( i  = 1, 9. . . . .  , n ) ,  

wo f~ rein logisch-arithmetisch konstruierbare FunkCionen bedeuten; yon 
ihnen setzen wit nicht nut voraus, dal3 sie stetig sind, sondern auoh, dal~ 
sie stetige ~kbleitungen 

~f, 

besitzen, deren Determinante nicht verschwindet. Die letzte Bedingung 
ist notwendig und hinreichend, damit im Unendliehkleinen die affine Geo- 
mettle gilt, damit ni4mlich zwischen den Koordinatendi~erentialen in beiden 
Systemen umlcehrbare lineare Beziehungen statthaben: 

k 

Die Existen~ und Stetigkeit hSherer ~bleitungen nehmen wit an, wo wi~ 
ihrer im Laufe der Untersuchung bediirfen. Auf jeden Fall hat also der 
Begriff der stetigen uud stetig differentiierbaren Ortshmktion, ev. aueh clef 
der 2, 3 . . . .  mal stetig diiterentiierbaren einen "invarianten, yore Koorcli- 
naVensystem unabh~ingigen Sinn; die Koordinatefi selber sind derartige 
l~n~ionen. -- Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, an der wit keine 
andern Eigenschaften in Betracht ziehen auger denjenigen, die im Begriff 
der n-dimensionaleh Marmig~altigkeit liegen, nennen wit -- in physika- 
lischer Termmologie -- eine (n-dimensionale) leere Welt. 

a) Vgl. dariiber H. Weyt, Das Kontinuum (Leipzig 1918), namentlich S. 77ff. 
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Die relativen Koordinaten dx~ eines zu dem Punkte P = (x~) un- 
endlich benaehbarten Punktes P '  = ( ~  -~- dx~) sind die Komponenten eines 

Linienelementez in P oder einer infinite~malen.Verschiebung PP'  yon P. 
Bei Ubergang zu einem andern Koordinatensystem gelten fiir diese Kom- 
ponenten die Formeln (1), in denen a~ die Werte der bet~efFenden Ab- 
leitungen im Punkte 2P bedeuten. Allgemeiner charakterisieren ira Punkte P 
-- bei Zugrundelegung eines bestimmten Koordinatensys~ems fiir die Um- 
gebung yon P -- irgencl n in bestimmter Relhenfolge gegebene ZaMen 
~ (i = 1, 2, . . . ,  n) einen Ve/dor (oder eine Ver~ehiebung) in P; die Kom- 
ponenten ~ ,  bzw. ~ desselben Vektors in irgend zwei Koordinatensystemen, 
dem ,,ungestrichenen" und ,,ges~richenen", h~ngen dutch die gIeichen linearen 
Transformationsformeln (1) zusammen: 

Vektoren in P kann man addieren und mit Zahlen multiplizieren; sie 
bilden also eine ,,lineare" oder ,,affine" Gesam~heit. Mit jedem Koordi- 
natensystem sind n ,,Einheitsvektoren" e i in P verbunden, n~mlich die- 
jenigen, welche in dem betref[enclen Koordinatensystem die Komponenten 

e I 1, O, 0 , . . . ,  0 

r 0, 1, 0 , . . . ,  0 

e~ 0, 0, 0; ..... 1 
besi~zen, 

Je zwei (linear m m b h ~ e )  Liniealelemen~e in P mi~ den Kom- 
ponenten dx~, bzw. ~x~ spannen ein (zweld im~onales)Fl~henelement  
in P auf mit den Komponen~en 

d x ~ x  k -- dx~ ~x~ = Ax~, 

]e drei (unabh~ingige). Linienelemente dx~, ~x~, bx~ in P ein (dreidimen- 
sionales) Raumelement mit den Komponenten 

I dx~ dx~ dx zt 
ax~ a%, (~x z = A x ~ ;  
bx~ bx~ bx~ 

usw. Eine yon einem willkiirlichen Linien- oder FI~hen- oder Raum- 
oder . . .  Element in P abh~ngige Linearform hei~ ein Iinearer Tensor 1., 
bzw. 2., 3 . . . . .  S~-ufe. Bei Benutzung eines besf~hnmten Koordinatensystems 
kSImen die Koefflzienten a dieser Linemfform 

1 2 a ~ A X ~  ' 1 A ~ ,  a~dx~, bzw. ~ . . .  
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eindeutig dutch die Forderung des Alternierens normiert werden; diese 
besagt in dem letzten hingeschriebenen Fall z.B., da]~ Indextripeln ( i l c l ) ,  

die dutch eine gerade Permutation auseinander hervorgehen, derselbe 
Koeffizient a ~  entspricht, w~hrend bei ungerader Permutation der Koef-fi- 
zient in sein Negatives umschlggt, also 

a l k  z ~ -  al:zi  ~ a z i  k -~- _ a k i  z ~ _ a~k i ~ _ a ir  u.  

Die so normierten Koeffizienten werden als die K o m p o n e n t e n  des be- 
treffenden Tensors bezeichnet. Aus einem Skalarfeld f entspringt durch 
Differentiation ein lineares Tensorfeld 1. Stale mit den Komponenten 

a f .  f'--T' 
aus einem linearen Tensorfeld 1. Stufe f~ ein solches 2. Stufe: 

a f, a&. 
fiT~ Ox k ~ x l '  

ans einem solchen 2. St~e ein lineares Tensorfeld 3, Stufe: 

aft, § of,, af, . 

usf. Diese Operationen sind yon dem benutzten Koordinatensystem un- 
abh~ingig 6). 

Ein linearer Tensor 1. Stufe in P mSge eine dort angreifende K r a ] ~  

heiBen. Eine solche wird also bei Zugrundelegung eines bestimmten 
Koordinatensystems eharakterisiert durch n Zahlen ~, die sich bei Uber- 
gang zu einem andern Koordinatensystem kontragredient zu den Ver- 
schiebungskomponent en transformieren: 

/o 

Sind ~ die Komponenten einer willkiirlichen Verschiebung in P, so ist 

~ W ~  eizie Invaxiante. Unter Tensor in P wird allgemein eine Linear- 

f o r m  einer oder mehrerer willkiirlicher Verschiebungen und Kr~ifte in P 
verstanden. Liegt z. B. eine Lineaffbrm dreier willkiirlicher Verschiebungen 
~, ~, ~ und zweier willkiirlicher Kr~fte ~, c vor: 

so sprechen wir yon einem Tensor 5. Stufe mit den in bezug auf die 
Indizes i /~ kovarianten, in bezug auf die Indizes p q  kontravarianten 
Komponenten a. Eine Verschiebung ist selber ein kontravarianter, eine 
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Kraft ein kovarianter Tensor 1. Stufe. Die Fundamentaloperationen der 
Tensoralgebra sind 7): 

1. Addition yon Tensoren und Multiplikation mit einer Zahl; 
2. Multiplikation yon Tensoren; 
3. Verjiingung. 

Die Tensoralgebra l~l~t sich demnach schon in der leeren Welt begriinden 
- -  sie setzt keine Ma~bestimmung voraus --,  vonde r  Tensoranalysis hin- 
gegen nut die der ,,linearen~' Tensoren. -- 

Eine ,,Bewegung" in unserer Mannigfaltigkeit ist gegeben, wenn jedem 
Weft s eines reellen Parameters in stetiger Weise ein Punkt zugeordnet 
ist; bei Benutzung eines Koor~iinatensystems ~ driickt sich die Bewegung 
durch Formeln x ~ -  x~(s) aus, in denen reeht~ die x i als lhmktionszeiehen 
zu verstehen sind. Setzen wit stetige Differentiierbarkeit voraus, so er- 
halten wit, unabh~ngig vom Koordinatensystem, zu jedem Punkte P = (s) 
der Bewegung einen Vek~or in P mit den Komponenten 

ui _ de% 
ds ' 

die Gesvhwindigkeit. Zwei Bewegungen, die dutch stetige monotone Trans- 
formation des Parameters s auseinander hervorgehen, beschreiben dieselbe 
gurve. 

w 3. Affin zusammenh~mgende Mannigfaltigkeit (Welt mit 
Gravitationsfeld~ 

L" Begriff des affi~em Z u ~ m m ~ h s ~ g s .  

Is~ P '  ein zu dean festen l~n~t  P unend!ioh beaa~harter, so h d n #  
P '  mit P aHin zusa~men, wenn yon jedem Ve~or in P feststeht, in 
welchen Ve]C~or in pr  er durch ParalZdverschie~ung yon P nach P '  iiber- 
geht. Die Paraltelverschiebung der sgmtlichen Vektoren in P yon dor~ 
nach P '  mu~ dabei selbs~verst~ndlich der folgenden Forderung geniigem 

A. Di4 Verp/lanzung der Gesamtheit der Vektoren yon P nach dean 
uuendlich benaohbarten Punkte P" durch ParalIelverschiebung l~e/ert eine 
a/fine Abbildung der Vel~oren in P a u /  die Vektoren, in P'. 

Benutzen wir ein Koordinatensyst~m mad hat P darin die Koordi- 
naten 2~, P '  die Koordinaten ~ + dx~, ein beliebiger Vek~r in P die 
Komponenten ~ ,  der Vek~r  in P' ,  der aus ibm dutch Parallelverschiebung 
nach P' hervorgeht, die Komponent~u ~-~-d~ ~, so mul~ also d~ ~ linear 
yon den ~ abh~ingen: 

~) I~ZM, w 6. 
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d ~  -~ - Z d ? i r  ~r. 
r 

dyer sind infinitesimale GrS~en, die nur vom Punkte P und der Ver- 

schiebung P-P' mit den Komponenten dz~ abh~ngen, nicht abet yon dem 
der Parallelverschiebung unterworfenen Vektor ~. Wit betrachten fortaa 
affin zusammenh~ingende Mannigfaltigkeiten; in einer solehen steht jeder 
Punkt P mit all seinen unendliah benaehbarten .in affmem Zusammenhang. 
An den Begriff der Parallelversahiebung ist noch eine zweite Forderung, 
die der Kommutativit6t, zu stellen. 

B. Sind P1, P~ zwei zu P unendlich benachbarte Punkte u~d 9eh$ 

der in/initesimale Ve~or PP1 dutch Parallelverschiebung yon P nach 

P~ in P~ P~I iJber, PP~ aber durvh Parallelverschiebung navh P1 in PI Ply, 
so ]allen PI~ und P~I zusammen. (Es entsteht eine unendliah kleine' 
Parallelogrammfigur.) 

Bazeichnen wit die Komponenten yon PP~ mit dx~, die yon PP,. 
mit 5x i, so besagt diese Forderung offenbar, dab 

T 

eine symmetrische Funktion der bei~len Linienelemente d und ~ ist. l%lglich 
m ~  d~, ~. eine Linearform der Differentiale dx~ sein, 

dT~r -~ ~ F ~ dx,, 
$ 

und es miissen die nur yon der Stetle P abhgngigen Koeffizien~en F, die 
,,Kom~onenten des a]]inen Zusammenhang8", der Symmetriebedingung 

s r  ~ F r $  

gen~g~  
Wegen dex Art uncl Weise, wie in dez Formulierung cler Forderung B. 

mit infini~esimalen OrS~en umgegangen wird, kSnnte dieser vorgeworfen 
werden, dal3 sie eines pr~zisen Sinns entbehre. Wit wollen deshalb noah 
ausdrficklich durah einen s~rengen Beweis fests~ellen, daJ3 die Symmetzie 
yon (2) eine veto Koordinatensystem unabh~ingige Bedingung ist. Zu dem 
Zwecke ziehen wit ein (zweimal stetig differentiierbares) Slralaffelcl f heran. 
Aus der Formel fiir das totale Differential 

entnehmen wit, da~, wenn ~ die Komponenten eines willldirlichen u 
tots in P sind, 
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 f=Zar  ' 

eine vom Koordinatensystem unabh~ngige Invariante ist. Wit bilden 
deren ~nderung bei einer zweiten infinitesimalen Verschiebung ~, bei 
welcher der Vektor ~ parallel mit sich yon P nach P~ verschoben werden 
soll, und erhalten 

Ersetzen wit hierin ~:i wieder dutch d~ i und ziehen yon dieser Gleiehung 
die dureh Vertauschung yon d und ~ entstandene ab, so ergibt sich die 
Invariante 

Die Beziehungen 

enthalten die notwendige and blnreichende Be~ingumg dafiir, dab fiir 
jedes Skalaffeld f die Gleichung A f =  0 erfiillt ist. 

In physikalischer Ausdrucksweise ist ein affin zusammenh~ugendes 
Kontinuum als eine Welt zu bezeictmen, in der ein Grav~ta~/ons]e/d 
herrscht. Die GrSl~en [ - i  sind die Komponenten des Gravitationsfeldes. Die 
l~orme]n, nach denen sich diese Komponenten beim Ubergang von dem 
einen zum andern Koordina~ensystem transformieren, brauchen wir bier 
nicht anzugebe~ F is  verhalten sich gegenfiber linearer Transforma~on 
wie die in bezug auf r and s kovarian~en, in bezug auf i kontravarianten 
Komponenten eines Tensors, verlieren diesen C"naral~r jedoch bei nicht;- 
linearen Transformationem Wolff aber sind die itnderungen ~i- ~,, welche 
die GrS~en F erfahren, wenn man den affinen Zusammenhang der Mannig- 
faltigkeit willkiirheh ab~nder~, die Komponenten eines allgemein-invarianten 
Tensors yon dem-augegebenen Charakter. 

Was unter ParaUelverschiebung einer Kraf~ in P yon dort naeh dem 
unendlich benachbarten Ppnlrte pr  zu verstehen ist, ergibt sich aus der 
Forde~mg, d~8 das invariante P~odukt dieser Kraft mad eSnes willk~hchen 
Vektors in P bei Parallelverschiebung erhalten lffeibe. Sind ~i die Kompo- 
nenten der Kraft, ~i die der Verschiebung, so liefer~ s) 

d( ~,~') = ( g ~ .  7') -~ ~ d ~ ,  = ( d~, -- d r ~ , ) ? '  = 0 

die Formel d$~ = ~  d7~$~. 

n) Wir verwenden im folgenden die Einsteinsohe Festsetzung, d ~  iiber Indizes, 
die in einem Formelglied doppel~ auftreten, stets zu summieren ist, ohne dab wit es 
nStig erachten, jedesmal ein Snmmenzeichen davor zu setzen. 
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Zu jeder Stelle P kann man ein Koordinatensystem z i yon solcher 
Art e inf i ihren-  ich nenne es geodgtisch in P - - ,  da~ in ibm die Kompo- 
nenten [ -~  des affmen Zusammenhangs an tier Stelle P verschwinctem. 
Sind zun~chst x~ beliebige Koordinaten, die in P verschwinden, und be~ 
deuten [i~, die Komponenten des affinen Zusammenhangs an der S~ellle 
P in diesem Koordinatensystem, so erh~lt man ein geod~tisehes ~ dural/ 
die Transfonnation 

(s). { Z r ' - -  - -  , .~ X r X ~ .  

Betrachten wir n~mlieh die 5~ als unabh~ingige Variable und deren Diffe- 
rentiale dS~ als Konstante, so gilt im Sinne Cauehys  an der Stelle 
P ( ~  ---- 0) : 

d x i ~  --  F ~ d~d~2~, dx  i = d~,i, ~ 
also 

d~x~ 4- [ ' ~  dx , .dx ,  = O. 

Wegen ihrer invarianten Natur lauten die letzten Gleichungen irn Koordi- 

natensystem ~ :  ~ - -~ d ~  d~,  ~ O. 
d x~-~ r ~ 

Diese sind aber flit beliebige konstante dS~ nut erfiillt, wenn alle F~ 
r $  

versehwinden. Das Gravitations#ld kann demnach dutch geeignete Wahl 
des Koordinatensystems an einer einzelnen Stelle stets zum Vers~hwinden 
gebracht werden. Dutch die Forderung der ,,Geod~sie" in P sind Koordi- 
naten in der Umgebung yon P, wenn man lineare Transformation frei 
gibt: bestimmt bis auf Glieder 3. Ordnung; d. h. sind x~, xi zwei in P 
geodgtisohe Ko(;rdinatensysteme und versehwinden sowohl die ~ wie 
die 5~ in P, so gelten unter Vernachl~ssigung yon Gliedern, die in 
den ~ yon 3. und h6herer Ordnung sind, lineare Transfonnationsformelu 

x ~ - ~ - Z a ~  mit konst~nten Koeffizienten a~. 

IL Tenseranalysis. ~erade Linie. 

Erst im affin zusammenh~ngenden Raum l~il~t sich die Tensora~alysis 
vollst~ndig begriinden. Sind beispielsweise f~ die in i kovarianten, in k 
kontravarianten Komponenten eines Tensorfeldes 2. Stufe, so nehmen wit 
im Punkte P sine willkfirliche Versohiebung ~ und eine Kraft ~/ zu Hitfe, 
bilden die Invariante 

und ihre Anderung bei einer unendlieh kleinen Verriiekung d des Argument- 
punk~es P, bei welcher ~ und ? parallel mit sich verschoben werden. Es ist 

a f ,  ~ 
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also sind 

f~ ~f,~ r ~ ~ r ~ 

die in  i l kovarianten, in k kont-ravaxianten Komponenten eines Tensor- 
feldes 3. Stufe, des aus dem gegebenen Tensoffeld 2. Stufe in einer veto 
Koordinatensystem unabhs Weise entspringt[ 

Im afire zusammenh~ugenden Raum gewinnt der Begriff der geraden 

oder geoddtischen L i n i e  einen bestJmmten Sinm Die Ger~le entsteht, 

wenn man einen Vektor best&ndig parallel mit sieh in seiner eigenen 
Richtung versohiebt, als Bahnlmrve des Aniangsprmlrtes dieses Vcktors; 
sie kann daher als diejenige Kurve bezeichnet we~len, die ihre Richttmg 
unge~ndert beibehiilk Sind u ~ die Komponenten jenes Vektom, so sollen 
also im Verlaufe der Bewegung best~udig die Gleiehungen 

du,  + r~ u. gx~ = o, 

dx~ : d x .  : . . .  : d x , =  u ~ : u ~ : . . .  : u "  

gelten. Den zur Darstellung der Kurve zu benutzenden Parameter s 
kSnnen wit demnaoh so normieren, daft identisch in s 

ds 

ist, und die Differentialgleichungen der geraden Linie tauten dann 

Fiir jMe beliebige B e r g  x ~ = x r  ~ ~ e  ~ ~ 

GIeichungen die Komponenten eines mit der Bewegung fiavarian~ var~ 
kniipften V ektom im Punkte s, der Besc~/eun/gung. in der Tar gilt, 
wenn ~i eine willkiirliche Kraft in jenem Punkte ist, die beim Ubexgang 
zum Punkte s + ds  parallel mit sich versehoben wird, 

d (u '  ~.,) 
~s w~ ~" 

Eine Bewegung, deren BesehIeunigung identisch yerschwi_udet, heil~ eine 
Trans l~ ior6 .  Enter geradex Linie ~ so kama man ~m~ere obige Erld~ang 
aueh faas~n -- ~ die Bahnkurve einer Translation zu vers~faem 

HL Kriimmung. 

Sind P und Q zwei dutch eine Kurve verbunde~e P~nlrte, in deren 
erstem ein Vektor gegeben is~, so ]:ann man diesen parallel mit sieh l~ngs 
alex Kurve yon P nach Q sohiebem Die so zustande kommende Fdc~or- 
/iSer~ragung ist jedoch im allgemeinen n~cht ~n~3rabel; d. h. der Vektor, 
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zu dem man in Q gelangt, ist abh~ngig yon dem Verschiebungswege, auf 
dem die Ubertragung ~ollzogen wird. Nut in dem b esonderen Fall, wo 
Integrabilit~t stattfmdet, hat es einen Sinn, yon dem gleichen Vektor in 
zwei verschiedenen Punkten P und Q zu sprechen; e~ sind darunter solche 
Vektoren zu verstehen, die dutch Parallelversehiebung auseinander hervor- 
ge-hen. Alsdarm heil~t die Mannigfaltigkeit Euklidisch. In eine~ solehen 
lassen sich besondere, ,,hneare" Koordinatensysteme ei~iihren, die dadurc]a 
ausgezeichnet sind, dal~ bei ihrer Benutzung gleiche Vektoren in ver- 
schiedenen Punkten gleiche Komponenten besitzen. 3e zwei solche lineare 
Koordinatensysteme h~ngen dutch lineare Transformationsformeln zusammen. 
In einem linearen Koordinatensystem verschwinden die Komponenten des 
Gravitationsfeldes identiseh. 

In der oben (w 3, I., B.) konstruierten unendlichkleinen Parallelogramm- 
figur bringen wit im Punkte P einCn behebigen Vektor mit den Kompo- 
nent~n ~i an, verschieben ihn einmal parallel mit sick naeh P1 und vo~ 
da nach Pie, ein andermal zuniiehst naeh P~ und yon dor~ nach P~I- 
Da Pm mit P~l zusammenfiillt, kSnnen wit die Differenz dieser beiden 
Vektoren in jenem Punkte bilden und erhalten dadurch offenbar einen 
Vektor mit den Komponenten 

A} ~ = Od$ ~ _  d~$ ~ 
daselbst. • 

d~ i = _ dr~ ~ ~" = _ r ~  dx~$ k 
folgt 

5d~ ~ = ~ dx~x~ ~ - -  ~ ~ d x ~ .  + dr~ ~,'~ ~ 

und wegen der Symmetrie yon ~dx~: 

~r'ir erhalten also 
A~ ~ = A R ~  ~, 

wo A Ri, yon dem verschobenen Vektor $ unabh~ngige Linearformen der 
beiden Verrfickangen d und 8 oder vie]mehr des yon ihnen aufgespannten 
Fl~chenelements mit den Komponenten 

sind: 

(4) 

(5) , (ar~,. ~ r ' ~ , )  ' r" ' " 

Sind ~1~ die Kompone~t~n einer wil lkErl ichen Kraf t  in P, so ist ~?~ z/~ i 
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eine Invariante; R ~ ,  sind folgl/ch die in k Im kovarianten, in i kontra- 
vari~.n*~n Komponenten eines Tensors 4. Stufe in P, der Kri~mmung. 
Das identische Verschwinden der Krfimmung ist die notwendige und hin- 
reichende Bedingung daffir, dal~ die Marmigfaltigkeit Euklidisch ist. Auf~er 
der neben (4) verzeiohneten Bedingung der ,,schiefen" erfiillen die 
Kriimmungskomponenten noch die Bedingung der ,,zyklischen" Symmetrie: 

i i Ri~z~ + B ~.~ + B =~ = 0. 

Von Hause aus ist die Krihnmung in einem Punkte P eine lineare 
kbbildung odor Transformatdon ~P, welche jedem Vektor ~ daselbst eSnen 
Vektor zl~ zuordnet; diese Tramformation h~ugt selber ]/near yon einem 
Fl~chenelement in P ab: 

P~ zl x~ ziP = P~j, d x ~ J x  k = ~ ( P ~  ~ - -  P i k ) -  

Die ~ u n g  ist demnach am ~ als ein .linearex Transfonnationen- 
Tensor 2. Stufe" zu bezeictmen. 

Um den Beweis fiir die invarianz des Kr~mmungstensors g~en Ein- 
w~inde sicherzustellen, die etwa gegen die obige InfmitesimaIiiberlegung 
erhoben werden kSnnten, benutze man ein Kraftfeld f~, bilde die Xnderung 
d ( f ~  ~) des invarianten Produl~s f ~  in solcher Weise, dab beider  un- 
endlichldeinen Verriickung d der Vektor ~ parallel mit sich verschoben 
wir& Ersetzt man in dem erhaltenen Ausdruck die i~finlt~dmale Ver- 
riickung dx dutch einen beliebigen Vek~or 0 in P, so erh~It man eine 
invariante B i l i n e ~ r m  zweier willkiirhcl~ex Vektoren ~ und ~ in P. 
Yon i ~  ~ ' ~ ,  ,die ~ndemng, weldie ~ e r  z~i ten u n e n d l ~ ~  

milmimm~ und ersetze Ilernazh die zweite Verriiclmng ~ einen Vek- 
tor a in P. Man finder die Form 

' i 

Dutch Vert~uschung yon d und ~ und nachfolgende Subtraktion ergibt 
sid~ dreams wegen der Symmetrie yon ~df~ die Invariante 

und damit is~ tier gewiinsehte Nar.hwe~ erbracht. 

w 4. Metrische Mannig~ltigkeit (der Ather). 

L Begr~ der metrischen M a n n ~ e i t .  

Eine M~nni~aItigkeit trdg~ im P~nlde P eine Ma~bestimmung, 
wenn die Linienelemente in P sich ihrer IAnge nach vergleichen lassen; 
wir nehmen dabei im Unendiichkleinen die Giiltigkeit der Pythagoreisch- 
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Euklidischen Gesetze an. Es soll also je zwei Vektoren ~, ~ in _P eine 
Zahl ~.~] als skalares Produkt entsprechen, die in ihrer Ab.h~ngigkeit yon 
beiden eine symmetrisehe Bilinearfom ist; diese Bilinearform ist freilich 
nieht absolut, sondern nut his auf einen willkiirlichen, yon 0 versehie- 
denen Proportionalit~tsfaktor bestimmt. Es ist also nicht eigentlich die 
Form ~'U, sondern nut die Gleichung ~-V = 0 gegeben; zwei Yektoren, 
welehe sie erfiillen, hei~en zueinander senlcreoht. Wir setzen voraus, dab 
iene Gleichung nieht-ansgeartet sei, d. h. dait der einzige Vektor in P, 
auf welchem alle Vektoren in P sentrreeht stehen, der Vektor 0 ist. Wit 
setzen dagegen nicht voraus, dal~ die zugehSrige quadratische Form ~. 
positiv-definit ist. Hat sie den Tr~gheitsindex q und ist ~ - - q  ~-p,  so 
sagen wit kurz, die Marmigfa]tigkeit sei in' dem betrachteten Punk-te 
(p @ g)- dimensional; wegen des willk~lichen Proportionalithtsfak-tors 
sind die beiden Zahlen p, q nut bis auf ihre Reihe~olge bestimmt. Wir 
nehmen jetzt an, dal~ unsere l~Iannigfaltigkeit in jedem P u r ~ e  eine MaB- 
bestimmung trhgt. Zum Zweclre der analytischen Darstellung denken wit 
uns 1-e in  bestimmtes Koordinatensystem und 2. den an jeder Stelle 
willkiirlich zu w~iMenden Proportionalit~tsfaktor im skalaren Produkt fest- 
gelegt; damit ist ein ,Bezugssystem ''9) fiir die anatytische Darstellung 
gewonnen. Hat dann der Vek'tor ~ im Panl~e P mit' den Koordinaten x~ 
die Komponenten ~i, ~ die Komponenten ?i, so wird 

sein, wo die Koeffizienten g~ Fuuktionen der x~ sind. Die g~ sollen 
nicht nut stetig, sondern zweima.t stetig differentiierbar sein. Da sie 
stetig 'sind und ihre Determinante g nach Voraussetzung nirgendw.o ver- 
schwindet, hat die quadrat;ische Form (~.~) an allen Stellen den gleichen 
Tr~gheitsindex q; wit kSnnen daher die Mannig~altigkeit in ihrem ganzen~ 
Verlsmie ats (la@q)-dimensional bezeichnen. Behalten wit das Koordi- 
natensystem 1)el, legen aber eine andere Wahl des unbestimmten Pro- 
portionalit~tsfaktors zugnmde, so be]~ommen wit start der g~ als Koeffi- 
zienten des skalaren Produlrts GrS~en 

= 

wo 2 eine nirgendwo versehwindende stetige (und zweimal stetig differentiier- 
bare) Ortsfunktion ist. 

Zufolge der bisherigen An~ahme ist die t~annigfaltigkei~ nut mit 
einer Winkelme~sung ausgestatbet; die Geometrie, welehe au~ sie allein 
,sich stiitzt, w&re als ,,]r Geometrie" zu bezeiclmen; sie hat be- 

~) Ioh unte~scheide a~so zwisehen ,Koordinatensys~em" und ,Bezugssystem% 
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kanntlich im Gebiete der zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten (,,Rie mann-  
schen Fl~chen") wegen ihrer Wichtigkeit fiir die komplexe Funl~ionen- 
theorie eine weitgehende Ausbildung erfahren. Nfachen wir keine weitere 
Voraussetzung, so bleiben die einzelnen Punk~ der l~Iannigfaltigkeit in 
metrischer Hinsicht vollstKndig gegeneinander isoliert. Ein metriseher 
Zusammenhang yon Punkt zu Punkt wird erst dann in s ie  hinelngetragen, 
wenn ein Prinzi T der ~]bertragung der L~ngeneinheit yon einera Punkte P 
zu seinen unendlich benachbarten vorlieg~. StaSt dessen maehte R i e m a n n  
die viel weitergehende Annahme, da$ sich LinieneIemente nicht nur an 
derselben Stelle, sondern auch an irgend zwei endtieh entfern~en Stellen 
ihrer L~nge nach miteinander vergleichen lassen. Die M6glichkeit einer 
solchen ,,ferngeometr6wY~en'" Vergleichung kann 4rber in einer reinen 
Infinites~malgeometrie durchaus nicht zugeseanden werden. Die Ri emann-  
sche Annahme ist auch in die Einsteinsche Weltgeometrie der Gravita- 
tion iibergegangen. Hier soll diese Inkonsequenz beseitEg~ w~rdea. 

Sei P ein fester Punkt, P ,  ein unendlich be~achbarter, der aus ihm 
dutch die Verschiebung mit den Komponenten dx~ hervorgeht. Wir. legen 
ein bestimmtes Bezugssystem zugrunde. Im Verh~3tnis zu der damit in P 
(sowie in allen iibrigen Punkten des Raumes) festgeleg%en L~ngeneinheit 
wird das Quadrat der L~nge eines beliebigen Vektors ~ in P gegeben 
sein dutch 

D~ ~ g ~ q ~  e ~  b~Sigen V~'*ors ~. i~ P .  a~r ~ 
ugr d/e m. P g ~  ~ d n h v / f  yon P ~ P .  ~ ~ ,  m~ 
wit das als mSglieh voraussetzen, gegeben werden dutch 

wo 1-}-d~o einen unendlieh wenig von 1 abweichenden Proportionalit~s- 
fal~or bedeutet; d~o mul3 eine homogene Funl~ion der Differentiale dxi 
yon clef Ordnung 1 sein. Verpflanzen wit n~mlieh die im Punkte P ge- 
w~hlte L~geneinheit yon Punk't zu l~ankt l~ings einex Kurve, die yon P 
nach dem encllieh entfernf~n Punkte Q fiihrt, so erhalten wit ~ das 
Quadrat der L ~ g e  eines beliebigen Vektors in Q, unf~r Zugrundetegung 
der so in Q gewonnenen I~ageneinheit, den iusdru~k g ~ ,  m ultipli- 
ziert mit einem ProportionalitKtsfaktor, der sich als Produkt tler unend- 
lich vielen einzelnen Faktoren yon der Form 1 -}-d~v ergibt, die jeweils 
beim Ubergang yon einem Punkt der Kurve zum n~chsten hinzutreten: 

~athematische Zeitschrift. II.  27 
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Damit das im Exponenten auitretende Integral einen Sinn hat, muB d~ 
eine Fun~ion der Differentiale yon der behaupteten Art sein. 

Erset~ man g~ dutch g ~ = 2 g ~ ,  so wird an Stelle yon d~0 eine 
andere GrSBe d~  r treten, Es muB dabei, wenn t den Wert dieses Faktors 
iin Punkte P bedeutet, 

(1 ~ dq~') ( ~ + a g,~) = 2(1 q- d~)(g,~ + dg, k) 

sein, und das ergibt 

(6) d q J -  d ~ - -  T"  

Von den zun~chst iiber d T mSglichen Annahmen, dab es eine lineare 
Differentialform fist odor die Wurzel aus einer quadratischen oder die 
Kubikwurzel aus einer kubischen usfi', hat, wie wir jetzt aus (6),erkennen, 
nut die erste einen invarianten Sinn. Wir sind damit zu folgendem Re- 
sultat gelangt. 

Die Metrik einer Mannig]altigkeit beruht au] einer quadratischen 
und einer linearen Di~erential]orm 

(7) ds" = 9~kdx~dxl~ und d~ = qhdx~. 

Umge]~ehrt sind aber durch~ die MetriIr diese Formen nicht absolut /est- 
ge~egt, sandern lodes lVormenpaar ds  '~", dq~', das aus (7) nach den 
Gleichungen 

(8) ds'" -- ~.ds'-', dq~' ~- dq~ 

entapringt, ist dem ersten Paar in dem Sinne iiquivalent, daft beide die 
gleiche Metrik "zum Ausdruck bringen. 2 ist darin eine beliebige, nirgendwo 
verschwindende stetige (genauer: zweimal stetig differentiierbare) Orts- 
~unl~ion. In alle OrSBen odor Beziehungen, welche metrische Verh~ltnfisse 
analyt4seh d~rstellen, miissen demnaeh die Fanktionen g~lo, ~ in solcher 
W~fise eingehen, daft Invaxianz st~ttfindet 1. gegenfiber einer beliebigen 
Koordinat~at~ansformation (,,Koordinaten-Invarianz") uncl 2. gegeniiber 

dex Erset~ung yon (7) dureh (8) (,,Mai~stab-invarianz"). dz -y = dlg l  fist 

ein totales Differential. W~hrend also in der quaAratfischen Form ds ~" ein 
Proportionalit~tsfaktor an jeder Stelle willkiirlich bleibt, besteht die Un- 
bestimmtheit yon dcp in einem additlven totalen Differential. 

Eine metrfisehe Mannigfaltigkeit bezeiehnen wK in physikalischer Aus- 
dmckswefise als eine vom i~ther erfiillte Welt. Die bestimmte, in der 
l~nn~afaltigkeit herrschende lYleerik zeigt einen bestimmten Zusta~d des 
die Welt er[iillenden ~thers an. Dieser Zustand fist also relativ zu einem 
Bezugssystem dutch Angabe (arithmetische Konstruktion) der Funktionen 
g~, q~ zu besehreiben. 
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Aus (6) geht hervor, da~ der lineare Tensor 2. Stufe mit den 
Komponenten 

durch die Metrik der l~Iannigfaltigkei~ eindeutig festgelegt iat; ieh nenne 
ihn den metrischen Wirbel. Er ist, wie ieh glaube, dasselbe, was in der 
Physik elektromagnetisches Feld heist. Er geniigt dem ,,ersten System 
der Maxwellsehen Gleichungen" 

~,~, ~-~-~ +~7,  =o. 

Sein Versehwinden ist die notwendige und hinreiehende Bedin~mg dafiir, 
da~ die L~ingeniibertragung integrabel ist, da~ also jene Voraussetzungen 
Platz greifen, welehe R i e m a n n  der metrischen Geometrie zugrunde 
legte. Wit verstehen daher, wie E ins t e in  durch seine Weltgeometrie, 
die sich in mathematischer Hinsicht an R iemann  anschliel~t, nut yon 
den Gravitations-, nicht aber yon den elektromagnetischen Erscheinungen 
Rechenschaft geben konnte. 

II. Mfiner Zusammenhang efner metrischen Mannigialtigkeit. 

Im metrischen Raum tritt an Stelle der in w 3, I. an den Begriff 
der infinitesimalen Parallelverschiebung gestellten l~orderung A die weiter- 
gehende 

A*: daft die Parallelverschieb~ng der admtlir]~n Fak~oren in einem 
Pun, loSe P d~,ch einem u~end~i~h benaz, hbarte~ P" ~,ic~ ~,ur eine a][ine, 
sondern eine k~ngruen~e Verpflanzung dieser VeI~orgesamtheit seiu mu~. 

Unter Verwendung der damaligen B~eiehnungen exgib~ diese Forde- 
rung die Gleiehung 

(9) (l  +dg)(g ,k  +dg ,  k ) ( ~ ' + d ~ ' ) ( ~ k + d ~ k ) = g ~ ' ~  k. 

Bei allen GrSBen a i, die einen oberen Index (i) tragen, definieren wir 
das ,,Herunterziehen" dieses Index dutch die Gleichungen 

a s = ~ g i ~ a  ~ 

(trod den umgekehrten Prozel3 des Herauf~iehens eines Index darc3a die 
dazu inversen Gleichungen'). Fiir (9)kSnnen wir, diese 8ymbolik be- 
nutzend, schreiben: 

(gi~ ~ ~k)dq ~ + ~ ~ dgi~ + 2 r d ~  = O. 

Der letzte Term ist 

27* 
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es mu~ somit 

(10) 0~y~ -~ dT~ ~ ~ dgi~ ~ gi~dq~ 

sein. Diese Gleichung l~lit sich gewiB nut effiillen, wenn dip eine lineare 
Differentialform ist; eine Annahme, zu der wir schon oben als der einzig 
verniinftigen gedr~ngt warden. .&us (10) oder 

( !0")  F~, -~- r~,~,. ----- ~g'~ 

folgt in Anbetracht der Symmetrieeigenschaft [-,,~ = F,ki:  

F 8 . 

Es zeigt sich somit, dab in einer me~rischen Mannigfaltigkeit der Begriff 
der infinitesimalen Parallelverschiebung eines Vektors durch die aufgestellten 
Forderungen~ eindeutig festgeleg~ wird1~ Ich betrachte dies als die 
Grundtatsache der Infinitesimalgeometrie, dai~ mit der Yletrik attch der 
affine Zusammenhang einer NIarmigfaltigkeit gegeben ist, das Prinzip der 
Ldngeniibertragung ohne weiteres ein solches tier Richtungsi2bertragung 
mit sich /iihrt, oder physikaliseh ausgedriickt, der Zustand des Athers das 
Gravita$ions]eld bestimmt. 

Unter den geod~tischen Linien sind, wen~ die quadratische Form 
g~dx~dx k indefinit ist, die Nullinien ausgezeichnet, l~ngs deren jene 
Form verschwi~det: Sie h~ngea nur yore Verh~ltnis der g~, dagegen 
iiberhaupt nicht yon den ~i ab, sind also Gebilde der konformen Geo- 
met;tie'l). 

Wir hat~en an den Begriff der Parallelverschiebung gewisse axioma- 
tische Forderungen gestellt und gezeigt, dal~ ihnen in einer metrisehen 
Mannigfaltigkeit auf eine und nur eine Weise geniigt werden kann. Es 
ist abet aueh mSglieh0 jenen Begriff in einfaeher Weise explizi~e zu deft- 
nieren. Ist P ein Punkt unserer metrischen NIannigfaltigkeit, so wollen 
wit ein Bezugssystem geodStisch im Punkte P nennen, wenn bei seiner 
Benutzung die ~o~ in P verschwinden und die g~ stationhre Werte an- 
nehmen: 

q~ ~- 0, O g ~  0. 

~o) Vgl. hierzu H e s s e n b e r g, Vektorielle Begriindung der Differentialgeomet~ie~ 
Math. Ann. Bd. 78 (1917), S. 187--217, insb. S. 208. 

~) Mit dieser Bemerkung m5ehte ich ein Versehen auf 8eite 183 meines Bughes 
,Raum, ZeiC, Materie" beriehtigen. 
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D. Zu  jedem Punkt  P gibt es geoddtische Bezugssysteme. Is~ 
ein gegebener Vektor in P, P '  abet ein zu P ~nendlich benachbar~er 
Punkt ,  so verstehen wit  unter dem au8 ~ dutch Parallelversohiebung 
nach P '  entstehenden Vektor denjenigen Vektor in P' ,  der in dera zu 
P geh6rigen geod~t~chen Bezugssystem dieselben Komponenten w~e ~ be- 
sitzt. Diese Definition is$ yon der Wahl des geod~$ischen Bezugssysten~ 
unabMingig. 

Es ist nicht schwer, die in dieser Erklgrung mitausgesprochenen Be- 
hauptungen unabhgngig yon dem bier befolg~en Gedankengang dutch 
direkte Reehnung zu erweisen mad auf demselben Wege zu zeigen, da~ 
der so definierte Proze~ der ParaUelverschiebung in einem beliebigen Ko- 
ordinatensystem dutch die Gleichungea 

r 
(12) d e " =  -- F ~ :  d x  k 

mit den aus (11) zu eataehmenden Koeffizient~n F beschrieben wirdi~). 
Hier aber, wo die invariante Bedeutung der Gleichungen (.12) bereits 
feststeht, schlieBen wit einfacher so. In einem geodgtischen Bezugssystem 
verschwinden naeh (11) die F"~, and die. Gleichungen (12) rMuzieren 
sich auf d S~= 0. Der yon uns aus axiomatischen Forderungen herge- 
leitete Begriff der Parallelverschiebung stimmt atso mit dem in D. deft- 
nierten iiberein. Es handelt sich nut noch darum, die Existenz eines 
geodgtisehen Bezugssystems naehzuwdsen. Wit wMfien zu diesem Zweck 
ein in P geodgtisches Koordina~ensystam ~ ,  das den Punkt P selbst 
~ m  An~a~,m~kt (~  = O) ~ Is~ di~ ~ e i ~  in P ~ 
Umgebtmg zungchs~ beliebig gew~M~ m~d b e d e ~  dazm q,~ ~ W~Ce 
dieser GrSl~en in P, so braucht man nut noda den Ubergang yon (7) 
zu (8) zu vollziehen mit 

2~--e 

um zu erreichen, dal3 auBer den F ~  auch die q~ in P verschwinden. 
Daraus folgt dann -- siehe (10") -- die geoditische Natur des so ge- 
wonnenen Bezu~systems. -- Die Koordinaten eines in P geod~'tascher, 
Bezugssystems sind in der unmitteIbaren Umgebung yon P, wenn man 
lineare Transformation freigibt, bis auf Gheder 3. Ordnung bes~mmt, ~e  
Lgngeneinheit abet bis auf Glieder 2. Ordnung, falls die Hin'zuf/igung eines 
konstanten Faktors freigegeben wire[ 

~) Man kSnnte dabei denjenigen"Weg einsehlagen, den ich in RZ~I w :I4 ge- 
gangen bin. 
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HI. Rechenbequeme Erweiterung des Tensorbegriffs. 

Diejenigen GrSgen, welche wir in w 2 als Tensoren eingefiihrt haben, 
sind dimensionslos; ihre Komponenten hgngen wohl ab yon tier Wahl des 
Ko0rdinatensystems , nicht abet yon der Wahl der L~ngeneinheit. In der 
metrischen Geometrie erweist sich eine Begriflserweiterung als zweclrm~ig: 
unter einem Tensor yore Gewichte e soll eine vom Koordinatensystem 
unabh~ngige Linear/otto einer oder mehrerer Verschiebungen und Kriifte 
~n einem Punkte verstanden werd~n, die abet in der Weise yon der Wahl 
<let L~ngeneinheit abhiingt, da~ die Form -bei Ersetzung yon (7) dutch 
(8) den Faktor 2' annimmt. Die gz~ selber sind die Komponenten eines 
kovarianten Tensors 2. Stufe yore Gewichte 1. Ubrigens sehen wir diesen 
erweiterten Tensorbegrifl nut als einen Hilfsbegrifl an, den wit lediglich 
um seiner rechnerisehen Bequemlichkeit willen einfiihren; saehliche Be- 
deutung scl~eiben wir nut den Tensoren vom Gewichte 0 zu.- Wo daher 
im folgenden yon Tensoren die Rede ist ohne Zusatz einer Gewichtsangabe, 
ist der Beg~ifl immer in diesem urspriinglichen Sinne zu verstehen. 

Jene Bequemlichkeit abet beruht auf folgendem: Uben wit beispiels- 
weise an den Komponenten a~ eines kovarianten Tensors vom Gewichte e 
den Proze~ des Heraufzieheas eines ode~ beider Indizes aus, s'o erhalten 
wit in a~ oder a~ die gemisehten Komponenten eines Tensors yore Ge- 
wichte e - -  1, in a ~ die Komponenten eines kontravarianten Tensors vom 
Gewichte e -  2. Wit kSnnen uns nicht entschliegen, wie dies sons~ ge- 
schieht, ~e  so" entstehenden Tensoren mit dem urspriinglichen zu identifi- 
zieren, da sic auger yon ihm noch yon der Metrik, dem Zustand des 
Wel~t~thers abh~ngen und wir diesen durchaus nicht als a priori lest ge- 
geben betrachten, sondern uns die MSglichkeit vorbehalten, ihn beliebigen 
virtuellen u zu unterweffen. 

1V. Kriimmung im metrischen Raum. 

Sind ~t, ~ zwei willki~liche Yerschiebungen im Punk~e P, f~ abet 
die Komponenten eines Kraftfeldes, so folgt aus 

f ~  = f i  : 

also 

(13) ~ A ~ = ~ A ~ .  

Andexerseits is~, wenn wie immer bei virtuellen Verriickungen die u 
parallel vexschoben werden, 
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Das mi~tlere Glied in der letzten Gleichmag ist 

= -  ($~)  ~ d~, 
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das erste 
i ---- ~7~d$ ~ + $ ~ d $  + d ~ $  ~ + ~cSd~. 

Vertauscht man d und ~ und subtrahiert, so kommt daher 

i i (v,,~r + r ,~,~,) 4- (r ~,)A~ = 0 
oder wegen (13) 

(~ ,J~ '  + ~,,~v') + ( ~'v,),~q~ = o. 
Sotzen wir also- 

(14) AS i ~ ~$~ ! eiA~ 
- -  2 $ ~ Y J *  

so haben wir AS i in eine zu $~ senkrechte mad eine zu $i parallele Kom- 
ponente gespalten. Es ist 

und wir schreiben 

A ~  A R ~  ~, A R ~ = ~ R ~ , , , ,  x~,,,. 
Dann gilt 

(15) ' - '  ' " / l ( i = ~ )  
= - ~kF~, t0( i+~)" R ~  / r  �89 ~ =  

Ziehen wit den Index i herunter, so sind die GrSflen R ~  nicht n~r in 
1 und m, sondern auch in "~ und k schiefsymmetrisoh. In der Zerspal- 
tung (15) bezeiohnen wit den ersten Summanden Ms Richtungs-, den 
zWeiten als L~ngenkriimmung. I~_~genkriimmumg ~ metrischer Wirbel. 
Aus der Naturdex en~sprechenden Zempal~ung ( 1 4 ) y o n  AS ~ geht folgen- 
der Satz hervor, der zugleich unsere Terminolog~e recht~ertig~: I)ann und 
nut dann, werm die dutch Parallelverschiebung eines Vektors vollzogene 
Richtungsiibertragung integrabel ist, verschwindet der Tensor R der Ric]~- 
tungskriimmung; dann und nut clann, wenn die ebenso vollzogene LRngen- 
iibertragung integrabel ist, verschwindet der Tensbr F der L~ngenkrfimmung. 

Wit geben bier noch den expliziten Ausdruck der Richtungskriimmung 
an. Fii~en wit in iiblicher Weise die Christoffelschen D r e i i n ~ -  
Symbole und die Riemannsohen Kriimmungskomponenten dumb die 
Gleiohungen ein: 

= ~ x , t  i ) - - ~ - ~ _  _ + t i J t  r j l i J l r J '  

setzen ferner fiir ein beliebiges quadratisches System yon Zahlen a~:  

~.(g~ k,,, + g~,,,a~ -- g~,.ain -- g~,~a~.) --- a~, , ,  
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und bilden 

H. Weyl. 

~x~ i r t cp~= qS'~' 

so ist 

Man beachte, dab bier den einzelnen Bestandteilen auf der rechten Seite 
keine selbstgndige Bedeutung zukommt: sie besitzen zwar die ,,Koordi- 
naten"-, nicht abet die ,,Mal~stab"-Invarianz. Fiir die verjiingten Tensoren 

G ~ ~ G~.~ 
gilt 

wo 
2 

ist. Abermalige Verjiingung ergibt, wean wit 

~-~--/~ R, --  = Gt ---- G 
setzen, 

i u s  der Richtungskriimmung kann man einen nut yon den g~k ab- 
hgngigen Tensor in folgender Weise herleiten. Man setze 

*R,~,,, = ( n -  9,) 7~,~,,.- ( g,R~,. + g~=~ ' , -  g,~,_~,-  g,,fi,.,) 
1 

q-  ~ ( gi, gk,,, - gi,,, g~a) R" 

Diese Zahlen R~r~ sind gleich den in analoger Weise aus den G~r~ zu 

bildenden *G �9 bringt man also den Index i wieder nach oben, so ~kIm~ 
�9 i * r sind G ~ =  = R ~z~ die'Komponenten eines invarianten Tensors der kon- 

formen Geometrie. Dieser Tensor verschwindet i ~  n ---: 2 und n ~ :  3 stets, 
erst fiir u ~ 4 spielt er eine Rolle. 8ein Verschwinden ist eine notwendige 
(abet keine hinreichende) Bedingung dafiir; daI~ die Mannig~altigkeit sieh 
winkeltreu auf eine Euklidische abbilden lgi~t. 

w 5. Ska la re  u n d  t ensor ie l l e  Dich ten .  

I. Im Situs-Raum. 

Ist f ~ d x -  ich schreibe kurz dx filr das In~egrationselement 
doq dx~.. ,  dx,, -- eine Integralinvariante, so ist ~ eine GrSBe, die yore 
Koordinatensystem in der Weise.abhi~ngt, dal~ sie sich bei Ubergang zu 
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einem andern Koordinatensystem mit dem absoluten Betrag der Funktionat- 
determinante multipliziert. Fassen wir jenes Integral als MaB eines das 
Integrationsgebiet erfiillenden Substanzquantums auf, so ist ~ dessert 
Diehte. Eine GrSSe der beschriebenen .an~ mSge deshalb als skalare 
Dichte bezeicknet werdem Das ist ein wichtiger Begrif[, der gleichberech- 
tigt neben den des SkaIars tritt  und sich durchaus nicht auf ihn reduzieren 
1/iSt ~). Eine Linearform einer oder mehrerer Verschiebungen und Kr~fte, 
die veto Koordinatensystem in solcher Weise abh&ngt, dal~ sie bei Uber- 
gang zu einem andern sieh mit dem absoluten Be~rag der Funktional- 
determinante multipliziert, nennen wit analog eine Tensor-D/chte. Es ist 
gerechtfertigt, die Tensoren als Intensi~ts-, die Tensordickten als Quan- 
tit6ts-G-r6~en zu bezeietmen. Die iusdriicke kovarian~ mad kontravariant 
weMen wie fiir Tensoren verwende~. Der allgemeine Begriit der Tensor- 
dichte gehSrt der reinen Situsgeometrie am Hingegen Ni~ sieh in dieser 
Geometrie die Analysis tier Tensordiehten nut in e'mem analogen Umfange 
begriinden wie die Analysis der Tensorem 

Einen Tensor batten wit in w 2 linear genannt, wenn er kovariant 
ist und seine Komponenten der Forderung des Alternierens geniigen. Eine 
Tensordichte wollen wit linear heil3en, wenn sie kontravariant ist und 
alternierende Komponenten besitzt. Eine lineare Tensordickte 1. Stufe 
kann als ,,Stromst&rke" aufgefaSt werden. Ist Iv ~ eine solche, so ist 

(16) om'=to 

eine mit ihr invariant verknfipf~ skalare D i ~ ;  iss m ~ eine tineare 
Tensordickte 2. Stufe, so ist 

(17) ~--bTk = 

eine lineare Tensordiehte 1. Stufe; usf. (16) beweist man in bekatmter 
Weise, indem man zeig% dab die linke Seite die zttr Stromsta&e m i ge- 
hSrige Quellstiirke darstellt. Daraus ergibt sick (17), indem man ein 

af Kraf~feld ~ = ~  zu l-lille nimmt, das aus einem Potential f en~prin~, 

und die Divergenz yon r o i ~  bildet: 

~ (~ '~ )  ~ 

usZ 

z*) Die Gegenfiberstellung yon Skalar und skalarer Dichte entsprieht votlatAndig 
derjenigen yon Funktion und Abelschem Differenthd in der Theorie der algebraischen 
Funktionen. 



406 H. Weyl. 

II. Im affln zusammenhgngenden und im metrischen Raum. 

In einer affin zusammenhgngenden Mannig~altigkeit kann man nicht 
nat.yon einer linearen, sondern yon jedweder Tensordiehte deren Divergenz 
b i l d e n . -  Ein, Vektorfeld ~i werden wit in einem Plmkte P stationer zu 
nennen haben, wenn die Vektoren ~ in den lgachbarpunkten P' yon P 
dutch Paralle!verschiebung aus dem Vektor $ in P hervorgehen, d. h. wean 
in P die totalen Differentialgleichungen 

F' ~ ' "  (oder ~ '  ' ~ O) d~ : ~ +  ,.,r a x , = O  ~ §  = 

bestehen. Oitenbar gibt es solche in P station~ire Vektorfelder, welehe 
dem Punkte iP einen willkiirlich vorgegebenen Vektor ~ zuordnen. Ein 
analoger Begrif[ ist flit Kraftfelder aufzustellen. Will man nun z.B. die 
Divergenz einer gemischten Tensordiehte ro~ 2. Stufe bilden, so nimmt 
man ein in P station~res Vektoffeld ~r zu Hilfe und konstruiert yon der 

x~lv k Tensordiehte ~ ~ die Divergenz: 

a ~  axk ~ \ - -  = - -  = I- ~1, ro~. Zr- a~r~ / " 

Diese GrSge ist eine skalare Diehte und demnach 

~z k V i, lVr 

eine kovariante Tensordichte 1. Stufe, die aus Iv~ in einer yon jedem 
Koordinatensystem unabh~ngigen Weise entspringt. 

Aber man lrann nicht nur dutch Divergenzbildung einer Tensordiehte 
zu einer solehen yon einer tun 1 geringeren Stufenzatfl herabsteigen, son- 
dern auch durch Di]]erentia~ion aus ihr eine Tensordichte bilden, deren 
StufenzahI um 1 hSher ist. Bedeutet ~ zun~chst eine skalare Dichte, die 
wit als Diehte einer die Mannigfal~igkeit erfiillenden Substanz auffassen 
und ist,r V = cl~ dx~.., dx~ ein unendtich kleines Volumelement, so ist 
~dT r dhs dieses Element erfiillende Substanzquantum. Wir unterwerfen 
jetzt dV der infinitesimalen Verschiebung ~ (mit den Komponenten ~x~); 
darunter verstehen wit einen Prozel3, bei welchem die einzelnen Punkte 
yon d V infinitesimale Verschiebungen erfahren, die selbst dutch Parallel- 
verschiebung auseinander hervorgehen. Der Unterschied zwisehen den 
Substanzcluanten, welche d V und dieses dutch Verschiebung aus d V ent- 
stehende Weltgebiet erfiillen, betr~gt 

- dV = d V .  
Es sind also 
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die Komponenten einer kovarianten Tensordichte 1. Stufe, die in einer 
veto Koordinatensystem unabh~ngigen Weise aus der skalaren Dichte 
entspringt. Ihr Verschwinden an einer Stelle zeigt an, dab die Substanz 
daselbst gleichfSrmig verteilt ist. (18) kann iibrigens in einer mehr rech- 
nerischen Weise auch folgendermaflen hergeleitet werden. Man nehme ein 
in P station~ires Vektorfeld ~i zu Hilfe und bilde die Divergenz der 
Stromst~rke ~ ~ :  

Urn die Differentiation yon der skalaren auf eine beliebige Tensordichte, 
z .B.  die gemischte ro~ yon 2. Stufe auszudehnen, bedient man sich in 
nun schon gel~ufiger Weise eines in P station~ren Vektoffeldes ~ und 
eines daselbst station~ren Kraftfeldes ~ und differen~iier~ die skalare 
I:liehte ro~k ~i~k. Verjiingung der dutch DifferentiaVion entsprungenen Tensor- 
diehte naoh dem Differentiationsindex und einem kon~ravarianten ~a r t  
zur Divergenz zuriiek. 

Die Analysis der Tensordichten ist demnach schon in der Affin- 
geometrie vollendet. Was die metrische Geometrie neu liefert, ist ledig- 
lich folgende Methode zur Erzeugung yon Tensordichten: man multipliziere 

einen beliebigen Tensor veto Gewichte - - ~  mit ~/g, we g die Determi- 

nante der gi~ ist. -- Beispiel: Die wirkhohe Welt ist eine (3+ l ) -d imen-  
sionale Mannigfaltigkeit; g i s t  daher negativ und wir benutzen an seiner 
Stelle das positive ~ g. Aus dem kovadmnten metr'mdhen Wirbelf~mor F~k, 
der vom GewichSe 0 isf~ er_halCe~ ~ de~ koat~vadan~en F ~ veto ' ~  
wicht~ - - 2  und darans durc'~ M u l t i p ~ o n  mi~ ~ die ~ t ] e n  

Des sind also die Komponenten einer dutch den Zustand des Kthers in- 
variant bestimmten linearen Tensordichte 2. Stufe; sie wird als m e t r ~  
Wirbeldivhte (elektromagne$ische Felddiohte) zu bezeictmen sein. 

(19) ~x~ 

ist daher eine Stromstiirke (lineazr TensoMichte I. Stu/e~ In (19) hahea 
wi_r das zweite System der Maxwellschen Gleichungen vet uns, (/as frei- 
lich erst einen bestlmmten Inhalt gewinnt, wenn tier ,,e~Ji~r/scJ~e s ~ 
noch in einer zweiten Weise dutch den Zustand dies /~tJae~s ausgedriiclrt 
wird.  "Jedenfalls kann es abet nach unse~er Deutung des elekCromagne- 
tischen Feldes nu~ in eine~ viex~mensionalen Wel~ so et, was wie eine 
elektromagnetSsche Felddichte -and einen e l ~ s c h e n  St~om geben. Das 
fiber irgendein Weltgebie~ zu ersta~c~ende Integral yon 
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tritt in der Physik als die in diesem Gebiet enthaltene elektromagnetische 
Wirkunghgr6[3e auL Ihre Bedeutung beruht darauf, dal~ die ~ 
ldeine ~ndertmg, welehe sie bei einer infinitesimalen, an den Greazen des 
Weltgebiets versehwindeaden Variation ~ g~k, 6 ~0~ des ~therzustandes erf~ihrt, 

= �9 . = ( 
ist, wo ~ die dutch (19) definierten Komponenten der Stromst~irke sind 
und die gemischte Tensordiehte 2. Stufe mit den Komponentea 

die Energie-Im~ulsdichte des elektromagne~isehen Feldes darstellt. Die 
Exis~enz aller dieser GrSflen ist durchaua an die Dimensionszahl g ge- 
bunden. Zum erstenmal l~iflt die bier be/i2~rwortete Deutung der physi- 
kalischen Erscheinungen einen verni~nftigen Grund da/i2r erkennen, ddfl 
die Welt vierdimensional ist. 

A q~ = _~ ~ d x~ ~x~ 

ist die ,,Spur" jener Transformation 

AP = P~ d z ~ x ~ ,  

welehe als Kriimmung auftrat. Naeh dem Master von ~ kSnnen wit die 
Transformation bilden 

-- p~ 
~V--gP~ 

(wobei die Multiplikation als Zusammensetzung zu deuten ist). Die Spur 
derselben ist eine skalare Dichte, die gleiehberechtigt neben ~ tritt. 

HI. Die Wirkungsgr~lle und ihre Variation. 

Wit kehren zur reinen Mathematik zuriiek. Ist ~ irgendeine durch 
den Zustaad des ~thers (unabh~ngig yore Koordinatensystem) eindeutig 
bestimmte Skalare Dichte, so wollen wir (nach dem Vorbild der maxwel l -  
schen Theorie) die Integralinvariante f ~ c l x  als die in dem Integrations- 
gebiet enthaltene WirlcungsgrSfie bezeichnen. Bei einer beliebigen Varia- 
tion des ~therzustandes yon der eben geschilderten Art werde 

(20) ~ f ~ d x = f ( m ~ , q - � 8 9  ~ 

gesetzt, m ~ sind die Komponenten einer kontravarimaten, ~ die einer 
gemisehten Tensordiehte der 1. bzw. 2. Stufe. Zwischen diesen ,, Lagrange-  
schen Ableitungen" der Wirkungs[unktion ~ bestehen n-+-1 Identitaten, 
die aus der Invarianz der Wirkungsgr6[3e entspringen. Zuniiehst muff 
Invarianz statthaben, wenn man g~ dutch 2g~.und  gleiehzeitig ~o 'dutch 
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1 a~. 
<P~ ~ ax~ ersetzt; nehmen wir darin fiir ~ eine unendlich wenig yon 1 

abweichende GrSl3e 1 @ ~2, so muB demnaeh (20) ve~schwinden fiir 

~g~k =g~k ~ ,  ~ =  o(az) 
c~x~ 

Das ergibt die erste jener n @ 1 Identitiiten: 

I I t21) 

Zweitens nutzen wir die Invarianz der WirlmngsgrSl3e gegeniibex 
Koordinatentransforrnation dureh eine infinitesimale Deformation des )~thers 
ausl"). Wit verschieben die .~_therstelle P =  (x~) nach P = (Z~). Dabei 
m6ge abet die Verschiobung P P an der Grenze des bet~achteten Gebiets 
verschwinden," so dal~ dieses Gebiet naoh der Verschiebung von demselben 
)~therquant~un erfiillt ist. In einem zweiten Koordinatensystem schreiben 
wit dem Punkte P die Koordinaten x~ zu. Verschieben wit den /~f~er 
ohne inderung seines Zustandes, so wird nach der Versehiebung in diesen 
neuen Koordinaten die Metrik an der Stelle P dutch 

g~,(x)dx~dx~ and cf~(x) dx~ 

festgelegt sein, oder, wenn wit auf die alten Koordinaten zuriicktransfor- 
mieren, dutch 

al~o an dex Stelle P 

Fii~ den so erhaltenen Zustand des $.r mu~ die W L ~ i l e  wegen 
ihrer Invarianz den gleichen Weft besi~zen wie flit den ursprfinglicher~ 
Ist jene Deformation infinitesimal: 2~ = x~ -F 5x~, so ergibt sich 

Fiiz diese Variation mu~ (20) verschwindem Reseitigt mau die A b l e i ~  
der Verriickungskomponent~ ~x~ dutch ~ e l l e  Integration, so ~ t  
man die Oleichungen 

i 
. . . . . .  

�9 ~) Weyl, Ann. d. Physik Bd. 54 (1917), S. 117 (w F. Ktein~ Na~hr. d. 
K. Geseltsch. d. Wissens~. zu GS~ingen, ma~.-physil~ Kl., 8itzung v. 2& J ~  1918. 
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Benutzen wit (21), so finden wit fiir den zweiten der beiden dutch die 
geschweifte Klammer zusammengefal~ten Teile 

1 r 8  ~.g,,q~.!l~ -}-F~km ~. 
Nun i s t  

wegen der Symmetrie yon ~"~  

.... F,,i, ~s 9.~.. 

Damit nehmen die Gleichungen schlieltlich die folgende Gestalt an, in 
der ihr invarianter Charakter zutage tritt: 

(22) I(a~it-'--F[~O2~')-4-F~kivk==O'l', ~x~ 

Iu tTberleitung zur Physik. 

In einer metrisohen Yfannigfaltigkeit, deren Xther sich im Zustand 
extremaler Wirkung befindet, so dal~ also fiir jedes Weltgebiet bei belie- 
biger, an den Grenzen verschwindender infinitesimaler Variation der ~Pl 
und gi~ 
(23) ~ / ~ d x  = 0 

ist, gelten die Lagrangeschen Gleichungen 

(24) ro ~ 0, ~ - - - 0 .  

In der Physik werden die ersten als die dektromagnetisehen, die zweiter~ 
als die Gravitationsgesetze bezeichnet. Wie die Meehanik, miindet auch 
die physik in einem H amil tonsehen Prinzip~a): die wirkliche Welt ist eine 
solche, d~e~, :~ther 8ich im Zustand extremaler Wirkung befindet. Wir 
kennen die in ihr giiltigen, dutch das Hami l tonsehe  Prinzip (23) zu- 
sammengeia$~ea Naturgesetze, wenn wir die Wirkungsdichte !IB in ihrer 
Abtffmgigkeit yore Zustande 4es Xthers kennen. Die Gleichungen ('24) 
sind nicht unabh~ingig voneinander, sondern zwischen ihnen bestehen die 
fiinf (n = 4) Identit~ten (21), (22). In der Tat kSnnen ja durch '~ die 
Gesetze (24) die GrSgen g~k-el; nut so welt bestimmt sein, da$ der 
Ubergang yon einem Bezugssystem zu einem beliebigen andern noch frei 
bleibt; ei~ solcher Ubergang h&ngt abet yon fiinf ~illkiirlichen Funktionen 
ab. Das Versehwinden der aus den linken Seiten der elektromagnetischen 

la) Vgl. da~u G. Mie, Annalen der Physik, Bd. 37, 39, 40 (1912/18), oder die 
Darstellung der Mieschen The~rie in RZM w 25; D. H i l b e r t ,  Die Grundlagen der 
Physik (1. Mitteilung), Naehr. d. K. Gesel]seh. d. Wissenseh. zu GStfingen,' Sitzung 
vom 20. Nov. 1915. 
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alu ~ 
Gleiehungen gebildeten Divergenz ~ ist also eine Folge der Gravitations- 

gesetze und umgekehrt das Verschwinden yon deren Divergenz 

eine Folge der elektromagnetischen: Jene fii~ Identit~ten stehen in 
engstem Zusammenhang mit den sog. Erhaltungssdtze~, n~nlich dem (ein- 
komponentigen) Satz yon der Erhalmng der Elektrizit~t und dem (v~er: 
komponentigen) Energie-Impulsprinzip. Sie lehren n~alieh: die Erhaltungs- 
s~tze (auf deren Giittigkeit die Mechanik beruht) folgen auf doppelte 
Weise aus den elektromagnetisehen sowie den Gravi.tationsgleichungen; 
man mSchte sie daher als die gemeinsame Eliminante dieser beiden Ge- 
setzesgruppen bezeichnen. 

Der einzige An~atz fiir die Wirkungsdiehte in der (3 ~-1)-dimensio- 
nalen Welt, den man verniimCtigerweise in Betraeht zu ziehen hat, ist 
der folgende 

wobei ~ eine numerische Konstante ist und die Bedeutung yon ~ und 
aus Abschnitt II dieses Paragraphen zu entnehmen ist. man sieht, wie 
eng der Spielraum ist, welcher dutch unsere Theorie dem Weltgesetz ge- 
lassen wird. Als. erste Approximation, bei Besehr~nkung auf die linearen 
Glieder, ergeben sich dann in der Tat aus dem Hamil tonschen Prinzip 
die l~a'xwellschen Gesetze des elektromagnet'~Jaen Feldes mad: da~ 
Newtonsche Gravitationsgesetz. Darin, dab die WirkungsgrSBe eine rei~e' 
Zahl ist, liegt die M6glichkeit eines Wir/~ngs~uantums begrfindet, dessen ~ 
Existenz nach der heutigen Physik als die fundament~le atomistische 
Struktur des Kosmos anzusehen ist. 

Doch ~erde bier, wo es sich nut um die systematische Entwieklung 
der rehmn Infinitesimalgeometrie handelt und der mit ihr verbundenen 
Analysis der Tensoren und Tensordichten, auf di'e physikalische Ausdeutung 
der Theccie nicht n~her eingegangen. Heben wir noch einmal jene Punkte 
hervor, in denen diese fiber das bisher Vorliegencle hinausgeht! Das sind: 
der stufenweise Aufbau in den drei Stockwerken cler Situs-, Alan- unc[ 
metrischen Geometrie~ die Befreinng der letzteren yon einer [hr index 
Riemannschen Fassung noc~ anhaftenden ferngeometrisehen Inkonsequenz 
und die Erg~nzung der Lehre yon den Tensoren (Int~nsit~tsgrSl~n)durch 
ihr Gegenstfie]~, die Lehre yon den Tensordicht~n (oder Quantit~tsgrSl~en), 

(Eingegangen am 8. Juni 1918.) 


