Reine Infinitesimalgeometrie.

Von
Hermann Weyl in Ziirich.

§ 1. Einleitung. Uber das Verhiltnis von Geometrie und Physik.

Die wirkliche Welt, in die wir kraft unseres BewuBtseins hineingestellt
sind, st micht da, schlechthin und in Einem Schlag, sondern geschieht;
gie durchléuft, in jedem Augenblick vernichtet und neu geboren, eine
kontinuierliche eindimensionale Folge von Zustinden in der Zeit. Der
Schauplatz dieses zeitlichen Geschehens ist ein dreidimensionaler Eukli-
discher Raum. Seine Eigenschaften untersucht die Geometrie; hingegen
ist es die Aufgabe der Physik, das im Raum existierende Reale begriff-
lich zu erfassen und die in der Flucht seiner Erscheinungen beharrenden
Gesetze zu ergriinden. Physik ist demnach eine Wissenschaft, welche die
Geometrie zu ihrem Fundament hat; die Begriffe aber, durch welche sie
das Wirkliche darstellt — Materie, Elektrizitit, Kraft, Energie, elektro-
magnetisches Feld, Gravitationsfeld usf. — gehoren einer ganz andern
Sphire an als die geometrischen.

Diese alte Anschauung iiber das Verhiltnis von Form und Inhalt
der Wirklichkeit, von Geometrie und Physik ist durch die Einsteinsche
Relativitatstheorie ') umgestiirzt worden. Die spezielle Relativitdtstheorie
fithrte zu der Erkenntnis, da Raum und Zeit zu einer unléslichen Ein-
heit verschmolzen sind, die als Welt bezeichnet werde; die Welt ist dieser
Theorie zufolge eine vierdimensionale Euklidische Mannigfaltigkeit — Eukli-
disch mit der Modifikation, daB die der Weltmetrik zugrundeliegende
quadratische Form nicht positiv-definit ist, sondern vom Trigheitsindex 1.
Die allgemeine Relativitdtstheorie gibt das, ganz im Geiste der modernen
Nahewirkungsphysik, nur im Unendlichklemen als giiltig zu, nimmt fiir
die Weltmetrik also den von Riemann in seinem Habilitationsvortrag

') Iech verweise auf die Darstellung in meinem Buch »Raom, Zeit, Materie¥,
Springer 1918 (im folgenden als RZM zitiert), und die dort angegebene Literatur.
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aufgestellten allgemeineren Begriff der auf einer quadratischen Differential-
form beruhenden MaBbestimmung in Anspruch. Das prinzipiell Neue an
ihr ist aber die Einsicht: die Metrik ist nicht eine Eigenschaft der Welt
an sgich; vielmehr ist Raum-Zeit als Form der Erscheinungen ein vollig
gestaltloses vierdimensionales Kontinuum im Sinne der Analysis situs, die
Metrik aber bringt etwas Reales zum Ausdruck, das in der Welt existiert,
das durch Zentrifugal- und Gravitationskrafte physikalische Wirkungen auf
die Materie ausiibt und dessen Zustand auch umgekehrt durch die Ver-
teilung und Beschaffenheit der Materie naturgesetzlich bedingt ist. Indem
ich die Riemannsche Geometrie, die doch reine ,,Nahe-Geometrie* sein
will, von einer ihr gegenwartig noch anbaftenden Inkonsequenz befreite,
ein letztes ferngeometrisches Element ausstieS, das sie von ihrer Eukl-
dischen Vergangenheit her noch bei sich fiihrte, gelangte ich zu einer
Weltmetrik, aus welcher nicht ‘nur die Gravitations-, sondern auch die
elektromagnetischen Wirkungen hervorgehen, die somit, wie man mit gutem
Grund snnehmen darf, iiber alle physikalischen Vorgéinge Rechenschaft
gibt®). Nach dieser Theorie ist alles Wirkliche, das in der Weli wvor-
handen ist, Manifestation der Weltmetrik; die physikalischen Begriffe sind
keine andern als die geometrischen. Der einzige Unterschied, der zwischen
Geometrie und Physik besteht, ist der, daB die Geometrie allgemein er-
griindet, was im Wesen der metrischen Begriffe liegt®), die Physik aber
das Gesetz zu ermitteln und in seine Konsequenzen zu verfolgen hat, durch
welches die wirkliche Welt ‘unter allen der Geometrie nach méglichen vier-
dimensionalen metrischen Raumen susgezeichnet ist*)

In dieser Note mochte ich jene reime Imfinifesimalgeometrie ent-
wickeln, die nach meiner Uberzeugung die physikalische Welt als einen
Sonderfall in %ich begreift. Der Aufbau der Nahegeometrie vollzieht sich
sachgemiB in drei Stufen. Auf der ersten Stufe steht das aller MaB-
bestimmung bare Kontinuum im Sinne der Analysis situs — physikalisch
gesprochen, die leere Wels; auf der zweiten das affin zusammenhdngende
Kontinuum — so nenne ich eine Mannigfaltigkeit, in welcher der Begriff
der infinitesimalen Parallelverschiebung von Vektoren einen Sinn hat; in

%) Eine erste Mitteitung dariiber ist unter dem Titel ,Gravitation und Elektrigitat”
in den Sitzungsber. d. K.- Preu. Akad. d. Wissenschaften 1918, 8. 4685, erschienen.

%) Freilich geht die traditionelle Geometrie von dieser ihrer eigentlichen Aufgabe
alsbald zu einer wemiger prinzipiellen iiber, indem sie nun nicht mehr den Raum
selbst zum Gegenstand ihrver Untersmehung macht, sondern die im Raume moglichen
Gebilde, spezielle Klassen solcher und deren Eigenschaften, die ihnen auf Grund der
Raummetrik zukommen.

4) Ich bin verwegen genug, zu glauben, daB die Gesamtheit der physikalischen
Erscheinungen sich aus einem einzigen universellen Weltgesetz von hdchster mathe~
matischer Einfachheit herleiten 1a8t.
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der Physik erscheint der affine Zusammenhang als Gravitalionsfeld —;
auf der dritten endlich das smefrische Kontinuum — physikalisch: der
»Athere, dessen Zustinde sich in den Erscheinungen der Materie und
Elektrizitit kundgeben.

§ 2. Situs-Mannigfaltigkeit (leere Welt).

Infolge der Schwierigkeit, das anschauliche Wesen des stetigen Zu-
sammenhangs durch eine rein logische Konstruktion zu erfassen, ist eine
voll befriedigende Analyse des Begriffs der n-diémenstonalen Mannigfaltiy-
keit heute nicht moglich®). Uns geniigt folgendes: Eine #-dimensionale
Mannigfaltigkeit 148t sich auf n Koordinaten x, z, ... =, beziehen, deren
jede in jedem Punkt der Mannigfaltigkeit einen bestimmten Zahlwert be-
sitzt; verschiedenen Punkten entsprechen verschiedene Wertsysteme der
Koordinaten; ist %, %, ... %, ein zweites System von Koordinaten, so be-
stehen zwischen den - und den Z-Koordinaten desselben willkiirlichen
Punktes gesetzmiflige Beziehungen

xi::fi(fél‘;ﬁﬂ"'fn) (7::1’2,'--;'”’):

wo f; rein logisch-arithmetisch konstruierbare Funktionen bedeuten; von
ihnen setzen wir nicht nur voraus, daB sie stetig sind, sondern auch, daB
sie stetige Ableitungen

w i

T o,
besitzen, deren Determinante nicht verschwindet. Die letzte Bedingung
ist notwendig und hinreichend, damit im Unendlichkleinen die affine Geo-
metrie gilt, damit nimlich zwischen den Koordinatendifferentialen in beiden
Systemen umkehrbare lineare Beziehungen statthaben:

(1) dz; =2aikdik'
¥

Die Existenz und Stetigkeit hoherer Ableitungen nehmen wir an, wo wir
ihrer im Laufe der Untersuchung bediirfen. Auf jeden Fall hat also der
Begriff der stetigen und stetig differentiierbaren Ortsfunktion, ev. auch der
der 2, 8, ... mal stetig differentiierbaren einen invarianten, vom Koordi-
natensystem unabhingigen Sinn; die Koordinateri selber sind derartige
Funktionen. — Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, an der wir keine
andern Eigenschaften in Betracht ziehen auBer denjenigen, die im Begriff
der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit liegen, nennen wir — in physika-
lischer Terminologie — eine (n-dimensionale) leere Welt.

3} Vgl. dariiber H. Weyl, Das Kontinuum (Leipzig 1918), namentlich 8. 77
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Die relativen Koordinaten dx; eines zu dem Punkte P = (%;) un-
endlich benachbarten Punktes P’ = (z; - d ;) sind die Komponenten eines

Linienelementes in P oder einer infinitesimalen. Verschiebung P_1>" von P.
Bei Ubergang zu einem andern Koordinatensystem gelten fiir diese Kom-
ponenten die Formeln (1), in denen ¢, die Werte der betreflenden Ab-
leitungen im Punkte P bedeuten. Allgemeiner charakterisieren im Punkte P
— bei Zugrundelegung eines bestimmten Koordinatensystems fiir die Um-
gebung von P — irgend n in bestimmter Reihenfolge gegebene Zahlen
& (i=1,2,...,n) einen Vektor (oder eine Verschicbung) in P; die Kom-
ponenten E‘, bzw. E‘ desselben Vektors in irgend zwei Koordinatensystemen,
dem ,,ungestrichenen‘* und ,,gestrichenen, hingen durch die gleichen linearen
Transformationsformeln (1) zusammen:

Ei ZZ“&-E‘;’
E

Vektoren in P kann man addieren und mit Zahlen multiplizieren; sie
bilden also eine ,lineare* oder ,affine’ Gesamtheit. Mit jedem Koordi-
natensystem sind # ,,Einheitsvektoren* e; in P verbunden, niimlich die-
jenigen, welche in dem betreffenden Koordinatensystem die Komponenten
e, 11,0,0,...,0
e, 10,1,0,...,0

........

besitzen.

Je zwei (linear unabhingige) Linienelemente in P mit den Kom-
ponenten dz,, bzw. dx; spannen ein (zweidimensionales) Flichenelement
in P auf mit den Komponenten

dz; 8z, — do, dx; = Az,

je drei (unabhéngige) Linienelemente dx;, dz;, bx; in P e (dreidimen-
sionales) Raumelement mit den Komponenten

dx; dz, duz,
dx, Oz, Ox | = Az,
bz, bz, bz,

usw. FEine von einem willkiirlichen Linien- oder Flichen- oder Raum-
oder ... Element in P abhingige Linearform heiflt ein linearer Tensor 1.,
bzw. 2., 8.,... Stufe. Bei Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems
kénnen die Koeffizienten @ dieser Linearform
1 1
Za,.dx,-, bazw. ’:[!Z“ud%ks g}Z“;k:Axm: ca
i &

ikl
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eindeutig durch die Forderung des Alternierens normiert werden; diese
besagt in dem letzten hingeschriebenen Fall z. B., dafl Indextripeln (ik1),
die durch eine gerade Permutation auseinander hervorgehen, derselbe
Koeffizient a,,, entspricht, wihrend bei ungerader Permutation der Koeffi-
zient in sein Negatives umschligt, also

Qipy == Oy = Gy = — Ay == — Qg == — Gy -

Die so normierten Koeffizienten werden als die Komponenten des be-
treffenden Tensors bezeichnet. Aus einem Skalarfeld f entspringt durch
Differentiation ein lineares Tensorfeld 1. Stufe mit den Komponenten

fo= 7
aus einem linearen Tensorfeld 1. Stufe f; ein solches 2. Stufe:
i ofy.
f”‘ 31‘,‘ Bxg’

aus einem solchen 2. Stufe ein lineares Tensorfeld 3. Stufe:
fm | 8fu | 0fa.
f;'“ By T %z oy T 3 2z’
usf. Diese Operationen sind von dem benutzten Koordinatensystem un-
abhingig®).

Ein linearer Tensor 1. Stufe in P mioge eine dort angreifende Kraft
heilen. Eine solche wird also bei Zugrundelegung eines bestimmten
Koordinatensystems charakterisiert durch n Zahlen &;,, die sich bei Uber-
gang zu einem andern Koordinatensystem kontragredient zu den Ver-
schiebungskomponenten transformieren:

5;':2“1;1'51:-
&

Sind #* die Komponenten einer willkiirlichen Verschiebung in P, so ist

2597" eine Invariante. Unter Tensor in P wird allgemein eine Linear-

f:)rm_einer oder mehrerer willkkiirlicher Verschiebungen und Kréfte in P
verstanden. Liegt z. B. eine Linearform dreier willkiirlicher Verschiebungen
&, n, £ und zweier willkiirlicher Krifte g, o vor:

Za kl§ nké‘lepoq,
so sprechen wir von einem Tensor 5. Stufe mit den in bezug auf die

Indizes ¢kl kovarianten, in bezug auf die Indizes pg kontravarianten
Komponenten a. Eine Verschiebung ist selber ein kontravarianter, eine

¢y RZM, § 18.
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Kraft ein kovarianter Tensor 1. Stufe. Die Fundamentaloperationen der
Tensoralgebra sind 7):

1. Addition von Tensoren und Multiplikation mit einer Zahl;

2. Multiplikation von Tensoren;

3. Verjiingung.
Die Tensoralgebra 146t sich demnach schon in der leeren Welt begriinden
— sie setzt keine Mafbestimmung voraus —, von der Tensoranalysis hin-
gegen nur die der ,,linearen;‘ Tensoren. —

Eine ,,Bewegung* in unserer Mannigfaltigkeit ist gegeben, wenn jedem
Wert s eines reellen Parameters in stetiger Weise ein Punkt zugeordnet
ist; bei Benutzung eines Koordinatensystems x; driickt sich die Bewegung
durch Formeln z; = z;(s) aus, in denen rechts die x; als Funktionszeichen
zu verstehen sind. Setzen wir stetige Differentiierbarkeit voraus, so er-
halten wir, unabhingig vom Koordinatensystem, zu jedem Punkte P = (s)
der Bewegung einen Vektor in P mit den Komponenten

ut_____..
ds?

die Geschwindigkeit. Zwei Bewegungen, die durch stetige monotone Trans-
formation des Parameters s auseinander hervorgehen, beschreiben dieselbe
Kurve.

§ 3. Affin zusammenhingende Mannigfaltigkeit (Welt mit
Gravitationsfeld).
I." Begrift des affinen Zusammenhangs.
Ist P’ ein zu dem festen Punkt P unendlich benachbarter, so’kdingt
P’ mit P affin zusammen, wenn von jedem Vektor in P feststeht,
welchen Vektor in P’ er durch Parallelverschiebung von P mnach P’ uber-

geht. Die Parallelverschiebung der simtlichen Vektoren in P von dort
nach P’ muB dabei selbstverstindlich der folgenden Forderung geniigen.

A. Die Verpflanzung der Gesamiheit der Vekioren von P nack dem
unendlich benachbarten Punkie P’ durch Parallelverschiebung liefert esme
affine Abbildung der Vektoren in P auf die Vektoren in P'.

Benutzen wir ein Koordinatensystem und hat P darin die Koordi-
naten z,, P’ die Koordinaten z; + dz;, ein beliebiger Vektor in P die
Komponenten £°, der Vektor in P/, der aus ihm durch Parallelverschiebung
nach P’ hervorgeht die Komponenten g -+ d&t, so muB also d&* linear
von den &' abhingen:

") RZM, § 6.
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dy%, sind infinitesimale Grofen, die nur vom Punkte P und der Ver-

schiebung I;;' mit den Komponenten dw; abhingen, nicht aber von dem
der Parallelverschiel%‘ung unterworfenen Vektor £. Wir betrachten fortan
affin zusammenhingende Mannigfaltigkeiten; in einer solchen steht jeder
Punkt P mit all seinen unendlich benachbarten in affinem Zusammenhang,
An den Begriff der Parallelverschiebung ist noch eine zweite Forderung,
die der Kommutativitdt, zu stellen.

B. Sind P, F, awer zu P unendlich benachbarte Punkte und geht
—
der infinitesimale Vektor PP, durch Parallelverschiebung von P nach
—>
P, in P:;)m diber, PP, aber durch Parallelverschiebung nach P, in P}

123

so fallen P, und P,, zusammen. (Es entsteht eine unendlich kleine’
Parallelogrammfigur.)

— —
Bezeichnen wir die Komponenten von PP, mit dz;, die von PP,
mit dz;, so besagt diese Forderung offenbar, daf3

(2) déz, = — D dyi - 8a,

eine symmetrische Funktion der beiden Linienelemente d und & ist. Folglich
mufl dy’_ eine Linearform der Differentiale dz; sein,

dyir = 2 r‘ra dws’
8

und es miissen die nur von der Stelle P abhingigen Koeffizienten I", die

»Komponenten des affinen Zusammenhangs®, der Symmetriebedingung
r‘.lr = rif'

geniigen.

Wegen der Art und Weise, wie in der Formulierung der Forderung B.
mit infinifesimalen GroBen umgegangen wird, konnte dieser vorgeworfen
werden, daB sie eines prizisen Sinns entbehre. Wir wollen deshalb noch
ausdriicklich durch eijnen strengen Beweis feststellen, dafl die Symmetrie
von (2) eine vom Koordinatensystem unabhiingige Bedingung ist. Zu dem
Zwecke ziehen wir ein (zweimal stetig differentiierbares) Skalarfeld f heran.
Aus der Formel fiir das totale Differential

af

entnehmen wir, daB, wenn &° die Komponenten eines willkiirlichen Vek-
tors in P sind,
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-3 e

eine vom Koordinatensystem unabhéngige Invariante- ist. Wir bilden
deren Anderung bei einer zweiten infinitesimalen Verschiebung 8, bei
welcher der Vektor £ parallel mit sich von P nach P, verschoben werden
soll, und erhalten

_ ' f i of i ET
adf_%’maxk E'ézk—gﬁ.éyrf.

Ersetzen wir hierin £* wieder durch dw, und ziehen von dieser Gleichung
die durch Vertauschung von 4 und 3 entstandene ab, so ergibt sich die
Invariante

Af = (6d — d8)f = 2{%2(@56% — ayf,dx,)}.
Die Beziehungen ' ’

Z (dys oz, — éy',dx,)=10
r

enthalten die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf fiir
jedes Skalarfeld f die Gleichung Af =0 erfiillt ist.

In physikalischer Ausdrucksweise ist ein affin zusammenhingendes
Kontinuum als eine Welt zu bezeichnen, in der ein Gravitationsfeld
herrscht. Die GroBen ., sind die Komponenten des Gravitationsfeldes. Die
Formeln, nach denen sich diese Komponenten beim Ubergang von dem
einen zum andern Koordinatensystem transformieren, brauchen wir hier
nicht anzugeben. [ verhalten sich gegeniiber linesrer Transformation
wie die in bezug auf » und & kovarianten, in bezug auf ¢ kontravarianten
Komponenten eines Tensors, verlieren diesen Charakter jedoch bei nichs-
linearen Transformationen. Wohl aber sind die Anderungen 8T°,,, welche
die GroBen I erfahren, wenn man den affinen Zusammenhang der Mannig-
faltigkeit willkiirlich abédndert, die Komponenten eines allgemein-invarianten
Tensors von dem-angegebenen Charakter.

Was unter Parallelverschiebung einer Kraft in P von dort nach dem
unendlich benachbarten Punkte P’ zu verstehen ist, ergibt sich aus der
Forderung, daB das invariante Produkt dieser Kraft und eines willkirlichen
Vektors in P bei Parallelverschiebung erhalten bleibe. Sind £; die Kompo-
nenten der Kraft, 7° die der Verschiebung, so liefert®)

d(éi’ii) =(d&;-n*)+ Erdn’ =(d¢ — d?'ifr)’ii:: 0
dei =Z dyfigr‘

%) Wir verwenden im folgenden die Einsteinsche Festsetzung, daB fiber Indizes,
die in einem Formelglied doppelt auftreten, stets zu summieren ist, ohne daB wir es
nétig erachten, jedesmal ein Summenzeichen davor zu setzen.

die Formel
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Zu jeder Stelle P kann man ein Koordinatensystem @, von solcher
Art einfithren — ich nenne es geoddtisch in P —, dafl in ihm die Kompo-
nenten l":,,.g des affinen Zusammenhangs an der Stelle P verschwinden,
Sind zuniichst @, beliebige Koordinaten, die in P verschwinden, und be-
deuten I’ , die Komponenten des affinen Zusammenhangs an der Stelle -
P in diesem Koordinatensystem, so erhalt man ein geodétisches #, durch
die Transformation

(3)' Xy = fi—%zrirsﬁrzs'

Betrachten wir namlich die Z; als unabhingige Variable und deren Diffe-
rentiale dZ; als Konstante, so gilt im Sinne Cauchys an der Stelle
P(z,=0):
do,=d%, d'z,=—T',, d%.d3,,
also )
d*z,+ I, dw,dz,= 0.
Wegen ihrer invarianten Natur lauten die letzten Gleichungen im Koordi-
natensystem I;: o o= o
" z,-+T1",,d%,.d%,=0.
Diese sind aber fiir beliebige konstante dZ; nur erfiills, wenn alle T
verschwinden. Das Grawitationsfeld kann demmach durch geeignete Wahl
des Koordinatensystems an einer einzelnen Stelle stets zum Verschwinden
gebracht werden. Durch die Forderung der ,,Geodésie’* in P sind Koordi-
naten in der Umgebung von P, wenn man lineare Transformation frei
gibt, bestimmt bis auf Glieder 3. Ordnung; d. h. sind z;, Z zwei in P
geoditische Koordinatensysteme und verschwinden sowohl die x, wie
die Z; in P, so gelten unter Vernachlissigung von Gliedern, die in
den Z; von 3. und héherer Ordnung sind, lineare Transformationsformeln

x, = 2 ¢;, T, mit konstanten Koeffizienten «;, .
=,

II. Tensoranalysis. Gerade Linie.

Erst im affin zusammenhingenden Raum 138t sich die Tensoranalysis
vollstdndig begriinden. Sind beispielsweise ff die in ¢ kovarianten, in k
kontravarianten Komponenten eines Tensorfeldes 2. Stufe, so nehmen wir
im Punkte P eine willkiirliche Verschiebung & und eine Kraft z zu Hilfe,
bilden die Invariante .

f;tk &',

und ihre Anderung bei einer unendlich kleinen Verriickung d des Argument-
punktes P, bei welcher £ und # parallel mit sich verschoben werden. Es ist

£ afik i [3 7 ot
d(ff &) = 55 Endu, — fEn dy &'+ £ Edykn,,

Ba-,
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also sind

v Of) Frofo kg

i Fxm; il , T rzf;'
die in ¢ kovarianten, in k kontravarianten Komponenten eines Tensor-
feldes 3. Stufe, das aus dem gegebenen Tensorfeld 2. Stufe in einer vom
Koordinatensystem unabhingigen Weise entspringt.

Im affin zusammenhéngenden Raum gewinnt der Begriff der geraden
oder geoddtischen Linie einen bestimmten Sinn. Die Gerade entsteht,
wenn man einen Vektor bestindig parallel mit sich in seiner eigenen
Richtung verschiebt, als Bahnkurve des Anfangspunktes dieses Vektors;
sie kann daher als diejenige Kurve bezeichnet werden, die ihre Richtung
ungeéndert beibehdlt. Sind u*® die Komponenten jenes Vektors, so sollen
also im Verlanfe der Bewegung bestindig die Gleichungen

dut + Mupucday = 0,
de, :dz, t...:dz, =w':u¥: ...t u”
gelten. Den zur Darstellung der Kurve zu benutzenden Parameter s
konnen wir demnach so normieren, dal identisch in s
d{l‘; i
d.s‘ = U

ist, und die Differentialgleichungen der geraden Linie lauten dann
i d’x ; 4=z, dwﬁ
w = et Teegy 35 =0-

Firr jede beliebige Bewegung #; — x;(s) sind die linken Seiten dieser
Gleichungen die Komponenten eines mit der Bewegung invariant wer-
kniipften Vektors im Punkte s, der Beschleunigung. In der Tat gilt,
wenn &; eine willkiirliche Kraft in jenem Punkte ist, die beim Ubergang
zum Punkte s+ ds parallel mit sich verschoben wird,

d(wg)

—F T W
Eine Bewegung, deren Beschleunigung identisch verschwindet, heifit eime
Translation. Unter gerader Linie — so kann man unsere obige Erklirung
anch fassen — ist die Bahnkurve eimer Translation zu versbehen.

IIl. Kriimmung.

S8ind P und @ zwei durch eine Kurve verbundene Punkte, in deren
erstem ein Vektor gegeben ist, so kann man diesen parallel mit sich lings
der Kurve von P nach { schieben. Die so zustande kommende Vekior-
tibertragung ist jedoch im allgemeinen nich? infegrabel; d. h. der Vektor,
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zu dem man in @ gelangt, ist abhingig von dem Verschiebungswege, auf
dem die Ubertragung vollzogen wird. Nur in dem besonderen Fall, wo
Integrabilitit stattfindet, hat es einen Sinn, von dem gleichen Vektor in
zwei verschiedenen Punkten P und @ zu sprechen; es sind darunter solche
Vektoren zu verstehen, die durch Parallelverschiebung auseinander hervor-
gehen. Alsdann heiBt die Mannigfaltigkeit Euklidisch. In einer solchen
lassen sich besondere, ,,lineare” Koordinatensysteme einfithren, die dadurch
ausgezeichnet sind, daB bei ihrer Benutzung gleiche Vektoren in ver-
schiedenen Punkten gleiche Komponenten besitzen. Je zwel solche lineare
Koordinatensysteme hingen durch lineare Transformationsformeln zusammen.
In einem linearen Koordinatensystem verschwinden die Komponenten des
Gravitationsfeldes identisch.

In der oben (§ 8, I, B.) konstruierten unendlichkleinen Parallelogramm-
figur bringen wir im Punkte P einen beliebigen Vektor mit den Kompo-
nenten &' an, verschieben ihn einmal parallel mit sich. nach P, und von
da nach P,,, ein andermal zunéchst nach P, und von dort nach P, .
Da P,, mit P,, zusammenfillt, kénnen wir die Differenz dieser beiden
Vektoren in jenem Punkte bildem und erhalten dadurch offenbar einen
Vektor mit den Komponenten

A = 8de* — dsst

daselbst. Aus ] .
8= —dyit* = — ', da
folgt
i re Y [ £ i
0dé" = — aam,:l dx,dz,, g&—r k1 6dmz‘§k +dyt, 8y7, £

und wegen der Symmetrie von ddz;:

‘ 1 I . ]
4z :{@E‘ e ) dz dx, + (dys, 87", — dmé?‘r)}f"
‘Wir erhalten also ) )
AE = AR, £,
wo AR‘-k von dem verschobenen Vektor £ unabhingige Linearformen der

beiden Verriickungen d und 6 oder vielmehr des von ihnen aufgespannten
Flachenelements mit den Komponenten

dx,,, = dx,déx, —dx, oz,

sind :

(4) A'Rik = Rik?m dz, éx, = }'Riklm‘dmlm (‘Rikml 'lelm‘
5 alm 80 f ¢

(5) Ry = (—3;:‘"‘ kz) + (T Mem — Tonr r;z)-

8ind »; die Komponenten einer willkiirlichen Kraft in P, so ist n; 4¢&°
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eine Invariante; R, sind folglich die in %Im kovarianten, in ¢ kontra-
varianten Komponenten eines Tensors 4. Stufe in P, der Kriimmung.
Das identische Verschwinden der Kriimmung ist die notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, daB die Mannigfaltigkeit Euklidisch ist. AuBer
der neben (4) verzeichneten Bedingung der ,schiefen® erfiillen die
Krﬁmmungékomponenten noch die Bedingung der ,,zyklischen* Symmetrie:

klm + 'R‘lmk + R mkt = 0.
Von Hause aus ist die Kriimmung in einem Punkte P eine lineare
Abbildung oder Transformation 4P, welche jedem Vektor £ daselbst einen

Vektor A& zuordnet; diese Transformation hiingt selber linear von einem
Flachenelement in P ab: ‘

AP:Pikdx{axkzéPikAxik (Pys= — Py)-
Die Kriimmung ist demnach am besten als ein ,linearer Transformationen-
Tensor 2. Stufe® zu bezeichnen.

Um den Beweis fiir die Invarianz des Kriimmungstensors gegen Ein-
winde sicherzustellen, die etwa gegen die obige Infinitesimaliiberlegung
erhoben werden konnten, benutze man ein Kraftfeld f;, bilde die Anderung
d(f,&") des invarianten Produkts f;£° in solcher Weise, daB bei der un-
endlichkleinen Verriickung d der Vektor £ parallel mit sich verschoben
wird. Ersetzt man in dem erhaltenen Ausdruck die infinitesimale Ver-
riickung d« durch einen beliebigen Vektor ¢ in P, so erhilt man eine
invariante Bilinearform zweier willkiirlicher Vektoren £ und p in P.
Von ihr bilde man die Andemng welche einer zweiten xmendhehkieme;n
Verriickung ¢ eamsptwht indem man dabei die Vektoren £, o parallel
mitnimmé, und ersetze hernach die zweite Verriickung durch einen Vek-
tor o in P. Man findet die Form

3 (f,6°) = ddf- & +df, 88 T of,dE* 4 f,8dE".

Durch Vertsuschung von d und & und nachfolgende Subtraktion ergibt
sich daraus wegen der Symmetrie von édf; die Invariante

A(,8) = f,48,
und damit ist der gewiinschte Nachweis erbracht.

§ 4. Metrische Mannigfaltigkeit (der Ather).

L Begrit! der metrischen Mannigfaltigkeit.

Eine Mannigfaltigkeit #rdgé em Punkie P eine Mapbestimmung,
wenn die Linienelemente in P sich ihrer Liange nach vergleichen lassen;
wir nehmen dabel im Unendlichkleinen die Giiltigkeit der Pythagoreisch-
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Buklidischen Gesetze an. Es soll also je zwel Vektoren &, » in P eine
Zahl &-7 als skalares Produkt entsprechen, die in ihrer Abhingigkeit von
beiden eine symmetrische Bilinearform ist; diese Bilinearform ist freilich
nicht absolut, sondern nur bis auf einen willkiirlichen, von 0 verschie-
denen Proportionalititsfaktor bestimmt. Es ist also nicht eigentlich die
Form £.7, sondern nur die Gleichung &-n = 0 gegeben; zwei Vektoren,
welche sie erfiillen, heiflen zueinander senkrechi. Wir setzen voraus, daB
jene Gleichung nicht-ausgeartet sei, d. h. dafl der einzige Vektor in P,
auf welchem alle Vektoren in P senkrecht stehen, der Vektor 0 ist. Wir
setzen dagegen nicht voraus, daf die zugehdrige quadratische Form &.2
positiv-definit ist. Hat sie den Trigheitsindex ¢ und ist n —g=p, so
sagen wir kurz, die Mannigfaltigkeit sei in dem betrachteten Punkte
(p + ¢)- dimensional; wegen des willkiirlichen Proportionalititsfaktors
sind die beiden Zahlen p, ¢ nur bis auf ihre Reihenfolge bestimmt. Wir
nehmen jetzt an, daf unsere Mannigfaltigkeit in jedem Punkte eine MaB-
bestimmung trigt. Zum Zwecke der analytischen Darstellung denken wir
uns 1. ein bestimmtes Koordinatensystem und 2. den an jeder Stelle
willkiirlich zu wihlenden Proportionalititsfaktor im skalaren Produkt fest-
gelegt; damit ist ein ,,Bezugssystem®) fiir die analytische Dazstellung
gewonnen. Hat dann der. Vektor £ im Punkte P mit’ den Koordinaten z;
die Komponenten &, 7 die Komponenten 7%, so wird

(£-7) =§yik§‘n’“ (G = 9ix)

sein, wo die Koeffizienten g;, Funktionen der z; sind. Die g;, sollen
nicht nur stetig, sondern zweimal stetig differentiierbar sein. Da sie
stetig sind und ihre Determinante g nach Voraussetzung nirgendwo ver-
schwindet, hat die quadratische Form (£-£) an allen Stellen den gleichen
Tragheitsindex ¢; wir konnen daher die Mannigfaltigkeit in ithrem ganzen.
Verlaufe als (p - ¢)-dimensiorial bezeichnen. Behalten wir das Koordi-
natensystemn bei, legen aber eine andere Wahl des unbestimmten Pro-
portionalititsfaktors zugrunde, so bekommen wir statt der g,, als Koeffi-
zienten des skalaren Produkts Grofen

i =4
wo A eine nirgendwo verschwindende stetige (und zweimal stetig differentiier-
bare) Ortsfunktion ist.
Zufolge der bisherigen Annahme ist die Mannigfaltigkeit nur mit

einer Winkelmessung ausgestattet; die Geometrie, welche auf sie allein
sich stiitzt, wire als ,,konforme Geometrie zu bezeichnen; sie hat be-

%) Toh unterscheide also zwischen »Koordinatensystem® und ,Bezugssystem®.
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kanntlich im Gebiete der zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten (,, Riemann-
schen Flichen*) wegen ihrer Wichtigkeit fiir die komplexe Funktionen-
theorie eine weitgehende Ausbildung erfahren. Machen wir keine weitere
Voraussetzung, so bleiben die einzelnen Punkte der Mannigfaltigkeit in
metrischer Hinsicht vollstindig gegeneinander isoliert. Ein metrischer
Zusammenhang von Punkt zu Punkt wird erst dann in sie. hineingetragen,
wenn ein Prinzip der Ubertragung der Lingeneinheit von einem Punkte P
2u seinen unendlich benachbarten vorliegt. Statt dessen machte Riemann
die viel weitergehende Annahme, daB sich Linienelemente nicht nur an
derselben Stelle, sondern auch sn irgend zwei endlich entfernten Stellen
ihrer Lénge nach miteinander vergleichen lassen. Die Moglichkeit einer
solchen ,ferngeometrischen® Vergleichung kann .aber in einer reinen
Infinstessmalgeometrie durchaus nicht zugesianden werden. Die Riemann-
sche Annahme ist auch in die Einsteinsche Weltgeometrie der Gravita-
tion iibergegangen. Hier soll diese Inkonsequenz beseitigt werden.

Sei P ein fester Punkt, P, ein unendlich benachbarter, der ans ihm
durch die Verschiebung mit den Komponenten dx; hervorgeht. Wir, legen
ein bestimmtes Bezugssystem zugrunde. Im Verh&ltnis zu der damit in P
(sowie in allen iibrigen Punkten des Raumes) festgelegten Lingeneinheit
wird das Quadrat der Lénge eines beliebigen Vektors £ in P gegeben

sein durch
Zgik gk
<k

Das Langenquadrat eines beliebigen Vektors £, in P, aber wird, wenn
wir die tn P gewdhlte Ldngeneinhest von P nach P, dberfragen, wie
wir das als moglich vorausgetzen, gegeben werden durch :

(1 +d¢)2(gik+dgik)5i 5::
ik

wo 1 -+ dg einen unendlich wenig von 1 abweichenden Proportionalitits-
faktor bedeutet; dg muB eine homogene Funktion der Differentiale dz;
von der Ordnung 1 sein. Verpflanzen wir namlich die im Punkte P ge-
wihlte Lingeneinheit von Punkt zu Punkt lings einer Kurve, die von P
nach dem endlich entfernten Punkte @ fithrt, so erhalten wir fiir das
Quadrat der Linge eines beliebigen Vektors in @, unter Zugrundelegung
der so in @ gewonnenen Langeneinheit, den Ausdruck g, &'&*, multipli-
ziert mit einem Proportionalitétsfaktor, der sich als Produkt der unend-
lich vielen einzelnen Faktoren von der Form 1 - dg ergibt, die jeweils
beim Ubergang von einem Punkt der Kurve zum nichsten hinzutreten:

d
HI(1-+de)= e =% = eﬁ‘ ‘.

Mathematische Zeitschrift. I 27
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Damit das im Exponenten auftretende Integral einen Sinn hat, muf dg
eine Funktion der Differentiale von der behaupteten Art sein.

Ersetzt man g, durch g/, =1g,,, so wird an Stelle von d¢ eine
andere Grofe d g’ treten. Es muB dabei, wenn 1 den Wert dieses Faktors
im Punkte P bedeutet,

(L4 do’) (9), + agy,) =41+ do) gy + dgy)
sein, und das ergibt
(6) dQ?’:d(P—‘TN.

Von den zunichst iiber d¢ mdglichen Annahmen, daf es eine lineare
Differentialform ist oder die Wurzel aus einer quadratischen oder die
Kubikwurzel aus einer kubischen usf, hat, wie wir jetzt aus (6) erkennen,
nur die erste einen invarianten Sinn. Wir sind damit zu folgendem Re-
sultat gelangt.

Die Metrik einer Mannigfaltrgkeit beruht auf einer quadratischen
und einer linearen Differentialform

(7) ds* =g, dx;dx, und  de=g¢dx,.

Umgekehrt sind aber durch die Metrik diese Formen nicht absolut fest-
gel‘egt, sondern jedes Formenpaar ds'?, d¢’, das aus (7) nach den

Gleichungen

(8) de’*=2-ds, d¢’:d¢_d{f

entspringt, ist dem ersten Paar in dem Sinne dquivalent, daf beide die
gleiche Metrik zum Ausdruck bringen. A 1st darin eine beliebige, nirgendwo
verschwindende stelige (genauer: zweimal stetig differentiierbare) Oris-
funktion. In alle GroBen oder Beziehungen, welche metrische Verhiltnisse
analytisch darstellen, miiissen demmnach die Funktionen J:.> ®; in solcher
Weise eingehen, daf Invarianz stattfindet 1. gegeniiber einer beliebigen
Koordinatentransformation (,,Koordinaten-Invarianz“) und 2. gegeniiber
der Ersetzung von (7) durch (8) (,,MaBstab-Invarianz*). %-% =dlgi ist
ein totales Differential. Wihrend also in der quadratischen Form ds* ein
Proportionalititsfaktor an jeder Stelle willkiirlich bleibt, besteht die Un-
bestimmtheit von d¢ in einem additiven totalen Differential

Eine metrische Mannigfaltigkeit bezeichnen wir in physikalischer Aus-
drucksweise als eine vom Ather erfiillte Welt. Die bestimmte, in der
Mannigfaltigkeit herrschende Metrik zeigt einen bestimmten Zustamd des
die Welt erfiillenden Athers an. Dieser Zustand ist also relativ zu einem
Bezugssystem durch Angabe (arithmetische Konstruktion) der Funktionen
9> ®; zu beschreiben.
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Aus (6) geht hervor, daB der lineare Tensor 2. Stufe mit den
Komponenten
L
T dm,  ow
durch die Metrik der Mannigfaltigkeit eindeutig festgelegt ist; ich nenne
ibn den metrischen Wirbel. Er ist, wie ich glaube, dasselbe, was in der
Physik elektromagnetisches Feld heifit. Er geniigt dem ,ersten System
der Maxwellschen Gleichungen
0Fy | OF, 8 i
e az: + T = 0.
Sein Verschwinden ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
daf die Lingeniibertragung integrabel ist, daB also jene Voramssetzungen
Platz greifen, welche Riemann der metrischen Geometrie zugrunde
legte. Wir verstehen daher, wie Einstein durch seine Weltgeometrie,
die sich in mathematischer Hinsicht an Riemann anschlieBt, nur von
den Gravitations-, nicht aber von den elektromagnetischen Erscheinungen
Rechenschaft geben konnte. »

II. Affiner Zusammenhang einer metrischen Mannigfaltigkeit.

Im metrischen Raum tritt an Stelle der in § 3, I. an den Begriff
der infinitesimalen Parallelverschiebung gestellten Forderung A die weiter-
gehende

A*: daB die Parallelverschiebung der samilichen Veldoren in etnem
Punkte P riach einem wunendlich benachbarten P’ nicht nur eine affine,
sondern eine kongruente Verpflanzung dieser Velkiorgesamthest sein mup.

Unter Verwendung der damaligen Bezeichnungen ergibt diese Forde-
rung die Gleichung
(9)  (14d9) (g +dgu) (8 +dE) (" + ") =g, £
Bei allen GroBen a®, die einen oberen Index (1) tragen, definieren wir
das ,,Herunterziehen® dieses Index durch die Gleichungen

— 1
a; = Zgika
£

(und den umgekehrten Proze8 des Heraufziehens eines Index durch die
dazu inversen (leichungen). Fiir (9) konnen wir, diese Symbolik be-
nutzend, schreiben:
(9 &M dg + & Erdg, + 2648 =0.
Der letzte Term ist
=—2 Eigdeix- = —2 Ei&kd?ﬂ: = —E‘Ek(dm +dy);

27*
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es mub somit
(10) i+ Ay =00, + g do
sein. Diese Gleichung 148t sich gewif nur erfilllen, wenn dg eine lineare

Differentialform ist; eine Annahme, zu der wir schon oben als der einzig
verniinftigen gedringt wurden. Aus (10) oder

* %
(10 ) riykr+ rk»’i-r':-j_x—r_{_gik(pr

folgt in Anbetracht der Symmetrieeigenschaft I, =T

29, , %%, 99 .
(11) rr:t‘k < : + - - ik>+ (gzr(pk—i"gk'r(pt g1kq)r):

8:zck gz
(rr:ik =Grs rsik)'

Es zeigt sich somit, dafl in einer metrischen Mannigfaltigkeit der Begriff
der infinitesimalen Parallelverschiebung eines Vektors durch die aufgestellten
Forderungen . eindeutig festgelegt wird®). Ich betrachte dies als die
Grundtatsache der Infinitesimalgeometrie, daB mit der Metrik auch der
affine Zusammenhang einer Mannigfaltigkeit gegeben ist, das Prinzip der
Léingeniibertragung ohne weiteres ein solches der Richtungsiibertragung
mit sich fihrt, oder physikalisch ausgedruckt der Zustand des Athers das
Gravitationsfeld bestimmd.

Unter den geodatischen Linien sind, wenn die gquadratische Form
g dz;dw, indefinit ist, die Nullinien aunsgezeichnet, lings deren jene
Form verschwindet. Sie hingen nur vom Verhiltnis der g,,, dagegen
iberhaupt nicht von den % ab, sind also Gebilde der konformen Geo-
metrie'?).

Wir hatten an den Begriff der Parallelverschiebung gewisse axioma-
tische Forderungen gestellt und gezeigt, daB ihnen in einer metrischen
Mannigfaltigkeit auf eine und nur eine Weise geniigt werden kann. Es
ist aber auch méglich, jenen Begriff in einfacher Weise explizite zu defi-
nieren. Ist P ein Punkt unserer metrischen Mannigfaltigkeit, so wollen
wir ein Bezugssystem geoddfisch im Punkte P nennen, wenn bei seiner
Benutzung die ¢; in P verschwinden und die g,, stationire Werte an-
nehmen:

(pi=0: —==0.

) Vgl. hierzu Hessenberg, Vektorielle Begriindung der Differentialgeometrie;
Math. Ann. Bd. 78 (1917), 8. 187217, insb. 8. 208, )

1) Mit dieser Bemerkung méchte ich ein Versehen auf Seite 183 meines Buches
»~Raum, Zeit, Materie* berichtigen.
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D. Zu jedem Punkt P gibt es geoddtische Bezugssysteme. Ist &
ein gegebener Vektor in P, P’ aber ein zu P unendlich benachbarter
Punkt, so werstehen wir unter dem aus & durch Parallelverschiebung
nach P' entstehenden Vektor denjenigen Vektor in P', der in dem zu
P gehorigen geoddtischen Bezugssystem dieselben Komponenien wie & be-
sitzt. Diese Definition ist von der Wahl des geoditischen Bezugssystems
unabhdngig.

Es ist nicht schwer, die in dieser Erklarung mitausgesprochenen Be-
hauptungen unabhingig von dem hier befolgten Gedankengang durch
direkte Rechnung zu erweisen und auf demselben Wege zu zeigen, dalB
der so definierte ProzeB der Parallelverschiebung in einem beliebigen Ko-
ordinatensystem durch die Gleichumgen

(12) A& = — 17, Edx,

mit den aus (11) zu entnehmenden Koeffizienten I' beschrieben wird*?).
Hier aber, wo die invariante Bedeutung der Gleichungen (12) bereits
feststeht, schlieBen wir einfacher so. In einem geoditischen Bezugssystem
verschwinden nach (11) die [";,, und die Gleichungen (12) redusieren
sich auf ¢&" = 0. Der von uns aus axiomatischen Forderungen herge-
leitete Begriff der Parallelverschiebung stimmt also mit dem in D. defi-
nierten iiberein. Es handelt sich nur noch darum, die Existenz eines
geodatischen Bezugssystems nachzuweisen. \yh wahlen zu diesem Zweck
ein in P geoditisches Koordinatensystem z;, das den Punkt P selbst
zom Anfangspunkt (@; = 0) hat Ist&mbamgenemhe&%mi’ “und seiner
Umgebung zuniichst beliebig gewdhlt und bedeuten dann ¢; die Werte
dieser GroBen in P, so braucht man nur noch den Ubergang von (7}

zu (8) zu vollziehen mit
Sz

A=e ,

um zu erreichen, daB auBer den T, auch die @, in P verschwinden.
Daraus folgt dann — siehe (10*) — die geoddtische Natur des so ge-
wonnenen Bezugssystems. — Die Koordinaten eines in P geodatischen
Bezugssystems sind in der unmittelbaren Umgebung von P, wenn man
lineare Transformation freigibt, bis auf Glieder 3. Ordnung bestimmt, die
Léngeneinheit aber bis auf Glieder 2. Ordnung, falls die Hinzufiigung eines

konstanten Faktors freigegeben wird.

) Man konnte dabei denjenigen Weg einschlagen, den ich in RZM § 14 ge-
gangen bin.
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III. Rechenbequeme Erweiterung des Tensorbegriffs.

Diejenigen Groflen, welche wir in § 2 als Tensoren eingefiihrt haben,
gind dimensionslos; ihre Komponenten hingen wohl ab von der Wahl des
Koordinatensystems, nicht aber von der Wahl der Lingeneinheit. In der
metrischen Geometrie erweist sich eine Begriffserweiterung als zweckmiBig:
unter einem Tensor vom Gewichte e soll eine vom Koordinatensystem
unabhingige Linearform einer oder mehrerer Verschiebungen und Krifte
in einem Punkte verstanden werden, die aber in der Weise von der Wahl
der Lingeneinheit abhingt, daB die Form -bei Ersetzung von (7) durch
(8) den Faktor 1° annimmt. Die g,, selber sind die Komponenten eines
kovarianten Tensors 2. Stufe vom Gewichte 1. Ubrigens sehen wir diesen
erweiterten Tensorbegriff nur als einen Hilfsbegriff an, den wir lediglich
um seiner rechnerischen Bequemlichkeit willen einfiihren; sachliche Be-
deutung schreiben wir nur den Tensoren vom Gewichte 0 zu. - Wo daher
im folgenden von Tensoren die Rede ist ohne Zusatz einer Gewichtsangabe,
ist der Begriff immer in diesem urspriinglichen Sinne zu verstehen.

Jene Bequemlichkeit aber beruht auf folgendem: Uben wir beispiels-
weise an den Komponenten a,, eines kovarianten Tensors vom Gewichte ¢
den Proze8 des Heraufziehens eines oder beider Indizes aus, so erhalten
wir in a* oder @', die gemischten Komponenten eines Tensors vom Ge-
wichte e—1, in a** die Komponenten eines kontravariantén Tensors vom
Gewichte ¢ — 2. Wir konnen uns nicht entschlieBen, wie dies sonst ge-
schieht, die so entstehenden Tensoren mit dem urspriinglichen zu identifi-
zieren, da sie auller von ihm noch von der Metrik, dem Zustand des
Weltithers abhingen und wir diesen durchaus nicht als a priori fest ge-
geben betrachten, sondern uns die Moglichkeit vorbehalten, ihn beliebigen
virtuellen Verinderungen zu unterwerfen.

IV. Kriimmung im mefrischen Raum.

Sind £°, #* zwei willkiirliche Verschiebungen im Punkte P, f, aber
die Komponenten eines Kraftfeldes, so folgt aus

f;’?ir'fi’]i: ) ]
A(fn¥)=fidnt = A(f"y,) = ["4dn,,
also
(13) 5’.4]171‘:5"‘4171.,

Andererseits ist, wenn wie immer bei virtuellen Verriickungen die Vektoren
parallel verschoben werden,

a(¢" m)+(§ 'n;)de =0,
El"?i)—{- 6 E ﬂz)d(p—}'(é 771) 6d¢ = O
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Das mittlere Glied in der letzten Gleichung ist
=— (&) dpdg,

= 7, 0dE" + Sn,dE° + du, 88 + E ddy,.
Vertauscht man d und 6 und subtrahiert, so kommt daher

(?7,-415‘—*‘ 5‘;4“7;) + (Eim)d¢= 0
(774415‘.‘*‘ &dnt)+ (5i’7i)d¢’= 0.

das erste

oder wegen (13)

Setzen wir also-

(14) A = A8 — 18 Ag,

so haben wir 4£° in eine zu &° senkrechte und eine zu £ parallele Kom-
ponente gespalten. Es ist

=1F, Az,
und wir schreiben

A8 = AR' %, AR\, =1iR',
Dann gilt

(15) R, =R, —18iF a,‘;={1('_=k).

0(s k)
Ziehen wir den Index ¢ herunter, so sind die GroBen R;,,, nicht nur in
! und m, sondern auch in % und % schiefsymmetrisch. In der Zerspal-
tung (15) bezeichnen wir den ersten Summanden als Richtungs-, den
zweiten als Léngenkrimmung. Léangenkriimmung = metrischer Wirbel.
Aus der Natur der entsprechenden Zerspaltung (14) von 4 £* geht folgen-
der Satz hervor, der zugleich unsere Terminologie rechtfertigt: Dann und
nur dann, wenn die durch Parallelverschiebung eines Vektors vollzogene
Richtungsiibertragung integrabel ist, verschwindet der Tensor R der Rich-
tungskriimmung; dann und nur dann, wenn die ebenso vollzogene Langen-
iibertragung integrabel ist, verschwindet der Tensor ¥ der Langenkriimmung.

Wir geben hier noch den expliziten Ausdruck der Richtungskriimmung
an. Fihren wir in iiblicher Weise die Christoffelschen Dreiindizes-
Symbole und die Riemannschen Kriimmungskomponenten durch die
‘Gleichungen ein:

[iﬂ _ (ag‘, +ag;: _ aagx,:> Wc} _ %79" {isl-},

Im?

-

i o (km 2 [kl I [km mr) fkl
=g T} (T
setzen ferner fiir ein beliebiges quadratisches System von Zahlen a;,:

i1+ Trm Bt — Tim O1 — T Fim) = Gtm
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und bilden
R LS
. PP — 59 (P P7) = Pins
80 18t

R,

iklm = Giklm - éilclm + %¢1’kl'm'
Man beachte, daB hier den einzelnen Bestandteilen auf der rechten Seite

keine selbstindige Bedeutung zukommt: sie besitzen zwar die ,,Koordi-
naten‘“-, nicht aber die , Mafistab*“-Invarianz. Fiir die verjiingten Tensoren

R, .=R,, G..,.=06

. kim kim km
gilt
= n—2
Rik:Gua“T(qjik‘%%k)“%gik(@“%‘}”)a
WO
;1 2(Vge*) . n—2 X

ist. Abermalige Verjiingung ergibt, wenn wir

Ri=RE=R, G{=¢
setzen,

B=6—(n—1){0+ 27 (pig"))-

Aus der Richtungskriimmung kann man einen nur von den g,, ab-
héngigen Tensor in folgender Weise herleiten. Man setze

*Bipim = (1 — z)ﬁiklm - (gilﬁkm + gka—iz - gimEkl - glclEim)

1
+ =5 (9 9m — im9i2) B-

Diese Zahlen *E, . sind gleich den in analoger Weise aus den G, zu
bildenden *@,,,,; bringt man also den Index ¢ wieder nach oben, so
sind *@*,;, = *R*,,, die Komponenten eines invarianten Tensors der kon-
formen Geometrie. Dieser Tensor verschwindet fiir 7 ==2 und n'= 8 stets,
erst fiir » > 4 spielt er eine Rolle. Sein Verschwinden ist eine notwendige
(aber keine hinreichende) Bedingung dafiir; daf die Mannigfaltigkeit sich
winkeltreu auf eine Euklidische abbilden 148t.

§ 5. Skalare und tensorielle Dichten.
I. Im Situs-Raum.

Ist [¥Wdz — ich schreibe kurz dz fir das Integrationselement
dz,dx,...dx, — eine Integralinvariante, so ist W eine GroBe, die vom
Koordinatensystem in der Weise - abhingt, daf sie sich bei Ubergang zu
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einem andern Koordinatensystem mit dem absoluten Betrag der Funktional-
determinante multipliziert. Fassen wir jenes Integral als MafBl eines das
Integrationsgebiet erfilllenden Substanzquantums auf, so ist W dessen
Dichte. Eine GrdBe der beschriebenen Art mdge deshalb als skalare
Dichte bezeichnet werden. Das ist ein wichtiger Begriff, der gleichberech-
tigt neben den des Skalars tritt und sich durchaus nicht auf ihn reduzieren
148t *). Eine Linearform einer oder mehrerer Verschiebungen und Krifte,
die vom Koordinatensystem in solcher Weise abhingt, daB sie bei Uber-
gang zu einem andern sich mit dem absoluten Betrag der Funktional-
determinante multipliziert, nennen wir analog eine Tensor-Dichte. Es ist
gerechtfertigt, die Tensoren als Iniensitdts-, die Tensordichten als Quan-
titdts-Grofen zu bezeichnen. Die Ausdriicke kovariant und kontravariant
werden wie fiir Tensoren verwendet. Der allgemeine Begriff der Tensor-
dichte gehort der reinen Situsgeometrie an. Hingegen 1ABt sich in dieser
Geometrie die Analysis der Tensordichten nur in einem analogen Umfange
begriinden wie die Analysis der Tensoren.

Einen Tensor hatten wir in § 2 linear genannt, wenn er kovariant
ist und seine Komponenten der Forderung des Alternierens geniigen. Eine
Tensordichte wollen wir linear heiBlen, wenn sie kontravariant ist und
alternierende Komponenten besitzt. Eine lineare Tensordichte 1. Stufe
kann als ,,Stromstirke* aufgefalt werden. Ist w* eine solche, so ist

ow*
(16} Froiab
eine mit ihr invariant verkniipfte skalare Dichte; ist W%’ eine lineare
Tensordichte 2. Stufe, so ist

amik

(17) = ot

0%,

eine lineare Tensordichte 1. Stufe; usf. (16) beweist man in bekannter
Weise, indem man zeigt, daB die linke Seite die zar Stromstirke w* ge-
horige Quellstirke darstellt. Daraus ergibt sich (17), indem man ein

Kraftfeld f; = % zu Hilfe nimmt, das aus einem Potential f entspringt,
i
und die Divergenz von mw*¥f; bildet:
3(whf,)  omiE

ar,  oxy Ut
usf.

3} Die Gegeniiberstellung von Skalar und skalarer Dichte entspricht vollstindig
derjenigen von Funktion und Abelschem Differential in der Theorie der algebraischen
Funktionen.
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II. Im affin zusammenhingenden und im metrischen Raum.

In einer affin zusammenhingenden Mannigfaltigkeit kann man nicht
nur von einer linearen, sondern von jedweder Tensordichte deren Divergenz
bilden. — Ein Vektorfeld £° werden wir in einem Punkte P stationir zu
nennen haben, wenn die Vektoren & in den Nachbarpunkten P’ von P
durch Parallelverschiebung aus dem Vektor & in P hervorgehen, d. h.wenn
in P die totalen Differentialgleichungen

48 1% 67de, =0 (oder T4 & = 0)

bestehen, Offenbar gibt es solche in P stationfire Vektorfelder, welche
dem Punkte P einen willkiirlich vorgegebenen Vektor & zuordnen. Ein
analoger Begriff ist fiir Kraftfelder aufzustellen. Will man nun z B. die
Divergenz einer gemischten Tensordichte 1w} 2. Stufe bilden, so nimmt
man ein in P stationires Vektorfeld &' zu Hilfe und konstruiert von der
Tensordichte fim,-" die Divergenz:

2(&'wf) ae O0mf ro Lk
o e LTI

Diese GroBle ist eine skalare Dichte und demnach

amf>
B:rk ’

owf

oy — I,
eine kovariante Tensordichte 1. Stufe, die aus v} in einer von jedem
Koordinatensystem unabhingigen Weise entspringt.

Abér man kann nicht nur durch Divergenzbildung einer Tensordichte
zu einer solchen von einer um 1 geringeren Stufenzahl herabsteigen, son-
dern auch durch Differentiation aus ihr eine Tensordichte bilden, deren
Stufenzahl um 1 hober ist. Bedeutet 3 zunichst eine skalare Dichte, die
wir als Dichte einer die Mannigfaltigkeit erfiillenden Substanz auffassen
und ist.dV = dx, dx,...dx, ein unendlich kleines Volumelement, so ist
34V das dieses Element erfullende Substanzquantum. Wir unterwerfen
jetzt dV der infinitesimalen Verschiebung § (mit den Komponenten 8z;);
darunter verstehen wir einen ProzeB, bei welchem die einzelnen Punkte
von @V infinitesimale Verschiebungen erfahren, die selbst durch Parallel-
verschiebung auseinander hervorgehen. Der Unterschied zwischen den
Substanzquanten, welche ¢V und dieses durch Verschiebung aus dV ent-
stehende Weltgebiet erfiillen, betrigt

(68 — 30, 0x,)dV = (68 —38dy7)dV.
Es sind alse

(18) % _rrs

B
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die Komponenten einer kovarianten Tensordichte 1. Stufe, die in einer
vom Koordinatensystems unabhingigen Weise aus der skalaren Dichte 3
entspringt. Ihr Verschwinden an einer Stelle zeigt an, daB die Substanz
daselbst gleichformig verteilt ist. (18) kann iibrigens in einer mehr rech-
nerischen Weise auch folgendermaflen hergeleitet werden. Man nehme ein
in P stationdres Vektorfeld g zu Hilfe und bilde die Divergenz der
Stromstirke 8&*:

(3¢’ 08 i K ;

B _ B ytal = (2 —ris)é
Um die Differentiation von der skalaren auf eine beliebige Tensordichte,
z. B. die gemischte mf von 2. Stufe auszudehnen, bedient man sich in
nun schon geliufiger Weise eines in P stationdren Vektorfeldes &° und
eines daselbst stationiiren Kraftfeldes #, und differentiiert die skalare
Dichte wf&* 7,. Verjiingung der durch Differentiation entsprungenen Fensor-
dichte nach dem Differentiationsindex und einem kontravarianten fithrt
zur Divergenz zuriick.

Die Analysis der Tensordichten ist demnach schon in der Affin-

geometrie vollendet. Was die metrische Geometrie neu liefert, ist ledig-
lich folgende Methode zur Erzeugung von Tensordichten: man multipliziere

LA
aw,-

einen beliebigen Tensor vom Gewichte "% mit Vg, wo g die Determi-

nante der g,, ist. — Beispiel: Die wirkliche Welt ist eine (3 +-1)-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit; g ist daher negativ und wir benutzen an seiner
Stelle das positive — g. Aus dem kovarianten metrischen Wirbeltensor F,,
der vom Gewichte O ist, erhalten wir den kontravarianten F%* vom Ge-
wichte — 2 und daraus durch Multiplikation mit ¥V —g die Groflen
V :—5 Fik — %‘i E'.

Das sind also die Komponenten einer durch den Zustand des Athers in-
variant bestimmten linearen Tensordichte 2. Stufe; sie wird als metrische
Wirbeldichte (elektromagnetische Felddichie) zu bezeichnen sein.

ik .
(19) %8 _ g

By,

ist daher eine Stromstirke (lineare Tensordichte 1.Stufe). In (19) haben
wir das zweite System der Maxwellschen Gleichungen vor uns, das frei-
lich erst einen bestimmten Inhalt gewinnt, wenn der ,,elekérische Strom* 8*
noch in einer zweiten Weise durch den Zustand des Athers ausgedriickt
wird. - “Jedenfalls kann es aber nach unserer Dentung des elektromagne-
tischen Feldes nur in einer vierdimensionalen Welt so etwas wie eine
eleltromagnetische Felddichte und einen elektrischen Strom geben. Das
iiber irgendein Weltgebiet zu erstreckende Integral von
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G = %F ik %‘k
tritt in der Physik als die in diesem Gebiet enthaltene elektromagnetische
Wirkungsgréfe auf. Thre Bedeutung beruht darauf, daB die ‘unendlich

kleine Anderung, welche sie bei einer infinitesimalen, an den Grenzen des
Weltgebiets verschwindenden Variation 8g;,, d ¢; des Atherzustandes erfihrt,

= [(8'09:+ 36" bg,,) da (6" =6

ist, wo 8% die durch (19) definierten Komponenten der Stromstérke sind
und die gemischte Tensordichte 2. Stufe mit den Komponenten

&f =&sf — F,, §"

die Energie-Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes darstellt. Die
Bzistenz aller dieser Groflen ist durchaus an die Dimensionszahl 4 ge-
bunden. Zum erstenmal l@pt die hier befiirwortete Deutung der physi-
kalischen Erscheinungen einen verniinftigen Grund dafir erkennen, daf
die Welt vierdimensional ist.

Ap=F,dz;dx,
ist die ,,Spur® jener Transformation

AP =P, dx;dz,,
welche als Kriimmung auftrat. Nach dem Muster von © kénnen wir die
Transformation bilden o ‘

1V—gP, P
(wobei die Multiplikation als Zusammensetzung zu deuten ist). Die Spur
M derselben ist eine skalare Dichte, die gleichberechtigt neben & tritt.

1. Die WirknngsgréBe und ihre Variation.

Wir kehren zur reinen Mathematik zuriick. Ist ¥ irgendeine durch
den Zustand des Athers (unabhingig vom Koordinatensystem) eindeutig
bestimmte skalare Dichte, so wollen wir (nach dem Vorbild der Maxwell-
schen Theorie) die Integralinvariante [ d« als die in dem Integrations-
gebiet enthaltene Wirkungsgrofe bezeichnen. Bei einer beliebigen Varia-
tion des Atherzustandes von der eben geschilderten Art werde

(20) 6 [ Bda=[(0'sp,+1B"8g,)dw (B =B")
gesetzt. ° sind die Komponenten einer kontravarianten, 8 die einer
gemischten Tensordichte der 1. bzw. 2. Stufe. Zwischen diesen ,, Lagrange-
schen Ableitungen der Wirkungsfunktion 38 bestehen n - 1 Identstdten,

die aus der Invarianz der Wirkungsgrofe entspringen. Zunichst mufl
Invarianz statthaben, wenn man g, durch ig;, und gleichzeitig ¢ "durch
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1 64 . . . . . .
Pi— T 5 ersetzt; nmehmen wir darin fiir A eine unendlich wenig von 1

dx;
abweichende GroBe 1+ 34, so muB demnach (20) verschwinden fiir
2(34
0G;, = i, 04, 6%':_-;_:6;)'

Das ergibt die erste jener -1 Identititen:

it
aa:

(21) LT Y}

Zweitens nutzen wir die Invarianz der WirkungsgroBe gegeniiber
Koerdinatentransformation durch eine infinitesimale Deformation des Athers
aus™). Wir verschieben die Atherstelle P = (z;) nach P =(Z;). Dabei
moge aber die Verschisbung PP an der Grenze des betrachteten Gebiets
verschwinden, so daf dieses Gebiet nach der Verschiebung von demselben
Atherquantum erfiillt ist. In einem zweiten Koordinatensystem schreiben
wir dem Punkte P die Koordinaten w; zu. Verschieben wir den Ather
ohne Anderung seines Zustandes, so wird nach der Verschiebung in diesen
neuen Koordinaten die Metrik an der Stelle P durch

g (x)dx,de, und @ (x)dz;

festgelegt sein, oder, wenn wir auf die alten Koordinaten zuriicktransfor-

mieren, durch ’
i (Z)d%;dZ, und @, (z)dz;;

also an der Stelle P durch
Gip()dzdz, wd g(z)ds,.
Fir den so erhaltenen Zustand des Athers muB die Wirkungsgrofie wegen

ihrer Invarianz den gleichen Wert besitzen wie fiir den urspriinglichen.
Ist jene Deformation infinitesimal: Z; — ; + 0%;, so ergibt sich

_ 3 (3w, i(6z,) @
89, = G (%) — i (%) = {glr (@;) T Gur (a:j)_%*;:ké }

_ . . a{é ,
59’;:%(‘”)—%(93) = “‘{‘P ( m,)+0¢ oz, }

T gx;

Fiir diese Variation muB (20} verschwinden. Beseitigt man die Ableitungen
der Verriickungskomponenten dz; durch partielle Integration, so erhalt
man die Gleichungen
8 (w* )
{5% Icgr,%r,}+{ (m ¢‘,“mkz—%}20.

day, 28z L

1) Weyl, Ann. d. Physik Bd. 5¢ (1917), 8. 117 (§*2); F. Klein, Nachr. d.
K. Gesellsch. d. Wissensch. zu Gottingen, math -physik. K1, Sitzung v. 25. Jan. 1918,
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Benutzen wir (21), so finden wir fiir den zweiten der beiden durch die
geschweifte Klammer zusammengefallten Teile

. *%grs¢i'%rs+Fikmk'
Nun ist

2 <ayr,+gn%> W= (5 + )BT

oxy
wegen der Symmetrie von %"°
— . W= M, WS,

Damit nehmen die Gleichungen schliefilich die folgende Gestalt an, in
der ithr invarianter Charakter zutage tritt:

(628”

ox

(22) M5, 8%) + F, " = 0.

IV. Uberleitung zur Physik.

In einer metrischen Mannigfaltigkeit, deren Ather sich im Zustand
extremaler Wirkung befindet, so daB also fiir jedes Weltgebiet bei belie-
biger, an den Grenzen verschwindender infinitesimaler Variation der ¢,

und g;,

(23) 8 [Wde =0

ist, gelten die Lagrangeschen -Gleichungen
(24) W' =0, W = 0.

In der Physik werden die ersten als die elektromagnetischen, die zweiten
als die Grawvifationsgesetze bezeichnet. Wie die Mechanik, miindet auch
die Physik in einem Hamiltonschen Prinzip'®): die wirkliche Welt st eine
solche, deren Ather sich im Zustand extremaler Wirkung befindet. Wir
kennen die in ihr giiltigen, durch das Hamiltonsche Prinzip (23) zu-
sammengefaBten Naturgesetze, wenn wir die Wirkungsdichte % in ihrer
Abhéingigkeit vom Zustande des Athers kermen. Die Gleichungen (24)
sind nicht unabhinglg voneinander, sondern zwischen ihnen bestehen die
fiinf (n = 4) Identititen (21), (22). In der Tat kénnen ja durch' die
Gesetze (24) die GroBen iy Pi DUT SO weit bestimmt sein, da der
Ubergang von einem Bezugssystem zu einem beliebigen andern noch frei
bleibt; ein solcher Ubergang hingt aber von fiinf willkiirlichen Funktionen
ab. Das Verschwinden der aus den linken Seiten der elektromagnetischen

15) Vgl. dazu G. Mie, Annalen der Physik, Bd. 87, 39, 40 (1912/13), oder die
Darstellung der Mieschen Theorie in RZM § 25; D. Hilbert, Die Grundlagen der
Physik (1. Mitteilung), Nachr. d. K. Gesellsch. d. Wissensch. zu Gdttingen, Sitzang
vom 20. Nov. 1915,
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i
Gleichungen gebildeten Divergenz z—;—:; ist also eine Folge der Gravitations-

gesetze und umgekehrt das Verschwinden von deren Divergenz

B
5o — ML B,

0 xp

eine Folge der elektromagnetischen. Jene fiinf Identitditen stehen in
engstem Zusammenhang mit den sog. Erhaltungssdtzen, nimlich dem (ein-
komponentigen) Satz von der Erhaltung der Elektrizitit und dem (vier-
komponentigen ) Energie-Impulsprinzip. Sie lehren niémlich: die Erhaltungs-
sitze (auf deren Giiltigkeit die Mechantk beruht) folgen auf doppelte
Weise aus den elektromagnetischen sowie den Gravitationsgleichungen;
man méchte sie daher als die gemeinsame Eliminante dieser beiden Ge-
setzesgruppen bezeichnen.

Der einzige Ansatz fiir die Wirkungsdichte in der (3 -+ 1}-dimensio-
nalen Welt, den man verniinftigerweise in Betracht zu ziehen hat, ist
der folgende

B =M+ B,

wobel « eine numerische Konstante ist und die Bedeutung von I und &
aus Abschnitt II dieses Paragraphen zu entnehmen ist. Man sieht, wie
eng der Spielraum ist, welcher durch unsere Theofie dem Weltgesetz ge-
lassen wird. Als erste Approximation, bei Beschrinkung auf die linearen
Glieder, ergeben sich dann in der Tat aus dem Hamiltonschen Prinzip
die Maxwellschen Gesetze des eleltromagnetischen Feldes und: das
Newtonsche Gravitationsgesetz. Darin, daB die Wirkungsgrofie eine reine’
Zehl ist, liegt die Moglichkeit eines Wirkungsquantums begrindet, dessen’
Existenz nach der heutigen Physik als die fundamentale atomistische
Struktur des Kosmos anzusehen ist.

Doch werde hier, wo es sich nur um die systematische Entwicklung
der reinen Infinitesimalgeometrie handelt und der mit ihr verbundenen
Analysis der Tensoren und Tensordichten, auf die physikalische Ausdeutung
der Theorie nicht niher eingegangen. Heben wir noch einmal jene Punkte
hervor, in denen diese {iber das bisher Vorliegende hinausgeht! Das sind:
der stufenweise Aufbau in den drei Stockwerken der Situs-, Affin- und
metrischen Geometrie, die Befreiung der letateren von einer ihr in.'vder
Riemannschen Fassung noch anhaftenden ferngeometrischen Inkonsequenz
und die Erginzung der Lehre von den Tensoren ( IntensitatsgroBen ) durch
ihr Gegenstiick, die Lehre von den Tensordichten (oder QuantititsgroBen),

(Fingegangen am 8. Juni 1918}



