
Einige Haupts~tze aus der Lehre yon den Curven drifter 
Ordmmg. 

Von 

ERNST KSTTER in Berlin. 

In einer friiheren Abhandlung*) babe ich, auf einer eigenthfim- 
lichen Weiterbildung der trilinearen Zuordnungsweise fussend, rein 
geome~rische Beweise fiir die unendlich vielfache projeetivische Erzeug- 
barkeit der algebraischen ebenen Curven gegeben. Diese Entwickelung 
l~ss~ sich fiir die Curven drifter Ordnung zu bemerkenswerlher Einfach- 
heir abkfirzen; angesichts der zahlreichen, auch neueren Publica~ionen*~) 
fiber diesen Gegenstand scheint es mir woht am Platze zu seine einige 
WorSe auf diesen Beweis zu verwenden. 

Ie 

Die unendlich vielfache Erzeugang der Cttrven dritter 0rdnaug durch 
projectivische Gebflde. 

Den Ausgangspunkt bildet fo]gender Satz: 
3~in Kegdschnittbiischd ~l  K2113. . .  mit den vier GrundpunMe~ 

A, ~B, C, 2) schneide au/ einem bdiebigen vo~ A ausgehenden Strahle a(~) 

*) ,,GrundzHge einer rein geometrisehen Theorie der algebraischen ebenen 
Curven", Abhandlungen der Berliner Akademie, yore Jahre 1887. 

**) W~hrend Herr Sehr~ter in seiner neuesten Publication { ,,Die ebenen 
Curven drifter Ordnung" etc. Leipzig, Teubner3 1888} die Definition als TripeI- 
curve zu Grunde legt, giebt Herr KHpper einen ganz neuen, nicht eben ehnf-,when 
Beweis des Fundamentaltheorems, der auf eigenartiger Benutzung einer quadra- 
tisehoinvolutorischen Verwandtschaft beraht. Vergl.: ,Einleitung in die pro- 
jectivische Geometrie der Ebene, nach Vortr'dgen des Herrn C. Kfipper heraus- 
gegeben yon K. Bobek". Leipzig, Teubner 1889. Die eigentliehe trilineare Veto 
wandtschaf~ benutzt Herr Castelnuovo zum Beweise des Theorems. Vorzugsweise 
wird noch tier Hfilfssatz gebraucht~ und bewiesen, d~_~ zwei Kegelschnittbfischel 
eine Curve dx--itter Ordnung erzeugen, wenn sie zwei Grundpunkte gemein haben, und 
die Geradenpaare einander entspreehen, in denen die Verbindungstinie dersetben 
vorkomm~,. VergL den Aufsatz .Studio sulla omografia del seconda spezie" Yen. 
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die Punktreihe E~(~)E2(~)E.~(~)..., auf  einem beliebigen dutch B,  C, D 
gelegten Kegelschnitte ~ die t)unktreihe t)1 t)2 t ) ~ . . ,  aus. Alsdann 
treffe~ sich die Geraden El(z)/)1, E2(~)P2, E3~z)/)a, . . .  in einem 
t)unkte t~ (~) yon ~. a (~) und )~l~)beschreiben projectivische Gebilde: 

a ' a " a " ' . . .  ~ t ~ ' _ ~ " t ~ ' . . . .  

Andererseits ist natiirlieh 

K~ K~ K~ . . . ~ ~,  ~ ~ . . . .  

Der Satz isl einleuehtend, well 

I',,(F,;~;'E:,"...) ~ ~',(E,'E,"~;"...) 
is~, und beide Gebilde einen Kegelschnitt erzeugen, der .B, C, D, Pt,~ P~, 
enth~il~ und demgem~iss mi~ ~ identisch ist. Die Reihe ~ ' / t " / W . . .  
hat also die Eigensehaft, dass die projectivischen Biisehel 

a'a"a"" . . . 7~ .P~,(.R'.R" R "  . . .) 
den" bestimmten Kegelschnitr K~ erzeugen.*) 

Eine Curve drifter Ordnung C sei nun das Erzeugniss der beiden 
projeetivischen Btischel 

K 1 K 2 K ~ . . .  7~ o l o ~ o ~ . . . ;  

das letziere Strahlbiischel habe das Centrum O. Sind /)1 und/)~ zwei 
Punkte des Erzeugnisses, die mit 0 nicht in gerader Linie und deshalb 
auf zwei verschiedenen Kegelschnitten Kt und Ke des Biischels liegen, 
so erhi~lt man auf dem dutch ~ C~ D , / ) l , / ) 2  bestimmten Hiilfskegel- 
schnitt ~ die beiden Reihen 

t~'.~" t~" ~ a'a"d'" 

~ , ~ ' ~ ' ~ . . .  ~ ~ 2 r 2 2 r ~  . . .  ~ o, o2o3 . . . .  

Die Curve is~ der Or~ der Punkt% in denen sich Strahlenpaare o~,, a (~) 
mit den zugehSrigen Geraden P~/~(~) treffen. Bezeichne~ man mi~ 
L( a~ das Erzeugniss der Biisehel 

/ 

~t(~>(~ 2 ~ . . . )  7X o,o~o~..., 
so is~ die Curve C das Erzeugniss der eindeutig auf einander bezogenen 
Reihen 

e g a " a ' " . . ,  und L ' L " L "  . . . .  

Da 0/)1 mi~ o~, O.P~ mi~ o2 bezeiehne~ werden kann, so begegnen 
sich alle Kegelsehnitte /_,(~) in O, /~ und P2. Ist X der letzte Schnitt- 
punkt yon L'  und L"~ so entsprechen 2T X und / t "  X bei der Erzeugung 
derselben dem Strahle O X. Daher liegt X auf ~,  entspricht 0 X in 

Augenscheinlich liegt hier eine Verallgemeinert~ng der zwei~en Steiner'- 
schen Erzeugungsweise des Bfischels vor. Diese selbst wfirde sich ergeben, wenn 
man ~ in B G und eine yon D ausgehende Gerade zerfallen Hesse.. Vergl. 
,,Steiner's Vorlesungen ~ber synthetische Geometrie". Zweiter Theil, heraus- 
gegeben yon H. Schr~ter. 2. Aufk Leipzig, Teubner 1876, w 41. 
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der Reihe /~1/~2xP3... und ist allen Kegelsehni~en L;  L"~ L ' ,  . . .  
gemeinsam, L ' L " L ' . . .  ist mithin ein zu a 'a"a ' " . . ,  projectivisches 
Bfisehel, und es gilt tier Sats: 

Ist eine Curve das ~ r z e ~ i s s  eines Strahlbiisehels und eines da~u 
larejectivischen Kegelschnittbiischels, so kann sie auch erzeugt werden mit 
ttiilfe eines Strahlbiischets, das einen der Grundpunkte des alien t~iischds 
zum Centrum hat, und eines Kegelschnittbiischels, welches das alte 
Centrum zum Grundpunkt hat, wShrend zwei andere auf der Curve 
wiUkiirlich sind, und der letzte dann unzweideutig bestimmt ist. 

Dutch dreimalige Anwendung dieses Satzes ergiebr sieh augen- 
blicklieh: 

Eine Curve dritter Ordnung kann erzeugt werden mit Hiilfe eines 
Biischels, denen Grundpunkte auf der Curve willkiirlich sind, und eines 
~u ibm projectivischen Strahlbiischels, das den Gegew2unkt der vier 
Grund2unkte zum Centrum hat. 

Auf der Grundlage der v. Staudfschen Imaginiirentheorie bezieht 
sich das obige gleichm~issig auf reelle und nich~ reelle Punkte. H~lt man 
abet an einer mehr elementaren Betrachtungsweise fast, so wtirde sich 
das Vorhergehende nur auf die reellen Punkte der vorliegenden Curve 
beziehen. Ich will zeigen, wie einfaeh auch bei diesem S~ndptmkte 
Paare imaginiirer Punkte in die Betrachtung eintre~en. Zwei Strahl- 
biischel, welche zwei ineinanderliegende projecLivisehe Punktreihen 
projiciren, erzeugen bekannflich einen Kegelschnitt, der beider Doppel- 
punkte enthiilt, auch dana, wenn die letzteren imagin~ir sein sollten. 
Da nun L" das Erzeugniss yon 

/~ ' ( / iT(E2 'E3". . . ) - - : /~ ' ( / ) l /~/ )3 . . . )  und olo2o3... 
ist, so wird bei der obigen Ueberlegtmg, wie man aueh /'1 and /~2 
auf der vorliegenden Curve gewiihlt hat, dem Strahle a" ein Kegel- 
schnitt zugeordne~, der mit ibm dieselben beiden reellen oder imaginKren 
Punkte gemeia hat, n~mlieh die Doppelpunk~ der Reihen, die 
olo2o3.. ,  und K j K 2 K a . . .  auf d ausschneiden. Macht man nun 
einmal den umgekehrten Schluss und dann ihn selbst, so folgt der Saiz: 

�9 l~in Strahl habe nut einen reellen t~unkt A mit der Curve gemein. 
Man w~hle A als Centrum des Strahlbgschels und drei beliebige 
2unkte der Curve als Grund2unkte des zugeh6rige~ Biischels. ]8d der 
dutch die reellen Curven~nkte vermittdten projectivischea Zuardnu~ 
bcider JBiischd wird dem Strah~e eine Curve zugewiesen, welch, zwei 
ganz bestimmte imaginiire Punkte auf ibm ausschneidet, l~echnet man 
aUe diese imaginiiren t)unkte der Curve zu, so hat sie mit jeder Geraden 
drei 2unkte gemein, da eine leichte Stetigkei~betrachtung m i ~  
einen reellvn gemeinsamen Tunkt ergiebt. 

Dass conjugirt im,~inKre Punk~ in die Basis eines erzeugenden 
Mathemati~he Annalen. XXXVIII. 19 
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Bfischels aufgenommen werden kSnnen, zeig~ man durch folgende 
Betrachtung. Die imagin~iren Punkte/~o, ~,o mSgen mit dem Curvenpuakt 
S auf einer reellen Geraden s o liegen, die yon S ausgehenden S~rahlen 

�9 I g  I t g  t P P �9  I t � 9  s , s ,  s mSgen in Paaren reeller Punkte /~, F ;  •", F ; ~ ,~"" 
schneiden. Die vier yon einem Curvenpunkte 0 ausgehenden Geraden 
ol, o2, os, o 4 mSgen in den Paaren C1, 1)1; C2, D~; Ca, D~; C4,/)4 
reeller Punkte treffen. Mi~ dem letzten Schnittpunkt yon OS mSgen 
die reellen Punkte A, B yon C in einer Geraden ]iegen. Fass~ man S 
als Centrum des Strahlbfischels, A, .B, C~,, D~, als Grundpunkte des zu- 
gehSrigen Kegelschnittb~ischels auf, so erkennt man naeh dem vorigen, 
dass je sechs Punkte 

A,  .B, C~, D~, Eta), ~r ---~ 0, 1 ,2 ,  3; # ~ 1, 2, 3, 4) 

auf je einem Kegelsehnit~ KA ~ liegen. Ferner is�9 

so r s" s" K,o X," K," K; K;" K;" K; K;' K;" 

Da man abet auch 0 als Centrum wEhlen und die Basis aus jedem 
! �9 I g t  

der Punktepaare ~E , F ; jE"; ~";  g , .F" in Verbindung mi~ A, B 
zusammensetzen kann, so is�9 andererseits 

o, o2o~o, ~ .K,'K2"K3'K," ~ K('K2"K~"K4" ~ K, ' , 'K2"K, , 'K, ' ."  

Ferner wissen wir, dass K1 ~ /~2 ~ K3 ~ K4 o einem Bfischel angehSren. 
Wit nehmen nun yon allen 16 Kegelschnitten die Polaren hinsichflich 
eines festen Punktes/~ und benutzen, dass ein Bfischel ein zu ihm selbst 
projectivisches Bfischel yon Polaren bedingt.*) Hiernaeh ergeben sich 
zweimal vier Punk~e A~ A~, A~, A~; ~ o  /~', /~,', B.,, yon der Art, 
dass A~ B~ ~) die Polare yon K~ ~) is~. Da ferner 

is�9 so liegen alle 8 Punkte auf einem Kegelsehnitte ~ ' ;  hiernaeh is�9 
~o(.~, A~A~.~4) ~ B ' (~ , ,  , ~ ,  . ~ ,  A4), 

das heisst 
K~~176176 K, ~ ~ o~o~o~o~. 

Da o4 ein beliebiger in reellen Punkten treffender Strahl des Bfisehels 
0 is�9 so kann die Curve, was ihre reellen Punkte anbelangt, mit 
Hfilfe des StrahlMischels o~o~o~.., und des Kegelschnittbfiscbels mit 
den reellen Grundpunkten A, /~ und den imagin~en .E o, ~,o erzeugt 
werden. Einem Strahle os, der in imagin~iren Punl~en C~', D~ schneider, 
mSgen die Kegelschnitte .Ka ~ K5", Ks", .K~"" projeetivisch zugeordnet 
werden. Die Polaren derselben hinsichtlieh P begegnen sich in dem 
Punkte A 5 yon ~ ,  �9 welehen 

*) Vergl. S~einer-SchrSter etc. w 47. 
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~(A, A2A3A4As) ~ ~(AIA2A3A4 As) ~ - . - ~  o, o2o3o~o~ 

ist. Da nun P ein ganz beliebiger Punk~ der Ebene ist, so gehSren 
K5 ~ Kj ,  Ks" , K j "  zu einem Biischel, und K5 ~ enkh~l~ Q ,  D~ ebenso 
wie die drei anderen Kegelschnitte. Die neuen Erzeugungsweisen 
ergeben also die schon vorhandenen reellen und imaginiiren Punkte. 
Die gemachten Schliisse wiederholen sich nun Wore fiir Wort.fiir zwei 
conjugir~ imagin~ire Punkte A , /~  und ergeben alsdann den Lehrsatz: 

Hat ein .Biischel seine vier Grund~ntnkte, unter denen zwei 
oder zweimal zwei conjugirt imagin~ire vorkommen kgnnen, au[ einer 
Curve drifter Ordnung, so erzeugt dasselbe mit einem ~x, ojectivischen 
Strahlbiischd die Curve driiter Ordnung, was die reellen ~unkte der- 
selben anbelangt und die conjugirt imagin~ren t~unkte, die mit dem 
Centrum des Strahlbi~chels in (reelle~) Geraden liegen. 

Durch leichte indirecte Schltisse gewinnt man folgende Umkehrung 
dieses Satzes: 

Erzeugen ein Strahl- und ein Kegelschnittbiischel eine Curve dritter 
Ordnung, was ihre reellen t)unkte anbelangt, so geh6ren ihr die Grund- 
punkte des letzteren Biischels auch dann an, wenn sie nicht reell sein 
sollten. 

Von einem Kegelschnitt, der zwei Punkte mit der Curve gemein 
hat, kann gezeigt werden, dass er einem derartigen Btischel angehSrt 
und daher noch vier weitere Punkte mit der Curve gemein hat. 

II. 

Uebergang zu anderen Betrachtungsweisen tier Curve. 

Mit Leichtigkeit l:,isst sich mit Hiilfe des benutzten Principes cter 
Uebergang zu Herrn Reye's Definition der Curven drifter Ordnung 
vollziehen. WKhrend Herr Reye*) selbst den Uebergang zu Chasles' 
Erzeugungsweise vollzogen hat, hat Herr Schur**) eine Construction 
fiir die Netze collinearer Strahlenebenen gegeben, durch die eine ge- 
gebene Curve drifter Ordnung erzeugt wird und nachgewiesen, dass 
es eine einfache Manni~altigkeit solcher Netze giebt. Gleichwohl 
dfirfte die neue Vorsehrift zur Construction solcher Netze nicht ohne 
Interesse sein, die aus unseren Entwiekelungen folgen wird. Wir lassen 
hierzu den Kegelschni~ R der obigen Betrachtung in die Gerade B C 
u~.~d in eine zweite yon D ausgehende, aber A nich~ enthaltende 
Gerade d zerfaUen. Die Punktreihe 1~ R " R " . . .  lieg~ dann auf ~ C, 

*) Vergl. ,,Vorlesungen fiber die Geometric der Lage". II. Bd., II. Auflage, 
Hannover, 1880. (u 25). 

**) Vergl. w 3 des Aufsatzes ,,Ueber die dutch coUineare Grandgebilde 
erzeugten Curven und Fl~chen". Habilitab~onsschrif~. Leipzig 1881. 

19" 
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die Reihe / ~ i / ) 2 / ) 3 - . .  hingegen wird yore Bfischel K~ K 2 K 3 . . .  auf 
d ausgeschnitten. Nunmehr gehSrt nicht nur zu einer Zusammen- 
stelIung a(~)o~ eine Gerade/~(~ P~,, sondern auch umgekehrt zu einem 
S~rahl der Ebene im allgemeinen ein Paar a( z~, o~. Der Schnit~punkt 
G yon B C und d wird als Punk~ der Reihe /~,/)2ZO3 . . .  yon dem 
Geradenpaar B C, A D des B~ischels K I K e K 3 . . .  ausgeschnitten. In 
dem Biischel o 1o 2o:~. . .  gehSrg daher zu G der Strahl oo, der die 
letz~en Schnittpunk~e E und /7, yon *AD and B C  mi~ der Curve ent- 
hiilt. Insofern G der Reihe / / ' / ~ " / ~ ' . . .  angeh5rt, entspricht ibm 
der Strahl A D  des B[ischels a'a"a'" . . . .  Denn um zu /~(z)das zu- 
gehSrige a(~) zu erhalten, haben wir /~(~)P~ zum zweiten Male mit 
K~ zu schneiden; alle so erhal~enen Punkte Iiegen auf a(~). Die Ver- 
bindungslinien decken sich fiir G mi~ d selbst, die zweiten Schnit~- 
punk~e mi~ D ,  und a (~ mit A/ ) .  Jedem yon G ausgehenden Strahl 
gehSrt mithin O E ,  A/~ ~ A / )  als Zusammenstellung o~, a (~1 zu. 
Dreh~ man/~{~)/~ um einen festen Punk~, so tre~en dadarch /~1 P~ P~-.- 
und t~ '1~"~" ' . . ,  in projecgivische Beziehung, und es bewegt sich der 
Punkt (a (~, os) projec~ivisch fiber einen Kegelschnit~, der ausser A 
und O auch /i7 enthi~l~, weil G in einem Strahle des Biischels vor- 
kommt. A ,  0 und ~ bleiben in ihren alten Bedeutungen lest, wenn 
d ein beliebiger y o n / )  ausgehender S~rahl ist und B, C ein beliebiges 
Paar, deren Verbindungslinie dutch ~'  geht. Die bei versehiedenen 
Annahmen yon d and ~ C  entstehenden S~rahlenebenen /~(x)P~ sind 
nieh~ nut eindeutig, sondern collinear auf einander bezogen; denn die 
homoIogen Strahlen dieser Ebenen beschreiben projectivische Strahl- 
bfische], sobald der Punk~ (a(~)~ or) irgend einen A, O, ~ enthat~enden 
Kegelschnitt durchl~uft. Beliebig viele dieser collinearen Ebenen 
senden darch jeden Punkt der Curve drifter Ordnung homologe Strahlen. 
Dieselbe kann daher als Oft der Punkte defi~irt werden, in denen je 
drei homologe Strahlen yon drei willkiirlich herausgegriffenen dieser 
Ebenen sich ~reffen. 

Man erhiilt nun zu a(~ o~ den entsprechendenS~rahI in einer der 
betrachteten Ebenen, wenn man den o~ entsprechenden, also mit ihm 
auf der Curve sich schneidenden Kegelschnitt K~ mi~ a(i} und d zum 
zweiten Male schneider und beide Punkte verbindet. Hieraus ergiebt 
sich folgende Vorschrif~: 

~s seien O, ,E, 2' drei beliebige in einer Geraden liegende Curven. 
punIzte, A, 1) feste, mit ~ in einer Geraden liegende Punkte, t~('), C ~); 

~; ,K~ ver~nderliche 2unMe~aare, die mit ~ be~. 0 in G~aden liegen. 
) sei der A ,  D,  B('), C~'), H~, K~ enthaltende ~egelschnitt; a, 

d seiza yon A bez. 1) ausgehende Strahlen. Die Verbindungslinie der 
beiden t)unkte, in welchen a u n d  d ausser in A und 1) K(~)'schneide~, 
m6ge mit (a, "~(~) ~ bezeichnet werden. Alsdann fiille~ die drei Strahlen 
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d,~(~') , (a, ,~ "~("~ (a, &~("') 

wenn a und 0 H~ K~ unab.h~ngig yon einander alle mSglichen Lagen 
annehme~ drei collineare Strah~nebenen aus, welche die Curve driver 
Ordnung erzeugen. 

Von der ganzen zweifachen Mannigfaltigkei~ der S~ahlenebenen~ 
die sich bei den verschiedenen Anna]amen yon d 1 und ~(r C(') ergeben, 
fasse man jeCz~ je die homologen Strahlen in je eine Ebene zusam- 
men und betrachte in den gewonnenen Strahlenebenen solche Strahlen 
als homolog', die zu derselben Ebene der ersten Mannigfaltigkeit ge- 
hSren. Ebenen dieser Art aber werden yon den S~rahlen 

3~(~) * (a,, 
erfiillt. Alle diese Ebenen sin d also ebenfalls unter einander collinear, 
und irgend drei yon ihnen erzeugen ebenfalIs die Curve driver Ord- 
nung. Es foIgt hieraus, dass wir es, nach tterrn $chur's Bezeichnung, 
mit zwei conjugirten Netzen collinearer Strahlenebenen zu thun haben. 
Jedes yon beiden Netzen steht, zu dem anderen ~ der beschriebenen 
Beziehung. Sucht man zu zwei festen Geraden einer Ebene die 
homologen in den anderen Ebenen des betreffenden ~Netzes, so be- 
schreiben sie zwei collineare Ebenen des anderen NeCzes. 

Ist nun einmal das Netz gefunden, so kSnnen die Ptmkte A~ O, ~,  
auf denen seine Construction beruht, dutch drei Punkte ersef.zt werden, 
die zwei beliebigen Ebenen des Netzes entsprechend gemein sind and 
deshalb auf der Curve liegen. Man greife eine drit2~e Ebene, welche 
nicht za dem Biischel aus den beiden ersten gehSrt, wiUktirlich heraus. 
Es seien L ,  M, ~-V die en~sprechend gemeinsamen Ptmkte der beiden 
ersten Ebenen; :P1,/~2~/~3 allgemein homologe Punkte tier drei Ebenen. 
In t)1 schneiden sich zwei homologe Strahlen der beiden ersten Ebenen, 
n~imIich die Gerade, ~velche/)I~P~ in der ersten Ebene entspricht und 
t)1/)2 selbst. Sucht man also zu zP t / ~ ,  betrachtet als Gerade der 
zweiten Ebene, den homologen Strahl P3 in der dritten Ebene, so is~ 
die Curve der Oft der P u n k t e / ~  die in den entsprechenden Geraden 
~o a liegen. Bewegt sich nun /)~ .fiber einen L M ~  umschriebenen 
Kegelschnitt, so is~ dasselbe mit /~: der Fall, und die ents~ehenden 
Punktreihen haben L ,  M~ h r ent~prechend gemein. Naeh einem be- 
kannten $atze-dreht sich daher /)1 LP~ um den lenten Schnit~punkt 
der beiden erhaltenen Kegelschnitte trod ~0s durchmisst; also eta Stxahl- 
bfisehel, das zu tier yon zP~ beschriebenen Reihe projec~ivisch isl. 
Durchlaufen anderersei~s _P~ und P~ zwei yon M bez. ~ ausgehenele 
Gerade, so dreht sich ~P~/)~ um einen auf . L ~  bez. L M  liegende~ 
Punk~. Sind daher La, ~r Zra die zu L,  M, z~ r gehSrigen Pmakte, 
so erh~ll man zu den S~ahlbtiseheln m" m" m " ' . . ,  and ~ ' ~  ~ - . .  
mi~ den Cemtre~ M and ~ projec4ivische Ptmkh~ihen l ~ t t " I t ' . . .  
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und / ) , P e P s . . .  auf /,3_7V~ und L s M s yon der Art ,  dass, wenn P, 
der Kreuzungspunk~ von m (a) und n~, ist, p~ die Verbindungslinie von 
/~(~) und P~ ist. Jeder yon L s ausgehencten Geraden aber gehSr~ der 
Punkt L zu. Hier haben wir rail ver~uderten Bezeichnungen die 
Darstellung der Curve vor uns, mit deren Hfilfe wir zu Herrn Reye's 
Definition kamen. Ffir A,  O, ~ ,  G treten M,  Z r, L ,  La ein, ffir 
D tier Schnittpunkt yon M Z  und Ms Z s. 

Sehr einfach l~isst sieh fibrigens der Nachweis gestalten, dass eine 
Curve drifter Ordnung das Erzeugniss halb-perspectivisch bezogener 
Strahleninvolutionen is~. 0 und A mSgen denselben Tangentialpunkt 

haben. Soll 0 das Centrum des Strahlbfischels sein, und sollen die 
Kegelschnitte des zugehSrigen Bfischels einander in A berfihren, so 
liegen die beiden anderen Grundpunkte ~ ,  C mit 0 in einer Geraden 
r e. Ant jedem Kegelschnitt des Bfischels K I K e K 3 . . .  liegt eine In- 
volution mi~ dem Centrum 0 ;  yon A aus werden die$elben durch 
andere und andere Anordnungen derselben Involution mit den Paaren 
A O ,  A ~  oder p', q" und A ~ ,  A C oder P"~l" projicir~. Nennt man 
O A  als yon 0 ausgehend r~, so ist K s das Erzeugniss der beiden 
projectivischen Gebilde 

I f  Ip vl! t t t  fly ~ )  
p'q', p ~ ~ p q , p(~)~(~)~ . . . ~ r l~ r2~ r~ , r ~ . . . .  

Hieraus folgt zuerst, dass die Paare der Involution p'q', p"q" 
die Punk~epaare der Curve drifter Ordnung projiciren, die mit 0 in 
gerader Linie liegen, und dass umgekehrt die mit A in gerader Linie 
liegenden Punktepaare yon 0 aus durch Paare ether Involution projicirt 
werden. Dass diese Involutionen nicht nur eindeutig, sondern speciell 
projectivisch auf einander bezogen sind, erkennt man auf folgende 
Art. Projicirt man die Punktreihe, welche K 1 K 2 K 3 . . .  auf p(~)-aus- 
schneider, yon 0 aus und sucht die diesem Strahlbfischel rl(Z) r2(z) rs(~) ... 
mit o 1 o 2 o a . . .  gemeinsamen Strahlen~ so erh~ilt man das zu ~v(~) q(a) 
gehSrige Paar o(~) r(~). Versteht man unter K 1 und K 2 die Geraden- 
paare A P ,  BC, und A B ,  A C  des Bfischels, so werden rl(~) und r2(~) 
m i t r  e und r 1 identisch, o 1 und o 2 hingegen sind dann die Strahlen 
O P  und OBjC~, wenn Bj und C 1 die ]etzten SchnittpunkSe yon A ~  
und A C sind. Als Doppelstrahlen der Bfischel 

0 1 0 2 0 3 0 4  " " " ~ ~'29"1~'3 (~) r 4 ( a ) -  �9 �9 

bilden also o(~) und r(~) ein Paar der ~ Involution oj r,,'our~ oder 0 P, 
O A ;  0 B ,  0 B , .  W~hlt man einen beliebigen yon o 5 und o~ ver- 
setdedenen 8trahl des ersten Bfischels, etwa o~, beliebig aus, so fixirt 
der zugeordnete 8trahl ehldeu~g das be~rachte~e Involutionspaar, und 
zwar beweg~ sich letzteres zu jenem Strahl projectivisch. Da nun 
ra(~) und ~(a)~a) bei ihrer Bewegung /(~ erzeugen, so bewegen sich 
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p(~) qr r~ ~) and r(a) o(~) 

zu einander projeetiviseh*). Den Lagen p'~/" mad p"q" enksprechen die 
Lagen r~ und r~ yon ra(~. In beiden Fiillen a ~ t  die projeetivische 
Beziehung, die r(z) o(z) liefer~, aus; es ergiebt sieh im ersten Fall o~r~, 
im zweiten Fall o~r~, so dass die Involutionen 

f i g  � 9 1 6 2  ~ g �9 e t  I I  �9  � 9  

die zur Erzeugung tier Carve erhalten werden, in der That in halb- 
perspeetiviseher Lage sind {r t ~ p '} .  

HI. 

RationaIe Curven dritter 0rdnung. 

Die verschiedenen Erzeugungsweisen, die ftir eine Curve mit 
einem Doppelpunkte A gelten~ lassen sich ebenfalls rail Hfiffe unseres 
Prineipes in Zusammenhang bringen. Wit gehen davon aus, dass 
jede A enthaltende Gerade nut einmal, ausser in A, die Curve trifle. 
Da unser allgemeiner Satz auch hier gilt, kSnnen wit alas CenSure 
des S~rahlbfischels auf der Curve beliebig w~hlen, zu Basispunk~en 
aber ausser A zwei beliebige Punkte •, C der Curve w~ihlen. W~re 
nun der vier~e Grundpunkt D yon A versehieden, so k~imen A/~ 
und A C in zwei verschiedenen Geradenpaaren yon K'1K2K3.. .  vor. 
Da nut einem yon beiden der Strahl OA oder o I enisprechen kSnnte, 
m~iss~e ent~veder A ~  oder A C  in zwei Pmakten ausserhalb A schneiden, 
was ausgeschlossen ist. Daher miissen K1, K2, K3, -- �9 einander his 
A l~ngs einer Tangente beriihren, deren letzter Schnittpunk~ mit dem 
yon 33C mad mit 0 in einer Geraden lieg$. Der Geraden o I oder OA 
gehSrt als X 1 das Geradenpaar AJB, A C  zu. Dass eine auf die be- 
schriebene Art entstandene Curve wirklieh einen Doppelpunkt A hat, 
zeigt man durch Uebergang zu einer anderen Erzeugungsweise. Den 
Htflfskegelschnit~ ~ haben wit bier dutch A - - - D ,  B,  C und zwei 
be|iebige mi~ O nich~ in einer Geraden liegende Punkte /~2 und P3 
zu legen. Hier entsteht die yon K 1 K 2 K 3 . . .  ausgeschnittene Punk~- 
reihe P1 P~ P ~ . . - ,  und zwar ist P1 als letzter 8chnittpunkt yon 
A B,  A C mit A identisch. Die zweite Reihe R ' / ~ " R ' " . . .  hat wieder 
die Eigenschaf~, dass die Bfischel 

2~ ( /T~" /~" . ,  .) ~ a ' a " a ' . . .  
~'u erzeugen. Nennt man L(l) alas Erzeugniss der Biisehel 

*) Dass die beiden Methoden der project2vischen Beziehungen yon Iuvolu- 
tionen, die bier in Frage kommen, auseinander folgen, habe ieh ausffihrlich be- 
wiesen. Vergk a. "a. O. w 24--26. 
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so erzeugen die beiden Biisehel 

a'a"a. . . . .  �9 �9 �9 A L ' L " L ' "  
ebenfalls die vorliegende Curve. Da nun ol, o2, o 3 die Punkte A oder 
/)1,/)2,/)3 enthalten, so sind A, / )2 , / )3  und 0 die Grundpunkte des 
zweiten Biischels. Da umgekehrt ein Punkt, der Centrum des Strahl- 
btisehels und Grundpunkt des Kegelsehnittbtischels zugleieh ist, ein 
Doppelpunkt der erzeugten Curve sein muss, so folgt: 

•ine Curve dritter Ord~ung mit einem Doppelpun~te A entsteht, 
wenn einem beliebigen Strahlbiischel ein ~Biischel in A sich beriihrender 
Kegelschnitte zugeh6rt, und dem Strahle OA das Geradenpaar mit dem 
KreuzungsFankt A zugehgrt. Die beiden anderen Grund~unkte sind 
auf  der Curve beliebig. Andererseits erzeugt das Strahlbiischel A die 
Curve zusammen mit einem l~iischel, das neben A drei beliebige Curven- 
punkte B ,  C, D zu Grundlgunkten hat. 

Um zu einer anderen Erzeugungsweise zu kommen, bezeichne 
man mit L', L" die Geradenpaare A B, C ~  und A C, ~ 1), mit a" und a" 
die zugehSrigen Struhlen, die sieh mit C/) and ~ D  in den Curvenpunkten 
C s und B s sehneiden. Um die Curvenpunkte auf dem betiebigen yon 
D ausgehenden Strahle d~, zu finden, haben wir die Punktreihe, welche 
L ' L "  L ' " . . .  auf d r ausschneidet, yon A a u s  zu projiciren. Dieses 

�9 r P  e g g  I g  F / I  

Strahlbtische]: e~e~ e~, . . .  hat mit a'a a . . .  Doppelstrahlen, welche 
die gesuchien Punkte projiciren. Sie bilden aber ein Paar a~e~ der 
Involution 'e',' d oder da " e" a ~, a" ~,, ei, mit oder A ~ ,  e~ mit. e" oder 
A C  identiseh is~, ein Paar der Involution AC,  AC1; A B ,  A B i  �9 Das 
Paar iindert sich projectivisch z. B. zu e'~' oder, da d~," and d~, sich 
stets auf L'" schneiden, zu all,. Dies ergiebt den bekannten Satz: 

.Eine Curve dritter Ordnung mit einem Dopse~n~nkt A ist das 
Erzeugniss eines Strahlbiischels, dessen Centrum auf der Curve beliebig 
ist und einer Strah~eninvolution, die den ~oppelpunkt zum Centrum hat. 

Zu einer letzten bekannten Erzeagungsweise der Carve gelangt 
man, wenn man eine zweite yon a ' a " a ' " . . ,  unabh~ngige Anordnung 
a 1 a.~aa. . . -der yon A ausgehenden Strahlen benutzt. Man schneide 
L ' L " L ' " . . .  mit einem ~,  C, D enthaltenden Kegelsehnitte ~ in der 
Reihe /~ ' /~"/~ '" . . .  und construire auf ibm die Reihe/)sxP2/)3. . .  yon 
der Art~ dass 

as a2 an- '"  A/~(~) (/)1 zO2/)a-.- ) 
L(~) erzeugen. Wieder gehSren nur die Punkte der Curve an~ in denen 
drei Strahlen a(~), a~,, /~(~)zo~, sieh begegnen, tIierzu is~ es aber, yon 
A abgesehen, nothwendig und hinreichend, wenn wir a s m i t a ' ,  
a~ mit a", a 3 mit a ' " , . . ,  zasammenfallen lassen und un~er dieser 
Voraussetzung. a~ mit/~"/)~, a~ mit/~"/)~, as mi t /~"P/)s , . . -  schneiden. 
Nunmehr ist abet 
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J l f  

geworden, es umhfillen also PIR',  P2/~", P~/~ , . - .  einen ~ zwei- 
punktig beriihrenden Kegelschnitt ~I und diese Tangentenreihe t 1 t2t3... 
ist zu a l a 2 a a . . ,  projectivis~h. Also folg~ der Satz: 

~ine Curve dri#er Ordnung mit einem Dopt~eltrunkt A ist das F~rzeug- 
hiss des StrahZbiischels A mit einem hierzu ~rojectivischen Strahlbiisehel 
zweiter Ordnung. 

Die Schnittpunkte der Curve mit ~ sind die zweimal drei Punkte, 
welche das Gebilde 

ala~a3 . . ,  mit ~tP2.P~... bez. / ( / ( ' / ~ " ' . . .  
gemein hat. Nun beding~ eia einmal gewonnenes ~ auf jedem ihn 
zweipunktig berfihrenden ~ zwei Reihen ~P~/72P3... und R'1~"1~'"... 
yon der Art dass/~lJ~' ~---tl, P~I~"~ t e, t ~ R  ''~--- t 3 , . . ,  ist und es 
wird dann 

21 . . .  . . .  . . . .  

L~isst man ~ mit ~ zusammenfallen, so arten beide Reihen in die 
der Berfihrungspunkte, T l T ~ / 3 . . . ,  aus; daher berfihrt ~ die Curve 
drifter Ordnung in den drei Punkten T~, die in ihren zugehSrigen t~ 
liegen. Umgekehrt wird jeder Kegelschnitt, der die Grundcurve drei- 
punki~ig ber~ihrt, ein Strahlbiischel zweiter Ordnung liefern, das mit 
a~a~a~..,  die Curve erzeugt. Die projectivische Abh~ngigkeit wird 
mit Hfilfe der drei Beriihrungspunk~e ~ixir~. Aus diesen Erw~tgungen 
folgt abet das Resultat: 

Beriihrt yon zwei Kegelschni.tten ~ und ~ in ~weifacher t~eriihrung 
der eine eine rationale Curve dritter Ordnung, wo er ihr begegnet, so 
kommt die Auffindung der Schnittpunkte des anderen auf Aufgaben 
zweiten und dritten Grades zuriicL 

B e r l i n ,  im September 1890. 


