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HAUPTAUFSATZE 

Uber laminare und turbulente Reibung. 
Von T H . ~ , . K . & R M ~ N  in ~ e h e n .  ' 

ie theoretische Behandlung der 0 borflilchenreibnng yon .Fliissigkeiten oder' Qassri i n  
einer fe6ten Wand stb;flt air[ groUe Gchwierigkeiten; sobald die Vorggnge nicht all& D aurch die ZIhigkeit der Flbsigkoit  bestimmt sind, sondern auoh die TrEgbeitskrEfte 

hineinspielen, wie dies - vielleicht au0er bei den StromiingserecheinunbFen In KapSilar:eii 
und. den Fragen der ~chmiermitte\reibang - b d  fast allen praktischen Anf&bea:-dw 
Fall ist. I n  den letzten Jahreehnlen Bind immerhin ,5wui wesentliohe E'orteabr!tta ;aaf 
diesem Qebiet ercielt worden, und zwar in theoretisoher Rinsicht darch die. eog&ah 

die Sioherstellung der wohl auch friihor vermuteten QesetzrnlLBigkait ,, fur denl-W$&ge . .  
verlust in glatten Rohren durch H Blasias.  

Leider sind die Ergebnisse der Prand tlschen Thaorie ad, verhi-Lltnism'Mig: @i$+L 
Qebiet beschrlokt geblieben, aiiimal sub dem mehr BuSerlichen arnnd, w+O-,i%,m- && 
matieche DnrcharbeItnng ffir bostimmte Fme langwiedge Bechnnngen verlangf,' dam .-;. 
wei!, wie die Versuche migen, jhr p'hyeikalischer ,QSlltigkeitsbere!ab :bhhnIicb' .4+~,;&@: 
Theokie der reinen Reibnfigs~tromung ,in Bohren, dnrch enge Ctrsnzep ~~escl~riin?d;w~&$ 
Wie aie reine Reibungsstromung, die sogenannte lambare ' Strtimnng '. .in, Rohr&i,:,,I)@ 
groderen Qesohwindigkeiteg einer *turbulenten&. d e p  Plak rllbmt, wird die , *]&mibar@' 
Qreneschichtc~ dnrofi eIne aturbulentm ersetzt. 

In der vorlfagenden -Arbelt behandle ioh zungdhst .die' Theofie .der. lamlnsrcl- 
Reibungsstriimung, indem ich die arundgedanken der Prend tlecben @renzsabiohtt&eb+g 
vom mathematisoben und pbysikalisohen Oesiohtepankte an6 mtJg1,iahst einfaoh dap,pstell6n 
such6 und eiae Methode angebe, die geeignst ist, anch . kompllziertdre Wle mit 'ehfachbh 
mathomatischen Mitteln, wenigstens angentLherb, 5a erledigen, Alsdaun f e r a w b ,  :I&; 
Rechnungsgrondlagen fur die turbnlente Reibung zn gewinnen, indem dch Aniiit5.e WE 
stelle, mittels deter die empirisohen qdsetee. den turbnlenten 'Elobmiderstandes auf and& 
Atifgaben tiber Reibnogswid.er8tand~ ubertragen ' w8rdaq khnea. 

8TbeorIe der OrenzschichtK voa L. P r a n d t l  und naoh'der empjrfsohen Rlchtnng hitj.#u 

1.w; 
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1. Der mathematische Sfnn der Grenzschichftheorfe I). Urn die Vorstellung 
x u  i'ixieren, bcmhrilnkrri wir m a  anf ebone Fliissigkeitse!romungen und wlhlon die 
,2shse y =: 0 a l ~  festu Ihgrenzung, an dor die Fliissigkeit haftet. 

Die DifTert!ritinlglcicliii~~~en der  obcuen Striimiing mit Bufbung lasscn sich, wle 
beliannt, duroh Einiiittruiig d e ~  Strornfunktlon ?]I lnittels des h isa izes  

i i 4 1 ,  ir , I  

I t  E 

i u  und I:  O~fich~i i id i ,nk~i t t ikoin~~r~nenter i  in der , r ' -  iind y-Richttrog) m i d  Elimination des 
Ilruckcs in  die einziKc Gleicliung 

?) 1 t ;  = I (  = 

1:s ist Mar, d d  'iiir kloirin Werte Ton y aie crsten beiden Summanaen sich a€- 
?ieben, 60 daW niir die Stromfimktion \';- 1 1 1 ~  (die Stromfnnktion der  Qrenzschichtstromnng) 
iibrig bleibt. W i r  w ~ l l e n  diusc so bestimmen, daS an der Wand -o- b l  = __ 8?/JI = 0 ird. 

d y  be 

Andrerseits wird, wenn 1' d n o  kloine Qr05e darstellt, - u fur alle merklicb von Null 

verschiedonen Weft6 \'on y schr grof3; cfi genugt also,' I / % ,  60 zu bestimmcn, da5 fur 
w i d ,  urn der ersten' Forderung - Uebergang in die 

liolentialstrijmnng -- K I I  geuiigen. Wir fehen daher, daB innerbalb der  &cnzschicht. ( q  
endlicb) dic ersten zwci Qliodor, aufierbalb der Oremzschicht (q  sebr groi3) die beiden 
letzten Glieder sich aufhebcm. :') 

Wir fiihrun den Arisatz (2)  in die Gleichung ( I )  ein, ordnon nach Potanzen von 

60 erhalten wir, indem wir ale 

JL 

J - Y - - oc, ~ Y ~ I  (j;;;) 
' - v;- f '11 !/ ( I  

1. und bohalten nur d ie  hijcliston Glieder mit boi. 
{ a ; -  

w. (7 l/'O ;) yo 
\/ r 3 .v A e .Variable ti = statt y einiiihroli, , sowie -,-. nsch den Formeln 

eiiinic~heln u n d  eridlicli beriiolrsirhtigen, daO = 0, (%I)?, ' = Q ist; 
= 0 



in Uebereinstilnmnng mit don P r a n d  t lschen -Qleichnngen. 
Die Fuuktion f (z, 1) bestimxnt fiich durch die Bedingung fiir y = 0 Da PL in 

uo = (:i","> u = o  
iibergehen mu5, so ist fi ir q = rn 

a t10 0 210 -t (10 7 = 1 ( A ,  i) . . . . . . . ( 4 4 .  
0 1  o x  

Nun gilt. fur die reibungslose I'otentialstromung dic Iaings der Begrenzung ale 
Stromlinie differenzierte B e r n  o u l l  ische Qleichung (po der Druuk IX11g.s der Wand): 

SO da13 wir schreiben k6nnen: 

. .' I. . (4b), 

Die h d e u t u n g  ron ( 4 )  und (4b) ist offenbar dio, da5 die als bckannt t*orauegesetztc 
Druckrerteilung po langs der  Wand, die der Potentialetromung entspringt, gewifiserma0en 
als' e i i i g e p r i i g t e s  K r a f t f e l d  f i ir  d i e  ~ r e n z s c b i c h t s t r o m u n g  aufgeln5t wird; die 
Druckdiffereiizen senkrecht zur Wand innerhdb drr Qrenzficbieht werden dabei vcrnach- 
l8ssigt. Es ist dies die aesrntlichbte Xonahme in dcr P r a n d t l s c b e n  Theorio, die die 
Reduktion der Anztlhl der ~ l e i c l i u n g r n ,  bezw. , die der Ordniing des ganzen Problcms 
herbeifubrt. 

2. Der Impulssafz der Grenzscliichiiheorie. ITm dcn phy~iki~liscfion Sinn der 
GrenzFchichttheorie zu Ubersehc~~i, mollcn wir die i n  den Crlcicl~urigeii des vorangehendcn 
Abscbnittos enthaltencn Aut;eaguii folgendermaficn formulierori : 

a) Es soll eirie Orerizfic:liic:htdicl;c~ cy (ale Funktion von x) cxistierctn, derart ,  daB 
f i r  y 2 6 koinc merkliche Abwc*ichurig im Slriirnungsbild gegrniiher d e r  I'otentialbewe- 
gnng  rorbarlden ist; namentlich I a n r i  die .x~-Komponunte II der  Oeschwindigkeit fur  
y = Biz) gleich der Wandgc?sch\r,iudigkeit. dcr Potc:nt,iulbewegung ?io grsetzt werden. 

b) Ionerhalb der ~ renzsch ich t  ih!. dcr Druck n u r  vou 2; abhlngig und gloich darn 
Druckc, der der Potentialstriimuiig liirigs der Wand ontspricbt. 

Auf Qrund der beiden Annahmen 8) und b) sim 
wir i n  der Lage, den I:mpulssatz fur die. z-Richtung 
anf ein durch die Wand, ein kurzes Stuok der LInie 
y ~ =  6 ( ~ )  und zwei zur Wand senkrcchte QuerschniUe 
i n  z und e + de begrenztcs Flus8igkeitsvolumen m z u -  
wenden. (Abb. 1.) Die Zunahme dks 'Impulses ist gleich 
zu setzen der Resultierenden der BuBernn KrLlte, woboi 
als au%ere Kr#fte die Drnckdiffererie und die Reibunp 
H a n  der Wand in Betracht kommen. D a  fiir y -. 6 
dio Stromuog in die reibungslose l'otentialstromuog 
iibergeht., konnen wir 'die Reibung a.n der Uebergangs- 

U 
./ 

- 
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ilache zwischen Qrenzschicht uxid LuDerem Feld ver- ' ,x- 
nachllssig8n. Abb. 1 

Wjr orhalten sobit: . 

6 

Zur Dentung der eineeliien Glieder sei bemerkt: ? / ~ r ~ r l y  ist die zeitliobe Zu- 

ist der Ucber- 

Ett 
C 

nabme dea in dem betrachteten Volumen enthaltenen Impnlses; 



~ c h u 0  des an der vordercn Slirnfllche aussti ijmenden h p n l s e s  gegmiiber d e r  .lmpuls 
t 

menge, die an der hintern StirnflLchc t + ~ s i r i h t ;  p u d y  ist die an der LLngeneinheit 

h 

der Seltcnflache y = d (5) uinstriimende Pliissigkeit~inenge, so daD ‘110 - pudy den’ mit 
?la: i 

C 

dieser Flussigkeitsmenge eintrelenden Impuls angibt. 
Far die auf die E’IPcheneinheit bezogene Heibungskraft 1.2 haben wir bei Annahme 

I ) 11 einer laminaren Stramnng zu setzen X = 70 == , ~ r  (2 = Schubspannung in der 

Flassigkeit). Wir werdcn spatcr G ~ ~ D D ,  daO GI (5) auch f u r  turbulente Slriirnungfizustlnde 
brauchbar bleibt, falls wir unter IL  und p die eeitlichen Mittelwerte der Qeschwind4gkeit 
u n d  des Druckes versteben und fur 7,, einen entcprecbenden empiriechen Ansatz einfuhren. 

Die Q1. (5) konnen wir natiirlich auch durch Infegration nach der yRichtung aus 
der Diiferentialgleichnng ( 4 )  mit Berucksicbtigung von (4a) nnd (4b) ableiten Sie ljelart 
ofIenbar, w e n n  w i r  f u r  d a s  G e s c h w i n d i g l r e i l s p r o f i l  u ( y )  i n  d e r  Q r e n e s c h i c h t  
(0 < y < d )  p l a u s i b l e  A n n a h m e n  e i n f t i h r e n ,  lediglich eine DifFerentialgleichung fur 
8,  d. h. fIir die Qrenesohichtdicke als Funkt .on von x und t. Wenn wir uns anf 
slationare Vorggnge bewhrlnken, erhalten wic eine g e m  ijhn l i  c he D i f f e r  e n  ti a l -  
g l e i c h u n g  e r s t e r  O r d n u n g  €iir d als Funktion ron  z, so dab w i r  die Entwickldng 
der  Qienz6chiobt dnrch verhdltnism80ig einfache Rechnungen verfolgen konnen. Die 
nachfolgende Abhandlung von R. P o h l  h a u  6en erithillt die Berechnungep fiir eine Beihe 
praktisoh wichtiger Fillfi, R O  daO iah auf dieses Verfaliron bier uicht einzugehen branche 
Die Brrcchnungen yon  I < .  P o h l h a u s e n  zeigen, dab in allen Fll len,  die nach den 
I ’ r an  d tlschen partiellen I~ifferantialgleichnngen dqrcbgerechnet worden sind, dae An- 
nIherungsverfahren mit srhr gntcr, fiir die Praxis sicher ansreichender, Antlaherung die 
Ergrbnisse wiedergibt, 6 0  daB In dieser Weise eine weitere Entwickluog der Theolie 
auch do] t ermoglicht wild, wo die Ldsung der partiellen Diffcrentialgleichungen luDerst 
uiiihsam, wenn uicht unmiiglioh ifit. 

3. Laminare und turbulenfe Grenzschicht. Dkr einfachste und  praktisoh 
wichtigsto Fall, den die C~~enzschich t theo~ ie behandclt, ist der Reibungniderstand elner 
l’latte, die in ruhcndcr I‘liisfiigkeit parallel zu ihrer eigenen Ebene geschleppt wird 
Ncbmeu wir wicder don J’all der ebenen Bewegung und beziehen wlr .die Bewegung 
auf  die ruhcnd gedachlo I’lattc, 6 0  habcn wir folgende Aufgabe: Es ist als Potential- 
bewcgung die I’arallclstriimui~g n i i t  der glcichmi5igen Geschp, indjgkeit U gegeben, die 
reibenda Begrenzung soll im Tioo1din:itenursprung x c /,I = (1 beginnen und fiir x 0 
durch die Achsc !J = 0 gogeben spin. Wir baben die Grenzschichtdicke und die Wand- 
reibung als Funktion yon 2 zn berecbnen. Djesc Aufgabe ist bereits von H. B l a s i u s  ’) 
gclijst worden; er findef, da0 d ie  Grenzschichtdicke mie vz wlchst. Rechnet man den 
R’cibungswider!;tand fiir cine Platie von dcr LIDge I ond der Breite 1 am, 6 0  erhLlt 
man als Reibungskraft (bei beidcrseiiiger Reibung) 

odr r  falls man in ublicher Weise 

setzt, indem man den Widerstand auf d ie  Geschwindigkeitshohe u‘, die Oborfllche P 
und dafi 6pez. Qewicht der Fliissigkeit y= Q y bezieht: 

(LJg z 0.. 

1Y = 1 ,32  i V{<i u.1, 
== c, F -  U‘ . (7)  . . . . . . . . .  

2 U  

2 8  

Der Kotfizient des Reitiungfiwiderstande~ c/ ist eine Funkliun der  )) R eyn  oldsschen 
Zahlc< oder fireduzicrten Qeschwindigkeit. I?, falls wir als solche die dimensionslose 
QrOBe : Oeechwindigkeit s I~latienllinge dividiert durch Zlhigkeitszahl eirifiihren, und 
zwar haben wir : 1 

@a). C, z== 1,327 - . . . . . . . . . .  
VZ 
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Blasius hat in ,einer spateren Arheit I )  auf Gmnd von Mestrungen gezeigt, da8 
fur gro5e R e y n o l d s s c h e  Zahlen die Forms1 (&I) beew. (Sa) nicht mehr gut, da,5 delrneh? 
ein Umschlag in der GeselzmiL5igkeit des Wlderstt~ndes and .  vermutlioh, im Stromnags- 
zustand erfolgt, Lhntieh wle be1 der Slfornung in Rohren an der kritlschen Brenze 
der Fall iat. 3enaeits des Umschlages, nimmt der Widerstand stlrker. als die a l p  Poten2 
der Geschmindlgkeft zu, d. h. der Widarstandslroeffisient in Ql', (7) pimmt iangsamer als 

- ----_- -__- _i- .. - ~ - ~ - - - ~  4---- . 1 

1 q; ab. 
Wir nehmen nun an, da3 tiielaminare Orenzschicht, fiir die die P r a n d t l - B l a s i n s s c h e  

Theoiie die soeben angegebenen Ergebnisse liofort, d u r c l i  e i n e  B t u r b Q l e n t e  Q r e n z -  
schichtcc e r s e t z t  wird, bsi  d wie bei der turbulenten Striimung in. Rohrcn - die 
Gescb w in digkeit f ortg eeetz ten nkungen naeh Gro5e und Rfchtung 'nnterworfen 
Die Folge der Schwapbungen ist eunfchhst die, daf3 wenn wir die Stromlinien der mitt- 
leren Bewegang eeiohnen, die Schubspannuog iiicht allein durch die Oleltnng der be- 
oachbarten Fliissigkeitsteile bedingt ist; der der Reibung eatsprechende Anteil der Sohub- 
spannnng tritt v i e l m b r  euriick gegen den LmpuIstransport Pu!oIge aer nngeordnekn 
Honvektion der Zusatzgeschwlnd~gkeit,en. Es ist hekanntlich bjeher Picht  gelungen, 
irgendwie dio Natur dieser - olienbar statistischen. Gesetzen gehorahenden - Impa.Is- 
konvqklion zu erlorschen nod die ~chwan~uagserscheinuogen der turbulenten Stramnng 
einer ' theoretischen Berechnnng img~ngliah zu machen. I n  dieser Hinsicht trite zur 
Liisung des RiLtsels aueh die vorliegende Abhandlnng niohts be i  Was hier u n t e r n o v e n  
wird; ist nur  Folgendes: wir fiihren fiir die Vsrteilnng der z e i t l i a h e n  M i t t e l m e r t e  
der Qeechwiodfgkeit innerhalb der Crreuzschicht p l a u s i b l e  A n n a h m e n  Bin, die auf 
dem ernpirischen GlesPtz der turbulenten Strtimnng in Rohren fuaen, una wenden auf das 
Qlejchgewicht der GF8nZsChiCht d i e  in 2 abgeleitetc Impulsgleichnng an. Wir gelangen 
50, wie sich zoigen wird, zu Qeselzm#Oigkeiten der turbutenlen Reibnng an einer ge- 
sclileppten Plntte, die mit  der Erfahrung sahr g u t  iibereinstimnien. 

Die G-esetze des Stromungs- 
widerstandes in IZohren sind GegensLantl auf3erordentlich zahlreicher Versnche gewesen. 
Das empirische Material blieb jedoch bis zur  letzten Zeit wenig ubersichtlich, weil man 
vielfach d i r  verschiedenen Grade der Waudriiubigkeit auder acht lie13 und die Versuche 
nicht anf den physikalisch richtigen I'nr;mrtcr, arif den R e y n o  Ids  schen Kennwert, 
bczog 2,'. In vielen Fallen wurde wiodor nicht hcrucksichtigt, dai3 das konstaute Ge- 
ech~indiglteitsprofll im Rohr nur  nach einw ziernlich lsngen DAnlaufstrecke(( sioh aus- 
bildet H. 131asius3) gebiihrt das Verdtcnst, tiurc'h Sichtung des hIaterials und Vergleich 
dcr besten Versuchc fur g l a t t e  Rohro einc cxmpirische Formel gefunden zu  haben, die 
in einem gro5eIl 13ereich die QesetzmhtBig keit tles Stri,mungswiderfitandes schr genau 
miedergibt. Dsmnacli i s t  der Drnctabiall fiir r in  kreisf(irmiges Rohr ,  hezogen, auf die 
Geschwiiidigkeitshiihe der mittleren Geschwindigkeit 

4. Die turbulente Shamung in glatten Rohren. 

*? 

2 9  

(1 = Rohrlange, d 2- i{ohrdurchmeseer). 
D w  Druckablall iet nach dieser Formel, die in einem sehr gro5en Geschwindig- 

kc4tsbereich die Versuch e sehr g u t  wiedergibt der Potenz der mittleren Qewhwindig- 
keit proportional, wXbrend man friiher vielfaclk arigenommen hatte, da8 das Widerstandg- 
gehetz oberlialb der kritiscben Qeschwindiplteil sich ziemlich bald dem qciadratischerl 
Gesetze nLbert. T M i  Res bat gelegentlioh dio \.ermutung ansgesprochen '>, da5 gleich- 
aeitig mit' anchserider Geschwindigkeit die (~eschaindigkeitsverteilung iibe? den Qaer- 
schnitt i m m e r  gleichmiidiger wird, 60 daf3 dio gtmessenen parabelartigen Oeschwindig- 
keitsprofile nur elne Uebergangserscheinuug hi1dr.n und das Profil sich stetig mit wach- 
send,er Geschwindigkeit Lndert. I n  der technischon Literxtnr wird zumeist stillschweigend 

'1 Mittellungen Uber Forschnngsarbeiten licruuug. vom Vereiri deutscli. lii#.. Reft 131 (1918) S. 1 
2, Die bisher einelge Widerstnndafornrel, die  dle lmiden maBgebenden Varinblen, relntlve 

Rsirhiekoit ond Reynoldfisclre Ztthl, la  Hechimiif? aetz l ,  is1 die von R.. v M l a e s ,  Elemente der tech- 
riiachen Hydromechan\k. Leipzlg 1 9 1 4 ,  S. 5 0  f f  

a)  S FuEnote 1 
4,  R. v hCiaes ,  t i  a. 0. S 73. 



oiue parabelartige, von der Qeschwindigkeft nnabhlngiga Verteilung-angenommen. Wfr 
stimmen v. Mieee  so welt bei, daS wir eine mit der R e y n o l d s o h e a  Zaht vetknderliche 
Verleilnng annehmen, jedoob mit dem Unterschied, dab wlr als aeymptotlsohe Form UIobt 
die  gleiobftirmige Verteilung, ,sondern aine gane  bestlmmte Vorteilangsfunktion vornns- 
seteeo, der sioh die OeechwindigkeiteyertefInng bei grofier Be? rioliisoher Zabl und bei 
vollkommen glatteri MrPnden nllhert. TVtr nahmen daber an,  dafl so wie im laminaren 
Bereich anch im turbulenten, wenigetens bet groflen Beynoldschen Zahlen, fiir die dae 
Wjderstandsgeeotx (9) gilt, clne sioh Sbnlich bleibende ~esohwindigkeiteverteilaog Uber 
den QQer60hDilt besteht, so daS be1 YergrliSernng der DurohflnBm enge all8 Qeschwindig- 
keiteir proportional waohsen. P r a n d t l  hat die Frage aufgeworfen, ob man ants dem 
empirisohen Oesete {9) Folgernngen auf diem aeecbwin~keitsvertellnng ziehen kann. 
Er fand, aul Qrnud einer Dimensionsbetraohtung, daS unter gewlssen planslblen Voraw 
setzungen das Wideratandsgesete die  Verteilnng der Qesohwindigkeit in, nnmlUelbawi 
N l h e  der  Warid eindoutig bestimmt Dle Anregang ea der  folgenden Betrmhtnng gebt 
auF eine mundliche Mitleflang von Hrn. P r a n d t l  im Herbst 1920 znritek; die Veroflent- 
lichung erfolgt mit sclnem Einyerathdnis ,  wobei melrie Ableitnng etwas von der eeinigen 
vcrschieden id. 

Urn die Vorstellungen zu ftxieren, botraohte ioh ein Bohr von beisI6rmigem 
Uuerschnitt. Wird dle Gesohwindigkeit ln der Bohrachae ( r  EL 0) rnit u,,== bemiohnet, so 
bedeutet die Annabme einoa von der DarchflnfJmenge unabhlngigen, eioh tihnlioh v w  
gtiifiernden Gefiahffindigkeltsprofils, da8 das VerhEltnh #- eine bestlmm'te Fnnktion 

von 
Urn.. * 

allein ist (v = Abstand von der Rohraxe, a E Rohrhalbmesser). 

Meine 1. A n n a h m e  lantet daher: die Cfeschwindigkelt im Abstnnd P von der 
llohrachse kann 

gcsctzt werdcn, wohei 41 (:) von  PI^,^, unabhhngig ist. Bei Verdoppelung der Qeschwin- 
digkeit in der Mitte werden alle Qoschwindigkeiton verdoppelt. 

Die 4. A n n  R h m e  d l  folgendea aussagen: dle Qesohwindi,rrkritsvertoilung in der 
N&he der Wand, d .  h 111 der  Nfibe yon T =  a, sol1 au8er von den physikaliechen Kon- 
stanten nud (1 , n n r  v o ~ i  der  'Enlfernnng von dor Wand ?I = n - r ,  ferner von der an  
d ie  Wand iibertragcnra Subiibspunnung (Reihurigskratt) 70 abhiingen. Wir seteon also 
flit. kleine Wertc vo1i r, 

$1 = f ' (p ,  0, 7 0 ,  I,) . . . . . . . . . .  (11.) 
Xamentlioh sol1 u fur kleine Werte von 11 unabhYagig sein von den Abmes- 

firlogan des Rohres, d h. von a. Diescr Annahme lie@ die plausible Vorstellung eu- 
g! unde, dafl die Qeschwindigkeitevert~ilung in unmittelbarer N l h e  einer Wand von den 
sonstigan Begreneuiigen der StrGmung nnabbgngig ist , 80 dafl zwischen der  BeIbang 
an eiiiem Wandeleiueiit und der unmittelbar benachbarten Qeschwlndigkeibsverteilnng 
eine oindentige Dezishung besteht. Wir donken uns Q1. (11) entwickelt naoh steigen- 
den I'otenzen von TI ;  dae ersto Qlied dor Entwioklong noll lauten: 

wobei n i r  x splller bostimmen werden. 
Die 3. An n a h m e  enthat dae empirisohe Wldemtandsgeeetz: bei Verdoppelung 

d e r  Qeschwindigkeit 6011 der Druckabfall beew. die schabepannung an der Wand 70 
wie 1 : 9'14 vergri)Ber& werden. 

Die L)imeneioneg.teicbheit der  Ilnken und reohten s'eite der  Oleiohung (1 1 a) kmn 
offenbar nur  erhalleii bleiben, wenn f die Cir6Bea p,e,?o ebenfalls nur in Potemen ent- 
halt ond ewar ist es, wenn man bedenkt, dafi f: und die Dimension won Gleschnin- 

digkeiton haben, lei& einsnsehen, daB die einzig mligliche dimensioneriobtige Kombi- 
nation lantet: 

rL - f, (F, Q, 'to) q+ . . . . . . . . .  (I 1 a), 

- 

'I 

u - 3 (5) 3. (y . . . . . .  
wobei B cine dimenaionslose Ronstante bedantat. 

. ' . . (123, 



Da nun andererseit6 u laut (10) bei Vergrijfierung der Durohflnfimenge .propor- 
tional, T,, jedoch enteprechend dam Widerstandsgesetz mit der 71~tPoten~ der DurcMlnil- 
menge wachst, so moil aie Beslchung 

gelim. 

Fnnktion der Wandeatlernanp 
Wlr erhalten daher' als erstee Qlied einor Entwicklung der Qeschwindl$keil als 

oder ftir die Schubkrait, falls u.(i> dio Oeschwindig~eitsverteilnng i n  der, Wanadbe 
bezeichnet . 

B bedeotet dab$ eiae fti'r glatte W h d e  gtiltige unlvesvelh Eonstante , dgren 
G r 6 h  offenbar durch daa Btatlstiaohe Qesetz des turbulenten Sohwankangsgleichgewichts 
bedingt ist. 

Es wirkl eanlichet etwae befremdend, da6 der Differentialquotient ap der Wand 
unendiich gro0 Ist. Da an einer glatten Wand keine Impulskonvektion statt- 
finden kann, weil belde I(omp0henten der Geschwindigkelt verscbwinden', mnS 

die S'chnbkrdt gleioh der Reibungskralt 11 - sein. Dieser Ausaruck alire nech 

GI.  (12 a) unendlicb. Di6 Sache klLrt sich aber dadnrch auf ,  daS man die Qleichupgeu 
( 1 2 )  bezw. (12a) als einen asymytot i f ichen  A u s d r u c k  fiir die Qeschwindigkeitsver- 
teilting fur uriendlioh grol3o II e j  n 0 1  d fi sche Zablen aoflassen mu8,  mie . auch das 
Potenzgesetz fur den Stromnngswiderstand ein asymptolisches Gesetz fur abfiolut glatle 
WInde und fur sahr grof3e Reynold  ssche Zahlen darstellt. Die uahre Geschwindfg- 
lreifsverteilung erhtilt man,  indtim m a n  ctwa zur Geschwindigkeitskurve eine Tangente 
mil endlicher Nejgung zieht, 80 daC P = [ I  wird ') Es ist leicht eiozusehen, daS mit 

- 3tL 

:) u 

0 7  

wiicbscnder li 
t, = 0 riickt. 
tichen Zahlen' 

eynoldsscher  Zzhl dor Beruhrungspunkt dieser Tangente in den Punkt 
Eti scheint aber, daB die Glcichung ( l ? a i  bereits bei m%Sigen R e y n o l d s -  
den Oeschvindigkeit,sveilauf geniigend genau wiedergibt. 

Die besten Versuche ubor die Gescbvindigkeitsverteilung in einem kreisf6rmi- 
gen Robre sind zwei!ellos die von F. E. Stant,on?/,  inebesondore wcil er erstens sehr 
f eine Pitotrohren. zur Qescbvindigkeitsmessung verwandt nnd zweitens eiue sehr lange 
geradlinige Anlaufstrecke 
vor der MeEstrecke ange- 
ordnet hatte, so dafi die 
Messungen mit Sioherheit 
i n  dem Bereich lagen, wo 
das Ueschwindigkeftsprofil 
sich nicht mehr merklich 
Lndert. Abb. 2 zeigt die 
von S t a n t o n  gemessenen 

Oes chwindigkeit 8 w erte 
(VerhLltnis der ijrtlichen 
Qeschwindigkeit zur Qe- 
schwindigkeit in der Rohr- 
achse) ah Funktion des 
Wan dabst an des, beide in 
logarithmischem MaBstab 
aufgetragen. Man sieht, 
daO - abgesehen von dam 
ersten Mejpunkte, der 0 9 5  mm von der Wand liegt, 60 daO die Angabe des Pitotrohres, 

'J vgl. e. B. dle intererrsarileu Meamrigen 101; T. E . 8 t a n t o n ,  n. M n r s l l a l l  -und C. N. Brrant ,  

)J i'rocoedinjis of the % J - ~ I  Sooietp of Loodon nd.  8 8 ,  191.1, S.'869. 
Proc. Roy. SOC, London, BIT. 97, 1926, 9. 413. 
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dessen Durchmessc~ 0 , 3 3  Inn1 betriigt, kaum Eehr  zuverlass'ig ist, die MeOpunkte-. Eehr 
genan  a n  einer Quradun init I / ;  Neigung liegen I), 

' Fur die weiteraii Anwendungen habeu wir zunkohst die GI.olle B in den 41ef- 
.clinngen (13a) bezw. ( l ? b l ,  die nach unseren Aiinahmen fur glatle Fliichen einc unl- 
verselle Konstante d m  turbulenten Str6mungszustandes bedeutet, zu ermitteln. Zu 
diesem Zaecke  ist eigcntlich die Fenntnis des Gesamtverlauies der Geschwindigkeits- 
verteilung voii der Wandnllhe bis zur Rohrmitt,e crlorderlich ,' wiihrend die Formeln ftir 
(12a)  nnd (1Zb) zunachst iiur fur die Wandnlha gelten. Ich bin so vorgegangen, ddD 
ich zur Berechnnng ciriige geeignetc Interpolationsiormeln herangezogen habe, die die 
Geschwindigkeitsvolteilullg , wie sie von mahreren Experimentatoren gemessen worden 
sind, gut wiedergeben rind an der R'and in die Qleiobung (12a) ubergehen. 

a) Wir erhalten eiiren ustrelnen Fall, wenn wir die Formeln,  wolche die Oe-  
schwindigkeit als  prolmrtial d e i  1/7-l'otenz der  Entfernnng yon der Wand angibt, bis 
cur Robrmitte fortsc:t,zen. Wir schreiben daher: 

a - r ' h  
i l  =: 'ilmnr ( ) = PI.,,,,, (1 - .a )'" . , . . . . . , , ( I  3 )  

Beriicksichtigun w i r ,  daO zwischen Druckabfall rind Itandfipannung die Beziehung 

b) Eine hessere Anniiherung an die Mes- 
Rungen erhalten wir, falls wir dafi Qeschwindig- 
keitsprofil i n  der Jiohrmitte etwas nabrunden*. 
hlan erhll t  diefi a m  einfachsten durch den Ausatz 

aobei  wir noch uber den Exponenten ?i verfugen 
kiinnen. 71 = 1 fuhrt offenbsr zum Ansatz (13) 
zuruck. I n  der Abb. 3 siud cine Reihe voii 
Mcssungen verschiedener Experimentatoren zu- 
sammengetragen nnd die drei Kurven mit, n = 1, 
1 , 2 5  .und 2 gezeichnet. Man sieht, dai3 die Ver- 
fiuchspnnkta fast ausnahmslos ewischen den 
beiden Iiurven 71 = 1 und 71 = 2 1iege)n. Fuhrt 
man den obigen Rechnungsgsng mit 91 T 1,25 
uud H = 2 iiurch, 6 0  orhalt man fiir die l ion-  
stante B 

B c 8,63 mit 91 = 1 , 2 5  
B = 6 , 8 3  )) V L  = 2,OO. 
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Die Verhaltniszahlen betragen 0,838 fur iz = 1,25 und 

Q;8,75 fur '12 = 2, Die zuverlleslgaten Meesuagen liefern 0,84 I). Ich schJieSe daraus, 
dab der  Ansatz (14) mit 71 = 1 , 2 5  bis' 2 die Verha~tn!sse ziemlich genau ,wiedergibt, 
und rechne in  den Polgeqden. Zsilen allgem&n .mit .B.,=. 8,7. 

2 - -. ~ .. .-. - . .. . . ~ ~ - . - - Heft 4. 

mittlere GeschwJnrligkelt 
maslmale QeBchwindlgkelt 

Wir  liaben daher die Qleicbungeh (12a) ZIZ schreiben:. 

(14.a). 

Drticken wir die  Sbhubspannnng zo als Funktion der Qeschwindigkeit am, 60 
Iautet die Gleichung (12b) 

Mit den soeben gewoqnenen Werten von ~3 auf Qrand der drei Interpolations- 
formeln wiirde die Gleiohnnp lauten: 

alS allgemeiner Ansdraok f6r .die Randreibung, falls die: ~eschwii~digkeitsverteilung u ( 9 )  
in der Wandnlhe begannt ist. 

Die Konstante in 61. (14 b) betragt O,Oi33, ,wenn man  den Ansatz (14) fiir die Qe- 
schwindigkeitsrerteilnng im Rohr annimmf,. dagegen 0,0231. bezw. 0,0221 nnter Annahme 
von (14a) mit ?? = 1,25 bezw. ??, = 2 .  

Vergleicht man nnmre Ansatze mit 
jellen Darstellungen, wejche. die turbulent0 Reibnng durch eine scheinbare Erh6hung des 
Reibungskoeffizienten zum Ausdrock bringen z), so setzen wir zuniichst allgemein fur die 
Schubspannung, die in einor Scbicht. in der Entiernung von dsr Wand uber- 
tragen wird, 

. .  

5. Anwendung auf Warmeiiberkagung. 

d 
'I =-=g(?/, p ,  p,  u) - ( u p )  . . , . . , . . (16). 

d Y  
Falls u als Funktion von /, und das DruckgefLlle im Rohr bpkannt sind, lrijnnen 

I n  der Nahe der Wand muO z 4n r0 iibergehen. wir 'die Funkl.ion g explizite ausrechnen. 
du Beriicksichtigt man (1 la) ,  und namentlich die Beziehnng: 7 pi - = u,, so erhLlt man f6r g: 

g (q ,  p ,  [J) = 0,805 e (:y ill/: ?,'/:. 

"Y 

Setz! man nun, wie an6 der aleichgewichtsbestimmnng beim kreisformlgen Rohre 
Eolgt, z = 70 r ,  60 folgt allgemein: 

u 

g (71, &, @) = 0,6 0 5 e (3):" 9!/7 . . . . . . . 
wobei I' eine Fnnktion von q alleio bezoichnet, die fur kleine q in 11 ubergebt. Die Be- 
eiehung (15a) gilt fur beliebige Querschnitte, fails man annimmt, daO das Verhaltriis der 
Schubspannungen 2. nnabhangig \on der Qeschwindigkeit nur eine Funktion des Ortes ist. 

T o  

Die GroOe g kann als eine Art Bturbulenter Reibungskoe€fizient,* oder .besser als 
xTurbnlenzfaktorc( bezeichnet werden. 

Der Anteil der eigentlichen Reibung ist bei groderen R e  y n 01 d s schen Zahlen bis 
auf eine auflerordentlich diinne Schicht an der Wand verschwindend klein, so dab die 
Schubspannung fast ausschlieBlieh als Mittelwert der Impulskonvektion anfzufassen ist. 
Dime Auffassung ist deshalb von Interesse, weil sie nns in die Lage versetzt, die von 

'1 Ee mussen die Messungen V O J I  Gardner -1. W l l l i a i i i s  erwhhnt werden tTrans. Am. SOC. Clv. 
Eng. 1902, auch bef QUm be1 loc. clt.), hei welchen die Yerhilltntszahl bet wachsenden Reynoldeschen 
Zahlctn etwas abnimmt nnd d a m  dem Grenzwerf, 0 ,811 eich niihert. Dies wUrde fur die einfache Inter- 
polationsformel nnter a) SpTechen. Es kommen aber nnch bpPeotend hohere (bis 0 ,87)  Werte Tor. DH- 
bei Ist, der Einflufl der Anlaofstrecke und der Raubigkeit nocli nlcht vt(l1ig gekliirt. 

. ') T'ergl. z B. B o u s s i x i e s y ,  b26rnoires t ies 8RVantp etrangere B. 2 3  ( 1 8 7 7 )  S. I 11. f f . ,  ~ a h n ,  
N e r p l o t z  und S c h m a r z s c l l i l d ,  Zritsrl~iifl PUr Mntll. Ph>'8. 51, 1 9 0 4 , ' s .  4 1 1 .  



Beynol d s  l) nnd P r a n d  t l2)  cntdeckte Analogie ewischen Reibungswideretand,and Wkme. 
iibertragung bel turbolentor Stromung weiter auszubauen. Nehmen wvir an,' da0 die Zm- 
palsiibertragung nnd die Wlirmeiibertragung dnrch denselben Mechanismus der ungeord- 
neten molaren Schwankungsbewegung geschieht, so erhalten wir offenbar ewei analog0 
Ansfitee iiir die senkrecht znr Stromung duroh >)turbulente Impnlsleitungu pro FILohen- 
einlieit ubertragene Schubkraft und fiir die dnrch Dtnrbutente Wiirmeleitunge ubertragene 
Wlrmemenpe : 

wobei c die spez. Wsrme, @ die Temperatnr, folglicb c @  ded WLrmainhalt .der,  Massea- 
einbeit bedeatet. Es maf3 dabei bemerki werden, ' d a b  der Ansdz (15a);mit gnter'.An- 
naherung.bis zur Wand fortgesetet werden darf, wenn dieeelbe .Progortionalft%t, .die wjr 
fiir den Mechanismus der *turbulenten Lmpuls- nnd Wkmeuibertragunga: anneb&&, ;auoh 
fur die ,molekulare Irnpuls- ond Wlirmeiibertragung, -d. h. liir dis  lamina% icnere Beibupg 
und .fiir. die eigentliche Wiirmoleitung besteFt. Wle berefts Pr'apdtl 'hervorgehoben, bat,,' 
!idert slob dies i n  der Tatsache,. daO 'fiir , die betreffehde -Fltiskigkeit ewisahen W&rma. 
ieitzahl 2 ,  Reibungskoef~ieienteli,rl und spezifischer Wgrme. c die Beziehupg % = 1 be- 

eteht. Ist.? von 1 aehr verschieden, 

wie z. B. bei Wassor, 60 kann'. der Ansatz nur bis zur Grenze der nnmittelbar am der 
Wand befindlichen laminaren Schicht, crstreckt werden, aLhrend der Einflufl dieser Schioht 
- vie an anderer Stclle n#her ausgefiihrt werden soil - darch einc Randbeflingung 
crset,zt werden kann. 

Der Ansatz ( l s a )  erlanbt nun, die WHrmeiibcrtragurig in allen Fgllen zu rechnen, 
in denen das fiir die zeitlichen Mittelworte geltende )) Geschwindigkeitsfeld( dei, turbu- 
lenteri Stromung ui id  Fornit y hskannt ist. Mit Hilfe dieses nn6atZeB hat H. Latzko ' )  
eine Reihe voii technificb wichtigen FSllen der Wilrmeiibertragang. an turbulente S t romc  
durchgerechnet. Es golingt insbesondere, z i i  zeigen, da5 von einer :,W%rmeuborga~igs- 
zahl scbleclithin, wiv cs  in der Teohnik zumekt geschieht, nicht geqirochen werden 
kmm, ds5 viellnelir dio M'Lrineiiber[ragung d u r c h  d i e  ~ e s a m t a n o r d n n n g  bedingt  
ist .  Es gelingt .aurh, den Einflu5 der einzelnen Faktoren klareulegen und dadurch das 
vielfach sich widersprrcbnndc experimentelle Material zu ordnen. In dieser Hinsicht er- 
scbeint die BerechuunRfimijglicbkeit der WLrrnoiibertragiingsvorgLnge iiber die erwshnten 
I'rand tlschen Analogiesohliififie hinails wesontlich erweitert, da  bei den letzteren eine 
vollkommene Uobereiiistimmnng des Geschwhdiglteits- und Tempcraturfeldes angenommen 
wcrden muBte, wilhrend mit I-lilfe un6eres Ansatzeg aueh die A b w e i c h u n g e n  z w i s c h e n  
beideri  d e r  R a r e c h n u n g  z u g a n g l i c h  gemacht werden. 

A. 

Diese Beziehuiig ist fiir Qase augen%hert erftillt. L 

6. Die furbulenie Grenzschichi an der .ebenen Platte. Wir wollen nun die 
ans der Betrachtuiig der turbolenten Stromnng in ltohren gewonnenen Ergebniese znr 
Berechnung des turbulenten Reibungsmiderstandes einer Platte auf die lIngs derselben 
bestehende OrenzSchiohtstriimung iibertragen. Wjr lcgen allen folgenden Berechnungen 
die oben abgeleiteton Qleichnngen ('141t) h d  (14 b) zugrunde, nach denen einerseits die 
Qeschwindigkeitsvelleilung a16 Funktion der Entfernung von der Wand 

falls P,,, die an d w  Wand ubertragene Schubspannung gegeben ist, aridererseits die 
Sch ub 6 p ann ung 70 

r0  .= 0,0225 e u 2  ( * 3 4  . . . . . . . . . (14b)  

betragt, wenn u,(t,) d i e  Gescliwindigkeitsverteilung in  der Nahe der Wand darstellt. 
Wollen wir diese Beziebungen aul die Dtnrbulenk Qrenzschicbtg ubertragen, so haben 

~.. 

l )  Procecdinga, Mtinrliester Lit. iirid 1'1111. SOC 1874, 1 1 .  9. O i i  ilir passage of hen! bctwceo mctal 

2, Elne Bezi@bong zwlsclieii W(lrrne;iuFtnusch uud Str~iiroiigeiriderstrrnd rler FIUesigkeit. P h y d k .  

3, Vergl. dfo5e.q H d t ,  8. 268 his 290 .  

aurfaces and Iiquids iu  contact wit11 ilrem. 

%eltschr. 11,  1910, S .  1072 .  

l'h& Transact. of the Rq.. SOC. Vol 190. 
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wir. einen entspreohenden Ansate' fur die Qescbwindigkeitsverteilnng aufzustellen: Wird 
die (heneschichtdicke wiederrim mit 6 bezeichnet und die ('feschwindigkeit der ungestiiftbn 
Bewegung mit fi,. die Entlernnng von der Wahd rnit 1 ~ , . 6 n  lautet der einfacbste ' h s a t z :  

___ . ........ .... 

. P I  = u(x)'" . . . . . .  , . . . .  ( 1 0  

Sctzen wir (16) mit (14  a,) gleich, 6 0  ',iet offenbar 

d. h.'wir erhalten fiic die Schnbspannung den Ansdruok: 

. . . . .  ( 1  7). 

G1. (17) liefert nns den Ansatz, den wir als Beibnngekralt ib die Impnlsgleicbnng 
der Qfenzfichicfit einzufiihren haben, urn sine Theorie der tnrbnlenten Grenesahicht zn 
gewinnen, die die Prandtl- '131n,siussche Theorie der laminaren Oreaeschicht ersatzen 
6011. Setzen tvir in der Tat  (17) in Q1. (5)  ein, SO haben W i r  znnivhst 

Ermitteln wir dio Integralc u d y  und u 2 d y  rnit Hilfe des Ansal.ses (IC), 80 er- J '  / 
baltcn wir als Differentialgleichung dcr .Orenaschichtdickc~ 

Die Lofinng dleser Differentialgloichung lautet: 
"5 '/,, 

(Y = ( 9 y  (0,0235p (;) ELI . . . .  
oder fiir die 1,Hnge 1 

(Y, = 0 , 3 7  l . . . . . . . . . .  
. -  

( 1 8 3 ) .  

WPhrend die laminare Qrenzschicht rnit vz proportional wlchst, nimmt dic tur- 
bulento Qrenzschicht nach GI. ( I t ; )  mit z''~ zu. 

Wir 6ind nun  in der Idage, den Reibungswiderstand einer Platte von der LLnge I 
zu .berechnen nnd zmar sntweder dnrch Integration der Heibungskrafte l h g s  der Platte 
oder durch Anmendung des lmpulssatzes an! den Endqnerscbnitt bei 2 c 1. Der Wider- 
stand (doppelseltig) ergibt sich offenbar zu: 

Beziehen wir die Wider6t.andskraft durch die Formel 

wicder auf die Qeschffindigkeitshiihe, fio e r h a l t e n  w i r  fi ir  d e n  W i d e r s t a n d 6 k o e f f i ' -  
ZiCAt,cii cj d a s  Res i l l t a t :  

L'1 wobei die Repoldssche Zahl li wieder 12 = . gesetzt wurde. I) 
1 

') Herr I 'randt l  hat I I ~ I C I I  c invr  Ilrleflichen Mtttei lun~ die  Formel (19%) bereits Tor mlr  be- 
Lle88en. Er glllt Ivgl. kkgebnisse der c~crodyiitimis~hen Verfinchsonst~lt zu G6tthpe11, I.J,teferuug, MIlochrii 
urd Berllzi 1821, 8. 186) eine #ln~lfcl l i~  1:ormol mit elnem erglnzeuden Gliedr nn, welchts dem T7m- 
staude Rechnung tr!igt, dro am Vordnronde eliier gut  .zugeach&rften Platte Lan~inarstrlJmung herr~chen 
knnn. Indem er die Zahlenfaktorrn R ~ I R  Illtertw Vrrsnchen Ton O e b e r s  ermittelt, g ibt  cr die Formcl 

r / =  0,075 -- - .--. - HD, wobei d r r  Z~rhlenfnktul~ i m  zweiten (;lied im nllgemeincii V O I I  ilcr Zuschlirlnng 

UbbllTlRt und bei abperuudrter Vai~tlerkviite prnktiach \~erficiirvindend kleln win soll. 

1 1600 

h@,2 R 



In der Abb. 4 aind die ~ersachsergebnisse  von o i b b o n s  uod WIesslsbergBr') 
mit verbHIlnism8Sig glatten Platten eingetragen, ferner die Linie fur c/ naoh 01. (19a), 

wobei 60wobl fiir die Revnoldssche 
Zahl ale fiir den Wiae&tand6koeBt. 
zienten eln logarithmiscber Maflstab 
gew%hlt ist. Man sieht, daO die Ueber- 
einstimmung an0erordentl!oh gut fst.7 

Eine ebeneo gate BeetiitignDg 
der soeben durcbgeftihrten %weoh- 
nungen liefern die Qesobwindigkdts- 
messungen in der Nflhe ekes ge- 
schleppten Brettes.. So sleUen die 
P ~ n k i e  in Abb, 6 die gemeesene Qe- 
schwindigkeitsverteilong senkrecht eu 

einem im Waseer geschleppten Brett els Funktion des Abstandes POD der W.and dar ma 
ewar in einem 8,513 m hinter per Vorderkante darchgeleglen Qoersobnitte'). 1 Die au8- 
gezogene Linie liefert die Qaechwindfgkeitsverteilone: nach Q1. ( 1  6). wobef die b n e -  

Abb.  5 

schiohtdycke naoh Gl. (is) gerechnet wurde. 
Ane dem Vergleioh der Me3argehnisse mit 
der nsch Ansatz (16) angenommenen Knrve 
sfeht man vor sllem, da6 8 s  keineswege 
notwendlg Ist, wie aies in der teohnisohtub 
Literator eumeist geschieht, elnen Qe- 
echwindigkeitssprnnng an der Wand anea- 
oehmen. Dnroh ansere AnsKtze w i d  plel- 
mehr der rascbe Abfall der Qesqhwindigkeit 
in  nnmittelbarer N a e  der Wand dnmh 
den Verlauf der Potenzkurve rnit dem &- 
ponenten ricbtig und z wanglos dargestellt, 

2. Laminare Reibung an einer 
rotierenden Scheibe. Als weiteres Bei- 
spiel zuc Anwendung der fur die Berech 
nung laminarer und tnrbulenter Reibuogs- 
widerstlnde gewonnenen Metboden wiII ich 
den Fall einer gleichmaf3ig rotierenden 
ebenen Soheibe behandeln. Der Iaminare 
Str6mungszustand, der durch eine rotie- 
rende ebene Scheibe heroorgerufen wird, 
besitzt a m  dem Cfrunde besonderes loteresse, 

wail er e h e n  der Beltenen Falle darstellt, in denen die DiEerentialgleichnngen der zLhen 
Fliissigkeiten ohne Vernachlassignngen integriert werden konnen. Man ist also hier in 
der Lage, unmittelbai. beurteilen zu ktjnnen, rnit welcher Qenauigkeit die Pran d t l -  
sohen Qrenzschichtgleichnngen eine Annaberung liefern. 

Ich stello rnir folgeude Aufgabe: 
Dar Halbraum z > 0 sol1 von Fltissigkeit erfiillt sein Die Begrenzungsebene 

x 5 0 rotiart um die e-Achee mit der gleichlormigen Drehgeschwindigkeit (0. Wir fragen 
naoh dem B e w e g u n g s z u s t e n d  i n  d e m  H a l b r a u m  x > 0 m i t  B e r i i c k s i o h t i g n n g  
d er F1 ti 8 ig k e i t s  ref b ung. 

WE fiihreo Zylinderkoordinaten T ,  0, x ein nnd bezeiahnen mit c., P i ,  cz die Qe- 
aobwindigkeitskornponenten naoh der radialen, tangentiellen nnd axialen Bichtung; p be- 
dente den Fltissigkeitsdruok. Die Dlfferentialgleichungen der Str'dmnng in Zylinder- 
koordtnaten - wenn alle Qeschwindigkeiten von 0 unabhilngig sind, wie aus Symmetrie- 
griinden folgt, - lauten: 

'1 vergl. ~Ergebi~lase der eerodynatnischen Versuohnanstalt zu Wttlogenc 1. Lielerong El. 123. 
3 O e b e r e  (80hItTbau 42, 1921, 8. 687 ff., lnsb88. 8. 791) gelangt zu etwaa htlheren 'Expo- 

nenten. Ich vermote, BrB bolm 6ohleppen eehr langcr Plattoo Eraitterongeo ,itlcht zo ,vorrneldeu slnd, 
waa don Widexetanil rancher wachsen IEBt. 

') @ U r n  b c l ,  ' Prs -Problem dca Oh~rnllchetiwiderRtILndeg, .J~hri~uC?Ii der acliiifbauteehnischen Qe- 
sellschaft Bd. 1018 9. 478. 



~ r h % I t ,  wEbren2i.h Ofeicllang I , 

die &Us der dritteb Qleichuug dee Systems (20) entstandeh .iet, die Dmckverteilnng . .  p,(& 
besiimmt. , . ,.* 

Das System tier Randbedin'gungen' loutet offenbar, da. die Flussigkeit im Unend- 
licben kelne Rotation besitzon, dagcgen f i r  L C = O  an der Totierendan Wand hatten 8011, 

, 

. a h ' +  ~ 1 a p  aah h - - -  -,- P--- - . - . , . . . .. .@b) 
, de . .  4 d x + ' S  

. .  

f ( - )  = 0, 
g ( 0 3 )  = 0. 

f ( 0 )  E= 0 ,  
9 (0) = a, 
/ I  (0) = 0, 

' Die Funklion h(.r) hat fiir x = m oinen endlichen Qrenzwert. Dies bedeutet 80 

\ iel, wie daU oine 6tiiDdig.o Zusfr6mung gegen die rotlerende Wand stattfindel, wie 8 8  auch 
aus Griindcn dor Rontinuitlit zu erwarten ist. Die rotierende. Wand wirkt inlolge de8 
Haftcns der Flussigkeit als oine Art Schleuderventilator; In unmittelbarer Naha der Wand 
wird die Fliissigkelt sthdig nach auden belordert, 60 daO die Flifssigkeitsmenge dnrch 
asiale Znstriimung eiselzt werden mu& 

Fiihren wir, urn dimensionslose ,&ofKen zh erhalten, als onabhlngige Variable - 

nod statt f, 8, ?L dio Fnnktionen f, 0, 6, 
. . . , , .  , . . :  

* , . . :. (24 a> 

ern,. 60 erhalten wlr 6taU (22) das Glefchungs~ystem: . 

mit dan Randbedingangen : 
f = 0 ,  g p I ,  6 =p fiir 5 = 0 ,  
f - 0 ,  g = o  fur % =  o o l  

60 dab die Qlejchungen \ o n  sgmtlichen speziellen Drtten der Aufgabe unabhllogig hind. 
Wir ersehen darans die AehnlIchkeItsgesetze der Anfgabe. Da $(t) die Verhtiltniszabl 

her Drehgeschwhdigkeit in der Entfeknng x = < 1/41 von der Wand zu der Dcehge- 
echwindigkeft a, bezelohnet, 80 i s l  8 8  Uar, da6 mit wachsender Qesohwindigkelt nur fa 
einer Schioht an der Wend merkliche ~ota~onsgesc6wfodigkgiten en beobaohhn sinU, die 

mtt wachsendet Uesdfiwtndigkett und abnehmender ZtLhigkeit wie f$ abnehmen. Bode- 
rersalts folgt aai iler leteten der Qleiohangen (24a), daS die &ale Znstromnngsgeeohbwin- 
digkeit im Unendlichen wie v& zmlmmt.. 

.beliebiges nnmerischee Verfah~8xI ,odor 
dnrdh Beihenen%wicklnn@ geltht werden. Wlr eiehen jedooh vor ,  das 4 0 3 angedeatete 

+ 

Dae (fl~iCh~ngB@y6km (22) kano dnrub 



Wir btegriersn das e w e i b  Integral partiell und beriicksichtigen, daO nacb dm 
Ietzten Gleichung des Systems (224 a$ - dnrch - 2 f ersetzt werden kann. 

dF 
So erhralteh wir echl~ef3lich! 

wobei a eino zu bestiiumende Konstmte bedentet. 
Dsbei babcu wir beruoksichtigt, d& 

gilt nnd auBerdem, wia a116 den Gleichongen (22 a) leicht eiiizuschon ist, 

soin muS. 
Ermittolii wir die in (24;) euthaltenen Integralle num~risch, 60  bekommen wir : 

Gl 

Jffld$== 50[0 ,0607a  - O , O O M 7 ]  
c 

Und wann ivir diase Ausdrucko in (26) einsetzen, erhalteo wlr zwei gow6hnliohe @Id- 
chungon Iiir a nnd &,, die lauten: 

0,0803~~~ - 0 , 0 0 9 7 8 ~ ~  - 0,23093 c -- --- 4 j . . . . * (29). 
0,24!48~~-0,.02328 s - 

2EOB 
Die nnmeriscbe Auflosung liefert:, 

1,026, 3 0 -  2,58 . , . . . . . . , (30) 
I^_-- 

') D&cE Heft 8. 262 hi8 268. 



‘ .  
. Auf Grand dieser Ergubnisse s h d  wir in der Lage,  die Qrcnzechichtdioke 8 und 

’die asiale ZnFtrb;mungsgeschwindl&.keit c, im Unendlichen zu berecbnen. Ea gilt loBfl9nbar: 

.. , , ,  
(31): : 

C 

Nchmon wir e,’ B. Lnft als Flussigkeit ’ mit Y P 0,14 arn2/kc und eiae Drohzahi 
2 * n  ‘ 

71 = G O O  min, d. 11. (a)= --.- ti?J soc, 80 w l r e  die Orenzschicbtdicke nnch ,(31) 

und dlo axislc Zuetro;flgesch~r~i~idigkcit: 
. , 6, = 

, 60 I 

li = 0,122 ocm 

. 7 , 6  cinleec. 
Die wiclitigste Aufgabe i s t  dio B e r e c h n u n g  des  R e i b u n g s w i d e r s t a n d e e .  

Wenn wir die Wand mit r = a begroiizt annehmen, 60 erhalten wir offenbar don Fall 
(shier rotiercndan Scheibe niit dem IIalbme~ser a. Auf die Bexegung der Fliissigkelt 
kmrr nun dor Umstand, daS die huUeren Teile der Ebene 2 = 0 fchlen, nicht gfnzlfch 
ohne I ? i n f l n B  w i n ,  doch ist es a~~znnebrnen, daO, wenn die Dicke der’arenzschicht gegen 
den Halbmcsser der Scheibe sehr klcin j,t, wie BE in fast allen praktischen FfUen zu* 
Iriflt, diese Beeinflussung nnerlieblich bleibt. Unler dieser Annahme kiinoon wlr ainfrch 
das Moment der an der Scheibo wirlrondcn SchubhdifLe von r = 0 bis r = u intrjirieren, 
odcr, \pa6 mi dmxelben J;esiillat f i i l i i o r i  mull, den Drehinipuls, der in der Zeiteinheit 
mit  dor Fliifisigkcit an der Z~~lindoifl!iche 7’ =- a austritt,, bnrechnen und dem Moment der 
Reibuiigskriifte gleich setzen. Wir wkh len  den zweiten Weg. W i r  haben als Drehimpuls 
dcr an dcr Zy1inderflft:he i n  dnr Zcitoinhnit austretcndeii F’liissigkeit : 

1 )  == :) nn’C’ c, c,  nr . . . . . . . (3”, f 
O d f t I ’  nach d o ~ i  ~ t 1 6 ; 1 l z e 1 1  ( 2  I ) ,  (:-I I urih ( 2 4  a ) :  , 

aufi (28) oiii, 60 urlialt.en wir: 

oder 
N (1 ,  !j 2 a 4 ( I  p {I? [S)‘,’? . . . . . . . . . (33)  

(33 4, 
Ua falls die Um!aiigsgeschwindigkt~,it init  ( i  = u ro, iind als Reynoldsschn Kennziffer It  = - 

cingefiihrt nird.  
Urn den Widorfitand eincr zwuiseitig durch I{’liissigl<eit umgcbenen Schcibo zu cr- 

halten, miissen wir den Ausdrack (33 )  naturgem8B doppelt i i i  Rectiriung setzen. 
8. ReSbungswiderstand eher  rofierenden Scheibe bei turbulenter Fliissig- 

keifsbewegung. Die in  (33) gefundene QesotzmlOfgkeit: ein mit. der Potanz a/a dor Dreh- 
zahl proportionales Rcibnngsmoment wird bei boheren Drehzahlen durch die Erfahrnng 
n i o h t  bes t l l t ig t .  Man mifit vielmehr eine hed~ntend  rasohere Znnahme des Wider- 
stltndbmomenlm mib der I)rehgeschwiridigkeit. Wir machen wieder, *e bei ‘den ge- 
geschleppten ebenen Platten die Annahme, da9 I% sioh urn eine xturbnlente Grenzschichts 
handelt, und versnchen dnrch Anwendung des Impnlssatses ?inen angenllherbn Werl ftir 
die Greneschiohtdicke und aen  Reihungswiderstand zu gewinnen:’ 

In dem Falle, der rotiereoden Scbeibe haben wir zwei QleichgewichtsbedingUD~~~ 
aniznstelleo, efnrnal in der radishxi Riohtung bod danfi In der tangentiellen Riobtlmg. 

Wfr wollen die Beeafchrinngen des vorangehefiden Abschdttes beibehalten ; ader- 
de’m bezeichnen wir die Reibnngskrllfte, d i e  an der Flloheneinheit der Wand wirken, 
mit rr und I ~ ,  Abb. 6. Alsdann haben wlr In der .radialen Blohtnng folgende Impuls- 
griiflen : 

2’ 



Z t ~ i t w t i r i i t  1i1r nii~vwrrrii1t.t~ Jlutliruintik ~1nd 3fecliunik Ilrwld T 

a) UebermbuB der aiistretenden Impulsmenge an der.,Zylinderfltiche (r 1: d T )  d (fur 
ein Dogenelement von dam Oeffnungswiukel Eins) gegenuber der an der. Fldche r 8 ein- 

_ _  -. - . -. .. - - .- - %4H 

< . , I  . 4  

E 
Ureteriden Impulsmenge. 

d T  d l r ( , { C v a d Z / d T . .  C . ,  , ,  s .  

b) Die radiale Kompononto der an der 
Stirnfliiche ein- bezw. austretenden Impulsmenge 
(gleich der Zentrifugalkraft - der ' rotierenden 'Flus- 
fiigkeitsmenga) ) : .  

,. a '- . 

I ,. ., . .  
, 0 .  . , .  

Dieso lmpulsgr6Den miissen mit der Schub- 
kraft or r'd T im Gloichgewioht stehen, so' . da5 

I , '  
Ahb. 8 wir elhalten: . , . a  

. .  

In der tangentiellen 'Ricbtung kiinnen wir  ' d i e  Differ& des Drehmomentes d86 
a n  der. ganeon ZylfnderflBche 2 R (r -+ d T )  8 aus- und an der I"lfichc 2 n T d eintrotenden 
Impulses berechneii urid sie dem Drehmoment der an der Ringflache wirlrenden 

. lboibungskrafte gleiclisct Zen. Wir erhalten offenbar: 
i: 

Als Ansiitzc f i i r  dic Gcschwindigkcitsvertoil~~ng fiihre ich ein, gemkB den nus- 

woboi bereits boriicksiclitigt ist, da5 

soin muD. 

und wir erhalten: 

Iiir . I '  = (J c, = 0 ,  ct = 1' w; fur .r = 6 c, = cc c 
Alsdann konricn wir die Iutegrale i n  den Uleicbnngen (34) udd (jJ5) auswertun 

i . .  

a 

c,' d x == 0,?07 C O ' S  1 ,  ~ . r . t d z = 0 , 0 C 8 1  T m c g d ,  c l 'dx:c-  0 , o ; n  ,kIl38 (37). 
... b i 3 ' . ,  I 

Fernerhin setzeu wir goma5 m s e &  Vorausselzungen iibrr dae NaS der turbu- " 

lenton Beibung (31. (1 46), indom wir die Oeechwiodjgkeitskomponenten .an der, W m d  'eu" 
sammensetzen uod .fur die Resultierendc unseren biblingsaneatz anwendan; ' . .. . 

Mit diesen An83tzen erhalten wir aua G1. 8 4  vnd (36) die beiden Differential- 
glcichungen 

Atan 6ieht zunlchet, dali die Qleichuogan Belriedigt werden, wenn wir ltir die Ab- 
hPngigkeit der Glrenzfiohiohtdick? von der Achsenenbfernuug T setzen : 

nnd wjr erhalten ewei gewohnliche Gleioha~gen fiir Cr nnd 
system (29) im vorangebenden Abschnitt. 

ganz andog dem ~ l d o l t ~ g s '  



Aus den b'eiden filoichungon f&t, ,qnn&chst .d&ch Divisioh: 

Die numerische Anfloeung liofert: 

Mit diosen W,erteri wird die Grenzschichtdioke, 

? . >  r ; '  .. , . . ' 3,0659 (r"'- d , 0 2 7 8 , ~ ~ " 0 . .  . .  . 

8 .  jv6: , _.  
' , a='0,162 und. d&a&. p)'-'di462 - .. .. . -. .. : (403. 

.>  . . ... 

Nun k6nnon wir nach dem Vorfabren dee vorangehenden Abschn!ttes_ oiler a d  
Grund der Gleichong (35) dm Widerstandsrnoment rect1m-m und erhaltenr 

\ *  6 

Wir nollen wiedcr im Eiriklang mit den Rerechnungen iiber den Scbleppwider- 
st:tnd von I'lntten alle Re ibax igs \~ idcrs t~n~e  auf das Qeschwindigkeitacluadrat bezw. aaf 
Qe~chwindiglreits~obo beziahon. I!edeutet 7' die Umfan~sgoscbwindigkeit der Scheibq, 
60 wjrd das Moment 

o'dw die Widorstandsxiffer p i  ;ils I.'iinktiori der ,))IEevu o I tlsschen Kennziffero: der Soheibo 



bei kl&eren Bey 11 o l  d s sclren gerade Sn dati'Uebergangsgefjfet z w i a c h h w h b -  
striimung nnd .tfirbulentei StrGmung - W e n  I). . . '  

8. Bemerkungen fiber RauhlgkeSL 'Wtihrend,, bei vollkommen glattep Fhrw 
daa Blasinssdhe Widerstandsgesetz amchainend, !n 'einem SoBen Ges~hhqtindigkeitsbeSeCob 
giiltig iat, so daO 0 s  'a10 mehr donn einb Interpolationsformid erscbeint;' $rhhlwt,man bbel 
Robren mit,' ranher Wandung bald naoh Ueberscbreitung des 'kritisohen Panktes airie rn; 
nXhernd quadratimho AbhPngigkeit do6 DruckgefkJ.l& von aeF. Desuhwindigkeit. . .. ' W r  . &esen 
Zustand kann 'man fiir daa Drnckgeltllle setzen:; . 

I. 

wobei' 1. cine FunktiQn aer relativen Eaudigkeit ,i ^bed&tet.. Mit 8 beseiahnbd wi6 . cine . ,  

Qr88e' '.yon . der: 'Dimenelon L&nge, die gewisaerma5en ate mittlere' Erhdbung der 
Wandrauhigkeit mi&; da6 Verh&ltnis dieser Oro%e zum Rohrdnrchmesser wollen 'wlr mft 

, .  . .  d,  ( '  . ., . 

I -  ; . . ' . . . . ' )  1 ' ' . v. Misee') ale nrclative Rauhigkeita bezeiohnen. .,. '.' ' . ' '. . ,  
Das qnadratisoho Gesetz. fur muhe WtInde ist achon daduroh plaui&el, deO .man ~ 

sioh den Reibangsu~iderstand aus den Eineelwidersthden der WanderhE'dhnngen enearnmen*; 
gesetet denkt, die ~ i n z e l n  detq quadratischen Gesetz gehorchen.. D& Meohanisrods den 
Reibnngswiderstandes ist in diesen FWen , offfenbar dn@ regelmE%ige AblBsGg ' VOA 
Wirbeln gani beutimmter IntQnsitiit unp A b m e s s ~  
an 'Wderstsndskiirporn des Fail, ist. 

kfan kapn nu%): versuchen, damgegeniiber iI 
glatten Rohrbn sich so vorzustelleb, daS in die Falle W i r b e l  versa 
Qr6,%s sich ablSse,n nnd in dem turbnlentan Strom regelloe herumschwfnimen, wobel die, 
HBuligkeit der Wirbel verschiederier IntensitElt nnd . verichiedener Abmessungen ' dnroh, 

Den Reibux~gswiderstaad ' in plathn Rohren kann man naoh dies& Ahffkfmbg 8- l~  
zueammengesetzt ansehen aus den ReibnngswidcrstZlnden, die den einzelnen Wirbelgat 
tniigen entsprechon. Nehmen wir a n ,  dai3 zwi6chon den Wirbelgroden und der Banhigkeit 
eine Beziehung bestobt, 60 kiinnen wir such sagen: d e r  R e i b u n g s w i d e r y t a n d  ' in 
g l a t t e n  R o h r e n  kann a116 den bei rauhen Rohren beobachteten, mit der Qesohwlndigkeit 
quadratisch wacbsoriden Einzrlwiderst2nden d u  roh  S u p e r p o s i t i o n  g e w  on n en  werd  e n ,  
falls wir die elnzelnoii i~uadrstisohen Wderstfinde mit richtlgen Oewiohten in Recbnang 
setzen. 

Es ist nfcht ohue lul,creese, dafj man aul Grund dieser Auffassong aal  die Gestalt 
der Fanktion 1 Schliisse ziehen kann, und ewar ohne da13 man ds0 Hflufigkeitegeeetz 

bezw. die Gewiohttifiiuktion der Einzelwidersthde kenneu wtirde. . 
Insbesondore kann man zeigen, dai3 falls dae Blae lnssohe  Oeseti far 'glstte Itohre 

zu Recht beeteht, die Fuoktion A - -  wenigstens €ar .kleine Wexte von - die Formel 

bedingt, wie .hies.bei 6t 

tfiimnngswidersta 
. I .  . . . I  

.< . - ,. " . 
, 

0 

. ;  ein une unbekanntes s t a t i e t i e d h e e  Qesetz  geregelt wird.,, . . ' "  .. .~ .. 

( 3 
8 .  , .  

.P 
! I  

(3 
l a  ($K haben mu0, wobei I., eine Konetante bezeichnet. 

Wenn yi; die (padratisohen Widersthde uaoh (45).unter Annahme 8@ar Qewiohb 
lunbtfon 9,~). superpoxhren, 80 , w i d  das Widerstandsgesete, fttr glatte lanten!); 

~ . .  



Ill 

Setzen wfr j. = I,, (9) , so wird: 
;L 
P 

bcsteht. SO erhalten wfr 

L'deen wir die Cleichung naoh h a d ,  so haben wir: 

Dieses (iesetz cntspricht gonau dem B l a s i u s  schen Wlder6t:indsgesete 

2 m  
Rohre, fells wir setzen : 

= ' 1 4  
2 -k ?I1 

oder 111 = ?t i .  1) . 

. (4s). 

'fiir glatts 

Fiihrt man fiir die 4iewicliteIunktion 9, einen bcstimrnten Ansatz - etwa naoh Art 
dee l%!hlergesetzes - Bin,  SO kann man die Beziehnng zwischen den Konstantsn des 
filr das glatta'Rohr giiltigen ~ 3 1 ~ ~ i u s e c l ~ e n  Gesotzes mit den Konstsnten der -Raublgkelta-. 



oder 

Nach ,dcr Analogde zwischen Rohren u&d Kanillen wiirde fur. die Qeschwindf/S-' 
keit in einem Kana1 mit, dem GefLUe J iind' dcm hydraulificlien Radfua y die %!orme1 

'u = konst. Jo." P0,M. .  

noch ' .Forchheimer  v c= konst. Jo35P0.7, ' schliefllich nach H e r m a h e k '  410 QrmGl;.',i,'* 

, .  

gelten : ~~ 

Ea sei bemerkt, da5 nach R. ' M a n n i n g  die bmpirische, Formel v'= konst;JO~~l'O~!~,' 

konst. JO-5 poJi die Versuchsrosultate in rauhen KanLlsn gilt wiederglbt I > . : . !  .' ' ,' $:+ :.i ~ - 

Zur naherungsweisen Integration .. 

der Differentialglei'chung der Iaminaren Grenischicht.. ..', , 

Von K. POHLHAUSEN, in 'A~&.w. 

le auflerorderitlichen mathematischdn Schwierigkeitan ~ die bei der Integration der 
Differentialgleichungen der Fliisfiigkeitsbewe~uug, bcsonders bei Beriicksichtigung 

Gleichungon begriindet sind, haben in der geschichtlichen Entwicklung der Lehre von 
der Fliissigkeit~bewegung eine Trennung zwischon BHydrodynamikr und .D Hydrauliks 
bewirkt. Au€ der &leu Sejtc vernachkissigt man die Relbnng, urn zu eiofacheren. 
Qleichuugen z u  gelangen, und erkauft die Strcnge mit wesentlichen Abweichungen der 
berechneten Striimung T o n  der beobachteten. A d  der andern Seite entwickelte die 
Technik, die zu einer Buiirteilring des wirklichen Verhaltens einer Pliiesigkeit gezwungen 
ist, in der Hgdraulik eine eigene Lehre Ton den Bewegungen einer Flussigkeit. 'Him 
weraon die exakten alcichuugen dnrch empirische Annahmen und anschauliche Be- 
trachtungen erselzt, deren E~gebnisso im wesentlichen mit der Wirklicbkeit iiber- 
einstimmen. 

Erst in neuerer Zcit bemiiht man sich, die Hydrodpnamik mit der Hj-draulik,'in 
Einkl:i.ng zu bringen, und ZKU dnrch Beriicksichtigong der Reibung '@I dhr mathema- 
tisohen Theorie und durch Vortjefung der hydraulisuhen Betraohtnngen. Die ersten .all- 
gemeinen Ans'dtze, bei denen die Reibuog Berucksichtigung fand, warden von S.to,k,eal)'. 
gemacht, dem 813 unter anderm gelongen. ist, deb Widerstand einer Kugel i,n einer 
Flilssigkeit von sehr g r o h  Zxhigkeit zn 'berechnen.' Voraussetzung dieser Lbsyng W ~ P ,  
dafi die Bewegnng im wesentlichen durch die Ztihigkeit' bestimmt wird; da0. a160 ent- 
,weder die ZLhigkeit 6ehr groB oder das Prodnkt aus Korperabmessung und :Qeschwin-,' 
digkeit sehr klein is t .  Ii'iir die Bewegnng einer Fliissigkelt mit geringer ZBhlgkeit 'gab 
znerst P.r and  t 1 %) ' elne ~ystemat~ische Vereinfacbung , die zu 'der Theorie .der .r%)renz- 
schichtu: fiihrte und von seinen Schiilern B l a s i u s 4 ) ,  .Bol tzej)  und H i e u i e n z 6 )  .im Bin- 
zelnen ansgefiibrt und auf Beispiale angewandt wurde. 

D' 'der Reibung, auft,reten, uud die Im wesentliclien im nichllinda.ron Charakter dieser 




