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angegeben. Durch Integration erhfilt man daraus fiir ,2 =1/10, (3,,=O,088 '26 11nd fiir

1‘ 1 (1° . . . .1 .. . 2 7r 0
1: ; /6, 1’”: 0,0794 ”170' Belm unendhch brelten Llugel lst der Wart cl, = 57 30 ——

0 V

0,11 :61 wovon der cu Wert bei % = ‘/10 150 VH, bei 1; = 1/0 aber 72 vH ausmacht. Abb. 5

gibt fiir dieselben Seitenverhifltnisse die Vorringerung des Anstellwinkels durch das
Wirbelband und Abb. 6 endlich den Beiwert des induzierten Widerstandes, Setzt man
den induzierten Widerstand gleieh 01,1;1/2 0070!, so findct man:

1 11m: 2b( 7r )2 1 P 1 2 b 1 l‘

(«101? (15 fl 1 1300 2 b 1',” :1 1 2 11 12,,
7+130 —"' +60

7! t n t

In der folgenden Zablentafel sind fiir das Lingenverhéfltnis ‘/10 111111 1/6 die ver-
schiedenen, nach den vorstehenden Formeln berechneten VVerte zusammengestellt.

Zahlentafel zum zweiten Beispiel.
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Durch Integratlon flndet man but 1, = ‘/10 eme Abwelchung von et-wa 10 vH, bel
t

t . , . . . -
b = 1/6 von etwa 5 VB vom Mlmmum des mdumerten Wlderstandes. Im Berelche der

praktisch vorkommenden Seitenverhéiltnisse. kann die fiir elliptische Verteilung geltende

Prandtlsche FOfm81P11-1=(15L, beim rechteckigen Fliigel niihel‘ungsweise durch
71 b

n? t
011-1: (0,96 0,1114)

:1 b
ersetzt warden.

Der Wérmeaustausch zwischen fasten Kérpern und
Flfissigkeiten mit kleiner Reibung und kleiner Wérmeleitung.

Von E. POHLHAUSEN in Warnemfinde.

die mit der inneren Reibung‘ (Oder Impulsleitung) und mit derImpulskonvektion grofie
Aehnlichkeit besitzen. Mathematisch findet dies scinen Ausdruck in dem gleichartigen

Bau der Differentialgleichungen, die einerseits fiir die Temperatur und anderseits fiir den
Geschwindigkeitavektor in der Fliissjgkeit bestehen. Man kann daraus auf eine Beziehung

8*

In einer strifimenden Flfissigkeit sind Wiirmeleitung' und W‘Annekonvektiou Vorgé’mge,
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zwischen dem Warmeaustausch und dem Reibungswiderstand sehliefien, die eine stra-
mende Fliissigkeit an einem fasten Karper hervorruten. Dies ist zuerst von Prandtl
ausgesprochen und durchgefiihrt warden 1), und zwar fiir turbulente Vorghlnge, unter der
vereinfachenden Annahme von Wirmequellen und -senken im Innern der Fliissigkeit.

In einer Strfimung mit kleiner innerer Reibung lassen sich nun die hydrodyna-
mischen Différentialgleichungen im Bereich einer an einem fasten Kb‘rper anliegenden
Grenzschicht vereinfachen, indem man, ebenfalls von Prandtlz) znerst angegebene Ab-
schutzilngen fiber die relative Grfifienordnung der einzelnen Glieder der Diiferentialglei-
chungen durchfiihrt. Hier 5011 zunfichst gezeigt warden, dafl dutch die gleichen Ab-
schatzungen bei kleiner Wirmeleitung auch eine Vereinfachung der Differentialgleichung
ffir die Temperatur der Fliissigkeit in der Nfihe eines testen Kfirpers erreicht wird. Da-
durch gelingt es, die Warmeabiuhr von einer diinnen Platte dnroh eine Paral-
lelstrfimung zu berechnen sowie die Temperatur einer solchen Striimung aus der
Angabe eines Plattenthermometers zu ermitteln. Die Anregung zu dieser Arbeit
verdanke ich Hrn. Prof. Prandtl.

1. Bezeichnungen. Gréfienordnung. Wir beschriinken unsere Betrachtungen
auf ebene und stationire Strb‘mungen von volumbestfindigen und sohwerelosen Fliissig-
keiten und nennen:

1 die Wfirmeleitffihigkeit,

1' den kinematischen Reibungsk’oeffizienten,

0 die speziiisohe Wanna (bei der Anwendung auf Gase = (3, zu aetzen),
0 die Dichte,
u, 1: die Geschwindigkeitskomponenten,
T die Temperatur,
p den Druck der Fliissigkeit.

Umstxb'mt eine Flfissigkeit mit sehr kleiner innerer Reibung einen fasten Karper,
so Wird — dies die augemeine Annahme der heutigen Hydromeohanik — die Strb‘mung
in griiflerer Entfernung vor dem Karper annihernd iibereinstimmen mit der Potential-
strb’mung, welche die Hydrodynamik reibungsloser Fliissigkeiten iiir den Kb'rper ergibt.
An der Wand des {eaten Karpers dagegen bildet. sich eine GrenZSchicht ans, da. die rei-
bende Flfissigkeit bei noch so kleiner Reibung an dem fasten Karper batten muB. In
dieser Grenzschicht steigt die Geschwindigkeit dex- Striimung vom Weljte Null bis zu dem
der Potentialstrfimung entsprechenden an. Je kleiner die Reibung der Fliissigkeit ist,
um so di'umer wird auch die Grenzsohicht, um so Starker mufi also auch der Geschwin—
digkeitsanstieg werden. Nimmt man bei einer ebenen Striimung die Bogenlfinge der Kfir—
perumgrenzung als ac-Koordinate, ihre Normale als y-Richtung and hat die Grenzschicht
in der y-Richtung die Dicke a, so muB, damit u in dem Bereich 0 gyga von Null zu
endlichen Wetten ansteigl:

311 .. 1
{Tu von der Grofienordnung; ,

flzu .. 1 .
(3—; Von der Grofienordnung 7 sem;
( y. x 8

. flu “:3 . . .. . . .
wahrend 5 und 3-: m 1hrex- Grofienordnung von der mehr Oder wemger genngen Dloke

{U ( I

der Grenzschicht unberfihrt bleiben und ffir den Zweok unserer Abschitzung von der
Grfifienordnung 1 angenommen werden kiinnen. Aus der Kontinnitfitsgleichung:

8n 8»
l# + 5‘ = 0
()1; 0y

folgt, daB dann auoh 3—; von der Grijflenordnung 1 ist; 1) hat daher innerhalb der Grenz-

schicht die Griifienordmmg 8. _
Ist die Fliissigkeil; ein sehr schlechter Wirmeleiter, so kann ihre Temperatur T,

wenn man von Wirmestrahlung absieht, in grofier Entiernung vor einem festen Kb'rper
durch dessen Anwesenheit nicht viel gefindert werden, auch wenn der feste Ktirper die

Temperatur T1 % T hat. Betrachten wir insbesondere die Striimung eines vollkommenen
Gases, deren Geschwindigkeit m klein ist gegen die Schallgeschwindigkeit in dem Gase,

1) L. l’randtl, Phys. Ztscht. 11, 1910, S.

2) L. Pran‘dtl, Verhandlungen (1. III. intern Math.-Kongresses zu Heidelberg, Leipzig 1904 S. 484.
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so wird an einer Stelle in giniger Entfemung vor dem K'drper, we die Geschwindigkeitfi

sein mag, die Temperatur T des strfimenden und schlecht wiirmeleitenden Gases duroh
den Ausdruck:

E

_ A n _a
T = To — 3(— (mo' — 113')

” P

wiedergegeben, worin mo, To die Geschwindigkeit bezw. die Temperatur des Gases in un-
endlicher Entfernung bezeichnen and A das thermische Arbeitsfiquivalent = 0,?4'-10‘7

erg/cal ist. Der Anstieg von dieser Strfimungstemperatur T zm' Temperatur T, des festen
K&Srpers vollzieht sich erst in unmittelbarer Nihe des Kfirpers. Hat die Grenzschicht. in
der dieser Anstieg vor sich geht, die Dicke 51, so muB, damit T in dem Bereich 0 S y 4 s,
cine endliche Aenderung erffihrt:

8 _, 1
1 von der Grofienordnung 7,
8y 81
?)?T .. 1 .
7— von der Grofienordnung —— seln,
()y" 812

ST WT . . . .. , .
wfihrend 87 und 7;)? Wleder von der verglelchswelsen Grofienordnung 1 blelben.

‘2! l a:

2. Differenfialgleichungen und Randbedingungen. Wir schreiben nun die
Differentialgleichungen an, nach denen Geschwindigkeit, Druck und Temperatur in der
Flfissigkeit verlaufen. Wir wissen, dafi der Ausdruck:

Bu 2 ()1; 9 01/ 071 9
—— J 0 Ai ‘ vv i

q — AV 0 [Id (01‘) + 2 (8y) + (0y + 023) :I

die Warmemenge angibt, die in der Flfissigkeit pro Volumen- 11nd Zeiteinheit durch die
innere Reibung erzengt wird‘). Unter die einzelnen Glieder der Differentialgleichuugen
schreiben wir ihre Grtiflenordnung im Bereiche der Grenzschiohten:

 

  

flu 00
f 7' = 0
05¢ ()y
1 1

(i )7 7; 821a) 1 8p 1 8n 8n
"V r i "" — (7 = lr ’ U r”

()2: + 63/9 g ()7: 83 + (by

1 1
1 w: 1 1 1 s —

8’ 5

321, ‘07”) 1 Up _ um} 22 $3

1) (5;; 3y“ 0 Uy — Oz Uy

z» 71 1 5 5 1
15

827' 027‘ - M)? (De; '2 (Bu Du)2] ( UT OT)
,7, 1/ 2 v 2 , ~ 7 = )c u b v .

A({mz + 3.3/2) + A 0 (mg + ()y) + ()g + 093 L V ()3, + My

1 < 1 2 1

1 7V- 1 1 _ + e) 1 1 E
3 a £1£1

Innere Reibung und Wfirmeleitung gewinnen Einflufl, wenn

v von der GrfiBenox-dnung 6",
1 von der Grfifienordnung 61" ist.

Dies zeigt, daB die Dicken der Grenzschichten, in denen Reibung und Wfirme-
leitung sich bemerkbar machen, von'den Grfifienordnungen:

.55": V1: 51 = V}. sind.

Aus der dritten Gleichung erkennt man, dafl 57: von'der Grofienordnung 8 mt; d. h.

innerhalb der Grenzschicht kann der Druck und sein Gelalle langs der fasten Wand als
unabhangig von y betrachtet ~werden. Sind daher 12 and 1 von der gleichen GriiBenord-
nung klein, so bleiben zur Berechnung des Geschwindigkeits- und Temperaturverlaufes

in der Grenzsohicht die Gleichungen:

‘) Zur Begrnndung dleses Ausdrnckes suwie auch dcr iolgenden Dlflerentialgleiehungen siuhc

G. Hamel, Elementure Mechanik, Leipzig 1912, S. .393.
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Nu 0v
fl , = 0
Ox ()_1/

Wu 1 d1) Uu Mu
’V ' j — z N ",— + 7) "‘
Hy’ (I do; ()2: WI

{)3'1' {)u 2 HT 01'
1 6y: + A19 (153/) 2 gr, (H, {)w + v 51/).

.A18 Randbedingungen haben wir zunfichst:

fiir y=0: 24:0, v20.

Mit wachsendem [7/ mufi die Geschwiudigkeit allméihlich in die Potentialgeschwin-
digkeit fibergehen. Da. im Falle sehr kleiner Reibung kleine endliche Enfernungen von
der Wand gegem‘iber den Abmessungen von der 0rduung 1:" die Rolle des Unendlichen
spielen, kfinnen Wir sagen, dafi

fiir y = w: 21,: u(ac) = der Potentialgeschwindigkeit am festen Ktirper
sein mus.

Als Randbedingung iiir die Temperatur ist vorzuschreiben:
Entweder iiir y = 0: T = T. = der Temperatur des festen Kijrpers.

Dies entspricht der Aufgabe, die (lurch die Sli‘iBmung von dem l‘eslen :Kfirper mit
konstant gehaltener Temperatur T1 in der Zeiteinheit abgefiihrte Wéirmemenge Q 211
finden. Diese is‘:

MTQ: _ 1ft) 11,
_' r)” y=o

1"

wenn F die Oberfliichc des Kiirpers bezeichnet.

' .. OT
Oderiury=0. (”7)==0.

Bei dieser Randbedingung ist die abgefiihrte Wirmemenge gleich Null. Der Hr
y 2 0 sich ergebende Wert T1 (1/ = 0) gibt damn die Temperatur an, auf die sich der
taste K&Srper in der Strijmung von der Temperatur To einstellt (Thermometerproblem).

In beiden Aufgaben lautet die zweite Randbedingung: .

fiir y = no: T: i1=rr0~ j‘ (m0: — am».
Hi?

3. Die von einer Platte abgegebene Wéirmemenge. Wir teilen nun die L6»
sungen unserer Differentialgleiehungen im einfachsten F&lle miL: nimlich fiir eine
ebene Platte, die parallel zu den Stromlinien einer I’arallelstrb’mung ejn—
getaucht ist.

Da langs der Platte kein Druckgeféille eintritt, lanten die Dii'l'prentialgleichungent
'Tu f)” : O

Um Hy

H271 H11 014

, (1)Ugll _ “3’ fly

rV-"I’ WW 3’ 0T NT
1‘ , 1’)(—*)=)'(u -~?‘-'r)
Hy? + A L ?)‘I/ (6 Na: + I Hg

Die Randbedingungen fLir '21, und ’2; sind:
fiir 3/20: u: 0, 12:0,

fiir y = w! n == 10 = konst. Geschwindigkeit der J’otentialstriimung.
Iiehandeln wir zunfichst die Aufgabe, die durch die Strb‘mung van der

Platte abgeiiihrte Wéirmemenge Q zu berechnen, so haben wir fiir T die Rand-
bedingungen:

flir y = 0: T: T1 = konst. Plattentemperatur,
iiir y = so: T: T0 = konsh Strfimungstemperatur.

Sehen Wir bei dieser Aufgabe ab von der Wirme, die im Innern der Fliissigkeir
durch Reibung erzeugt Wird, so lautet die Differentialgleichung fiir T:

K U2 T < «l T UT ,
:32 = 1(.— 7 - - - - ~\ “Uya QC Hm+l My) (1)

Um die Kontinuitatsgleichung zu erfiillen, setzen wi‘: an:

UH (hp10:71; ._._,.
by Um I
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Fiihren Wir ferner die neuen Variabeln ein:

u 7/
E: 1/2 1/

"7 W
"P = V11” 1/73 C(15)
T: T1 — (T1 _ T0) (9 (5):

so iat:
—d

11:1/2u7;‘ (1E

1 ull: -
v=1/2V1’11'i(; \._‘E>

V9: '1:

Die Randbedingungen fiir C und 9 lauten daher:
fiir E=0. i=0; C=O; (9:0;

fiir§=oo: C=2; (9:1,
und die parlie-llen Differentialgleichungen (1‘) g‘ehen fiber in die lotalen Differential—
glcichungen:

([3 C u d7 P
‘ e ,, f = 0

1/ E «I ;1

(19H . (10
25+ 0; hro,
rlg‘ t! ';

worin a die dimensionslose Zahl bedeutet:
(‘ WOC

J = ,, _
1.

Die Zahlenwerte f‘Lir 0‘ sind wegen der Unsicherheit in den Messungen der Warme—
leitffihigkeit l wenig genau bestimmt. Es ist etwa fiir:

 

l-atomige Gase . . . . . . . 6 = 0,606
2- ’ a . . . . . . . r7 = 0,80
3' » ’ . . . . . . . a : 0,9 1
4- ’ >> . . . . . . . 6 = 1,08

Wasser Von 00 . . . . . . . 6‘: 15
) r 100 . . . . . . . 6 = 10
2 » 20O . . . . . . . = 7.

Die Funktion I (§) ist von
H. Blasius‘) zuerst berechnet wor- 2; ,« I
den. Abb. 1 gibt ihren Verlaut ‘ 1

 

 
 

 

   

Wieder. Mit diesex' Funktion er~ fl, 1 , hi ‘

gibt sich als Lissung der Diffe- ”’ ‘ d; ‘ /'

rentialgleichung fiir die Tempe— M75"
ratur: _ _ ,7: ,f, 7

Q=a(a)fé-ah/E(E)did§a mg??? 5‘

worin fiir (1(6) wegen der Rand- A / , 5

bedingung fiir y = g = no: 6) = 1 “ / .

zu semen ist:     ‘ A1    ‘
\

u (a) = ar—"f‘? a ,5 I71) (5 :2; 2,5 “:0 45 57

“View”? Abb.1
ll

0
In Abb‘ 2 ist der Verlaui der F‘unktion O(E) fiir die angegebenen Werte V011 a

aufgezeichnet. Da
47")

d E

([0
, =11 F,

((15);:1/20 (O

1) 1L Blasius, Zeitsehl'it‘t f. Math u. Physik, Bil. 56, 1908. S, 1.

= (1(6) (e~v{i<i>(1§

ist, so folgt weiter:
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7v Wir bereohneten:

ffir 6 = 0,6 0: = 0,552

,7 0,7 0,585
' ' ‘3; 0,8 0,614

by 0,9 0,640

945% 612% "*7" ‘ ""T' *“ 1,0 0,664
‘b‘flfi 1,1 0,087

0,15 ‘7 ~ — 7,0 1,29

10,0 1,46
. 15,0 1,67

0 ”'5 20 £5 2'; 2,9 M ‘25 w Die in der Zeiteinheit von

Abb:2 der einen Seite der Platte ab-
gefiihrte W‘sirmemenge Q ist,

wenn l die Linge der Platte bezeichnet, l) ihre Breite:

=~lfU(gf)y=0Odl) db=a(a)ll/§D(Tl— T0),

3_
wobei bemerkt sei, dafi mit ziemlicher Annaherung a(6)=0,664 V0 ist. Der Wert
6:0,664 fiir 6:1 entspricht dabei, Wie es sein muB, der Prandtlschen Analogie
zwischen W'éirmeabgabe und Reibungswideratand.

4. Die Anzeige eines Plaflenfhermometers. Das Thermometerproblem 151m
sich fiir die ebene Platte ebenfalls durch Quadraturen Risen. Wir verstehen hierunter
die Aufgabe, jene Temperatur zu bestimmen, die die Platte haben muB, wenn sie ohne
Wfirmeabgabe Oder —a.ufna.hme in der Strfimung bestehen 5011. Hier darf die im Innern
der Flfissigkeit durch Reibung erzeugte W'alrme nicht mehr vernachlfissigt werden, so dafi
die Differentialgleiohungen lauten:

Du ‘02:

Use ~ 07/ _
07;; Du 81¢

fl = 6; f ”0;,
(WT “a 2 0T ()T

l 51,1 + A”? (6;) = (’6 (u 01 + 1’ 6",)
Die Randbedingungen sind hier:

fiiry=0z n=H- v=0- (LT=03 1 0y 1

fiiry=oo:'llr=u; T=To.

Wir fiihren wieder ein:

,,_<’_‘V:. ,,_ _‘1:’I.
‘ Hy ‘ ’ ' 06’

E =‘/2 v* w= 1,: V a: C(E);Wul/y;

aber:
7

T: T+1/3A: 0(F)

und erhalten die gewijhnlichen Differentialgleichungen:

d3§ '72 5 _
«1153 + Ca? 0

(1219' w _ 02;)2_

.dE“ +6§<l5+26kd§3 0
 

mit den Randbedingungen:

fiiry= : (=0; C=O; (—0?):=0:0

ffir 31:00: '=2;19=-



Heft ‘2, fl ‘t-Eééeffihwj fl,,YWEESEI}?inflhkflflFW“ Elflgni§53_____ 71321

Die Funktion C(E) ist dieselbe Wie bei der vorhergehenden Aufgabe. Ffir 19(5)

dagegen ergibt sich:
d":

0‘ (’5) = 3 (G) - 2 6 [é—fi/k-Edi(fE-(bfgggei'zd/fdhl E) (55-
, 6 0

Wegen der Randbedingung g = <72: :7} = 0 ist:
n1, ,.2 ‘ AZ 12: 2 ‘5, , ‘—

6(q):—.+ 24T/e*3&/CJE(‘ (Eli...) (?+./‘:d: (1;) I15,

0 6 ‘

Abb. 3 enthiilt den Verlauf von
 

 

  
 
 

 

    

 

0@
Wir berechneten:

fiir a = 0,6 (I = 3,08
0,7 3,34
0,8 3,55
0,9 3,80
1,0 4,00
1,1 4,20
7,0 10,00

10,0 1|,86
15,0 14,14.

Die Korrektionen 4(0), um ,
welche die Anzeiggn T1 -eines ' ’ " é
Plattenthermometers zu vermin- Abb 3

dern sind, um die ’I‘emperatur 71'
der Strfimung‘ zu erhalten, sind:

?:neiw
4(a) = + I/s Affiwa).

Bei Gasen kann man diese Temperaturkorrektion in Beziehung setzen zu der Tem_—

peraturerhiihung, die der adiabatischen Verdichtung an einem Standpunkt ’l‘o — T= 1/2 7:»

entspricht. Es ist also: 4/ (G) = (T0 -— T) 1/4 fl (0'). _

In dem ausgezeichneten Fall 0’ = 1 wird 1/4 [3 = 1, also T1 = T + "A o‘ = To ; es
wird hier bei einer nach der Bernoullischen Gleichung erfolgenden Strfimung iiberhaupt

keine Temperaturfinderung gemessen. 19

Uber die Wahrscheinlichkeit seltener Ereignisse.
Von R. v. MISES in Berlin.

11 einer sehr wertvollen kleinen Schriit >>Das Gesetz der kleinen Zahlen<< hat L. v. Bort-
kiewicz im Jahre 1898 darauf hingewiesen, welch groBe Bedeutung innerhalb
der praktischen Statistik einer von Poisson herrfihrenden Formal fiir die Wahrschein-

lichkeit seltener Ereignisse zukommt. Es handelt sich dabei um folgende Aufgabe: Wird
ein Versuch, der auf eine einfache Alternative (Kopf Oder Adler, rot oder schwarz, leban
Oder sterben) ffihrt, 72 mal wiederholt, so ist die Wahrscheinlichkeit wI dafiir, dafl jener
Versuchsausgang, der die‘Einzelwahrscheinlichkeit p besitzt, 96 mal eintritt, (lurch die be-
kannte Newtonsche Formel

wl=(:)p-"{1——p)7“~", O<p<l, O,<x;<n . . . . . (1)

gegeben. Halt man in diesem Ausdruck :x: fest, laBt n unbeschriinkt wachsen und 1) so
abnehmen, dafi n]; = a, fest bleibt, so geht er, wie Poisson bemerkt hat, fiber in

w,=““‘“ . . . . . . . . A . . (2).
1‘!


