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1. Zur Begriindung der Kwristalloptik;
von P. P. Ewald.

Einleitung zu Teil I (Dispersionstheorie) und Teil II (Theorie
der Reflexion und Brechung).

Das Problem, die Kristalloptik aus der Strukturtheorie
der Kristalle zu begriinden, habe ich in meiner Dissertation
1912 behandelt. Die mir damals gestellte Aufgabe war, zu
untersuchen, ob die Anordnung von Dipolen, wie sie seit
Drude zur Erklarung der Dispersion benutzt werden, in einem
rhombischen Gitter hinreicht — als einfachstes Bild eines doppel-
brechenden Kristalls —, um optische Doppelbrechung zu er-
zeugen; ferner cb die Doppelbrechung, bei plausiblen An-
nahmen iiber die Verschiedenheit der drei Achsenlingen, von
einer der beobachteten vergleichbaren GréBenordnung sei.
Es sei daran erinnert, daB diese Fragen gestellt wurden, bevor
iiberhaupt durch Laues und seiner Mitarbeiter Versuche
tiber die Interferenz der Roéntgenstrahlen mit Sicherheit die
Giiltigkeit der Strukturtheorie der Kristalle entschieden war,
und daB gehofft werden konnte, in der Digpersion ein Argument
fiir die Strukturtheorie zu finden.

Das Resultat der Dissertation ist, daB ein Gitter mit
nicht extremen Achsenverhiltnissen in der Tat allein durch
die Ungleichheit der Abstinde der Dipcle in den verschiedenen
Richtungen Anla8 gibt zu einer starken Doppelbrechung;
daB ferner das (Yesetz, das Brechungsindex mit Fortschreitungs-
richtung der Welle verbindet (Normalenfliche), das richtige
ist. Das einfache Bild des Kristalls ist also vom Standpunkt
der Optik aus richtig.

DaB bei dem numerisch durchgerechneten Gitter mit den
Achsenabschnitten wie bei Anhydrit eine andere als die beob-
achtete Doppelbrechung gefunden wurde, wurde schon damals
in Zusammenhang damit gebracht, daf der Kristall in Wirk-
lichkeit nicht aus einem, sondern aus vielen einfachen Gittern
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2 P. P. Ewald.

des der Rechnung zugrunde gelegten Typus besteht — eine
Tatsache, an der nach den Offenbarungen wber Kristall-
aufbau, die wir den Rontgenstrahlen verdanken, nicht zu
zweifeln igt.

Auch heute 148t sich noch nicht entscheiden, cb die Doppel-
brechung in manchen Fillen allein durch die Anisotropie der
Lage hervorgerufen wird, oder ob stets noch eine Anisotropie
der Bindung hinzukommt, d.h. eine nach den drei Haupt-
richtungen ungleiche racktreibende Kraft. Es fehlt zurzeit
noch an einem doppelbrechenden Kristall von einfachem
chemischem Aufbau, dessen Struktur aus Rontgenunter-
suchungen bekannt ist und dessen auf Grund der Lage allein
zu erwartende Doppelbrechung sich nach den in der Dissertation
gebrauchten Methoden berechnen lafit. Durch Vergleich mit
der Erfahrung werden sich Riickschliisse auf die-.Anisotropie
der Bindung und damit auf die inneren Krifte des Kristalls
ergeben. Schwefel wird ein geeignetes Beispiel sein, sobald
seine Struktur ganz bekannt ist. Der auf numerische Rech-
nung abzielende Teil ist gekiirzt worden.

Wihrend das Hauptinteresse bei der Fragestellung, wie
geschildert, in der Doppelbrechung, ihrer Grofie und ihrem
Zustandekommen lag, ergab sich bald, daB die Behandlung
auch vom Standpunkte der Dispersionstheorie aus manches
neue bot. Die genau gegebenen Lagen der Dipole ermoglichten
eine strengere Rechnungsart, als frither bei der Behandlung
der Dispersion isotroper Korper unter Bildung von Mittel-
werten moglich war, und kleine begriffliche Unklarheiten traten
hier, die Aufmerksamkeit erzwingend, hervor. Es ist dies
einmal die Frage, wie eigentlich — im unendlich ausgedehnt
gedachten Kristall — die von den einzelnen Dipolen aus-
gehenden TFelder zu summieren sind; also eine Konvergenz-
frage, die aber im endlichen Kristall ihren physikalischen
Sinn beibehilt.

Ein zweiter neuer Gesichtspunkt, wenigstens gegeniiber
der Planckschen und der Lorentzschen Theorie, bestand
in dem Fortlassen der ,einfallenden Welle*. Bei Planck
wie bei Lorentz wird der einzelne Dipol durch eine elektrische
Kraft erregt, die sich aus zwei Teilen zusammensetzt: dem
was ,,von auBen‘ einfillt (€;) und dem, was dem Dipol von
den anderen Dipolen des Kérpers zugestrahlt wird. Der erste
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Teil €, hatte keinen Platz in der Theorie des unbegrenzten
Kristalls. Allein die gegenseitige Zustrahlung unterhielt die
Dipolschwingungen, so daB’ der ganze Schwingungezustand
des Kristalls wie eine Art von freier Schwingung aufzufassen
ist, ohne #uBere erzwingende Kriafte. Als Grund fiir das Fort-
lassen der ZuBeren Anregung €, wurde die Idealisierung das
Problems angegeben, die darin liegt, daB ein unbegrenzter
Kristall betrachtet wird; und es wurde die Behauptung auf-
gestellt, daB dem Rande des begrenzten Kristalles die Rolle
zufallen miisse, die einfallende Welle €, fiir das ganze Innere
des Kristalles zu kompensieren. So allein war zu begreifen,
daB im wunbegrenzten Kristall von der #uBeren Anregung
nichts zu spiiren sein sollte.

In dieser Behauptung lag das Eingestindnis, da8 zu
einem vollkommenen Verstindnis der Digpersionstheorie die
Behandlung der Reflexion und Brechung, also der Vorginge
in der Grenzschicht des Korpers, unumginglich notwendig
sel. Diesem Mangel will der zweite Teil der vorliegenden
Arbeit abhelfen, der somit neu ist.!) Er behandelt folgendes
Problem:

Gegeben sei ein begrenzter Kristall — der etwa den ganzen
oberen Halbraum erfiille mit Grenzfliche z= 0; von unten
falle unter beliebigem Winkel eine ebene Welle €, auf. Welches
ist die Schwingungsweise der Dipole und entstehen durch ihre
Schwingungen gebrochene und reflektierte Wellen — also die
Fresnelschen Formeln; ist endlich von dem vermuteten Ein-
fluB des Randes etwas zu spiiren?

Dieses Problem des berandeten Kristall s erscheint von
vornherein bedeutend schwieriger, als das des unbegrenzten.
In der Tat bildet der in der Dissertation aufgefundene Schwin-
gungszustand mit seinen Anklingen an die freie Schwingung
eines mechanischen Systems die Vorstufe, mit deren Hilfe
die Behandlung des begrenzten Korpers gelingt. Gerade da-
durch, daB die Randschicht das Innere des Kristalles gegen
das Eindringen der &uBeren Welle abschirmt, kommt es nim-
lich, daB im Innern vom Rande ab die Schwingungsweise

1) Anm. bei der Korrektur: Kirzlich hat Herr C. W. Oseen in
anderem Zusammenhange auf die Notwendigkeit hingewisssg, die Disper-
sionstheorie in dem hier durchgefiihrten Sinne zu ergénzen, Physikal.
Zeitschr. 16. p. 404. 1915.

1*
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herrscht, als gibe es weder einen Rand, noch die einfallende
Welle. Diese Schwingungsweise ist uns aber in der Grund-
lésung des unbegrenzten Kristalles bekannt, und so wird mit
kleiner Mithe der begrenzte Korper auf den bekannten un-
begrenzten zuriickgefiihrt. .

Wenn soweit der zweite Teil dieser Arbeit als Fortsetzung
des Problems der Dissertation und im besondern als Beweis
fir eine dort aufgestellte Behauptung gelten kann, so wird
in ihm ferner auf einen Punkt niher eingegangen, der frither
nicht behandelt worden ist. Dies ist der Ubergang von
dem genauen mikroskopischen Feld, das zwischen den Di-
polen herrscht, zu dem makroskopischen gemittelten Feld, das
in der phinomenologischen Theorie zur Behandlung der Re-
flexion und Brechung dient, und dessen Amplituden in den
Fresnelschen Formeln festgelegt sind. Bei diesen handelt es
sich um den Vergleich der Feldstirken auBerhalb und. inner-
halb des Kristalles und man hat daher genau auf den Zusammen-
hang des errechneten mikroskopischen im freien Ather zwischen
den Dipolen des Kérpers geltenden Keldes mit den Maxwell-
schen GroBen € und D im Korper einzugehen. Beim reinen
Problem der Dispersion, wo es sich nur um die Ermittlung
der Phasengeschwindigkeit handelt, mit der irgendeine der
GroBen €, ® oder 9 fortschreitet, fallt die Notwendigkeit
fort, zwischen € und 9 zu unterscheiden, und die Disser-
tation konnte ihr Ergebnis allein dem Vektorpotential ent-
nehimen, ohne itiberhaupt in diesem Zusammenhang die Feld-
gtirken zu beachten. Bei den Fresnelschen Formeln aber
muf dies besprochen werden. Der § 5 des II. Teils gehért dem
Inhalt nach eigentlich ebensosehr zum I. Teil (Dispersion) wie
zur Theorie der Brechung, wurde aber dort gelassen, um die
fiir die reine Aufgabe der Dispersionstheorie notwendigen
Gedankengiinge nicht zu unterbrechen.

SchlieBlich sei erwdhnt, daB auch das Verhalten des
Kristalles ganz kurzen Wellen (Rontgenstrahlen) gegenitber in
der strengen Rechnung mit einbegriffen ist, wovon der letzte
Paragraph (§ 7) handelt. Besonders gut liBt sich der Uber-
gang vom Fall der Rontgenwellen mit den zahlreichen Inter-
ferenzstrahlen zu den optischen Wellen mit den dret einzigen
Wellen (einfallend, gebrochen, reflektiert) verfolgen.
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Teil I: Theorie der Dispersion.’)
§ 1. Fragestellung.

1. Gegeben sei ein einfaches rhombisches Gitter, dessen
Gitterpunkte die rechtwinkligen Koordinaten
X=2al; Y=2bm; Z=2cn
(I, m, n ganzzahlig von — oo bis + o)

haben. An diese Gitterpunkte sind Elektronen quasi-elastisch
und isotrop gebunden; das letzters soll heiBen, da8 die vomGitter-
punkt auf das Elektron ausgeiibte Kraft nur von der GroBe,
nicht von der Richtung der Elongation abhéngt. Mit welcher
Geschwindigkeit und welcher Dampfung kann sich eine ebene
Welle von gegebener Frequenz in diesem Medium ‘fortpflanzen ?

2. Zunichst sei darauf hingewiesen, daB die schwingenden
Elektronen fiir die Rechnung in bekannter Weise durch Dipole
ersetzt werden, indem die Ladungen + ¢ und —e, die sich
kompensieren, in den Gitterpunkten hinzugedacht werden.
+e bildet mit dem verschobenen Elektron zusammen den
Dipol, wihrend das statische Feld der in den Gitterpunkten
ruhenden Ladungen —e hier nicht interessiert.

Beschreibt man eine ebene Welle durch die Formel

€ = Re(Le—int+iks),

wo E eine Amplitude, » ¥requenz und s die im Sinne der
Wellennormalen gezidhlte laufende Koordinate ist, so sind die
gesuchten GroBen der Phasengeschwindigkeit und Dampfung
in der Konstante k enthalten, deren reeller Teil k, die Phasen-
geschwindigkeit ¢ = n / k, gibt, wihrend der imaginére Teil k,
die Dampfung verursacht.

Es wird nun der Ansatz gemacht, da die Ebenen senk-
recht zu s Ebenen gleicher Dipolphase sind. Dabei bleibt die
Geschwindigkeit g, mit welcher sich die Phase @iber das Gitter
hinwegbewegt, zunéchst unbestimmt. Man zeigt nun durch
Ubereinanderlagern der von den Dipolen ausgehenden Einzel-
felder, daB infolge des Ansatzes fiir die (diskreten) Dipol-
schwingungen auch die (kontinuierlichen) FeldgroBen die
Form einer ebenen Welle annehmen, und daB Geschwindig-

1) Gekiirzte Dissertation Mimnchen 1912, Ich méchte es nicht unter-
lassen, auch an dieser Stelle Hrn. Prof. Sommerfeld fiir die Anregung
und Unterstiitzung dieser Arbeit meinen herzlichen Dank auszusprechen
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keit und Dadmpfung bei beiden Wellen — dem Felde und der
Dipolanregung — identisch sind. Um diese GroBen selbst,
die sich in der komplexen Konstanten %k zusammenfassen
lassen, zu bestimmen, muB auf die dynamische Moglichkeit
des Ansatzes eingegangen werden. Es ist nidmlich zu ver-
langen, daB jeder Dipol von dem ihin zugestrahlten Felde zu
seinen Schwingungen erregt wird. Diese Forderung kann bei
jeder Frequenz durch passende Wahl der verfiigharen Kon-
stanten k erfilllt werden wund liefert den Zusammenhang
zwischen Frequenz und Phasengeschwindigkeit, d. h. die Dis-
persionsformel.

§ 2. Gang der Rechnung.

Seien X YZ die Koordinaten eines Dipols, zy2 die laufenden

Koordinaten des Aufpunktes; sei ferner
S=Xcos (s, ) + Y cos (s, y) +Z cos (s, 2)

der Abstand eines Dipols von der durch den Koordinaten-
anfangspunkt gehenden Ebene gleicher Dipolphase; ¢ die (un-
bestlmmte) Geschwindigkeit der Dipolphase, n die Frequenz,
welche in dem Faktor e~ den zeitlich periodischen Verlauf
regelt, so daB

e infq.8
der Phasenfaktor der in der Richtung — S sich fortpflanzenden
Dipolanregung ist. :

Die Einzelerregung, die ein Dipol von der Ladung +fe
aussendet, ist dann durch den Hertzschen Vektor

B, 8
—in (i~ =4 =
(1) S[S,-e—i"‘=ea-%-e ( ¢ Q)

charakterisiert, in welchem B =[(X — z)2 4 (Y — y)? +
Z — 2)%]% den Abstand Dipol - Aufpunkt bedeutet. Der
Term R/c im Exponenten besagt, daB das Feld des Dipols
sich mit der gleichen Geschwindigkeit ¢ wie im reinen Ather
zum Aufpunkt hin fortpflanzen soll.

Indem wir den allen Dipolen gemeinsamen Faktor e—i¢
fortlassen und

n ”
@) D=k, =k
einfithren, schreiben wir den fiir uns wichtigen Teil des Hertz-
schen Vektors:
1

e L imE—iks
(3) P=ea e ,
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und erinnern daran, daB im Medium von der Dielektrizitits-
konstante 1 die elektrische Feldstirke € und die magnetische §
gewonnen werden durch die Operationen

€& = rotrot P; @=%rot$

= grad divy — 4P.
Statt A4 P kann vermége der auBerhalb der Elektronen geltenden
Ausbreitungsgleichung
(5) AP + k2 P=0
auch —Fk2 P eingesetzt werden.
Das Gesamifeld ist dann gegeben durch das Potential

giko R —ik$

(4)

(6) SP=ecal =eall,

die Summe erstreckt iiber alle Dipole des Gitters. Das Ge-
samtpotential wird bei jedem Dipol unendlich wie 1/R und ist
also, da in festen Korpern auf die Wellenlinge des Lichtes
viele hundert Molekiile entfallen, ein réumlich duBerst schnell
wechselndes Feld, aus welchem das beobachtbare optische Feld
nur die groBziigige ,,Dihnung* darstellt, die durch Mittelung
gewonnen wird.

Das gemittelte optische Feld ist nicht etwa maBgebend
fiir die Schwingungen der einzelnen Dipole. Diese werden
vielmehr durch das ,.erregende Feld veranlaBt, das wir
(7) eall' =23'P
schreiben, wobei der Akzent bedeutet, daB iiber alle Dipole
mit Ausnahme des gerade betrachteten, zu erregenden Dipols
summiert werden soll. Das erregende Feld ist somit gleich
dem Gesamtfeld vermindert um den Anteil, der vom ,,Auf-
dipol* herrithrt. Fiir die Schwingung gilt dann [nach (4)]
die Gleichung .

o [rErerE/r=e®
= e?rotrot (a I1" . e —int),
Hierbei ist

p =Q-e" int
die Elongation, m Masse, ¢ Ladung, f/ quasielastische Kraft,
g Reibungskoeffizient; fithrt man die Eigenfrequenz

s _ [

n,© = —

0 m
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ein, so verlangt also diese Gleichung:
—_ 2 2 __ 4 L = i »
a( n? 4 znm) mrotrotaH.
Setzen wir zur Abkiirzung

(9) %(%L-ﬂ—dn%)=9
und fithren statt rotrot das dquivalente (grad div —A4) ein,
so muf sein

(10) a(Q + AIl") = grad div a IT’

oder in Komponenten (die Indizes am Potential I’ bedeuten
Differentiationen, diejenigen an der Amplitude a dagegen
Komponenten):

az (Q+ AH,— H,zw) - ay Hla:y . - az Hla:z =0
(10a){ —a, H’zy +ay(Q+AII'—H’yy)—a2H’yz =0
~a T, —all'), +0(R+4+4I0-1I) =0.

Die Bedingung, daB diese drei homogenen Gleichungen gleich-
zeitig erfullt werden, ist:

QA -1, -—IT, _Ir,,
ay -, Q4 4l -, -1, ~0.
} - H’zz - H,yz Q+ 41T — H,zz

Die IT'.. hingen ab von der Konstanten & der Dipolphase,
welche identisech ist mit der fiir die Ausbreitung des optischen
Feldes mafigebenden GroBe. Daher stellt die Determinante (11)
die Verbindung her zwischen dem Brechungsindex

(12) y = k
und der Grifle 2, welche Elekirenenkonstanten und Frequenz der
optischen Welle enthdlt (Dispersionsgesetz).

Die Hauptbrechungsindizes des rhombischen Gitters er-
halten wir, indem wir die Dipolschwingung ganz in die Rich-
tung einer der drei Achsen legen; da dies fiir jede Achse mit
zwel ausgezeichneten Fortpflanzungsrichtungen der optischen
Welle moglich ist, erhalten wir zundchst sechs Hauptbrechungs-
indizes, die aufler vom Polarisationszustand auch von der
Richtung der Wellennormale s abhiéngen:
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Schwingung 6 = a,, Ausbreitung lings z : k., v

Y: Kays Vay
a=0y T2 by, Ve
. . 2 kg vy
a==q, T2 Koy Vi

YKy Ve

Hierin liegt eine Abweichung des Gitters von den wirklichen
Kristallen, bei denen nur drei Hauptbrechungsindizes beob-
achtet sind, und wir wollen uns die Entstehung der sechs In-
dizes noch direkter klar machen.

Die Dipolamplitude mége mit der Richtung der z-Achse
zusammenfallen; dann gibt es zwei ausgezeichnete Fille, tiber
die Ebenen konstanter Dipolphase zu verfiigen (vgl. Fig. 1):

1. Phasenebene ist die zy-Ebene (Ausbreitung lings 2)

2. Phasenebene ist die zz-Ebene (Ausbreitung lings y).
Wegen der Verschiedenheit der y- und z-Richtung beim rhom-
bischen Gitter ergeben diese beiden Fille zwei verschiedene
erregende Felder und es sind im ganzen wirklich sechs Haupt-
brechungsindizes verhanden.

Es ist aber ohne weitere Rechnung klar, daB der Unter-
schied der beiden Brechungsindizes »,, und %, sehr klein ist.
Denn er entsteht nur dadurch, daB einmal die in der y-Rich-
tung gelegenen Nachbarn eines Aufdipols den Phasenunter-
schied gegen diesen haben, daBl andere Mal die nach der z-Rich-
tung gelegenen Nachbarn. Da der Phasenunterschied wegen der
Linge der optischen Welle selbst klein ist, so ist es erst recht
der durch die Differenz der Unterschiede hervorgerufene Effekt.

| L
————— )
- - & - - [ X
_____ L

(aj (b}
Fig. 1.

| I
| |
o
i '
] I

- - - -

Man wird sich also damit begntigen konnen, spéter die
drei Hauptbrechungsindizes v,, v,, », zu unterscheiden, die fiir
die drei Schwingungsrichtungen a,, a,, a, gelten. Ihr Unter-
schied ist die eigentliche Doppelbrechung. Er ist bedeutend
groBer als der vorhergehende Unterschied, da er nicht wesent-
lich von der Wellenlinge abhangt. Fig. 1a zeigt die nach der
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z-Richtung ausschwingenden Dipole, Fig. 1b das gleiche Gitter
mit Schwingungen nach y. Wegen der physikalischen Bedeu-
tung des Unterschiedes von »,, und v,, (optisches Drehungs-
vermdgen) vgl. den Schluf von § 4.

Bei der Berechnung der Hauptbrechungsmdlzes (Aus-
breitung lings einer, Schwingung in einer anderen Achse)
behdlt das Gitter die drei Koordinatenebenen als Symmetrie-
ebenen und deshalb sind an den Gitterpunkten die Differential-
quotienten II'y, = II';, = II’,, = 0; die Determinante reduziert
sich auf die Diagonalglieder und man hat nach (10a) zur
Bestimmung von v,, die Gleichung

(18) Q + (4Il' — IT',), = 0.

Der Index 2 soll daran erinnern, daB die fiix Ausbreitung langs
z spezialisierten Formeln genommen werden miissen, um w,,
zu finden. In dieser Gleichung enthalten die zweiten Ab-
leitungen des Potentials — wie die Anndherungen zeigen —
nur das Verhéltnis k/ky = », das die Frequenz n nicht enthélt;
diese kommt nur in der Elektronenkonstanten £ vor.

Eliminiert man also aus (13) und der analogen Gleichung
fur v,

(13a) Q-+l —1I,),=0

die Elektronenkonstante 2, so erhdlt man eine implizite Be-
ziehung zwischen den zwer Hauptbrechungsindizes vy, und v,
welche unabhdngig ist von der Frequenz m, ferner von der An-
zahl und Art der schwingenden Dipole und die allein abhdingt
von der Struktur:

(14) 4 — M), = (All' — II'y,),.
Wie sich weiterhin ergeben wird, liefert diese Gleichung im

Fall des rhombischen Gitters die bereits von T. H. Havelock
(vgl. § 4) aufgestellte Beziehung

1 ! o Konst.= D

-1 ¥,—1 zy?

deren Unabhingigkeit von der Wellenlinge Havelock bei
einigen Kristallen bestitigt fand. Die Berechnung von IT'y,
und IT'y, setet ums in die Lage, die Grofe dieses Mafies D der
strukturellen Doppelbrechung aus gegebenen Achsenverhdlinissen
abzuletten.
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§ 3. Prinzipielles zu Ansatz und Rechnung.

Die Summation der Einzelpotentiale
o i(kgR — k8

(1) Q“E

die im vorigen Paragraphen sowohl zur Berechnung des
optischen Feldes, als firr das ,,erregende Feld* gefordert wird,
hat bei reellen Werten von ky=mn/c und k= n/q keinen
eindeutigen Sinn. Die Abnahme der Summenglieder wie 1/ R
reicht infolge des oszillierenden Faktors im Zihler zwar hin,
um einen endlichen Wert der Summe zu erméglichen, doch
ist dieser Wert unbestimmt und von der Art der Ausfithrung
der Summation abhingig, weil die Konvergenz der Reihe
»bedingt ist. Um zu einem eindeutigen Resultat zu ge-
langen, miissen daher die Betrachtungen des vorigen Para-
graphen erginzt werden durch eine Summationsvorschrift, die
aus der Natur des physikalischen Problems zu schopfen ist.

Man ist zundchst aller Konvergenzschwierigkeiten ent-
hoben, wenn man ein endliches Stiick Kristall betrachtet, das
aus der groBen Zahl von N Dipolen besteht. Fillt auf diesen
Kristall eine Lichtwelle auf, so geraten die Dipole in Schwin-
gungen und erzeugen, zusammen mit der einfallenden Welle &,
im Korperinnern ein elektrisches Feld. Dieses seinerseits
bestimmt ja die Schwingungsweise, Ausbreitungsgeschwindig-
keit usw., wie im vorigen Paragraphen gezeigt.

Bei dem endlichen Kérper hingt nun dies Feld zweifellos
wesentlich von der Begrenzung ab. Ist die Oberfliche, auf
die der Einfall geschieht, eben, so entsteht die gebrochene
Welle, ist sie gewellt, so werden Beugungsspektra der ver-
schiedensten Ordnungen entstehen, wie ja {iberhaupt die
ganzen Beugungserscheinungen an der Begrenzung des Korpers
in der Losung dieses Problems mit enthalten wiren. Die Ab-
hiéngigkeit von der Oberfliche erstreckt sich durch das ganze
Korperinnere.

Offenbar ist der Sinn des Problems der Dispersion be-
schrankter als die vorgeschlagene Aufgabe: gilt es doch nur,
die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Welle zu bestimmen,
also eine Materialkonstante, die von den #ufleren Bedingungen
{Begrenzung) unabhingig ist. Ihre Existenz allein weist darauf
hin, daB der wesentliche Vorgang der Wellenausbreitung an
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einer Stelle des Korpers bedingt wird durch die Umgebung
dieger Stelle. Weder die Berandung noch die duBere Welle §,
konnen auf diesen Vorgang EinfluB haben — sonst iniiBte
er von Ort zu Ort im Korper verschieden sein. Das Fort-
schreiten einer Welle im Korperinnern ist ein in sich dynamisch
abgeschlossener Vorgang, der die Fahigkeit in sich trigt, wenn
er in einem Teil des Korpers erregt ist, ohne Zutun &uBerer
Kriifte an andere Orte weiter zu wandern. Die Mannigfaltig-
keit der Beugungserscheinungen am begrenzten Korper ent-
steht dadurch, daB der Rand den Koérper zu zahlreichen
Schwingungen anregt, die sich dann in der ,,dynamisch abge-
schlossenen’* Art weiter entwickeln.

Gehen wir nun in der reinen Dispersionstheorie. allein
auf die Kenntnis der ,,dynamisch abgeschlossenen* Schwin-
gungsart aus, so miissen wir den EinfluB des Randes beseitigen.
Wir haben, weil es sich um eine Materialkonstante handelt,
nur den EinfluB der Umgebung der Stelle der Ausbreitung
zu beriicksichtigen. DaB die Umgebung sich allseitig iber
viele Wellenlingen erstrecken soll, tut fiir die Konvergenz-
frage nichts zur Sache. Am einfachsten verfahren wir so,
daB wir zum unendlichen Kristall zuriickkehren, aber statt
der iiberall gleichmiBig starken Dipolamplitude a eine in
groBen Entfernungen vom Aufpunkt allmidhlich abnehmende
Amplitude

ae—-xlf.‘

einfithren. Ist # <€ 1/4, so dndert dies auf viele Wellenldngen
Entfernung vom Aufpunkt nichts, erzwingt aber die Bestimmt-
heit des Problems und die unbedingte Konvergenz der Summe
der Einzelpotentiale. Diese Summe wird jetzt geschrieben

—xll ikyR~—ik8 ik B—ik8
E ae — = E Qe
. R R ?
und ist formal identisch mit der alten Summe, bis auf den

Umstand, daB
ky =ky + 1%

den imagindren Teil » hat.

Wenn es sich um einen absorbierenden Kristall handeit,
bei dem eine (entgegen dem Strahl) exponentiell wachsende
Amplitude anzusetzen ist (k=k, 4+ tk,), so ist klar, daB
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aus den eben dargelegten Grinden zur Erzielung der Bestimmt-
heit der Summe 2 > k, gewihlt werden muB. » = k, wiirde
entgegen der Strahlrichtung den Amplitudenzuwachs gerade
kompensieren und die gleiche Unbestimmtheit wie im durch-
sichtigen Kristall mit % == 0 zuriicklassen.

Im folgenden fithren wir statt k,’ die Bezeichnung
wieder ein:

ky =Koy + 1Ky

wobei K, (= %) > k, ist. Das Resultat der Summation, das
einen bei der reellem k, moglichen Werte der Summe dar-
stellt, bleibt auch nach der Riickkehr zu reellem k, der ge-
suchte vom Randeinfluff freie Summenwert.

2. Nach den letzten Ausfithrungen darf es nicht mehr
erstaunen, daB im vorigen Paragraphen von der von auBen
einfallenden Welle €, nicht die Rede war. Die Krifte, die
auf der rechten Seite der Schwingungsgleichung stehen, ent-
halten nur die von den andern Dipolen des Kérpers zugestrahlten
Felder, nicht wie bei Planck und H. A. Lorentz ein von der
einfallenden Welle herriihrendes Glied. Ein solches wider-
strebt der Auffassung der Wellenausbreitung als eines ,,dy-
namisch abgeschlossenen Vorgangs. Die Unmdglichkeit der
Existenz der urspriinglichen Welle €, im Korperinnern wird
zudem durch ddas Resultat der Summation der Einzelfelder
dargetan: die angesetzten Dipolschwingungen erzeugen ein
Feld, das fiir sich allein die Form einer ebenen mit der Ge-
schwindigkeit ¢ fortschreitenden Welle hat. Wire diesem Feld
noch das urspringliche Feld &, zu iiberlagern, das sich in
anderer Richtung und mit anderer Geschwindigkeit ¢ fort-
bewegt, so konnten beide Felder sich im Innern nie zu einer
ebenen Welle zusammensetzen.

Nach den unter 1. gegebenen Gesichtspunkten ist es
klar, daB der Fortfall von €, eine Wirkung des Randes sein
mu. Bei der ebemen Begrenzung eimes Korpers dibernimmit
der Rand die Aufgabe:

1. die einfallende Welle fiir das ganze Kirperinnere zu
kompensieren ;

2. den ,dynamisch abgeschlossenen Zustand der Ausbrei-
tung der gebrochenen Welle einzulevten;

8. im AuPenraum die reflektierte Welle 2u erzeugen.
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Als handgreiflicher Beweis fir die geforderte Wirkung
des Randes 148t sich der schiefe Einfall eines begrenzten
Strahles auf eine ebene Ober-
fliche auffassen. Ginge nicht
von den beleuchteten Rand-
gebieten eine ebene Welle von
gleicher Richtung wund Ge-
schwindigkeit aber umgekehrter
Phase aus, wie die auffallende
Welle, so miite ja eine op-
tische Erregung auch in das
zwischen den punktierten Strahlen liegende Gebiet gelangen
(vgl. Fig. 2). '

§ 4. Verhiltnis zu anderen Theorien.

Am nichsten steht diese Arbeit den Dispersionstheorien
von Lorentz und Planck. Der Hauptunterschied liegt in
der Behandlung, die fiir den isotropen Korper mit Mittel-
werten, hier unter strenger Beriicksichtigung der Lage der
Dipole geschieht.

Uber einen Unterschied des Ansatzes, nimlich den Ver-
zicht auf die einfallende Welle &, ist oben schon gesprochen
worden. Es bleibt nur zu erwiihnen, da die Resultate der
oben genannten Theorien in dieser Arbeit bestitigt werden,
wenn die Ergebnisse fiir einen kubischen Kristall spezialisiert
werden.

In der Berechnung der Doppelbrechung geht die Arbeit
iber die eben genannten hinaus und hingt mit einer Gruppe
von Arbeiten von Lord Rayleigh?), T. Havelock?, N.
Kasterin®) zusammen. Ihre Grundlage bildet Rayleighs
Arbeit iiber die Eigenschaften eines Mediums, in dem ,,Hin-
dernisse*, d. h. kleine Kugeln von abweichender Dielektrizi-
tatskonstante, gitterartig verteilt sind. Nur das Potential-
problem wird behandelt. Havelock erhdlt hieraus eine
Dispersionsformel, indem er die fiir das zusammengesetzte
Medium gefundene Dielektrizititskonstante als nach der
Cauchyschen Formel von der Wellenlinge abhéingend ansetzt.

1) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 34. 1892.

2) T. H. Havelock, Proc. Roy. Soc. London 77. p. 170. 1906.

3) N. Kasterin, Lorentz-Jubelband, oder Versl. Acad. Wetensch.
Amsterdam. p. 460. 1897/98.
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Kasterin hingegen gelingt es mit dhnlichen Methoden,
wie sie Rayleigh brauchte, fir die Ausbreitungsgleichung
Adu + k?u = 0 die Liosung zu finden, welche die Grenzbedin-
gungen an den Kugeloberflichen erfilllt und ebene Wellen
darstellt. Es ist schade, daB diese hervorragende Arbeit nur
auf akustische Probleme angewandt wurde.

Den Ubergang von Kasterins Arbeit zu der vorliegenden
bildet die Bemerkung?'), daf die Beeinflussung einer ebenen
Welle durch ein kleines kugelformiges Hindernis in erster
Naherung ersetzt werden kann durch eine von dem Hindernis
ausgehende Dipolkugelwelle.

Eine zweite Arbeit von Havelock2) behandelt die Doppel-
brechung im Anschluf an den Gedanken der Planckschen
Theorie, dal es in isotropen Korpern um jeden Aufdipol eine
kugelformige Hohlung gibt, derart, daB die in ihr gelegenen
Molekiile den Aufdipol im Mittel nicht erregen. Nach Have-
locks Auffassung gibt es im Kristall ein Ellipsoid, das die
gleiche Figenschaft hat. Die Doppelbrechung kann durch
dessen Exzentrizitdt ausgedriickt werden, wird aber nicht in
Verbindung mit meBbaren GroBien gebracht. Havelock findet
in dieser Arbeit die Beziehung D,, (§ 2) zwischen den Haupt-
brechungsindizes, welche von der Wellenlinge unabhingig
sein soll.

Zu der gleichen Beziehung gelangt Langevin3) auf Grund
der Annahme, da8 jedes Molekiil anisotrop sei, d. h. wenn es
isoliert im Raum gedacht wird, drei verschiedene Eigen-
frequenzen begsitze. Wir zeigen in §9, daB die qualitativen
Resultate der Annahme anisotroper Molekiile die gleichen
sein miissen, wie bei der Annahme einer Gitterstruktur.

Anm. Seit dem urspriinglichen Erscheinen dieser Arbeit ist das
gleiche Problem auch von M. Born in seiner ,,Dynamik der Kristallgitter
(Teubner, 1915) behandelt worden. Die mathematische Methode Borns
schlieft sich eng an die Darstellung an, die D. Hilbert dem gleichen
Gegenstand in seiner Vorlesung iiber Optik 1913 gegeben hat, und die
den Gedanken zur konsequenten Durchfithrung bringt, mathematische Ent-
wicklungen der Potentiale nach Potenzen der kleinen Gréfen k&, &, a, B,

1) Vgl. P. Debye, Der Lichtdruck auf Kugeln. Diss. p. 50.

2) T. Havelock, Proc. Roy. Soc. London 80. p. 28. 1907.

3) P. Langevin, Sur les birefringences électrique et magnétique.
Le Radium. 7. 1910.
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vorzunehmen. Born behandelt das Problem in allgemeiner Fassung,
namlich fiir beliebige schiefwinklige und aus mehreren Elektronen(Ionen)-
arten zusammengesetzte Gitter. AuBerdem beriicksichtigt er, daB die
Ladungen nicht an raumfeste Gitterpunkte, sondern nur untereinander
elastisch gebunden sind, und daB8 deshalb mechanische Schwingungs-
zustidnde die elektrischen begleiten. Der in meiner Dissertation behandelte
Fall ergibt sich aus den Bornschen Formeln, wenn ein rhombisches Gitter
genommen wird, in dem alle einfachen Gitter, aus denen es aufgebaut
ist, bis auf eines unendlich grofle Massen haben. Die eine uibrig bleibende
Gattung von Ladungen schwingt dann, als wire sie an feste Punkte ge-
bunden.

Die Ergebnisse, die Born selbst aus seiner Darstellung gezogen hat,
gehen in einem Punkte bedeutend iiber die Ergebnisse dieser Arbeit
hinaus: in der Erklirung des optischen Drehungsvermogens. Pflanzt
sich ein Strahl lings der optischen Achse fort, so ist die Polarisations-
richtung und die Geschwindigkeit in erster Niherung voneinander un-
abhingig. Erst in dem zweiten Grad der Anniherung — demselben,
der bei uns den Unterschied zwischen v,, und »,, ergeben wiirde — findet
sich der gesuchte Zusammenhang, den man bekanntlich so aussprechen
kann: zwei entgegengesetzt zirkular polarisierte Strahlen pflanzen sich
mit ungleicher Geschwindigkeit fort.

Zahlenrechnungen im Sinne einer Entscheidung, welcher Anteil der
Doppelbrechung dem Einflul der Lage, welche dem der Lagerung zu-
zuschreiben sei, finden sich bei Born nicht.

Ich habe fiir die vorliegende Darstellung der Dispersionstheorie
dem Hilbertschen Kolleg den Gedanken der konsequenten Reihen-
entwicklung nach %, usw. an der Stelle entnommen, wo fiir ein kubisches
Gitter die Ubereinstimmung der Dispersionsformel mit der Lorentz-
Planckschen gezeigt werden soll (§ 9).

§ 5. Mathematische Vorbereitungen.

Zur Ausfihrung der Summation der Einzelpotentiale er-

weisen sich zwei Darstellungen von '
ei kR
R

als besonders geeignet, da sie nicht die irrationale GroBe
R = (22 + y? + 2%}, sondern die Koordinaten quadratisch
oder linear enthalten, Wir nennen die eine Darstellung das
einfache, die andere das dreifache Integral.

I. Das einfache Integral.

Die GroBe k2 liege in der komplexen Ebene unter dem
Winkel 2¢ gegen die reelle Achse.
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Dann konvergiert

n fe—€2+§de,

wenn ¢ so gefilhrt wird, daB fiir kleine bzw. groBe & gilt:
2
Re (];f?) < 0, bzw. Re (¢%) > 0ist. Dies ist z. B. der Fall, wenn

e mnerhalb des Sektors — xw/4 + ¢ ¢ - Ebene.
und — n/4 aus dem Nullpunkt aus-
tritt und in dieser Richtung gerad- o o
linig ins Unendliche liuft. .

Der Wert des Integrales 1aBt | "\
sich leicht ermitteln (vgl. Riemann-
Weber, d. part. Dgl. d. math.
Physik I, 5. Auflage, p. 28): 4

—‘2"‘_‘2 — .
@) [o T aa=Vrornir

Setzen wir ¢= R-#, so wird der Integrationsweg nicht wesent-
lich verdndert uud es ist

o1
—-RBpt 4 — .= 2ik
] Vng
fe S dﬂ= .

2 R

Schreiben wir schlieBlich } kR fix k, so erbalten wir das ein-
fache Integral

(kR _R-,x+_"
3) e—=ife s,

dessen Weg, bis auf den Austritt aus dem Nullpunkt inner-
halb des Winkels ¢ der Fig. 8 auf die reelle Achse gezogen
werden kann (Fig. 8).

II. Das dreifache Integral.

Um aus der obigen Darstellung (8), welche die Koordinaten-
quadrate R2 = z2 + y? -} 22 enthilt, eine Darstellung zu ge-
winnen, bei welcher der Exponent von e eine lineare Funktion
von zyz ist, verfahren wir am einfachsten so:

Es ist

+°°_£_.'z +°°—- —‘— ize’
(4)fe v d/1=e-”fe o )d1=2se—z"”-ﬁ.
—00 —co

Annalen der Physik. IV.Folge. 49. 2
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Ersetzen wir in (8) e~*#* durch das hieraus folgende In-
tegral nach A und ebenso ¢~ %< und e~#* durch analoge In-
tegrale nach Variabeln x und », so erhalten wir ein vierfaches
Integral:

eikR 2 ( 1 )3
B Tg 2 Vn
) Ve B

ffff aet H_I(AHMHZH dldudws"‘"de

Die Integrationsfolge darf hierbei vertauscht werden und
die Integration nach & kann ausgefithrt werden:
® Boi- ot
H &2 — 2
® [ T e de=—
©)

Es bleibt das dreifache Integral

1kR
didpdv
tde+ipy + vz __ Ghapavy
4 fffe Y

dies Integral hat die gewunschte fiir die Summation duBerst
bequeme Form. ’

Es sei bemerkt, daB die Substitution von — 4, .. an Stelle
von -+4, .. nichts dndert auBer dem Vorzeichen der Exponenten.
Ist ferner R der Abstand des Punktes zy2z vom Punkte XY Z,
so gilt das allgemeinere Integral

kR
(8) t . fff +11(X Dxipn(Y—y)tiv(Z-— z)k dldau’dy

__lﬁ_# _1,2

Schheﬁhch sei bemerkt, daB die Integrationswege von
der reellen Achse verschoben werden konnen, wobei aber nicht

k2 —22 —pu? — 2= 0

werden darf. Insbesondere diirfen bei nicht verschwindendem
imagindren Teil von k die drei Variabeln auf identischen Wegen
in kleinem Abstand @iber der reellen Achse (zwischen dieger
Achse und dem Punkt k) laufen.

§ 6. Das Gesamtpotential und das optische Feld.

Um das Gesamtpotential des rhombischen Punktgitters
zu bilden, haben wir, zunichst unter Benutzung des dreifachen
Integrals [§ 5, (8)], die Einzelpotentiale
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et R —kS) o~ k8 Tl E D tin(F—y)tin(Z-2)
)= —=- 2n’J:[j' kot — A = =t dAdpdy
zZu summieren.

Die Koordinaten der Gitterpunkte sind

X=2al, Y=2bm, Z=2¢n,

wo I, m, n alle ganzzahligen positiven und negativen Werte
annehmen. (a, b, ¢) sind die halben Abstinde von Nachbar-
punkten auf den Achsen und zugleich die Abstinde benach-
barter Symmetrieebenen des Systems. Jk, ist die Ausbreitungs-
konstante der einzelnen Kugelwellen, k die der Dipolphase.
Wir setzen

@ { S =k (X cos(S, z) + Y cos(S, y) + Z cos(8S, 2))
=aX + Y +vZ;
dabei ist
(2a) a? + B2 4 9% == k2,
Das (tesamtpotential ist nun
—00.,. 400
1 o; ) )
(3) T = — ?;i 1%1 fffe.wl(i).—a)+21bm(i;4—ﬁ)+2wn(j:v-y)

didudy

Px gy B g

.e FilzFiuyFivs

Fithren wir die Summation am Integranden aus, so zerfillt die
dreifache Summe in das Produkt dreier einfacher geometrischer
Reihen, von denen die erste heiBit

+ 00

Zezial(il—a)-T-ilz_
Die Konvergenz dieser Summe fiir positive und negative !
kann dank der Unbestimmtheit des Vorzeichens von 1 erreicht
werden, sobald der imagindre Teil k&, groBer ist als kg (vgl. § 8).
In diesem Falle ist es nimlich moglich, A auf einer iber a ge-
legenen Parallelen zur reellen Achse laufen zu lassen, ebenso u
itber B, v iber 1), so daB also + 4 — o einen positiven ima-
gindren Teil hat, was zur Konvergenz der Summe iiber positive I
geniigt. Die Summe iber die negativen ! konvergiert, wenn
wir das Vorzeichen von i umkehren.

1) Den Beweis findet man in der Dissertation Note 1.
2*



20 P. P. Ewald.

Die Summation nach ? ergibt demnach

EN- — 00 —00
27,).“ = ZjCZial(l—a)—il:c + z’e-Zial(l+a)+ilz
—0o 0 -1
e-—i).z e+ilz+2ia(l+a)
T tel-a + 1 _ glialita)
(4) é—ilaz(l _ e?ia(l+a)) + eilm+2{a(l+a)(1 _ e‘_’ia(l—a))

1+ e*'%* _ 2082 g eivh

e—il(z+2a) _ g~ itz +2ica + eilm+2|‘aa — ¢it (x+2a)

2co82al — 2cos2aa

2.nsin).(:zc +20a) — €2 gindg
cos2al —-cos2aa

Entsprechend gestalten sich die Summationen nach m und x.

Das Gesamtpotential ist also

1= ._L'fffsinl(w+2a)—ezi““sin).x sinp(y+28) — e?®8sinpuy
T 2at cos 2@k — cos 2ae ~ co82bu —cos 258

()

sinv(x+2c)—e2i°"sinvx_ dldydw ,
cos 2vc — cos 2ey kot — A3 — p? —»?

wobe1 als Integrationswege fiir (Auv) die Parailelen zur reellen
Achse oberhalb von (afy) gelten (Weg 1, Fig. 4).

Aus den Integranden 188t sich ein Teil entfernen. Schreiben
wir im A-Integral

sini(x+ 26) —e?%®ginia
cos2al—cos2aa

2iaa

sindlxcos2al +cosizsin2al —e sindx

cos2ali — cos2aa

coslzsin2al —isinlzsin2a 0
cos2a 1 — cos 2a e

sinAz + ,
so hat der erste Term sin Az den Nenner, welcher Pole des
Integranden bedingt, verloren. Wir kénnen dann fiir diesen
Teil des Integrals den Weg von 4 auf die reelle Achse ver-
schieben; da sin Az eine ungerade, k,2 — A2 — u% — »2 eine gerade
Funktion von A ist, ist das Integral Null und es bleibt tbrig,
wenn das gleiche fiir die u- und v-Integration vorgenommen
wird:
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) fffcosla:sin2al—isinlazsin2aa
I= — .
(6) l 27 cos2ai —cos2aa
' l didudy
"'A.oe_lz_”s__,,;’

Es ist bequem, von diesem Integral auf eine Summe diber-
zugehen, indem man die Eesiduen an den Polen des Integranden
bildet. Die Pole fur die A-Integration liegen bei

! a
cos 2ak, =cos 2aw, 7.0=-%i,

wo [ eine positive oder negative ganze Zahl. In der i-Ebene

liegen die Pole auf den beiden Parallelen zur reellen Achse,
die durch die Punkte 4-a gehen (Fig. 4).

A-Ebene.

X Oko
————— o ——o (1)
SO - - - o ---—of-- -0 ——— - - °--—

Fig. 4.

Beachten wir, daf der Integrand eine ungerade Funktion
ist, 8o konnen wir bei der Substitution I’ = — A den bisherigen
Weg (1) (Fig. 4) von A ersetzen durch den symmetrisch zu (1)
unterhalb der unteren Polreihe liegenden Weg (2), der in umge-
kehrter Richtung zu durchlaufen ist. Nehmen wir unter Hin-
zufiigung des Faktors !/, fiir jede Integration in allen drei
VariabelnEbenen den Weg (1) 4+ (2), so entsteht

I = 2 f'ffeoslwsin2al—isinla;sin2a-n
T 16a? cos2ak—cos2acn
Y
L +@2) dlidudv

der durch das Unendlichferne geschlossene Weg (1) 4 (2) it

sich zo Umldufen um die Pole zusammenziehen, wobei diese

in negativem Sinne umkreist werden.

Intan
o

Das Residaum an einem der Pole 4, = erhalten

wir durch Entwicklung des Integrandennenners nach (4 — 4y):
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cosd,x sin 2aly, — ¢8in Lz sin 2aa
—2asin2aly (A —24) +...

1 -1 8in 4y @
= . 8 —_ con
o1 %4 (co hyz — i8in2ae - sm“oa) +
1 -1 .. sin2¢a«
=17 "4 (coslox—zsmloa:-m—a—&)+...
1 -1 ;ilniaa.z

_ e a
=i-7 2a ¢ +..ey

wobei die oberen Vorzeichen sich auf die Pole der oberen Reihe
beziehen und umgekehrt. Die Summe aller Residuen, die von
der Integration nach A4 herriihren, ist

ln+ aa 1l —aa
—_— i x

27” 21 (ln+ tm)2 + Zl : li:-_a,a)*

—oo  k’—u®— 2

oder da die zweite Summe identisch ist mit der ersten (man
setze — I statt I fir den Summationsbuchstaben):

An+ aa
-z

+o0
2”21 e ¢
o 2__”2__(lfr+¢zoz)2

—oo kP —p p

Bei analoger Ausfilhrung der anderen Integrationen erhalten
wir das Gesamipotential :

—o00..+00 —_— iy =t —

7 9 e @ ¢
0 HI=- 2abe Z B2 intao\* (mn+bf\* (nm+cy 2t
wo-(a)(b)(e)
Driese Rethe, welche dquivalent ist den Integralen (5) und (6),
stellt das genaue elektromagnetische Vektorpotential dar, welches
durch Superposition der Kugelwellen entsteht.

Zieht man den Faktor
e —ilax+By+ye) — g ~iks
vor das Summenzeichen, so hat das Potential die Form
\ - T . -iks,
(Ta) o= 2abe  ° >

wo die ﬁbrigbleibeﬁde Summe >, eine periodische Funktion
(Fourierreihe) ist mit dem Entwicklungsbereich +a, 4 b, 4-c.
Der Faktor e—i*s unterscheidet sich von dem fiir die Dipol-
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phase angesetzten Faktor nur darin, da8 an Stelle der sprung-
haften Verinderlichen S (der Koordinate emes Dipols) die
stetige Koordinate s getreten ist.

Um eine lebhaftere Vorstellung des durch (7a) dargestellten
Potentials zu bekommen, mu8 man sich vor Augen halten,
daB der Entwicklungsbereich der periodischen Funktion un-
gemein klein ist gegeniiber der Strecke, die der Faktor e—i*s
zur vollen Periode braucht. Sind doch die Abstdnde der
Atome in den Korpern von der GroBenordnung 10-2 em,
wihrend Lichtwellen auch in starkbrechenden Kérpern 10-5 em
nicht unterschreiten. Es kommen also 100—1000 Afome auf
eine Lichtwellenlinge.

Der Faktor e—i*¢ veréndert sich innerhalb eines Elementar-
parallelepipeds also kaum. Um auf (7a) zo kommen, haben wir
uns zunichst eine periodische Funktion von ziemlich kom-
pliziertem Charakter vorzustellen, sie sich um jedes Atom herum
wiederholt. Sodann haben wir, von Atom zu Atom wandernd,
die Amplitude dieser Funktion gemiB dem MaBstab, der durch
den langsam verdnderlichen Faktor gegeben ist, zu regulieren.

Fiar die optische Welle kommt es auf die Schroffen und
Zacken des mikroskopischen Feldes nicht an und die periodische
Funktion wirkt in ihrer Wiederholung von Atom zu Atom
nur durch ihren Mittelwert. Dieser ist — das konstante
Glied 000 der Fourierschen Reihe —

1

P
und daher ist das Potential des optischen Feldes:
7 n —iks 1 .
®) aII=a'2abce kk”—/u'o“

es stellt mit dem Zeitfaktor e—i"* versehen, eine ebene Welle der
Richtung —s dar, deren Exponent nichi, wie der der einzelnen
Kugelwellen als charakteristische Grofe ky, sondern L enthdlt.
Dementsprechend erfilllt es die Ausbreitungsgleichung

Al + k21 = 0.
Die urspriinglich far die Dipolphase angesetzte GroBe k selbst,
bzw. das Verhiltnis
k
ko
ist aus der ,,dynamischen Gleichgewichtsbedingung* (10, §2)
zn bestimmen.

Y =
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Der Faktor (k2 —k?)~! bestimmt die Amplitude a der mit-
schwingenden Elektronen, wenn die Intensitdt der beobachteten
optischen Welle gegeben ist: fiir kleine Werte von (k, — k),
d. h. wenn der Berechnungsindex nicht viel von 1 abweicht,
sind die Amplituden besonders klein; dies ist aber im Grunde
nur die Umkehrung der Aussage, daB wenig mitschwingende
Elektronen den Brechungsindex wenig beeinflussen.

§ 7. Zweite Summation; erregendes Feld.

Die im vorigen Paragraphen abgeleitete Form des
Gesamtpotentials gestattete in durchsichtiger Weise die Ent-
stehung des optischen Feldes zu verfolgen. Besonders war
leicht zu sehen, daB das Gesamtpotential an allen Gitter-
punkten gleiche Phase ¢'** wie die Dipole hatte. Hierdurch
kommt es, daB wir uns zur Berechnung der Dipolschwingungen
(10, §2) auf den Dipol im Nullpunkte beschrinken diirfen.
Fiir diesen haben wir das erregende Potential bzw. dessen
zweite Ableitungen zu bilden, welche mittels der Determinante
11, § 2 die Phasenkonstante & bestimmen.

An der Summe (7) des vorigen Paragraphen laBt sich die
Wirkung des Aufdipols 000 nicht abziehen; dies liegt daran,
daB die Summe fiir £ = y = z = 0 unendlich wird, indem sie
ungleichm#Big konvergiert und schlieBlich divergiert. Der abzu-
ziehende Beitrag B-1e¢'%% hingegen divergiert in ganz anderer
Weise. Daher lassen sich beide Ausdriicke nicht verschmelzen,
bevor sie unendlich werden. Ubrigens gestattet die Form, in
der IT erscheint, auch nicht eine zweimalige Differentiation.

Es ist nun auch im Hinblick auf die numerische Rechnung
besonders erfreulich, daB mit Hilfe des einfachen Integrals
fir das Einzelpotential (8, § 5) sich die Summation ebenfalls
ausfilhren liBt. Man erhilt ein einfaches Integral iuber ein
Produkt von Thetafunktionen und Exponentialfunktionen und
kann am Integranden die Substraktion des unendlich werden-
den Gliedes wirklich vornehmen, so daB bei dieser Berechnung
des erregenden Potentials kein Term oo — oo auftritt. Dies
ist im Grunde das Verdienst der #-Transformationsformel,
d. h. des Umstandes, daB jede #-Funktion zwei ganz verschiedene
Entwicklungen zulafit. In der einen Entwicklung stellt fir urs
jedes Glied die Wirkung eines Dipols dar und deshalb kann
der Beitrag des Aufdipols gesondert erkannt und abgezogen
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werden. Bei der anderen Entwicklung sind die Anteile der
einzelnen Dipole ganz durcheinander geworfen und jedes Glied
der Entwicklung entspricht einem der Terme, aus denen wir
im vorigen Paragraphen das Gesamtpotential als dreifache
Summe aufgebaut haben. Indem nun beide Darstellungen
geeignet benutzt werden, gelingt es leicht, den Anteil des
Aufdipols abzuziehen und doch die wesentlichen Teile des
Feldes von den andern zu trennen.

Wir gehen aus von dem Integral 8, § 5:
Ry 9 pod -R'z'2+4Lj,
)] == de;
V=i

in dieses fithren wir eine dimensionslose Variable ¢ ein, indem
wir setzen ‘

D 2 2 2 2 2 2 2
@ e=20g xr_ Pk 2 K py_m Ayt

V= ° b1 7 4
wo d eine Linge von der GroBenordnung der a, b, ¢ sei, welche
wir spiter als das geometrische Mittel dieser Kantenlingen
wihlen werden. Dann ist

a? !

o m & \ "
ik —TFAIE- Y-+ @ -+ 5
(3) "R.:% e “ds.
()}

Die Bestimmung des § 5 tiber die Richtung des Auslaufens aus
dem Nullpunkte wird durch die Transformation nicht geindert.

Multiplizieren wir mit dem Dipolphasenfaktor und sum-
mieren, so erhalten wir das Gesamtpotential:

4) =

1 e % %{(Zal — 22 (2bm — )2+ (2cn— z’)} —2ieal—2ibfm—2icy nt+ ’%’

; e de
{,m,n (0)

Der vom BSummationsbuchstaben ! abhidngige Teil des Ex-
ponenten ist

—a’%:fl’-i— (azﬂ‘?f— 2iuu)l.

Die einfachste Thetafunktion (welche auch dy oder &#; genannt
wird) laBt folgende Reihenentwicklung zu:
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+
(5) ﬁ"(v|it)=23—ﬂl’t-—2nilu.

Bei Vertauschung von Summations- und Integrationsfolge
haben wir daher in (4)

ea |, .ax o .a% ,
g (7 +i— ¢ !z & )
vor uns und das Gesamipotential ist

e}
_ 1 ae | daxe®| . a® ,\ o (bf | thye|. b
”—df"(”;+—2d= i ﬁ)"(—; Tk
©)

(6)

2d*

e tcx g
"9(?7"' a

uo‘Z
¢t R
z—ez) ‘e ¢ dg.

Lassen wir bei der Summation den Dipol 000 aus, so fallt das
Glied 000 fort und wir erhalten das erregende Potential :
(7 o= [{9.9. 911" " as.

(U} '

Um die Integrale ausfithren zu koénnen benutzen wir die
Reihenentwicklungen der #. Die urspriingliche Reihe (5) kon-
vergiert schnell, wenn & groB ist; eine fiir kleine ¢ brauchbare
FEntwicklung erhalten wir durch die #-Transformationsformel?)

)
)
l _ Le—n%‘z \ —n?—?nl%

== ]
Mittels der ,transformierten* und der ,,urspriinglichen** Reihe
ergeben sich folgende Integrale fiir I7:

J F(v|it) Ei/l—,te—WT 0(1%

8)

a  do da #o?

" jSe—%{(17+I)2+..}—in{(z%+;—)%+..}+7£_3d£

d abe
9) IT =

: 2
%fze—nz’{(l%'*;ﬁ) +..!—2i(laa+__)+%d8'

Die Integranden sind fiir jedes & identisch gleich. Wir wollen
abkiirzend die Exponenten im ersten und zweiten Integral

1) Vgl.z.B. A.Krazer, Lebrbuch der Thetafunktionen, p. 96. Teubner.
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durch I und II begeichnen. Dann sind die Ableitungen
? Il o* Il

i =II,, und W—-—ﬂw:
(1) I, = { e B+ T) e
- #[Z{we(17

-+ d) _nTa” e'de.
abafz( fi-’;)( % %)e“e“’ds
A S (1455 (m g+ e

Wir miissen nun von II,, das zweimal nach z differenzierte
Einzelpotential des Aufdipols abziehen. Zu dem Zweck teilen
wir die Integration, welche I7,, liefert, in zwei Teile: von 0
bis E und von E bis co. E ist zuniichst unbestimmt. -Auf der
ersten Weghélfte benutzen wir die Reihen mit dem Expo-
nenten I, auf der zweiten die Reihen mit II. Abzuziehen ist
(vgl. (8) dieses Paragraphen)

o

. o
32 bl - L/‘ 2 z? & —1’23’+£—‘l
(12) WT ds. (ﬂ ] 4—d2—ﬂ2)€ ds.
©

Teilen wir auch dies Integral durch die Ubergangsstelle E in
zwel Teile, so ist das Integral von E bis oo identisch mit dem
Gliede 000 der zweiten Hélfte von 7., Die Substraktion laBt
sich also durch einen Akzent an der Summe ausfithren und es
1st, wenn wir gleichzeitig zu £ = y = 2z = P = 0 iibergehen

T, = H(1£+ H(Z);
E
2 - d do o #o®
o =_;’b_czf(l;+7) ¢-sde o [P 5 de
2 g
:(azzl = dazf{(l““") - 9 } e'ds,

wo die Exponenten fir den Nullpunkt sind:
3 da\2 #2
I = ——2{(l—+—) +} +,

24

I = —nsﬂ{z=72 +oo) —2illaa+4..)+ 2.
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In [T 148t sich das allgemeine Summenglied leicht integrieren,

wenn man beachtet, daB £3de= ~%d(é) ist. Das un-

bestimmt integrierte Glied liefert bei ¢ = 0 wegen der Rich-
tung des Auslaufens aus dem Nullpunkt keinen Beitrag; es
bleibt der Wert an der oberen Grenze E und man hat

7T d da\?2 302
(li-}-ﬁ)!e—ﬁ{(l;'l";) +“'}+E—2
8
Q T 2 a 7T
IIM’ 2abe d doz)2

(14) ﬁ x02—7t(\l7+7

+ ;:lsfe * s2ds.
)

Man sieht hier deutlich den Zusammenhang mit dem Gesamt-
potential in der Form des § 6. Fiur E = oo geht II',, iiber in
das (formal) differenzierte Gesamtpotential (7), § 6, genommen
am Nullpunkte und vermindert um das (ebenfalls unendliche)
vom Aufdipol herrithrende Glied. Wird aber £ im Endlichen
beibehalten, so sind alle Terme endlich, weil sich der unendlich
groBe Teil der Wirkung des Aufdipols in 172 herausgehoben hat.

Durch analoge Rechnung ergibt sich:
I, =10+ Hf)

I = 4 da =t
3L ety O
(15) 2abe xoz—n(l—z—+%)2+

2
7o = :l' ngE’l -m-gh.g'de.

In Hg}g fehlt das Integral, welches bei JI) dem von der Summe
abzuziehenden Einzelpotential entspricht; dies liegt daran, daB
bei der Differentiation von (8) nach z und y kein unabhingig
von der Richtung unendlich werdendes Glied auftritt. Der
Akzent an der Summe in II?) darf trotz des Faktorsl:-m
nicht fortgelassen werden, da das Integral uber das Glied
[ = m = n =0 unendlich ist.

Die Reshen (14) fir IV und (18) fiir II®) geben die zur Be-
rechnung der Hauptbrechungsindizes notigen Daten, soweit sie
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swch ohne Vernachlissigungen finden lassen. Im folgenden
Paragraphen werden nun die Vereinfachungen benutzt, welche
die wirklichen GréBenverhiltnisse bei der Ausbreitung des
Lichtes in festen Kérpern mit sich bringen.

§ 8. Vernachlidssigungen wegen der Kleinheit von x, x,

Die in §7, (11) und (12) aufgestellten Formeln fiir die
Ableitungen des erregenden Potentials am Orte des Dipols 000
konnen erheblich vereinfacht werden, wenn #, » und d.a, d.§, d.y
kleine Zahlen sind. Dies ist stets der Fall, sobald es sich um
sichtbares Licht und feste Korper handelt, da d von der GroBe
der Atomabstinde, kg, k, a, B,y von der Ordnung 1/4 sind.
Wie schon oben festgestellt wurde, ist das Verhiltnis d /24
von der Ordnung 1/, bis 1/, und von der gleichen Ord-
nung sind die obigen GréBen.

Unter diesen Umstéinden spielen Terme wie da/# in den
Reihen (18), (14), § 7, nur dann eine Rolle, wenn l=m =
n =0 ist.

Wir streichen deshalb in allen Gliedern der Reihe die
kleinen Gréflen, nachdem wir das Glied 000 abgesondert haben.
Dieses Glied lautet fiir J7{) nach (14), § 7:

n?  dled 1. = »*eos®(5,9)
2abe n® #2—x 2abe 1—-»2 7
wobei v = x/x, der Brechungsindex ist. Das Glied ist also
von der GroBenordnung 1 in bezug auf »2
Das in (14) des vor'gen § auftretende Integral
E x%
e © ?de
©
hat wegen der Kleinheit von x, einen Integranden, der erst
dort von &2 erheblich abweicht, wo der Integrand ohnehin
gehr klein ist. Wir begehen einen Fehler hochstens von der
Ordnung »,%, wenn wir dies Integral ersetzen durch das von #,
unabhingige

7 8
elde = ET .
)
Im ganzen wird hiernach der erste Teil des erregenden Potentials
now=_= (—’2—— cos?(§, z) + w;ln)c) ,

zx 2abe \ 1—»*
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wo %) in dieser Annéherung weder von x und %, noch von
der Ausbreitungsrichtung der Welle, sondern allein von den
a, b, ¢ abhingt.

Die analoge Betrachtung wird an der Reihe (18), § 7,
fiir /7@ durchgefiihrt. Auch hier kénnen die kleinen GréBSen
von der Ordnung #,2 im Exponenten der e-Funktion vernach-
lissigt werden, sobald sie neben Gliedern der GréBenerdnung 1
gtehen. Nur fir das Summenglied 000 wire dies nicht der
Fall; da dieses Glied aber durch den Akzent sowieso ausge-
schlossen ist, so wird II®) ganz und gar unabhingig von den
kleinen GroBen. Wir schreiben in dieser Naherung

2. T @
H:(Ez)— 2abe wxa?:

und haben im ganzen fiir das erregende Potential, wenn noch
Yy + Y= y gesetat wird :

3
1 IT, = 2:1;0 (1:1/’ cos? (8, z) + qpm)
und analog
»2
) H;y = %bc(ﬁ cos (8§, ) cos (S, )) .

Bei II'y, und den analogen Differentiationen tritt offenbar
kein Glied y,, auf; denn dieses wire ja unabhingig von der
Richtung und also bei Ausbreitung lings einer der Koordi-
natenachsen auch vorhanden. Wir wissen aber, daf aus Sym-
metrie in diesem Fall II’,, = 0 ist (vgl. oben).

Schlieflich ist in dieser Bezeichnungsweise auch
3) AH'_L(_i_+A¢).

T 2abe\l —»?

§ 9. Die Dispersionsformel.

In § 2 hatten wir sechs Fille zur Berechnung der Haupt-
brechungsindizes unterscheiden miissen, je nach der Richtung
von Schwingung und Strahl, hatten aber bereits dort vermutet,
daB je zwei dieser Indizes so nahe zusammenfielen, da8 ihre
Unterscheidung praktisch unnétig wire. In der Tat konnen
wir jetzt die Bestimmungsgleichung bei Ausbreitung der
optischen Welle in der z-Richtung und Schwingung in der
z-Richtung aufschreiben:

2 ’ U ”z&’ —
QHAI =T dampmg = Oty (55 + 49— Yor) =0
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und finden dann, daB in unserer Anniherung wegen der Un-
abhiingigkeit der  von der Richtung des Strahles die identische
Gleichung auch fiir v, d.h. bei a=y=0, =K, gelten
wiirde. Wir lassen deshalb den Untersehied zwischen vy und v,
fort, indem wir v, fir den Hauptbrechungsindex bes Dipol-
schwingungen parallel der z-Achse schreiben.

Nennen wir v das einen Dipol enthaltende Volumen 8abe,
so haben wir fiir den Brechungsindex die Gleichung

2
(1) iR 2t Ay -,
oder
@) vi=1+ :

v
E L+ 4 Y — Yz~ 1
Erinnern wir uns der Bedeutung der Elektronenkonstanten
209, §2)
Q= :n—,(noz—- n?® — in‘;qﬂ—);
dabei soll, um durchsichtige Kristalle zu betrgchten, der
Reibungskoeffizient g = 0 gesetzt werden. Dann ist die Dis-

persionsformel :
1

(3) ’ywz = 1 + -
1
(4) - 1 + .B — An"
oder unter Einfiihrung der Wellenlinge 1 = 2—:9:
, 1
®) v =2t mp T imea

Wir haben hier eine Dispersionsformel mit zwei Konstanten
vor uns, von gleicher Bauart, wie die H. A. Lorentzsehe?)
und die Plancksche!) Formel. Letztere lautet in unseren
Bezeichnungen

1) Zitate unter § 4.
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wihrend Lorentz — (3 +s) statt — 4 hat, wobei s un-
bestimmt bleibt. In allen drei Formeln bedeutet dieser Term
den Einfluf der Dipole im Korper auf einen Aufdipol. Der
Teil 1 stammt von der zu einem homogenen Medium aus
gebreiteten weiteren Umgebung des Aufdipols, wihrend in
Lorentz’ s die unbestimmte Einwirkung der Nachbarmolekiile
beriicksichtigt ist. Fir den Fall kubischer Anordnung der
Nachbarmolekiile zeigt H. A. Lorentz, daf s= 0 wird, so
daB seine Formel mit der Planckschen identisch wird.

Auch bei uns erhdlt man fiir ein kubisches Gitter den
Term }. Man hat dann nédmlich aus Symmetrie

Nun liBt sich aber Ay auf folgende Art bestimmen: Man ent-
wickele dag Gesamtpotential (7), § 6 nach Potenzen von k.
Man erhilt

o= — 4“(ﬁ+ [k‘l...+...]>

v

wenn nur die niedrigste Potenz ausgeschrieben wird.
Um das erregende Potential zu erhalten, muB hiervon
GER

1 .
—I_B———=§+2k—...

abgezogen werden. Das Glied mit k=% in der Entwicklung
von IT geht unveréindert in die Entwicklung von II' iiber.
Daher hat man

Durch Vergleich mit (8), § 8 ergibt sich also
Ap=1,
und daher nach (6)
-4y +yu=1.
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Insowest der 1sotrope Korper durch eine kubische Anordnung
ersetzt werden darf, stimmt also unsere Formel génelich mit der
Lorentz- Planckschen idiberein.

Die Diskussion der erhaltenen Dispersionsformel wiirde,
was Abhédngigkeit des Brechungs- und Absorptionsindex von
der Wellenlinge betrifft, nichts anderes ergeben, als was bereits
von Planck ausgefithrt wurde.

Nur was die Besonderheiten, die durch die Anisctropie
der Formel (8) entstehen, betrifft, soll hier folgendes bemerkt
werden:

1. Aus zwei Messungen von », kénnen 4 und B, (Formel 4)
berechnet werden. Da die p durch die Kantenlingen des
Gitters gegeben sind, so erhdlt man unter Benulzung der Werte
eines einzigen Hauptbrechungsindex bei zwei verschiedenen
Wellenlingen die vollstindige Dispersionsformel nicht nur fir
diesen Index, somdern auch fir die beiden anderen Haupt-
brechungsindizes.

2. Die Konstante 4 hat unabhingig davon, an welchem
Brechungsindex sie bestimmt wird, den fir das Gitter cha-
rakteristischen Wert v/47t-m/e2.  Sie sollte also gleich grof sein,
einerlei welchen Hauptbrechungsindex man zu ihrer Be-
stimmung benutzt. Man findet aber diese Beziehung nicht
erfullt. Z. B. ist fiur Anhydrit

4, = 1,6125.107%; 4, = 1,6726-107%; 4, = 1,5501-107%,

also Abweichungen von 8 Proz.

Dies liegt einmal daran, daB das von den Elektronen mit
der Bigenfrequenz n, gebildete Gitter kein so einfaches Bra-
vaissches ist, wie hier vorausgesetzt wurde; ferner aber gibt
es neben den FElektronen mit der Eigenfrequenz n, andere
mit anderen Eigenfrequenzen und eventuell Tonen mit Eigen-
frequenzen im Ultrarot.

Die zweikonstantige Formel (3) ist dann als Anndherung
an eine Formel komplizierterer Bauart aufzufassen und die
Konstante 4 der Dispersion verliert hierbei ihre einfache Be-
deutung und kann von der Ausbreitungsrichtung der Welle
oder dem Polarisationszustand abhéngen. Hierher gehort die

Aunalen der Physik. IV, Folge. 49. 3
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Bemerkung von Drude?), daB im Kalkspath bei Finfall senk-
recht zur optischen Achse auf den ordentlichen Strahl scheinbar
finf, auf den auBerordentlichen zwei Elektronen pro Molekiil
mitschwingen.

8. Aus der Formel (3) geht ohne weiteres hervor, daB
die Wirkung der Gitterstruktur auch aufgefaBt werden kann
wie eine antsolrope Lagerung der Elektronen in den Molekiilen.
Die Anderung der Dispersionsformel, welche beim Ubergang
von ¥, zu v, bzw. von y,, zu y,, stattfindet, kann ja, wie (3)
zeigh, fiir alle Wellenlingen ersetzt werden durch eine ge-
eignete Abdnderung der Eigenschwingung n, Innerhalb des
Gitterverbandes besitzt ein Dipol, der an sich isotrop gebunden
wire, durch den EinfluB der Struktur von selbst drei ver-
schiedene Eigenschwingungsdauern und Frequenzen. Die beiden
Ansichten, von denen die eine die Doppelbrechung auf Aniso-
tropie der kleinsten Teilchen, die andere auf die anisotrope
Lage der isotrop gedachten kleinsten Teilchen zuriickfithren
will, stimmen in ihren qualitativen Folgerungen iberein.

§ 10. Die Gleichung der Normalenfliche.

Wir haben uns bisher ausschlieBlich mit den Haupt-
brechungsindizes beschaftigt, deren wir urspriinglich sechs
unterscheiden muBten. Mit Vernachlissigung der Glieder von
der Ordnung (a /4)? erkannten wir je zwei, die sich auf den
gleichen Polarisationszustand beziehen, als einander gleich, so
daB8 die Eigenschaften des Gitters in dieser Hinsicht mit denen
eines zweiachsigen Kristalles iibereinstimmen.

Eg fragt sich, ob dies fiir alle Richtungen gilt, d. h. ob die
Beziehung 2wischen Richtung der Wellennormalen S und dem
Brechungsindex, welche in der Determinante (11, § 2) enthalten
ist, von der gleichen Art ist, wie bei rhombischen Kristallen.

Indem wir mit demselben Grad der Genauigkeit rechnen,
tragen wir die Werte (1), (2), (3) aus § 8 in die erste Zeile
der Determinante ein. Diese wird:

1) Ann. d. Phys. 14. p. 691. 1904.
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Q+—”——(”—2(l—cosz(s,z)) + Aip—w,,,);

2abe \1—»?

2 - o
T 2abe l_v,‘cos(s,x)cos(s,y), T 2abe 1—»%

cos (s,z) cos (s,2).

Fiahren wir die Abkiirzungen

2
N=1:— cos (s,z) =cosl...

i’

ein und ersetzen

Lﬂbcg_f_dw_wm= Yz =N,

1—w,

durch seinen Wert N,, so lautet die Determinante:

J'Nsinzl—N,, — Necoslcos2 — Necosleos$
— Ncoslcos2 Nsin?2 — N, —Ncogs2ec088 | =0.
‘ — N cosl cos8 — N cos 2 cos 8 Ngin28 —N,

Schreiben wir in der Diagonalreihe (1 — cos?2...) statt sinZ...
und nehmen den (auBer in trivialen Féllen) von Null ver-
schiedenen Faktor

— N3cos?21 - cos22 - cos28

heraus, so bleibt

N-N,
(1 ~ Necos? 1) 1 1
N-N,
1 (1 - m) 1 =0
N-N,
1 1 ( —ms%)

oder, bis auf einen Faktor:

N cos? 1 N cos? 2 N cos? 3
v-w t ww T s —1=0

Dies ist aber nichts anderes als die Gleichung der Normalen-
fliche eines zweiachsigen Kristalls. Ersetzt man namlich
3‘
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die 1 durch cos?21 4 c0s%22 - c0s28 und die N... durch ihre
Ausdriicke in », so erhilt die Gleichung die iibliche Form:

»,2 cos? 1 »,? cos? 2 »,2 cos? 8

+ =0.

y2—y 2 vi—y? yi—yp2

Wir sehen hierdurch, daf3 ein Punkigitter der betrachieten Art,
sich nach allen Richtungen wie evn Kristall verhdlt und daB vom
Standpunkt der Optik nichts gegen eine noch so einfache
Gittervorstellung der Kristalle einzuwenden ist.

§ 11. Die Doppelbrechung D.

Bereits in den allgemeinen Betrachtungen des §2 war
auf eine Beziehung zwischen den Hauptbrechungsindizes hin-
gewiesen worden, welche nach (14), § 2 hie8

(1) (4II'—1IT',), = (AIT' —1IT', ),.

Die Indizes z an den Klammern sollten daran erinnern,
daB die Potentiale sich beiderseits auf den Fall der Ausbreitung
des Feldes lings z (allein y == 0) beziehen, daB aber links der
Brechungsindex v, fiir Schwingungen a = a,, rechts », fiiz a=a,
gemeint ist.

Setzen wir in diese Beziehung die angendherten Werte
(1), (2), (3), §8 ein, so entsteht

k14 T

Zabc( —v"+ Y- wm’): 2abe (1 »,? + Ay — wyy)

oder da Ay in beiden Fillen das gleiche ist:

@) e e D
(1__1,12)(1_1, 2) pa::c 17Uyy zy *

Die links stehende Zahl, welche bereits von T. H. Havelock als
unabhdngig von der Wellenlinge erkannt wurde, finden wir iiber-
haupt nur abhang@g von den Verhdltmssen a:b:c des Gitters
und mennen sie das Maf der strukiurellen Doppelbrechung.
Durch die Reihen des § 7 sind wir in der Lage, diese Kon-
stante fiir beliebige Verhéltnisse a:b:c auszurechnen. Die
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Reihen konvergieren bei passend gewdhlter Teilungsstelle E
geniigend schnell, um eine bequeme Zahlenrechnung zu er-
moglichen.

Es kann aber heute noch keinen Erfolg versprechen, die
Rechnung an einen bestimmten Kristall anzukniipfen in der
Hoffnung, eine Ubereinstimmung zwischen berechnetem und
beobachtetem Wert zu finden. Denn keiner der bisher.
(Herbst 1915) ihrer Struktur nach bekannten Kristalle hat
eine so einfache Konstitution, da mit einiger Sicherheit ge-
schlossen werden kann, dafl eine Elektronensorte zu seiner
Beschreibung in optischer Hinsicht ausreicht.

Die numerische Rechnung und die Ausdehnung der Theorie
auf kompliziertere Raumgitter soll daher hier unterbleiben.

Nur zur Orientieraung iiber die zu erwartende GroBen-
ordnung des Effektes sei angegeben, dafi unter Zugrunde-
legung des Verhéltnisses ¢ : b : ¢ = 0,8982:1:1,0008 (An-
hydrit) sich ergibt:

D, =017848 D_=0,17983 D, = 000133,
wihrend beobachtete Werte sind (ebenfalls Anhydrit)
Dy, =0,05145 D,,= 005926 D,;=0,00854

Hieraus kann geschlossen werden, daf die anisotrope An-
ordnung allein geniigt, wm Doppelbrechung der beobachicten
Grofie zu erkliren.

DaB die einfachen Annahmen iiber das Raumgitter nicht
hinreichen, um im speziellen Fall den Erscheinungen gerecht zu
werden, zeigt sich auch daran, daB in der Beobachtung I nur
bis zu einem gewissen Grade unabhingig von der Wellenlinge
gefunden wird. So ist bei Quarz die Anderung von D zwischen
den Linien C und E des Spektrums 15mal geringer, als die
Anderung der Doppelbrechung (w — &) in gewShnlichem Sinne.
Bei den meisten Kristallen ist die Anderung von D etwa 8 bis
6mal kleiner als die der gewdhnlichen Doppelbrechung —
es gibt aber einige, bei denen sich I stirker als die Doppel-
brechung &ndert.

Ob die Konstanz von D in beliebig zusammengesetzten
Punktsystemen aus gleichen Klektronen gilt, moge dahin-
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gestellt bleiben; sicherlich gilt sie nicht in einem aus ver-
schiedenartigen Ionengittern zusammengesetzten Punktsystem,
da es nicht moglich ist, aus den zwei Dispersionsgleichungen
fur », und », die zwei oder mehr Elektronenkonstanten £,
zu eliminieren.

Bei zwei Elektronengattungen 1Bt sich leider keine ent-
sprechende einfache Beziehung zwischen den drei Haupt-
brechungsindizes angeben, welche unabhéingig von der Wellen-
linge gilt.

(II. Teil im folgenden Heft.)





