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4. Das Relativitdtsprinzip!');
von H, Minkowski ¥.

Von der elsktromagnetischen Lichttheorie ausgehend,
scheint sich in der jiingsten Zeit eine vollkommene Wand-
lung unserer Vorstellungen von Raum und Zeit vollziehen
zu wollen, die kennen zu lernen fiir den Mathematiker
jedenfalls von ganz besonderem Interesse sein mufB. Auch
ist er besonders gut priadisponiert, die neuen Anschauungen
aufzunehmen, weil es sich dabei um eine Akklimatisierung
an Begriffsbildungen handelt, die dem Mathematiker ldngst
duBerst gelaufig sind, wihrend die Physiker jetzt diese Begriffe
zum Teil neu erfinden und sich durch einen Urwald von Un-
klarheiten mithevoll einen Pfad durchholzen miissen, indessen
ganz in der Nahe die lingst vortrefflich angelegte Strafle der
Mathematiker bequem vorwirts fithrt. Uberhaupt wiirden die
neuen Ansitze, falls sie tatsichlich die Erscheinungen richtig
wiedergeben, fast den groBten Triumph bedeuten, den je die
Anwendung der Mathematik gezeitigt hat. s handelt sich,
go kurz wie moglich ausgedrickt — Genaueres werde ich
alsbald ausfithren — darum, daB die Welt in Raum und
Zeit in gewissem Sinne eine vierdimensionale nichteuklidische
Mannigfaltigkeit ist. Es wiirde zum Ruhme der Mathematiker,
zum grenzenlosen Erstaunen der iibrigen Menschheit offenbar
werden, daB die Mathematiker rein in ihrer Phantasie ein
groBes Gebiet geschaffen haben, dem, ohne daB dieses je in

1) Es sind gerade 10 Jahre her, daB in den Annalen die Arbeit von
Einstein iiber die Elektrodynamik bewegter Kérper veroffentlicht wurde.
Mit Riicksicht auf die groBe Rolle, welche das in jener Arbeit begriindete
Relativititeprinzip in den Annalen spielt, verdffentlicht Herr Sommer-
feld im Einverstindnis mit der Redaktion aus den nachgelassenen Papieren
Minkowskis als des erfolgreichsten Interpreten des Relativitétsprinzipes
den nachfolgenden Vortrag. Derselbe ist gehalten in der Goéttinger Mathe-
matischen Gesellschaft am 5. November 1907, also fast ein Jahr vor dem
Célner Vortrag Minkowskis itber Raum und Zeit.
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der Absicht dieser so idealen Gesellen gelegen hitte, eines
Tages die vollendetste reale Existenz zukommen sollte.

Das Prinzip der Relativitiat, tiber das ich Ihnen heute
referieren will, ist ersonnen zur Erklirung dafiu, daB alle
Versuche, eine Bewegung der Erde relativ zum Lichtmedium,
zum Ather, zu konstatieren, notwendig miBlingen miissen.
Soweit bei den Experimenten nur GréfBen von der Ordnung
des Quotienten der Geschwindigkeit der Erde im Sonnen-
system uad der Lichtgeschwindigkeit zur Beobachtung kommen
sollten, ergibt sich die Unmoéglichkeit, durch Versuche an
der Erdoberfliche die Richtung der Erdbewegung festzustellen,
schon blof auf Grund des Umstandes, daB zur Vergleichung
von Uhren an zwei Punkten notwendig Signale hin und zuriick
laufen missen. Aber A. Michelson hatte 1881 einen Ver-
such angestellt (1887 mit Morley in gréferam MaBstabe),
der auf die Wahrnehmung einer GroBe zweiter Ordnung in
jenem Quotienten abzielte und ebenfalls ein negatives Fr-
gebnis hatte. Zur Erklirung auch dieses negativen Resul-
tates formulierte H. A. Lorentz (1892) und andererseits
Fitz Gerald (1893) die Hypothese, daB infolge der Erd-
bewegung eine ganz bestimmte Kontraktion der Materie parallel
der Erdbewegung statthitte. Aus dieser hochst seltsam klin-
genden Hypothese hat sich dann schlieBlich das Postulat der
Relativitit in einer Form herausentwickelt, die dem Ver-
stindnis des Mathematikers besonders gut zugénglich ist.
Verdienste um die Ausarbeitung des allgemeinen Prinzips
haben Einstein, Poincaré wund Planck, iber deren
Arbeiten ich alsbald Naheres sagen werde.

Indem ich nun endlich zur eigentlichen Sache selbst
komme, habe ich meine Ausfithrungen in vier Teile zu gliedern,
die ich durch die Schlagworte: 1. Elektrizitat, 2. Materie,
8. Dynamik, 4. Gravitation bezeichnen mochte.

1. An erster Stelle handelt es sich um Konstatierung
einer rein mathematischen Beziehung, namlich eines gewissen
formalen Charakters derjenigen Differentialgleichungen, welche
Lorentz als Grundlage seiner Elektronentheorie nimmt und
welche das Verhalten des elektromagnetischen Feldes im
reinen Ather wie in dem von Elektrizitit erfiillten unendlichen
Raume regeln. Diese Grundgleichungen besitzen, auBer daf
sie natiirlich von der Wahl eines rechtwinkligen Koordinaten-
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systems im Raume unabhingig sind, noch eine gowisse weitere
Symmetrie, die bei der gewohnlichen Schreibweise nicht zum
Ausdruck gebracht wird. Ich will hier, was iibrigens bei
keinem der genannten Autoren, selbst nicht bei Poincaré,
geschehen 1st, jene Symmetrie von vornherein zur Darstellung
bringen, wodurch in der Tat die Form der Gleichungen, wie ich
meine, duBerst durchsichtig wird. Es seien =z, y, 2z feste
rechtwinklige Koordinaten im Raume, im Ather, und ¢ die
Zeit. Es wird sich in der Folge um den quadratischen Anus-
druck z? + y? + 22 — ¢212 handeln, unter ¢ die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit des Lichtes im leeren Raume verstanden. Die
Zeiteinheit mag so gewahlt werden, daB ¢ =1 wird, d. h. also
1/3.1010 Sek. bei der Léngeneinheit 1 cm. Es soll nun z,, z,,
x4 statt x, y, 2 geschrieben werden, und ferner soll x, fiir 41 ge-
setzt werden. Es ist dann natiirlich z, im folgenden immer
eine rein imagindre GroBe. Jener quadratische Ausdruck geht
in die Form 2+ 2,2 + 2 + x,2

iiber, und wir werden ¢s nun mit Gebilden in der vierdimen-
sionalen Mannigfaltigkeit der z;, x,, #;, z, zu tun haben.
Der ganze elektromagnetische Zustand im Raume zu jeder
Zeit 1aBt sich nun durch das Verhalten eines einzigen vier-
dimensionalen Vektors darstellen. Seine Komponenten seien
Yy, Yoy Yas Wy Dabei sind wieder y,, w,, w3 veell und 1, ist
rein imagindr. In den Bezeichnungen, die Abraham in seiner
elektromagnetischen Theoiie der Strahlung hat, sind y,, ¥,, ¥
die Komporenten U, U, U, des elektromagnetischen Vektor-
potentials U, und es ist p, =+ D und D das skalare elektro-
magnetische Potential. Dieser Vektor () hat nun in seiner
Abhéngigkeit von ,, x,, x3, z, die folgende Bedingung zu
erfiillen :

(1) 6W1+6_%+BWs+aW4_O

0x, ' dxy, ' Owy ' Om,

Der Differentialausdruck links mag Div (y) heilen.. AuBer-
dem kommt noch ein zweiter vierdimensionaler Vektor zur
Geltung: (¢) = 0y, 02, 03, 04 Dabei ist g, = 1 ¢, und g bedeutet
die Dichte der Elektrizitat pro Volumeneinheit, und o,, @5, 05
sind die Komponenten des rdumlichen Vektors ob bei Abra-
ham, wo b die Geschwindigkeit der konvektiv bewegten
Elektrizitit bezeichnet. Endlich werde noch die Abkirzung O
fir den Differentialausdruck
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62 62 a'l a'l
0 2,% + 0 ,? + 8 gt + 0

gebraucht; jetzt mdgen die Verbindungen

Oww _ 8y,
617J axk’
mit y;, bezeichnet werden, wobei allgemein y;, = — y,; und

bei gleichen Indizes w,; =0 ist. Jetzt gelten die folgenden
Differentialgleichungen

(2) DWJ':_QI (j:1’2;3) 4)9
und aus der Gleichung (1) folgt offenbar Div {p) =0, d. i. die

Kontinuitatsgleichung der Elektrizitit. Endlich identifizieren
sich sukzessive

) Vozr Yar> Y125 ¥1a> Yaur Yau
mit
Do Oy Oy —16C,, —1C,, —1C,,

wobei €, €,, €, die Komponenten der elektrischen, ., Oy, 9.
die Komponenten der magnetischen Feldstirke vorstellen.
Diese gewiB duBerst leicht aufzufassenden Formeln sind der
vollstindige Ausdruck der Lorentzschen Grundgleichungen,
enthalten natiirlich im speziellen, wenn der Vektor (o) =0 ge-
setzt wird, die Maxwellschen Gleichungen fir die elektro-
magnetischen Vorgiinge im reinen Ather. Endlich werden nun
auch die gewdhnlich etwas kiinstlich aussehenden Ausdriicke
fir die an den Ladungen angreifenden ponderomotorischen
Krafte des Feldes duberst tbersichtlich. Es seien X, Y, Z
die Komponenten dieser Kraft, pro Volumeneinheit (nicht
etwa pro Ladungseinheit) berechnet, so hat man neben diesen
GroBen als vierte noch die Arbeitsleistung der Kraft pro Sekunde
in Betracht zu ziehen:

A=Xv,+Yp,+2Zv,;
dann sind X, Y, Z,i 4 die vier Komponenten eines vier-
dimensionalen Vektors X;, X,, X;, X,, wobei allgemein
Xy =019 102Vt 0¥t Vi
und dabei wahrend der Bewegung der Elektrizitit nun stets
X, da,+ Xydoy,+ Xydag+ Xyday=0

ist.
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Bei diesen Gleichungen, namentlich wie ich sie um-
geschrieben habe, liegt nun eine mathematische Tatsache
auf der Hand, an die hernach das Relativitatsprinzip ankniipft.
Werden n#mlich statt z, ¥, 2, t neue Koordinaten ', ¥’, 2’, t'
durch eine vein reelle lineare Transformation eingefiihrt, so
daB dabei der Ausdruck z,2- 2,2+ z,%2+ z,® kurz gesagt
invariant bleibt, und transformiert man entsprechend wie
x,, Xy, T3, T, den Vektor y,, w,, wa, v,, so bleibt das ganze
System der aufgestellten Formeln in den entsprechenden ge-
strichelten Zeichen erhalten. Wir kénnen also als reine Tri-
vialitdt, d. h. ohne daB damit ein neues, vorher noch nicht
enthaltenes Gesetz behauptet wirde, angeben, dafl die Grund-
gleichungen der Elektronentheorie die orthogonalen Trans-
formationen des vierdimensionalen Raumes zulassen.

2. Wenden wir uns nun weiter zur Betrachtung von
Materie. Wir werden es einmal mit der Elektrodynamik,
dann mit der Mechanik zu tun haben. Hier stellen wir
uns auf den Standpunkt, die zutreffenden physikalischen
Gesetze sind uns noch nicht voéllig bekannt. Eines Tages
wirde vielleicht eine Zuriickfihrung auf reine Elektrizitats-
lehre moglich sein; aber schon jetzt geht insbesondere aus
dem Michelsonschen Versuche hervor, dal, wie sich
Einstein prignant ausdriickt, dem Begriffe der absolutzn
Ruhe keine Eigenschaften der FErscheinungen entsprechen.
Und diese Tatsache wird sich einfach erkliren lassen, wenn
wir annehmen, daB auch die Gleichungen der Elektrodynamik
der Materie jedenfalls von solcher Art sind, daB sie eben-
falls bei jener von Poincaré nach Lorentz benannten
Gruppe invariant bleiben. Hier tritt nun das Relativitats-
prinzip als ein wirkliches neues physikalisches Gesetz ein,
indem es iber noch gesuchte Gleichungen fiir Erscheinungen
eine Forderung stellt. Zu welchen Folgerungen dieses Postulat
tithrt, soll nun erdrtert werden. Bei der Betrachtung der
Materie haben wir nun vor allem einen neuen Vektor als Funk-
tion von 2, y, 2, { ins Auge zu fassen, die sichtbare Geschwin-
digkeit der Materie an jeder Stelle. Es seien w,, w,, w, die
Komponenten der Geschwindigkeit an einer Stelle der Materie,
w die GroBe der Geschwindigkeit, so wiirde ein Vektor im
Raume dem nur bei wirklicher Bewegung, nicht jedoch im
Falle der Ruhe entsprechen. Ich will nun aber statt dessen
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einen vierdimensionalen Vektor in Betracht ziehen; ich nehme
gleich das wesentliche Resultat vorweg, daB Geschwindig-
keiten der Materie gleich oder groBer als die Lichtgeschwindig-
keit sich als ein Unding erweisen, dall also stets w <1 sein
muBl. Nun setze ich

w w,

s Y1 — w2
ey Wyr Wy ZVI'_w
12 102, w3, 104’

80 18t w,, Wy, W,, W, stets ein Punkt auf der Fliche

=W

w2+ wy? + w2 + w2 = —1
oder, wenn Sie wollen, auf
(3) ’ 12 —x? —y2 —22=1,

und reprisentiert zugleich den vierdimensionalen Velitor vom
Nullpunkt nach diesem Punkte; und es entspricht auch der
Geschwindigkeit Null, der Ruhe, ein wirklicher derartiger
Vektor. Die nichteuklidische Geon:etrie, von der ich schon
unbestimint sprach, entwickelt sich nun fiir diese Geschwindig-
keitsvektoren. Die Transformationen, von welchen ich vorhin
gprach, werden die reellen Transformationen dieses vierdimen-
sionalen Hyperboloids (8) auf konjugierte Durchmesser, und
da ist es vor allem klar, dafl man als ersten, als {-Durchmesser,
den Strahl nach einem beliebig vorgegebenen Punkte dieser
Fliche einfithren kann; es handelt sich hier wmn Transfor-
mationen, bei denen nicht bloB die Koordinaten des Raumes
transformiert werden, sondern gleichzeitig, und im bestimmten
Zusammenhange damit, auch die Zeit. Insbesondere kann
dadurch, wie wir ebhen sahen, der Geschwindigkeitszustand
eines beliebigen einzelnen Punktes der Materie auf Ruke
transformiert werden, und wenn dieses geschehen ist, bleibt
nachher durch die Wahl der drei anderen konjugierten Durch-
messer von (3) gerade noch die Freiheit einer einzigen ortho-
gonalen Transformation der Raumkoordinaten. Nach dieser
Ausfithrung ist sofort klar, daB eine Invarianz physikalischer
Gesetze in bezug auf die Lorentzsche Gruppe dahin aus-
gesprochen werden kann, wie ich dieses tat, daB der absoluten
Ruhe keine Eigenschaften der FErscheinungen entsprechen.
Obwohl ich erst hernach auf Mechanik zu sprechen komure,
will ich hier zum besseren Verstindnis der Ideen einschalten,
wie sich das Galileische Tragheitsgesetz zum Postulat der
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Relativitidt stellt. Zu diesem Ende wollen wir die Licht-
geschwindigkeit noch nicht gleich 1 einfithren, sondern dafiir
noch ein allgemeines Zeichen ¢ belassen. Liegt eine Geschwin-
digkeit w in Richtung der z-Achse vor, so ist die Transformation,
durch welche diese sich auf Ruhe reduziert, alsdann:

x,=c(a:—wt) y,=y 2 =z t,___.c?t-—-wa:.

Vet =wt’ ’ ’ eV —w?
Nun sehen wir deutlich, wenn wir zur Grenze fiir ¢ = oo tiber-
gehen,-daB aus diesen Gleichungen wird:
=z —wt, y=y, g'=z2, t'=1,

d.h. es werden einfach neue rechtwinklige Koordinaten ein-
gefithrt in bezug auf ein Achsensystem, das in bezug auf das
erste sich in gleichférmiger Translationsbewegung befindet.
Nach dem Tragheitsgesetz sollen hierbei die Gesetze der
Mechanik ihren Ausdruck nicht verindern. Danach bedeutet
nun das Trigheitsgesetz eine Invarianz der Mechanik fiir die
Transformationen des Ausdrucks 2% 4 y2 -+ 22 — ¢212 in sich
bei ¢ = oo, d.h. das Trigheitsgesetz besagt dasselbe, wie das
Relativitédtspostulat fiir ¢ = co.

Nun wollen wir nidher zusehen, wie sich die Elektro-
dynamik auf Grund des Relativititsprinzips ergibt. Dabei
stellen sich gerade die von Lorentz gemaehten Ansitze als
notwendig heraus. AuBer dem Geschwindigkeitsvektor haben
wir noch zwei weitere Bildungen in der Materie in Betracht
zu ziehen; ich gebe nun die Resultate wieder so, daf die In-
varianz bei der Lorentzschen Gruppe in Evidenz treten soll.
Ieh fithre einmal einen vierdimensionalen Vektor ein:

(6) = 0y, 0y, 03, G4,

den ich den elektrischen Strom nenne. Dabei sind oy, 0y, 0,
mit den Komponenten 4, 4,,%, des elektrischen Stromes zu
identifizieren, und es ist o, = 10, wobei o die Ladungsdichte,
Dichte der wahren Elektrizitit in der Maxwell-Hertzschen
Theorie bedeutet. Dieser Vektor geniigt fiir sich der Kon-
tinuitidtsgleichung Div (6) = 0. AuBerdem fithre ich noch ein
Ding ein, das ich fiir den Augenblick meinetwegen einen
Traktor nennen will. Es soll das eine Bildung sein, die im
Raume von vier Dimensionen dem Begriffe des Vektors an die
Seite tritt, mit sechs Komponenten:

P23s Pa1s P12> P1as Pos> Pas -

Anpaslen der Physik. IV, Folge, 47, 60
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Ein Traktor hat ebenfalls eine von der Wahl des vier-
dimensionalen Koordinatensystems unabhingige Bedeutung.
Némlich, werden neue orthogonale Koordinaten fiir «;, z,, z,, x,
eingefithrt und seien ¥y, Ys ¥s ¥ ein Quadrupel von Varia-
beln, die mit diesen ersteren kongredient, d. h. durch die nim-
liche lineare Substitution zu transformieren sind, alsdann sind
die Werte der p,, gleichzeitig so zu substituieren, wie die
Koetfizienten des bilinearen Ausdrucks

Paa (T2 ¥z — TaYa) + P (T3¥1 — 1Ya) + -+ + Daa (T3 Ys —T4 Yy)
sich transformieren. Die Grundgleichungen der Elektrodynamik
bewegter Medien wiirde ich nun so darstellen:

Es kommt in Betracht an jedem Raumzeitpunkt z, y, 2, t
ein Potentialvektor (v) = q, ¥, w3, 4 des elektromagnetischen
Feldes, ferner ein Geschwindigkeitsvektor (w) = w,, w,, Wy, W,
der Materie, weiter der Vektor des elektrischen Stromes (o) =
61, Oy, O3, 0, endlich ein Traktor, den ich Polarisationstraktor
nennen will, (p) = Py, .« . P34

Der Vektor (y) hat die fundamentale Kontinuitdtsgleichung
Div (p) = 0 zu erfiillen, er ist quellenlos im vierdimensionalen
Raume. Ausihm entspringt, wie oben, ein Traktor wag, . . ., g4,
wobei die drei ersten Komponenten jetzt die magnetische
Induktion, die drei letzten, mit ¢ multipliziert, die elektrische
Feldstiirke geben. Weiter bestehen die Differentialgleichungen

O0pi; , OPaj 4, Ops; , 0Py
ﬁz‘l‘aL;; 6L;3]+6L$:=aj+]:]wj“' [ij=“ij]'

Endlich gelten folgende weiteren Tatsachen:

Transformiert man die Koordinaten so, daB eine bestimmte
Stelle z, y, 2, £ ruht, so wird daselbst pj4, Doy, Pgar Mit ¢ multi-
pliziert, die dielektrische Polarisation und proportional mit
dem Vektor w4, Yoy, ¥ae, wobei der Proportionalitiatsfalktor
die Dielektrizitatskonstante des Mediums vermindert um 1 ist;
ferner ist bei nichtmagnetisierbaren Korpern dann der Vektor
Pags Par> P12 Null; endlich ist auch der Vektor o,, 6y, 65 pro-
portional dem Vektor 4, ¥ss, Wae und der Proportionalitits-
faktor die elektrische Leitfahigkeit. s ist evident, daB bei
diesen Festsetzungen die Invarianz fiir die Lorentzsche
Gruppe gesichert ist.

8. Nun wenden wir uns zur Mechanik. Nach dem, was
ich beveits {iber das Verhiltnis des Relativititsprinzipes zum
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Trigheitsgesetze gesagt habe, ist von vornherein klar, daf die
bisherigen Grundgesetze der Mechanik nur als eine Approxima-
tion an die Wirklichkeit gelten konnen, falls auch in der
Mechanik das Relativitdtspostulat gelten soll. Das miiBte
aber wieder der Fall sein, weil sonst doch wieder eine Moglich-
keit vorliegen wiirde, eine Bewegung der Krde relativ zum
Ather zu konstatieren. Planck macht noch das Bediirfnis
nach einer Absetzung des' Trigheitsgesetzes durch folgende
Uberlegung klar. Wenn man auf Wirmestrahlung Riieksicht
nimmt, so hort die Moglichkeit auf, die Energie der fort-
schreitenden Bewegung eines Korpers von der sonstigen Energie
des Korpers zu trennen, man kann iiberhaupt nicht eine kine-
tische Energie des Korpers in bestimmter Weise definieren,
und es bleibt in den Gesetzen der Mechanik eine Liicke, zu
deren Ausfiilllung dann gerade das Relativitdtsprinzip dienen
kann. Nimlich, denken wir uns einen Hohlraum, umschlossen
von einem vollkommenen Leiter, so grcB, daB infolge des
groflen Volumens die Masse der Winde weiterhin wird vernach-
idsgigt werden konnen, und in diesem Hohlraum Wérme-
strahlung bei irgendeiner Temperatur T', und bewegt sich der
Korper mit einer konstanten Geschwindigkeit w in irgend-
einer Richtung, ist endlich ¥V das Volumen des Hohlraumes,
g0 ergibt die Theorie als die der Strahlung innewohnende
Energie:

w?
L+3
-— 2 N4
BE=lsT7,

wenn noch die Wahl der Temperatureinheit "zweckmiBig
geschehen ist. In diesem Ausdruck kann man nun, wenn
nicht w* gegen 1 vernachlissigt werden soll, nicht einen Term
fir Ruhe und einen Term proportional w? feststellen, also
nicht eine kinetische Energie der fortschreitenden Bewegung und
eine innere Energie trennen. Dadurch wird diese Trennung
natiirlich dberhaupt in allen Fillen unméglich, wo Energie
der Wirmestrahlung in Betracht kommt. Z. B. berechnet
Planck, daB fiir einen Raum, erfiilllt von einem ruhenden
einatomigen Gase, bei der Temperatur des schmelzenden Platins
und einem Druck von 0,001 mm die bei konstantem Druck zuge-
fithrte Warme zu einem vierten Teil der Vermehrung der Strah-
lungsenergie, also nur zu drei Vierteln den Molekularbewegungen
zugute kommen wiirde, und daher erstere Energie nicht auBer
60*
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Betracht gelassen werden kann. Nun versucht Planck in der
jungst (13. Juni dieses Jahres) der Berliner Akademie vor-
gelegten Arbeit eine Dynamik auszubauen unter Zugrunde-
legang des Relativitdatsprinzipes. Das nichste Ziel wiirde
sein, plausible mathematische Ansdtze zu machen und so weit
durchzuarbeiten, dafl sich Versuchsanordnungen ergeben
kénnten, die zugunsten der neuen oder aber der verlassenen
Theorien auszulegen wiren. Planck erledigt sozusagen die
Dynamik eines einzelnen Punktes, wobei aber noch die Tem-
peratur mit in Betracht gezogen wird. Denn wenn man nicht
gerade an kosmische Vorgéinge denkt, so wiirden natiirlich
thermodynamische HEinflisse am ehesten entscheidende Er-
scheinungen mdéglich machen. Planck denkt sich einen Kérper,
der nur Translationen als Ganzes soll ausfithren kénnen, dessen
Bewegung also durch drei Geschwindigkeitskomponenten
W,, Wy, W, bestimmt sein soll, dessen Zustand aber noch auBer-
dem von Volumen V und Temperatur T abhingen soll, und
er fragt nach den dynamischen Gesetzen fiir ¢in solches System.
Dieser Korper ist zugleich in einem gewissen Koordinatensystem
ein ruhender Korper; es fragt sich, weleche Temperatur er in
dem betreffenden System hat. Wie das Volumen sich #ndert,
ist durch die Substitution gegeben. Planck macht zunichst
plausibel, daB die Entropie fiir beide Systeme dieselbe sein
soll; daraus folgt zunichst, wenn es sich um einen von Wirme-
strahlung erfiillten Hohlraum handelt, aus den fiir diesen Fall
bekannten Gesetzen noch Gleichheit des Druckes, und daB
Tin T/Y1—uw? fiir das neue Bezugssystem sich verwandelt,
Diese Beziehung nimmt dann Planck wegen der Bedeutung
von Druck und Temaperatur als Gleichgewichtsparameter als
allgemein giiltig an. Nun fehlen noch immer die Gesetze, denen
das System unterworfen ist bei gegebenen &uBeren Kriften,
Drucken und Temperatureinfliissen, und da nimmt Planck
an, das von Helmholtz auf thermodynamische Verhéltnisse
ausgedehnte Prinzip der kleinsten Wirkung soll seinem wesent-
lichen Charakter nach giltig bleiben. Die Bewegung soil
zwischen zwei Zustdnden bel konstanter Energie sich nach dem
Minimum eines Integrals

W= [Hdt

rvichten, wobei H, das sogenannte kinetische Potential, von
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den drei Geschwindigkeitskomponenten, aber nur in der Ver-
bindung w, ferner von dem Volumen ¥V und der Tempera-
tur T abhingen soll.

Das Resultat, zu welchem Planck auf einem Umwege,
durch Heranziehung elektrodynamischer Verhiltnisse = gelangt,
wire nun sehr einfach vorauszusehen gewesen. Namlich,
man setze einfach

Hdt= K]/dtz—dxz-—dg/z—dzz,

so ist der zweite Faktor fiir die Lorentzsche Gruppe in-
variant, und das Plancksche Hrgebnis ist einfach, daB auch
der erste Faktor dabei invariant sein soll. Die bemerkens-
werteste Folgerung, die sich hieran kniipft, ist nun diese: Das
Bewegungsmoment des Korpers, dessen zeitliche Anderung die
duBere Kraft wird, findet sich:

G = 0H _w(E+pV)

dw c? ’

WO
oH 0H
E=wgl, +Top —H

die gesamte Energie des Korpers ist; fiir eine folgende Be-
‘merkung habe ich den Ausdruck hier geschrieben, wie er bei
beliebiger Zeiteinheit lautet. Wird nun die Geschwindigkeit
nur um einen transversalen Vektor abgeéindert, und die zu-
gehérige Anderung der BewegungsgréBe gleich M mal der
Beschleunigung gesetzt, so ergibt sich M, welehe Grofe dann
den Namen transversale Masse des Korpers fithrt:
M= g — E +sp V.
w [
Daraus folgt: die hier in Betracht kommende, als Masse
des Korpers anzusprechende GroBe #ndert sich insbesondere
bei jeder Wiarmezufuhr, und zwar betrigt bei einer Warme-
zufuhr unter konstantem Drucke die Zunahme der Masse
genau die zugefilhrte Wirme, dividiert durch das Quadrat
der Lichtgeschwindigkeit. Z.B. wenn 18 g (1}/,Mol) Knallgas
zu flissigem Wasser bei Atmosphérendruck und Zlmmertem-
peratur kondensiert wird, solite eine Abnahme der Masse um
8,2:10-%mg, eine nicht wahrzunehmende Anderung, eintreten.
Es wire aber natiirlich denkbar, daB eine Weiterentwicklung
der Theorie zu Konsequenzen fiithrte, die wohl zu beobachten
wiren.
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4. Endlich wollte ich noch ein Wort iiber die Gravitation
sagen. Es entsteht die groBe Frage, wie sich denn das Gravi-
tationsgesetz in das Reich des Relativitatsprinzipes einordnen
1a8¢. Dariiber hat Poincearé in seiner Arbeit in den Rendiconti
del Circolc Matematico di Palermo 1906 sich ausgelassen.
Laplace glaubte bewiesen zu haben, da8 die Fortpflanzung
der Gravitation momentan oder mit viel groBerer Geschwin-
digkeit als der Lichtgesehwindigkeit erfolgen miifite. Aber
natiirlich wiirde der Laplacesche Beweis bei einer Zuriick-
fihrung der Gravitation auf Elektromagnetismus schon sich
als unvollkommen herausstellen. In der Tat meint auch
Poincaré, daB die Gravitation sich nicht anders als mit
Lichtgeschwindigkeit fortpflanzt. Er stellt sich nun die rein
mathematiseche Aufgabe, ein Gesetz zu finden, welches dem
Relativitatspostulat entsprechen soll, welches ferner in das
Newtonsche Gesetz iibergehen soll, wenn man die Quadrate
der Geschwindigkeiten der Sterne sowie das Produkt der Be-
schleunigungen in die Distanzen vernachlissigen kann (gegen
das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit). Poincaré weist ein
solches Gesetz auf, indem er auf die Betrachtung von In-
varianten der Lorentzschen (Giuppe eingeht, doch ist das
Gesetz nur eines unter vielen moglichen, und die betreffenden
Untersuchungen tragen in keiner Weise einen definitiven
Charakter. Ich berichte dartber ausfithrlicher vielleicht ein
anderes Mal.

Avus meinem Berieht ist, wie ich hoffe, das eine deutlich
geworden, daBl es sich hier um Untersuchungen handelt, die
das Interesse des Mathematikers in hohem Grade beanspruchen
dirfen.

(Eingegangen 15. Juni 1915.)



