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4. Das ReEat6vitCttspr~~~p'); 
v m  H. X6lzkowsbQ t. 

Von der elektromagnetischen Lichttheorie ausgehend, 
scheint sich in der jiingsten Zeit eine vollkommene Wand- 
lung unserer Vorstellungen von Raum und Zeit vollziehen 
zu wollen, die kennen zu lernen fiir den Mathematiker 
jedenfalls von ganz besonderem Interesse sein muB. Auch 
ist er besonders gut pradisponiert, die neuen Anschauungen 
aufzunehmen, weil es sich dabei um eine Akklimatisierung 
an Begriffsbildungen handelt, die dem Mathematiker langst 
auBerst gelaufig sind, wLhrend die Physiker jetzt diese Begriffe 
zum Teil neu erfinden und sich durch einen Urwald von Un- 
klarheiten muhevoll einen Pfad durchholzen miissen, indessen 
ganz in der Nahe die langst vortrefflich angelegte StraBe der 
Mathematiker bequem vorwiirts fiihrt. Uberhnupt wiirden die 
neuen Ansatze, falls sie tatsachlich die Erscheinungen richtig 
wiedergeben, fast den groBten Triumph bedeuten, den je die 
Anwendung der Mathematik gezeitigt hat. Es handelt sich, 
so kurz nie moglich ausgedruckt - Genaueres werde ich 
alsbald ausfiihren - darum, daB die Welt in Raum und 
Zei t in gewissem Sinne eine vierdimensionale nichteuklidische 
Mannigfaltigkeit ist. Es miirde zum Ruhme der Mathematiker, 
zum grenzenlosen Erstaunen der ubrigen Menschheit offenbar 
werden, daB die Mathematiker rein in ihrer Phantasie ein 
grol3es Gebiet geschaffen haben, dem, ohne dab dieses je in 

1) Es sind gerade 10 Jahre her, daO in den Annalen die Arbeit von 
Einstein uber die Elektrodynamik bewegter Korper veroffentlicht wurde. 
Mit Riicksicht auf die grab Rolle, welche das in jener Arbeit begriindete 
Relativitiitaprinzip in den Annalen spielt, veroffentlicht Herr Sommer - 
feld im Einverstiindnis mit der Redaktion aus den nachgelassenen Papieren 
Minko wskis als des erfolgreichsten Interpreten des Relativitiitaprinzipes 
den nachfolgenden Vortrag. Derselbe ist gehalten in der Gottinger Mathe- 
matischen Gesellschaft am 5. November 1907, also fast ein Jahr vor dem 
Colner Vortrag Minkowskis iiber Raum und Zeit. 
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der Absicht dieser so idealen Gesellen gelegen hiitte, eines 
Tages die vollendetste reale Existenz zukommen sollte. 

Das Prinzip der Relativitat, Ubtx das ich Ihnen heute 
referieren will, ist ersonnen zur Erlilarung d a f k ,  da13 alle 
Versuche, eine Bewep ig  der Erde ielativ Zuni Lichtmedium, 
Zuni Ather, rn konstatieren, notwendig miBlingen miissen. 
Soweit bei den Experimenten nur GroBen ,on der Ordnung 
des Quotienten der Geschwindigkeit der Erde im Sonnen- 
system und der Lichtgeschwindigkeit zur Beobachtung kommen 
sollten, ergibt sich die Unmoglichkeit, durch Versuche an 
der Erdoberflache die Richtung cler Erclbewegung festzustellen, 
schon bloS auf Grund des Unistancies, daB zur Vergleichung 
ron Uhren an m e i  Punkten notwendig Signale hin und zuruck 
laufen miissen. Aber A. Michelsoii hatte 1881 einen Ver- 
such angestellt (1887 mit Morley in grol3er3m MaBstabe), 
der auf die Wahrnehmug einer GrOSe zweiter Ordnung in 
jenem QuGtienten abzielte und ebenfalls ein negatives Er- 
gebnis hatte. Zur Erlilarwig auch dieses negativen Resul- 
tates formulierte H. A. Loren tz  (1892) und anclererseits 
F i t z  Gera ld  (1898) die Hypothese, daB infolge der Erd- 
bewegung eine ganz bestimmte Kontrali tion der Materie parallel 
cler Erdbewegung statthatte. Aus dieser hochst seltsam klin- 
genden Hypothese hat sich dann schliel3lich das Postulat der 
Relativitat in einer Form herausentwickelt, die dem Ver- 
standnis des Mathematikers besonders gut zuganglich ist. 
Verdienste um die Ausarbeitung des allgemeinen Prinzips 
haben E i n s t e i n ,  Po inea r6  und P l a n c k ,  uber cleren 
Arbeiten ich alsbald Naheres sagen werde. 

Indem ich nun endlich zur eigentlichen Sache selbst 
komme, habe ich meine Ausfuhrungen in vier Teile zu gliedern, 
die ich durch die Schlagworte: 1. Elektrizitat, 2. Materie, 
3. Dynamik, 4. Gravitation bezeichnen mbchte. 

1. An erster Stelle handelt es sich um Konstatierung 
einer rein mathematischen Beziehung, namlich eines gewissen 
formalen Charakters derjenigen Differentialgleichungen, welche 
Loren  t z  als Grundlage seiner Elektronentheorie nirnmt und 
welche das Verhalten des elelitromagnetischen Feldes im 
reinen Ather wie in dem von Elektrizitat erfiillten unendlichen 
Rauma regeln. Diese Grundgleicliungen besitzen, auBer daB 
sie natiirlich von der Walil eines reclitwinlrligen Koordinaten- 
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systems in] Raun?e unnbhiingig sincl, noch eine gmisse weitere 
Symmetrie, ilk Iwi dei- gc~vohnlichen Schrei bweise nicht zum 
Ausdruck gebracht wird. Ich will hier, was ubrigens bei 
keinem der genannten Autoren, selbst nicht bei Po inca rk ,  
geschehen ist, jene Sgmmetrie von vornherein zur Darstellung 
bringen, wodurch in der Tat die Form der Gleichungen, a i e  ich 
meine, auBerst durchsichtig wird. Es seien X, 3, feste 
rechtwinlilige Koordinaten im Raume, im Ather, und t die 
Zeit. Es wird sich in der Folge um den quadratischen Am- 
druck z2 + y2 + z 2  - c2 t2  handeln, unter c die Fortpflanmgs- 
geschwindipkeit des Lichtes im leeren Raume verstanden. Die 
Zeiteinheit mag so gewahlt, werden, da13 c = 1 wird, d. h. also 
1/3.1010 Sek. bei der Liingeneinheit 1 cni. Es soll nun xf, x2, 
x3 statt x, y , z geschrieben werden, und ferner soll x4 fiir z t ge- 
setzt werden. Es ist dann natiirlich x4 im folgenden immer 
eine rein imaginare GroBe. Jener quadratische Ausdruck geht 
in die Form 
iiber, und wir werden cs nun mit Gebilden in der vierdimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit der zl, x2, x3, z4 zu tun haben. 
Der ganze elektroinagnetische Zustand im Raume zu jeder 
Zeit 1aBt sich nun dnrch das Verhalten eines einzigen vier- 
dimensionalen Vektors darstellen. Seine Komponenten seien 
y17 y2 ,  y 3 ,  y4. Dabei sincl wieder yl, y z ,  y 3  reel1 und y4 ist 
rein imhginar. In  den Bezeichnungen, die A b r a h a m  in seiner 
elektromagnetischen Theoiie cler Strahlung hat, sind yl, y2,  y3  
die Komponenten 9iz7 $?&, des elektromagnetischen Vektor- 
potentials 9i7 und es ist y4 = i@ und @ clas skalare elektro- 
magnetische Potential. Dieser Vektor ( y )  hat nun in seiner 
Abhangigkeit von xl, x2, x3, x4 die folgende Redingung zu 
erfullen : 

212 + x22 + 532 + 5 4 2  

Der Differentialausdruck links mag Div ( y )  heil3en. AuBer- 
den1 komnit noch ein zweiter vierdimensionaler Vektor zur 
Geltung: (e) = el, e2, e3, p4. Dabei ist e4 = i e,  und e bedeutet 
die Dichte der Elektiizitat pro Volumeneinheit, und el, p2, g, 
sind die Komponenten des raumlichen Vektors e P  bei Abra- 
ham, wo b die Geschwindigkeit der konvektiv bewegten 
Elektrizitiit bezeichnet. Endlich werde noch die Abkiirzung 0 
E i i r  den Differentialausdruck 
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gebraucht; jetzt mogen die Verbindungen 

mit y J k  bezeichnet werden, wobei allgeniein y J k  = - ykJ  und 
bei gleichen Indizes y j j  = 0 ist. Jetzt gelten die folgenden 
Di fferent.ialgleichungen 

(2) 0 y3 = - ej (i = 1, 2, 3, 4) 9 

und aus der Gleichung (1) folgt offenbar Div (e) = 0, d. i. die 
Kontinui tatsgleichung der Elektrizi tat. Encllich iden tifizieren 
sich sukzessiye 

Y233 Y31, Yiz; Y149 Y249 Y34 
mit ax, sjy, &; -iO.,, - i E v ,  - i % ,  
moki  O.,, Q,, 6, clie Koniponenten der elektrischen, Qx, Q,,, Q2 

die Komponen ten der niagnetischen Feldstarke vorstellen. 
Diese gewiB aul3erst leicht aufzufassenden Fornieln sind der 
vollstandige Ausdruck der Loren tzschen Grundgleichungen, 
enthalten natiirlich ini speziellen, wenn der Vektor (e) = 0 ge- 
setzt wild, die Maxwellschen Gleichungen fiir die elektro- 
niagnetischen VorgBnge im reinen Ather. Endlich werden nun 
auch die gewohnlich etmas kunstlich aussehenden Ausdriicke 
fiir die an  den Ladungen angreifenden ponderoinotorischen 
Krafte des Feldes auBerst ubersichtlich. Es seien X ,  Y ,  Z 
die Koniponenten dieser Kraft, pro Volunieneinheit (nicht 
etwa pro Ladungseinheit) bereclinet, so hat man neben diesen 
GroBen als vierte noch die Arbeitsleistung cler Kraft pro Sekunde 
in Betracht zu eiehen: 

A =XU,-/- k'b,,+ZD,; 

dann sind X. Y ,  2, i A die vier Koniponenten eines vier- 
diinensionalen Vektors XI, X,, X,, X4, wobei allgemein 

X, = el wjl '-,ez w52 + e3 ~ j 3  + e 4  ~ j 4  

und dabei wahrend der Beliegung der Elektrizitat nun stets 

ist. 
x, a xl + x,a 2, + x,a x3 + x, a x4 = o 
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Bei diesen Gleichungen, namentlich wie ich sie um- 
geschrieben habe, liegt nun eine mathematische Tatsache 
auf der Hand, an  die hernach das Relativitatsprinzip ankniipft. 
Terden nairnlich statt x, y, x ,  t neue Koordinaten XI, y’, z’, t’ 
durch eine rein reelle lineare Transformation eingefuhrt, so 
da13 dabei der Ausdruck x12 + x22 + x32 + xq2 liurz gesagt 
invariant bleibt, und transformiert man entsprechend wie 
xl, x 2 ,  x3, xq den Vektor yl, y2,  y3 ,  y4, so bleibt das ganze 
System der aufgestellten Formeln in den entsprechenden ge- 
strichelten Gichen erhalten. Wir konnen also als reine Tri- 
vialitat, d. h. ohne da13 damit ein neues, vorher noch nicht 
enthaltenes Gesetz behauptet wiirde, angeben, da13 die Grund- 
gleichnngen der Elektronentheorie die orthogonalen Trans- 
formationen des vierdimensionalen Raumes zulassen. 

2. Wenden wir uns nun weiter zur Betrachtung von 
Materie. Wir werden es einmal mit der Elektrodynamik, 
dann mit der Mechanik zu tun haben. Hier stellen wir 
uns auf den Standpunkt, die zutreffenden physikalischen 
Gesetze sind uns noch nicht vollig bekannt. Eines Tages 
wiirde vielleicht eine Ziiriickfuhrung auf reine Elektrizitats- 
lehre moglich sein; aber schon jetzt geht insbesondere aus 
dem Michelsonschen Versuche hervor, daB, wie sich 
E i n s t e i n  pragnant aiisdruckt, dem Begriffe der absolut?n 
Ruhe keine Eigenschaften der Erscheinungen entsprechen. 
Und diese Tatsache wird sich einfach erklaren lassen, wenn 
wir annehmen, daB auch die Gleichungen der Elektrodynamik 
der Materie jedenfalls von solcher Art sind, daI3 sie eben- 
falls bei jener von Po inca r6  nach L o r e n t z  benannten 
Gruppe invariant bleiben. Hier tritt  nun das RelativitBts- 
prinzip als ein wirkliches neues physikalisches Gesetz ein, 
indem es uber noch gesuchte Gleichungen fiir Erscheinungen 
eine Forderung stellt. Zu welchen Folgerungen dieses Fostulat 
fiihrt, sol1 nun erortert werden. Bei der Betrachtung der 
Materie haben wir nun vor allem einen neuen Vektor als Funk- 
tion von x, y ,  z ,  t ins Auge zu fassen, die sichtbare Gexhwin- 
digkeit der Materie an jeder Stelle. Es seien w,, w,, w, die 
Komponenten der Geschwindigkeit an einer Stelle deu Materie, 
w die GroBe der Geschwindigkeit, so wiirde ein Vektor im 
Raume dem nur bei wirklicher Bewegung, nicht jedoch im 
Falle der Ruhe entsprechen. ILh will nun aber statt dessen 
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einen vierdiiiiensionalen Velitor in Betracht ziehen ; ich nelime 
gleich d n s  mesentliche Resultat rorweg, da13 Geschwindig- 
lieiten der Materie gleich otler grolJer als die Lichtgcschwindig- 
keit sicli als ein Unding- erweisen, daB also stets w < 1 sein 
mul3. Nun setze ich 

w z ,  wy, w;, i Vl - wa 

SO ist zul, w p ,  w3, to4 stets ein Punlit auf der Flache 

- - q 7 202 > w3 7 204 7 

2u12 f w22 f w32 f 2u42 = - 1 
oder, neiin Sie ~vollen, auf 
(3) t 2 - x 2 - y 2 - 2 2 = l t  

und repi%entiert zugleich den vierdiiiieiisionalen Vektor voni 
Nullpunlit nach dieseni Yunlite; und es entspricht auch cler 
Geschwindigkeit Kull, der Ruhe, ?in wirklicher derartiger 
Vektor. Die nichteulilidisclie Geoaetrie, von der ich schon 
unbestiniint sprach, entwickelt sicli nun fiir cliese Geschwindig- 
keitsrektoren. Die Transformationen, von wlchen ich 1-orhin 
sp~’ach, werden die reellen Transformationen dieses vierdimen- 
sionalen Hype] boloids (3) auf Lon jugierte Durchmesser, und 
da ist es vor alleni Mar, daI3 man als ersten, als t-Durchmesser, 
den Stralil nach einein beliebig vorgegebenen Punkte dieser 
Fl%che einfuhren kann ; es handelt sich hier uin Transfor- 
matiown, bei (‘enen nicht bloB die Koordinaten des Raumes 
transformiei t werdm, sonclern gleichzei tig-, und ini bestininiten 
Zusainn:enhange damit, auch die Zeit. Insbesondere liann 
dadurch, wie viir eben sahen, der Grschwindigkeitszustand 
eines beliebigen einzeliien Punktes der Materie auf Rube 
transforniiert 11 erden, und wenn dieses geschehen ist, bleibt 
nachlier Jurch die Wahl der drei anderen konjugierten Durch- 
inesser \-on (3) gerade noch die Freiheit einer einzigen ortho- 
gonalen Transformation der Raumkoordinaten. Nach dieser 
Ausfuhrung ist sofort klar, daB eine Invarianz physikalischer 
Gesetze in h z u g  auf die Lorentzsche Gruppe dahin aus- 
gesprochen werden kann, \vie icli dieses tat ,  dnf3 der absoluten 
Ruhe lieine Eigenschaften der Erscheinungen entspiechen. 
Obwohl ich erst hernach auf Jlechanili zu spreelien komire, 
will ich hier zum besseren Verstandnis der Ideen einschalten, 
v ie  sich das Galileische Triighritsgesetz zurn Postulat der 
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Relativitiit stellt. Zu diesem Ende wollen wir die Licht- 
geschwindigkei t noch nich t gleich 1 einfuhren, sondern dafiir 
noch ein allgenieines Zeichen c belassen. Liegt eine Geschwin- 
tligkeit win Richtung der s-Achse vor, so ist die Transformation, 
(lurch welche diese sich auf Ruhe reduziert, alsdann : 

, c ( z - w t )  c 2 t -  w1; 

c v c 2  - w1 
, y ' = y ,  z ' = z ,  t '= 

= V T - 3  
Nun slehen wir deutlich, wenn wir zur Grenze fiir c = 00 uber- 
gehen, dalj aus diesen Gleichungcn wird: 

cl. h. es werden einfach neue rechtwinklige Roordinaten ein- 
gefuhrt in bezug auf ein Achsensystem, das in bezug auf das 
erste sich in gleichformiger Translationsbewegung befindet. 
Nach dem Tragheitsgesetz sollen hierbei die Gesetze der 
Nechanik ihren Ausdruck nicht verilndern. Danach bedeutet 
nun das Tragheitsgesetz eine Invarianz der Mechanik f i i r  die 
Transformationen des Ausdrucbs x2 + y2 + x 2  - c2 t2  in sich 
bei c = 00, d. h. das Tragheitsgesetz besagt dasselbe, wie das 
Relativitatspostulat f i i r  c = 00. 

Nun wollen wil: naher zusehen, wie sich die Elektro- 
dvmamik auf Grund des Relativitatsprinzips ergibt. Dabei 
stellen sich gerade die von L o r e n t z  gemachten Ansatze als 
notwendig heraus. Auljer dem Geschwindigkeitsvektor haben 
wir noch zwei weitere Bildungen in der Materie in Betracht 
zd ziehen; ich gebe nun die Resultate wieder so, dalj die In  
varianz bei der Lorentzschen Gruppe in Evidenz treten sol]. 
Ich fuhre einmal einen vierdimensionalen Vektor ein : 

5 ' = z  -wt, y ' = y ,  z ' = x ,  t ' = t ,  

(4 = 01, 02, 03, 0, Y 

den ich den elektrischen Strom nenne. Dabei sind crl, a2, o3 
mit den Komponenten i,, i,, i, des elektrischen Stromes zu 
identifizieren, und es ist 0, = i a ,  wobei 0 die Ladungsdichte, 
Dichte der wahren Elektrizit'at in der Maxwell-Uertzschen 
Theorie bedeutet. Dieser Vektor genugt fiir sich der Kon- 
tinuitatsgleichung Div (a) = 0. AuBerdem fiihre ich noch ein 
Ding ein, das ich fur den Augenblick meinetwegen einen 
Trahor nennen will. Es sol1 das eine Bildung sein, die im 
Raume von vier Dimensionen dem Begriffe des Vekt,ors an die 
Seite tritt, mit sechs Komponenten: 

P239 P31, PI29 Pi49 P24, P34 * 
Annden der Phpsik. IV. Folge. 47. 60 
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Ein Traktor hat ebenfalls eine von der Wahl des vier- 
dimensionalen Koordinstensysteins unabhangige Bedeutung. 
Naxnlich, werden neue orthogonale Koordinaten fiir z,, z2, x3, x4 
eingefbhrt und seien yl, y2, y3, y4 ein Quadrupel von Varia- 
beln, die niit diesen erateren kongredient,, d. h. durch die ntini- 
liche lineare Substitution zu transforinierdn sind, alsdanii sind 
die Werte der pjk gleichzeitig so zu substituieren, wie dir 
Koeffizienten des bilinearen Ausdrucks 

p23 ('2 !!3 - '3 !!2) + p31(IC3 y1 - '1 y 3 )  f * ' ' + p 3 4  ('3 !!4-'4 y3) 

sich transforniieren. Die Chndgleichungen der E1ektrod;ynamili 
bewegter Medien wiirde ich nun so darstellen: 

Es kommt in Betracht an  jedem Raumzeitpunkt IC, y, x ,  2 
ein Potentialvektor (y)  = y,, y2, y3,  p4 des elektroinagnetisclieii 
E'eldes, ferner ein Geschwindigkeitsvektor (w) = w,, w2, w3, w4 
tler hlaterie, weiter der Vektor des elektrischen Stromes (0) = 
u,, u2, u3, q4, endlich ein Trslitor, den ich Polarisationstralitor 
nennen will, ( 2 1 )  = 1)23, . . . pZ4. 

DAY Vektor ( y )  hat die fundamentale Kontinuitatsgleichung 
Div (y )  = 0 zu erfullen, er ist quellenlos ini vierdimensionalell 
Rauiiie. Aus ihni entspringt, wie oben, ein Traktor y23, . . . , y34, 
wobei die drei ersten Koniponenten jetzt die magnetische 
Induktion, die drei letzten, niit i niultipliziert, die elelitrischr 
Feldstiirke geben. TT'eiter bestehen die Differentialgleichungen 

Endlich gelten folgende weiteieii Tatsachen : 
Transforniiert nian die Koordiiiaten so, dal3 eine bestiniiiite 

Stelle 5, y, z ,  t ruht, so wird daselbst p14, p24, p34, niit i niulti- 
pliziert, die dielektrische Polarisation und proportional niit 
dem Velitor y14, yZ4, ys4, 11-obei der Proportionalitatsfnktoi 
die Dielektrizitatskonstante des hlediums vermindert uni 1 ist ; 
ferner ist bei nichtmagnetisierbaren Korpem dnnn der Vektor 
p23 ,  p31, p,, Null; endlich ist auch der Vektor u,, ( T ~ ,  o3 pro- 
portional dem Vektor y14, yt4, y34, und der Proportionalitats- 
faktor die elektrische Leitfahiglceit. Es ist evident, dal3 h i  
diesen Festsetzungen die Inwriaiiz ftk die Loren  tzsche 
Gruppe gesichert ist. 

Nach deiii, was 
ich h re i t s  iiber d,is Yerliiiltnis des RelatiritKtspriiizipes Zuni 

3. Nun wrnclen wir uns zur Mechanili. 
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TrLgheitsgesetze gesagt liabe, ist voii vornherein klar, dafi die 
bisherigen Grundgesetze der Mechaiiik nur als eine Approxima- 
tion an die Wirklichkeit gelten konnen, falls aucli in der 
Rfechanik das Relativitiitspostulat gelten soll. Das muBte 
aber wieder der Fall sein, weil sonst doch wieder eine Moglich- 
keit vorliegen wiirde, eine Bewegnng der Erde relativ zuin 
Ather zu konstatieren. P l a n c k  macht noch das Bedurfnis 
nach einer Absetaung des TrBgheitsgesetzes durch folgende 
Uiberlegung klar. Wenn man auf Warmestrahlung Rucksicht 
niinmt, so hort die Moglichkeit auf, die Energie der fort- 
Fchreitenclen Bewegung ekes  Korpers von der sonstigen Energie 
des Korpers zu trennen, man kann uberhaupt nicht eine kine- 
tische Energie des Korpers in bes timmter Weise definieren, 
und es bleibt in den Gesetzen der Mechanik eine Lucke, zu 
deren Ausfiillung dann gerade clas Relativitatsprinzip dienen 
kann. NBmlich , denken wir uns einen Hohlraum, unischlossen 
von einem vollkommenen Leiter, so grol3, daB infolge des 
groBen Volumens die Masse der Wande weiterhin wird vernach- 
lassigt werden konnen, und in diesern Hohlraum Warme- 
strahlung bei irgendeiner Temperatur T ,  und bewegt sich der 
Icijrper nii t8 einer konstanten Geschwindigkeit w in irgend- 
einer Richtung, ist endlich V das Volumen des Hohlraumes, 
so er,aibt die Theorie als die der Strahlung innewohnende 
Energie : WB 

1+3 
E = --T4 7 ,  

(1 - wZ)3 

wenn noch die Wahl der Teinperatureinheit zweckm8;Big 
geschehen ist. In  dieseni Ausdruck kann man nun, wenn 
nicht w4 gegen 1 vernachlassigt werden soll, nicht einen Term 
fur Ruhe und einen Term proportional w2 feststellen, also 
nicht eine kinetische Energie der fortschreitenden Bewegung und 
eine innere Energie trennen. Dadurch wird diese Trennung 
natiirlich uberhaupt in allen Fallen unnioglich, wo Energie 
der Wiirmestrahluiig in Betracht komnit. Z. B. berechnet 
P l a n c k ,  da13 fiir einen Raum, erfullt von einem ruhenden 
einatomigen Gase, bei der Temperatur des schmelzenden Pla tins 
und eineiii Druck von 0,001 mi11 die bei konstantem Druck zuge- 
fuhrte Warme zu eineiii vierten Teil der Vermehrung der Strah- 
lungsenergie, also nur zu drei Vierteln den Molekularbewegungen 
zugute kommen wiircle, unrl daher erstere Energie nicht a u h r  

60 * 
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Betracht gelassen werden kann. Xun versucht P l a n e  k in dei 
jungst (1 3. Juni diesee Jahres) der Berliner Akademie vor- 
gelegten Arbeit eine Dynaiiiik auszubauen unter Zugruncle- 
legnng des Relativitatsprinzipes. DAS nachste Ziel wurde 
hein, plausible inathematische snsatze x u  machen und so w i t  
durchzuarbeiten, daI3 sich Versuchsanordnungeii ergeben 
konnten, die zugunsten der neuen oder aber der verlassenen 
Theorien auszulegen wiiren. P l a n  c k erledigt sozusageii die 
Dynainik eines einzelnen Punktes, wobei aber noch die Teni- 
peratur niit in Betracht gezogen vird. Denn wenn man nicht 
gerade an kosmische Vorgange denkt, so wurden naturlicli 
therniodynamische Einflusse am rhesten entschcidende El- 
scheinungen moglich machen. PI a n  c k denlit sich einen Korper, 
der nur Translationen als Ganzes soll ausfuhren konnen, dessen 
Bewegung also durch drei Geschwindigkei tskomponenteii 
wz, w,, W ,  bestimmt sein soll, dessen Zustand aber noch au8er- 
dem Ton Volumen V und Tenipcratur T abhiingeii soll, und 
er fragt nach den dynaniischen Gesetzen fur ein solches Systeni. 
Dieser Korper ist zugleich in einem gewissen Koordinatensysteni 
ein ruhender Korper; es fragt sicli, welche Temperatur er in 
dem betreffenden System hat. Wie das Volumen sich andert, 
ist durch die Substitution gegeben. P l ane  k macht zunachst 
plausibel, da13 die Entropie fib beitle Systeine dieselbe sein 
soll; tlaraus folgt aun&chst, wenn es sich uni einen von WLirine- 
strahlung erfullten Hohlrauin handelt, aus den f i i r  diesen Fall 
bekaiinten Gesetzen noch Glcichheit des Druckes, uncl (la8 
T in  T /dl - w2 fur das neue Bezugssysteni sich verwandelt. 
Diese Beziehung nimmt dann P l a n c k  wegen der Bedeutung 
von Druck uncl Temperatur als Gleichgewichtsparaniekr als 
allgeinein gultig an. Nun fehlen noch inimer die Gesetze, denen 
das System unterworfen ist bei gegebenen Siul3eren f iaf ten,  
Drucksn und Temperatureinflussen, und da nimiiit P l a n e  k 
an, das von He lmho  1 t z  auf therniodynamische VerhBltnisse 
ausgedehnte Prinzip der kleiiisten Kirliung soll seineni wesent- 
lichen Charakter nach gultig bleiben. Die Beaegung soil 
zmischen zwei Zustanden bei konstanter Energie sich nach den1 
Minimum ejnes Integrals 

~ _ _  

W = S H d t  

richten, wobei H, das sogenannte kinetische Potential, von 
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den drei Geschwindigkeitskoinponenten, aber nur in der Ver- 
bindung w, ferner von dem Volumen V und der Tempera- 
tur T abhangen SOL 

Das Resultat, zu welchem P l a n c k  auf einem Umwege, 
durch Heranziehung elektrod-maniischer Verhiiltnisse gelangt , 
mare nun sehr einfach vorauszusehen gewesen. Nanilicli, 
man setze einfach 

H d t =  KVdt2-  d x 2 -  d y a -  d z 2 ,  

bo istc der zweite Faktor fiir die Lorentzsche Gruppe in- 
variant, und das Plancksche Ergebnis ist einfach, dal3 auch 
der erste Faktor dabei invariant sein soll. Die benierkens- 
werteste Folgerung, die sich hieran kniipft, ist nun diese: Das 
Bewegungsmoment des Korpers, dessen zeitliche Anclerung die 
5ul3ere Kraft wird, fiiidet sich: 

a H  w ( E + p V )  
a w  c2 

G=-= . 9 

W O  

die gesamte Energie des Korpers ist; fiir eine folgende Be- 
merkung habe ich den Ausdruck hier geschrieben, wie er bei 
beliebiger Zeiteinheit lautet. Wird nun die Geschwindigkeit 
nur um einen transversalen Vektor abgeandert, und die zu- 
gehorige h d e r u n g  der BewepgsgroBe gleich M ma1 der 
Beschleunigung gesetzt, so ergibt sich M ,  welche GroBe dann 
den Namen transversale Masse des Korpers fuhrt: 

Daraus folgt: die hier in Betracht kommende, als Masse 
des Korpers anzusprechende G r o h  iindert sich insbesondere 
bei jeder Warmezufuhr, und zwar betrggt bei einer Warme- 
zufuhr unter konstantem Drucke die Zunahme der Masse 
genau die zugefuhrte Warme, dividiert durch das Quadrat 
der Lichtgeschwindigkeit. Z. B. wenn 18 g (11/2 Mol) Knallgas 
zu fliissjgem Wasser bei Atmospharendruck und Zimmertem- 
peratur kondensiert wird, solite eine Abnahme der Masse um 
3,2.10-6 mg, eine nicht wahrzunehmende hde rung ,  eintreten. 
Es ware aber natiirlich clenkbar, da13 eine Weiterentwicklmg 
der Theorie zu Konsequenzen fuhrte, die wohl zu beobachten 
waren. 
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4. Endlich wollte ich noch ein Wort iiber die Gravitation 
sagen. Es entsteht die groBe Frage, wie sich denn das Gravi- 
tationsgesetz in das Reich des Relativitatsprinzipes einordnen 
liil3t. Daruber hat Po inca r6 in  seiner Arbeit in den Rendiconti 
tlel Circolo Matematico di Palerrno 1906 sich ausgelassen. 
Lap lace  glaubte bewiesen zu haben, daB die Fortpflanzung 
iler Gravitation momentan Od8r mit vie1 grol3erer Geschwin- 
digkeit als der Lichtgeschwindigkeit erfolgen niuBte. Aber 
naturlich wiirde der Laplacesche Beweis bei einer Zuruck- 
fuhrung der Gravitation auf Elektromagnetismus schon sich 
&Is unvollkommen herausstellen. In  der Tat meint auch 
Poincar6,  daB die Gravitation sich nioht anders als init 
Lichtgeschwindigkeit fortpflanzt. Er stellt sich nun die rein 
rnathematische Aufgabe, ein Gesetz zu finden, welches dem 
Relativitatspostulnt entsprechen soll, melches ferner in dau 
Newtonsche Gesetz ubergehen soll, wenn man die Quadrate 
der Geschwindigkeiten der Sterne sowie das Produkt der Be- 
schleunigungen in die Distanzen vernachlassigen kann (gegen 
das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit). Po inea r6  weist ein 
solches Gesetz m f ,  indem er  auf die Betrachtung von In- 
varianten der Lorentzschen Giuppe eingeht, doch ist dlzs 
Gesetz nur eines unter vielen moglichen, und die betreffenden 
Untersuchungen tragen in keiner Weise einen definitiven 
Charakter. Ich berichte daruber ausfuhrlicher vielleicht ein 
anderes Mal. 

Aus meinein Bericht ist, wie ich hoffe, das eine deutlich 
geworden, daB es sich hier urn Untersuchungen handelt, die 
clas Interesse des Mathematikers in hohem Grade beanspruchen 
diirfen. 

(Eingegangen 15. Juni 1915.) 


